SULLA DIVISIONE
DEGLI ARCHI DI UNA CURVA DEL QUART ORDINE
RAPPRESENTATA DALL' EQUAZION

(2% g = @u® — B2

MEMORIA

DEL SO0CI0 ATTUALE

PROF. AB. BARNABA TORTOL

Ricevuta 1 22 Seitembre 1537,

1.9 Lia curva eonoseiuta sotto il nome di Lemniscata di Beruoall
& il luogo geometrico della projezione ortogonale del centro dell’ iper-
bola equilatera sulle consideri un” iperbola di se-
miassi e, b, e si projetti il enti, si ottiene per il luogo
geomelrico, come ¢ noto, un: arto ordine di equ:

() (a2 + ) = et — B
Quando a
sun_ definiy
punto qualungue da duo punti
Sono da lungo tempo noti i
Geometri per dividere in piit
stione e¢he ha interessato Payanzamento della teor
ellittici. Non sard adunque del twito inufile di far

b, si ottiene la Lemniscata di Bernoulli, della quale la
g geometrica & che il prodotto delle distanze di un suo
a eguale ad un quadrato dato.
ori del Conte di Fagnano e di altri

in una Nota pubblicala nella Raccolia scienty
moria servire di complemento ad altre pubblicate sopr
duto di pubblicaria ora, quale fu serilla a quell epoca salso qualche leggiero e
mento nella redazione.




elliti

la quale si potrd ve
essere

4" onde si trae

dalla quale

Facendo inoltre

verri

LLA DIVISIONE DEGLI ARGHI DI UNA

o di prima spee
dati da funzioni ellittiche di prir
ilivo, come dimos
y di Roma pel mese di

Le frazioni k. ¥, porgono costantemente

ziando i valori di ¢

AVA eC.

e della nuoya eury che
le di gid note per la supposizione
lemn pressi dalle sole funzioni
ma quelli della curva in posilo sono
a e di terza specie a parametro eir-
in una Memoria pubblicata nel
ettembre 1844: quindi &
a richiamar brevemente

a Sono ¢

he
rettifica-

—

ficare per mezzo di un angolo ausiliare @, da

B

y e sostituiti nella formola per la ret-

ds =}/ (ds* + dy*)




verri

bl (1
e e )

la quale si decomporri in

l’.\‘::flf}(" oidhag 4o
VNV

da
*sen’m) Va (1=K cn*m)
* ultima si vede che gli archi della seelta curva dipendono
o e di terza speeie del medesimo mo-
Adotti le notazioni di Le-

Da qu
da funzioni ellittiche di pri
dulo #, e di parametro negativo —#
gendre col per quelle di prin

Aw) =1

: o :
P =fxge F=

eome per quelle di terza speeie

da
Il(@) _f 5] A

/ da
(Tnsen'a) Af@) "

Cid posto un areo indefinito della nostra cu

si esprimerd  per

per cui si avrd ancora

s:w(

La costante arbitraria non ha luogo mentre I"areo s svanisce per

(r1)+ﬂ =i Il(m})_

o=0. Che se pongasi @ ulterd per il quadrante S della eurva

5=k ("—Z r-"-4-’i"—"'n').
t a
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Da queste due ultime equazioni & che doveemo
videre gli archi s, S in un certo numero di pe
¢ Si rende primieramente indispensabile di v
formole date da Legendre mel suo Tratiato delle fu
Tom. [, pag. fra tre funzioni ellittiche di terza
dulo , ¢ di paramelro a, e di ampiczza @, ¥, 1

ndente
() - T () — () = —= are u..g(i'/“ BiseRy s )
& % To-n— cos 2 Cos €0

(l—i—n)(i-v—i;:-):

in allora anche per le funzioni ellittiche di prima spec
I' equazione

trase

1

ove di pii

Iogo

F (@) + F () =F ().

Fra le ampiezze poi, @, ¥, & abbiamo I equazion irigonometrica

llittiche di terza

La riferita equazione fra le tre funzioni
di o negativo

sussiste per valori positivi di o, ma nel i
formera il secondo membro in quar Nei se-
condi membri rappresentanti i valovi degli areh paramelro »
¢ negativo, ¢ : , & il complemento del
modulo &, e si olo @ tale da essere

ne per — ove

empre. seegliere un

— 14k sen?@,
4" onde

senfl = @="),

le quali hanno veramente luogo per a>b. Di q

m_(l—h”)(I~

L —i)s
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@ altronde
send

sen’d)

¢ poreid

) cos26
]

one, od
specie, quando sia dato 3,
ultime stabilite formole. La met

P, o
sup-
le tre

are tang {

azione e duplie pit
one delle funzioni ellittiche com-

pu
semplici s

e serve por la bi
attengono per la bi

plete; cosi supponendo =% &

verh

AR (P =F

ed insieme
M1 () — 11

L* angolo @ por

are lang (:JV!A N

T4+n

i facilmente

I VE 1
REL P e i
S e Tt roany, WeEs Ve
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ione delle funzioni

a preeedente ultima formola per la b
complete, darh

_n_l/’

della quale noi ne mostreremo |

20 (p)

Tn) (1

50 nella divisione della nostra curva.

proposto adunque di biseeare il quadrante S della curva,
RSSO Per

e fauto di

(s avremo

di #, & nell’ ultima formola del precedente
camente

wiamo di pi

I S (Aseng) costl
2 2sen0 costl ‘“'”"”"-i.\mn[|+1/(—|_..\.u

Di qui per la sostituzione nel secondo membro di S, abbiamo

S, = bk ls('n:ﬂ Figh) + cos?0 () -+

are lang (

sione somministrerd la meth del quadranté corrispondente
nata. dall® equa

all* ampiezza @ detert
Tl
seng = i/W i)

Richiamando poi dal precedente pa

VE
V (1+k)’

1 valor d

! verrd anche

tang @ (1-+sen*@).
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punto  della eurva
e non si di
alori di @, y \h\l

acile infine di determinare le coordinate del
pondenti all’ampiezza $, per le quali coor
in due parti eg il quadrante: ripresi infatti i v
parag. 2° col sostituire @ invece di i

alt seng

Nella lemniscata a=b, e
a

e A

LT T,

le quali per
Tom. 1, , 182

Da tutto cio ne segue, che h metd del n|nmi:~mu» della nuova
dipende da fungioni -ellitithe incomplete di prima e di terza

e da un arco cireolare di una data tange i

ove in tulli i tre termini I’ angolo @ ha per limiti

¢=0, @ = are lang (1/1’: }

pitt eomplicate s incontrano, quando si tratti della
bisezione di un inque minore del quadrante. Un arco s
indefinito come dal parag. 2° si esprime per

5= bk [sen*8 F (a) + cos 0 T {)].

ca @, invece di @, ¢ por

|/§' rn[m-i:lunn on quanto irova Legendre nel

Si gostitu avremo

0,%).

{sm“!?.

zione delle

“lp]rmlldmu come dal parag. 3% le formole per la bis
funzioni ellittiche, e poniamo di pin

Me —nl~ & sen g sen g,
© T Tn—n o’ P cosg,
Serie M. Tomo I 13
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avremo sempre
Fig)=2F (@)

= arelang (M.

Am=m———m,
I+sen’

non che i valori di  send,, cos@, come dal parag. 3%, si woverd

af i o 1 il 2Ben D 005 Hisene
= (T -sen'l v -
e quindi

I{5.)

D 11(g) +V( 1 +send

Zsend eosl

are tang (M).

Di qui per I' arco s, olleniamo

5 sent0
A (s«.m () cosTI() 4 20 l/)“::b eyl

o @ ¢ dato dalle stabilite formole in funzione dell’ ampiezza
spondente ol punto della curva ove & sard doppio di s,. Le
te 2,y dell’ arco s doppio di s, sone

L bE'? sen gy :-u-rﬁ.,
B’ I = = en'g,

le coordinate del punto estremo i un areo s, corrispon-
mpiezza @, si avii

Sieno 2,
dente all’

¢ quindi per quanto si & trovato al parag. 2°,
= bk [sen®@ F (@) + cos0 T ()]
qual valore sostituto in quello di s,. si ricaverd

. beeosd b 0501/ a)

D E2send-

.aretang (M);
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i sen )
A" onde avvertendo al valore di S =, ollerremo
1 (Tsent0)

arc tang (M) .

Quest’ espressi

one ¢i dice che la differenza di due archi della nuova
eurva pud dipendere da un arco cireolares il qual
a quello trovato dal Conte di Fagnawo per I dill
ellittiei.

Quando I arco s, divenga la meth S, del quadrante, in allora
per i valori di sen, cosgh come dal parag. 47, si ottiene

sultato & analogo
iza di due archi

[l (T-sen®) |
4" onde
beosf

cosl
— . are lam,‘:(

m}“—o—['/l_l-o—

)

sottrae da S, eorrisponde ad un’

In questa formola I° arco s, che s
ampiezza @ data dalla condizione

ngg

”"#l/f‘

/(l+\('n (B

6. Le formole preparatorie zion del quadrante, le ab-
biamo parimenti al Cap. XVI della a opera di Legendre, ed ove
si trova per le funzioni ellittiche complete

3F(P

ST(P) = A0E (n[/r.' sen g sen @, ) ol

1+n

comtuttocio do-

are tang (

golo g, & cognito per mezzo della bisezione;
vendo essere

F(p) + F(p) =F
sard come alla pag. 79 del 1° vol, Fouctions ellipt.

sen g sen @, (14 sen@) =
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Pongasi per la terza parie del quadrante
S=138

sioavri

-+ cos*l -HT) i\

nella quale sostituendo i valori di F* e II', si ricaverd

= bk [\[-wm (@)~ cost0 TI{p) — %’% ¢ lang (M

T-+n
re lang | ——
" (1+

in relazione con @, come dalle riportate formole,
olo @ in forza della wr |onc della fmmnm
I’ equaz

L’angolo @ tro
mentre lo st
completa F* ver i
F. 0. Tom. I, pag. 27.)

0=1—2seng + 25 sen’ g —

1 valori da sostituirsi sono

i L

1 -sen’d "

|/ (I +sen?d)

ed anche per I” equazione Ira @ ¢ ¢,
costP

¥ (1+sengp)’

sen @ se cosp, =1 —seng;

d’ onde ponendo per breviti

sen @ cos@ sen @
13 ) [ sen* @~ cos®

P

@ (I—seng) |

are tang (M)

arc ta

Tn—n cos'p eu.\:ﬁ,) =— arctang (N) ;
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¢ quin
=bk[s

0 F () -+ cos0 T1(§) | +
beosh
bewd

stang (M) + arctang (N)].

Sia g, I’ areo corrispondente all® ampiezza @, aveemo

5 = bk [sen®0 F (@) + cos' TL()]

& pereid

x4=w [arctang (M) + arctang (N)],

2

e riducendo di pin la somma degli

b eos@
= ———ar¢ lang

archi ad un arco unico, verri

M4-N
—~MN /"

Qui pure la differenza di due
LII(‘U]JH‘\ ¢ ad
La sola radice dell’ equazione i quarto geado relativa a seng,
la quale soddisfi alla tr ne della funzione ellitica completa di
prima specie & come fa osservare Legendre (*)
senP=3—1% )" (1=41) + 1)/ [2—o+2) (T—o+17) ],

ove si & posto

ehi della curva dipende da un arco

Nella lemniscata di Bernowlli

M=0; N=0; ed dalla quale si ottiene imn
mente la trisezione d . Dedotti poi i valori d :nnq}.
ra facile di formare i valori delle coordinate @yy Yy COPrispon-
la ierza parie del quadrante.

7. Per la trisezione delle funzioni ellittiche incomplete, si avranno
le Fulmo\i. (Leg. Yol. I, pag. 78.)
3 F(p) =F(g,)
1
V

(*) Fonctions elliptiques. Tom. 1, pag. 26.

per cui

31(@) — 1(P) =— arc tang (P) —
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ove per breviti si pone
)/ @ sen @ sen g, sen P,
T=ri— 1t COS c0s Py COS T,
n)/ @ sen’ @ sen
@ eos

O=—
i 14-n—n cos’

L angalo @ & dato per 'angolo @, dalle formole della tripli
ome ¢, dipenderd da § pe y delle formole della duplicazi
i prenda adunque un rispondente ad un’ ampiezza @y,

3

bl [sen*@ F () -+ cos* 0 T(p,) ]

si aved primierame

avremo anche
e ;
(senr0 EP2 o coo &;‘)]

Sostituendovi ora i valori di F(@,), IH(H), troverd

e fatto quindi

bk [sen*d F () + cos*6 IL()] +

beost
e

3 [arctang (P) + aretang (Q)].

Nei secondi membri di P, Q & intendono sostituiti i valori di a,n
non che quei di @, e @ dati per mezzo di @,. Qui pure sia
ondente all’ ampiezza @, otterremo dalla dif-

I"arco di curva cor
ferenza di & ed §

R

. beost)

B [aretang (P) + aretang (Q)].

idere con quello di gid trovato per la tri-
T, @ con in-

Questo valore doved coir
sezione del quadrante per
trodu foni di g

8.° A queste ricerche po:
problema somigliante ad altro di gi
e Legendre.

Determinare sul quadrante della nuova eurva un areo, il quale
sia precisamente eguale alla meta del quadrante medesimo.

a supposizione di gy

)
iportate fra gli angoli 3, 3.
isoluzione di un

S0y

giungere la
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1
due

La risoluzione di questo problema si puo far dipendere @

e si stabiliscono. Siano &, & due archi
siaved

§ =0k [smn 0 F (u) 4 cos*@ I {z)]
o = b [sen?0 F () -+ eos?0 L))
Prendendo  §>s" avremo la differcnza positiva
bl [sen*6 (F(u) — F () + costd (1) —TT))].

Se si voglia che la differen; ale alla meta del qua-
drante, allora dovranno s B razioni

F () — F (1) T ) — T () = 4 11
Cio posto sia ¢ un’® ampiezza determinat

lang ¢ -
ang P = ——
3 s

equ
rispondenti a

dall’” equazione

si verificherd per la medesima
F@)

Quindi la formela
Fu) — () =F ()

porgera eome ¢ noto dalle formole del pa

[# seni + cosifr A'

¥ +[A(4

senth AW/ TIFF)

-(-[_\Jr I

Per trovare un altra equazione, la quale provenga dalle funzioni el-
i terza specic,, osserveremo, che per le riporiate uquumm

fra g, § e, si ha anche

(g + T —nu.)_l/f nclmw(

Inoltre 1" ampiczza @ soddisfa all® equa

Fig)

Ta-n—mn cosy

ione
bt ik ol %
i) =30+ 574 arclang (W)_(L—W})
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& percid

; oz
W) — i) = 41 o+ 5 v ang B (_I“_';N)

e lxmg( ”l/f! sen g wuvp sen

T4+n—ne

Vo

Se dunque supporremo

T ) — T

otterremo ln nuova equazione

A are b
arctang (“T”)lm) == are tan

Nel nostro caso la sostituzione di

port

Y —

LK

S eAAT
o Amr( KK sen u sen ifi |

1) (- ) -+ cosye cosyf K|/

anza fra le sole langenti trigonometriche, sostity

Quindi ponendo per breyili
¢/ TTE) - cosp cos k)
V7

aretang

Per avere eguag
la tangente dell

amo

2 are lang (A) = are tang (

/(LK) + cos g cos
W =¥ |/ (K2—3) seny sentfs,

si ricaver

1
(1+)
dalla quale dovri infine eliminarsi I angolo g per mezzo dei gih
stabiliti valori di seni, cosp, come dalle formole (m): quest® elimi-
nazione, che si presenta sotto un aspetto assai complicato, sommir
strerebbe in fine delle equazioni dalle quali dipenderebbero i valori
delle ampiezze e al proposto problema: ma cio per
breviti tralasciamo di fare.

U sen g sen




