CALCOLO DEI QUATERNIONI
DI W, R. HAMILTON
SUA RELAZIONE COL METODO DELLE EQUIPOLLENZE.
MEMORTA

PROFESSORE GI

‘TO BE

LAVITIS
Ricevuta il 8 Agosto 1858,

T celebre. Hamilion ‘raceogliendn: ed anpliando le Mennoric gii
da lui inserite nel Philosophical Magazine (1844 ce.) pubblicd a Du-
blino nel 1853 le Lectures on: Quaternions: eredo utile esporre breve-
mente i principali argomenti (1) watlati in questa importante Opera

i qquasi ﬂ\]U pagine: e ¢id lo faceio pid volentieri per I rassomi
colo dei quaternioni ha ol metodo delle equipol-
huzm che io immaginai nel 1832 ¢d cgposi in alcune Memorie pub-
blicate negli Annali del Regno lnu!m(ln \c:mm pel 1835 e 183
nel Yol 1. (1843) del Meno dell” I tituto Veneto, ¢ n«l
Vol. XXV. d della Societd I(:J ina. — 11 metodo delle
equipollenze e quello del quaternioni sono due algoritmi, che avendo
molta rassomiglianza eoll” algoritmo alg o hanno un significato
essenzialmente geometrico. Per in guanto alle figure piane :l metodo
delle oqu:pnilcn.'e c<pv|mc tutto infero il ello geometrico, ed &
di npprrsrnurc le relazioni di
gwlm! Z metodo perde gran parte del suo
pregio quando si- dee applicare alle figure a tre: dimensioni, ed o
cercai molte volte di estendere allo spazio eid ¢he avevo wrovato pel
plano; al mio desiderio corrispende il ealeolo dei quaternioni, ma
soltanto in parte, perché un’ equipollenza a quaternioni & ben lungi
dal servire a dete e la retla . cosi bene come la riso-
luzione delle equipollenze da me considerate to alle figure piane.

(1) Veggosi I Indice alfsbelico alla fine della Memoria.
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1. ALGORITNO DELLE EQUIPOLLENZE E DEI QUATERNIONIL

§. 1. Convenzioni relative alle sonne deile rette. & un eanone fon-
damentale del mio metodo delle equipollenze, il quale fo poseia
esposto anche dall’ Mamilton, dal Saint-Yenant ¢ da aliri Geomet;
che s ad una retta AB ne sussegua con qualsiasi dirczione un’alt

G r tremith della prima reua va alla s
estremiti della seconda, ne la cowrosTA-EQUIPOLLENTE, de
anche souuA’ GEOMETRICA O semplivemente sowns. Questa n

posizione delle rette conforme alla composizione dei
movimenti ed a quella delle forze # indicata col segno -+ a mative
della sua grande analogia colla vera sommas a togliere poi ‘ogni pe-
ricolo di equivoeo o sostituii il segno a quello proprio delle
equazioni, colle quali le equipolle I* algoritmo pienamente
comune, ma- il significato ben' d 0 serivoe
() AB+BC=AC;

I* Hamilton perd adopera ik segno = in luoge di <=,

2. Biso; ayvertive; che ogni retta s intende presa dalla
ma Jetlera ve da s sicehé per es. la GB @ bensi eguale
ingrandezza ma opposta in direzione alla BG, ciod
(2) CB == — BE.

Quindi alla (1) possono darsi le forme
(3) AB—CB==AC;, AB=:CB4+ AC, AB—AC
(4) AB+BC+ CA==0, ce.

8. Due rette sono EquipoLLexti quando sono eg!

e per lo stesso verso, cioé se ABCD sia un pa

() ABLDG, BC==AD,
a questa equipollénza possono darsi indifferentemente le forme
AB—DG==0, AD~+CB=:0, cc.

Ad ogni retia puo sempre sostitui
dare un esempio, s

CB

i parallele o
llelogrammao &

rsi una sua equipollente. Cosi, per
nella (1) noi sostituiamo la prima delle (3) ab-
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biamo DC+ BC==AC alla BC noj sostituiamo la CE equi-
pollente alla BEC. o GE la prolungazione della BC ed uguale
a BC stessa, il primo membro della pr |E(-u.| equazione diventera
DG+ CE, che pel canone fondamentale (§. 1) ¢ <=DE.
ché DE== AC; ed infatti se il Lettore si eostruisea la figura,
vedra tosto <lw la DE risulta parallela eguale ¢ rivolta per la stessa

p.mo del

4. quipollenza
(6) . ABL=n.FG

ignifica, che le rette. AB, FG  sono pi
10 1o, stesso rapporto dei numeri %, #; inolive se uno di questi
i o e 1" aliro negativo le rette '\B F G saranno
tte per 1o stesso verso
se i coeflicienti.sono ambedue positivi o ambedue negativi.
1 precedenti cenni contengono Lutto quanto viguarda Lo somina
o la soltrazions delle r loro molt
tivi ), mel
¢ o dei quaternioni & attribuito ai

che nel metodo delle ('E[I\\pn]]f‘l
due segni + — (la molliplicazione per num non ha sig
differente dall* ordinario ) prin passare a trattare della moltipli-
cazione o divisions delle rette esporremo di nuovo i predetti principj
dandovi una forma aleun poco. diversa usata anche ' dall” Hamilton
gincehi ci viuscirh poi facilissimo scorgere’ " analogia ¢ le particolari
diversita tra le regole relative alle somme e q\wllx' relative alle mol-
tiplicazioni.

6. Leggi velative ai punti ed affe rette. La distanza da un punto
A ad un punto B dicesi retla ¢ seg con B— A, adoperando il
segno di sotlrazione per indicare la differenza di posizione da un
punto ad un altro; (pin ordi i serive AB, che non deve
confondersi con BA, che | zione perehd equivale ad

“ B
7. Dicesi somus (‘o composta-equipollente) di
i—B la retta C—A, che con esse compie un i

o si esprime col segno —+ serivendo
(C—B)+(B—=A4)
oppure BC~+AB==AC.

ue retle successive
angolo, ¢
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& Due rette poste comunque, purchd sieno eguali parallele e
dirette per lo stesso verso, si dicono equipolienti, il che si scgoa con
==, Cosi s¢ ABNM & un parallelogrammo si ha

(2) 2 B—A=N—M, ossin. AB==MN.

9. Se due rette sono oguali e parallele ma dirette in verso op-
posto, I’ una si considera come negativa rispeuto all’ altra, il che si
indica col segno —. Cosi la precedente (2) da
) B=AS— (M—N), ossia AB=— NM.

10. Per sommare due rette quali si vogliano B—A, E—D si
prendano due rette ad esse rispettivamente equipollenti, che si sue-
10 immediatamente, sicehé la loro somma sia data come al §. 7.
Cosi se N—M sard equipollente alla B—A si faccia P—N L= E—D

(E—D) 4+ (B—A) === (P—N} + (N—M) L= P—M,
DE+AB==NP-+MN==MP,
41, Come Goroll

diremo che la somma di due porzioni d’una
slessa retta & uguale alla loro somma od alla loro differenza, secon-
doché te per lo stesso verso o in v opposti.

12. Un aliro Corollario si & che la somme di wutti i lati di un
poligono chivso & sempre nulla. Cosi per esempio

® DA+ CD +BC+AB=:0.
Ne viene pure che AB + BA =0,
13. La somma delle vette da la composizione dei movimenti pro-

da loro espressi.

14, La somma di due rette & la stessa in qualunque ordine esse
si prendano. Infatti se nelle direzioni stesse MN, PN si prendano
NM Z=MN, PPN sara

(B—A) + (E—D) £= (N —N) +(N—P) 2=} —P'
ed evidentemente le rette  MP, P'N" sono equipollenti, ciod
P—M =N —P.

15, Convenzioni relative ai prodolti od @i quozienti dei biradiali o
dei vadii. Prima di esporre le regole del ealeolo dei quaternioni
consideriamo gli oggeuti geometrici, che essi hanno per iscopo di
verie 11, Tomo 1. 17
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rappresentare. Ad ogni retta posta comungue nello spazio, e che per
mo aver prineipio nel punto O, daremo il nome di nawio,
:mo in RAGG10 quando la retta abbia la lun'-h eguale
cché allora la sua seconda estremita
col eentro O ed il raggio 4. Due radii diffe
loro pel rapporto delle loro lunghezze, e per I' angolo che e
mano: a questa relazione di grandezza e di posi
il nome di pmapiate. Ad una retta che non pas: 0 sempre
sostituirsi una ad e nqlupc:l!r‘nle condotta per 0. — Si confronte-
ranno parola per parola i seguenti §§. coi §§. 6..., 143 se i radii
sieno raggi il confronto & aneora pitt compiuto tra reoli massimi
deseritti sulla sfera e ette considerate nei predetti §§. 6... 14
si noterd perd sempre che le somme ed i residui si sono eangiati in
prodotti ed in quozienti.

16. Legyi ivelative ai radii ed of biradiali. La diversita sia in
grandezza che in direzione wa un radio OA ed un aliro OB i

i for-
me 1" Hamilton da

biradiale ¢ segnasi indifferentemente con OBz OA o con I8, ado-
pﬂamlu il segno di divisione ad indicare il rapporto di grandezza e
gl oppure segnasi con AOB, avvertendo
o intendesi non solamente I’angolo, ma anche il rapporto
del secondo lato OB diviso pel primo; cosi AOB & identico con
OB:0A ¢ BOA econ OA:OB. — Diremo biradiale RErracoLo
quello formato da due radii tra loro perpendicolari, e biradiale vyi-
TaR10 quello i eui radii sono eguali in grandezza.

17. Dicesi provorro di due biradiali suceessivi 0B: OA, 0C
(ossia AOB, BOC) (eiot tali che il secondo raggio di
cide col primo di un alro) il biradiale 0C: OA (
che con essi compie un angoloide triedro, ¢ che & rosulmm dal rap
porto, in grandezza e in direzione dei » 0G. Gio si
esprime eol segno di moltiplica scrivendo

) (0G: 0B).(0B10A) 2= 00: 04,

oppure 0C lﬁ [l-r-
PP OB 0A ~ 0A°
oppure BOC.AOB == AOC.

(Si noli che la relazione di grandezza ¢ soddisfatta perché &

algy g [
fatti il prodotto di GF per %).
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18. Due biradiafi posti in un medesimo piaio, che presentino lo
stess ummrln tra le grandezze dei radii e lo stesso angolo preso
nello si dicono EQUIPOLLENTI, ¢ I’ uno pud sempre 5o
tuirsi all’ .xlnu Cosi se le grandezze dei quattro radii 0A, OB, OM, ON
formino una proporzione, e se I'angolo AOB sia eguale posto nello
stesso piano ¢ diretto per 1o stesso verso dell” angolo MON sard
(2) OB: OA==0ON:OM, oppure AOB==MON.
Sono equipollenti anche due biradiali AOB, MON, posti in
piani paralleli, e che hammo le predette relazioni.
19. Se due biradiali posti nello stesso piano o in piani paralleli
I .mﬂ'uia ul ugual grandezza ( vale a dire sieno eguali i
gli angoli sieno diretti in versi opposti,
rano come (ra Joro coxsveati, il che si in-
E adio OM® abbia la stessa grandezza di
) ione di OM, e ON® abbia la grandezza di OM
zone di ON, la (2) dard anche

e MM gsin AOB g (NOY).

no unitarii,  ciod se i ra jeno tra loro eguali,
r esempio se sono raggi, si ha ON: QM == (OM: ON),

0M)

20. Per formare il prodotto di due bivadieli quali si vogliano
AOB, DO si prendano due biradiali ad rispettivamente equi-
pollenti, che si suecedano immediatamente, ciod che abbiano un ra-
dio comune ON (il quale ¢ necessariamente I intersezione dei piani
AOB, DOE), poi se ne avrd il prodotto come al §. 17. Cosi se
MON==A0B, ¢ NOP==DOE sari
) DOE.AOB=2:NOP.MON=MOP.

21. Come Corollario diremo che 1" angolo del prodotto di due
biradiali posti in uno stesso piano & uguale alla somma o alla diffe-
renza dei loro angoli, secondo che e: etli per lo stesso verso
0 in versi opposti.

22. Un altro Corollario si & che il prodotto di tutti i biradiali
facee di un angoloide presi nell’ ordine. in cui si succedono & sempre
equipollente ad unos cosi per esempio

" 0A 0D OC OB
(5) ﬁ.rﬁ.”—u.ﬁ&l.
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Ne viene pure (§. 19) che il prodotto di un biradiale pel suo con-
jugato eguaglia il quadrato della eranpezza del biradiale, cioé del
valor numerico del rapporto dei suoi radii, il che noi seriveremo cosi
AOB.cjAOB=gr'AOB = (grOB: grOA)*
ndo colla caratteristica gr la grandezza di un radio o di un
diale, e eon gr* il quadrato d grandezza.

23. M i prodotti dei biradiali si pud esprimere la compo-
sizione dei moti rotatorii; cid dard un’ importante applicazione del
caleolo dei quaternioni.

24. 11 prodotto di due biradiali & differente secondo I’ ordine con
eni questi si prendono, Infatti se sui pi stessi MON, NOP si
prendano ON:ON=-0N: OM, OP: ON==0N: 0P
colle formole del §. 20 sarh anche

AOB.DOE=L- NOM.PON==POM,
ed evidentemente i due biradiali MOP, PPOMN  sono bensi eguali
in grandezza (perché le grandezze dei radii formano la proporzione
grOP: grOM OM:grOP') ed in angolo, ma non in posizione;
ed abbiamo gid notato che onde due biradiali sieno equipollenti bi-
sogna che sieno posti in piani paralleli. Il Lettore & pregato di co-
struire le figure; supposto che i 0 raggi, egli potrd segnare
sulln superficic di 2ra M PNP che si taglino
nel punto N, ¢ prend i o due archi eg MN, E\‘I.
ed i due pur tra loro eguali PN, NP'; i due archi MP, P'M ri-
sulteranno eguali, ma non 1p]ur:e:ncnn allo stesso eircolo massimo.

24, Teorema fondamentale. Il prodottv di tre o pit biradiali non
cungia quando conservando ad essi lo stesso ordine si procede diversa-
mente nel combinarli @ due w dub. Cosi per costruive

) DOE.BOC.AOB

tanto si pud adoperare le due equipollenze

(2) BOC.AOB==A0C, 3 DOE.AOCZ=LOE
quanto le due

% DOE.BOCL=MOP, 5 MOP.AOB=:QOS,
e ne risulterd lo stesso prodotio

(6) LOE==QO0S.
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T facile vedere che quando il teorema vale per tre soli biradiali «,
b, ¢, valerh anche per un maggior numero: giaeehé si aved per esempio
dfe(b.a)] == d[(e.0)a] L= (d. ) (b.a) 2= [d(c.b)]a.

Ecco una delle dimostrazioni della (6) date dall’ Tamilton. Possiamo
supporre che tuui i radii sieno raggi, giacehé riguardo alle grandezze
la veriti del teorema ¢ evidente. Sostituendo ai tre biradiali dat

ad essi equipollenti, si pud fare in guisa che il primo AOB ab-

il secondo raggio OB coineidente col primo del secondo biradiale
BOC, e che il terzo DOE abbia il raggio OD posto nel piano del
biradiale AOG prodotto dei due p Sulla superficie sferiea di
centro O, i eui archi di cireolo massimo rappresentano i biradiali si
ayrd un Iriungnlo sperieo ABG, ed un arco DE, il cui estremo D
appartiene all’ arco AC. Per costruire la (3) bisogna prendere sullo
stesso eircolo massimo AG I"arco LD eguale ad AGC, dopo di che
sarh DOE.LOD="=LOE. Costruiremo la (4) prendendo
MON=-BOC, NOP =DOE, in guisa che N I” intersezione
degli archi BC, DE; finalmente se R sia I intersezione di AB con
MP prenderemo QOR==A0B ed ROSL=MOP, eosi sarh co-
struita anehe la (3): e per dimostrare la (6) re da far vedere
che LE, Q8 sono due archi eguali di uno stesso circolo.

206, Dlmostrcremo da prima che se i raggi OB, OE, ON.0Q

sono l.a"lmu da un elo al cucoln AGDL nei punt ‘H

‘, Q‘, (questi otto ;:ul [l]l.llli gono ad una mmlcsuna aﬁ,
\cl piano OBN Ta OL p.!ralh,h wlla B e la OM 1

\ i (||l|llm punti ap
ulaq e sard quindi OB.0B' =0N.0]
lo stesso modo da DOE=L-NOP
f v edn  AOB=QOR

OB.OB'=0¢.0Q". Dunque le due fig
sono nverse 1" una dell” altra rispullo :|I
siceome una di queste 4
che ha nel punto O il !‘m":-uwnle para dJ.nIn ai piano dell® Jlll'x |gum‘
percio ognuna di esse & un circolos questi due eircoli ap)
alla sfera, che oltre comprendere il circolo I
e quindi anche per N gin BB'N'N' & un circolo, ¢ quindi
anche per E” perehé anche 1 EE’ & un eircolo.
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ispettivamente paralleli alle cord

B LOD, cosi & facile ricor e che mdu
OL & parallela alla quarta corda EQ, ¢ quindi il punto L cade nel
piano OF (. In egual modo si dimostea che nello stesso piano O 3
cade anche il |m||lu 8. Finalmente ano OLS taglia la sfera men-
zionata al nel circolo E'QF Q) ieniJai BQ, E s0n0

.mllrll ai ragei OL, 08, dal che risulla LOE="=QO0S, che

‘w;nm!u c;uvll:\ che si voleya <I|mn-|mn= — 1l cono. OBENQ ha

uoi due piani ciclici D AC, OMP (ciob paralleli alle sue
quella dell*iperbola rispetto
della sfera ogni circolo mas-
, ES compresi tra il cono ed

98. Regole pel caleolo dei biradiali. Un mumero quakivoglia di
raggi OA, OB, OL OD presi in un determinato ordine formano
altrettanti hiradi itarii  AOB, BOC, COD, DOA, che sono
espressi anche dai di un poligono sferico, ¢ che per br
gneremo colle letere a, 0, ¢, d. 1 medesimi biradiali presi nel verso
ﬂi‘l"’"" sono (§. 19) i conjugati dei precedenti, ciod

BOAL=cja, COB==¢jb, DOC=2=¢je, AODL=cjd.
pertanto la relazione (§. 17) COD.BOG.AOB==A0D pud
seriversi (1) eha == ¢jd; ]n-'\ §. 22 abbiamo anche () deba =2
jnoltre I' equipollenza BOC.AOB==A0C="DOC.AOD
(3) ba=cje.cjd, cosi pure  (4) a=cjb.cjc.ejd,

@) 1==da. je.ejds ed & ngualmente facile vedere che
(6) ch==cjd.cja, ja COD.BOC==BOD=:A0D.BOA;
cosi pure (7)) bE=cjeccjdioga,  (8) 1=Z=cjb.cje.cjd.cja,
() ded==cja,  (10) deLseja.gjb, (1) e==ejd.gja.Gb; ee
paragonando e () (1) (3) (%) (3) si vede che ogni biradiale uni-
tario che sia il fattore pit; a sinistra di un meinbro dell’ equipolionsa
pud trasportarsi @ faltore o sinistra dell® altro_wiembro, purehe simuti
el suo conjugato: dal confronto delle (1) (6) e delle (2) (9) (10), ee.
si scorge che simile trasporto pud farsi pel fattore a destre da un mei-
bro alf aliro. Con questa regola, eul bisogna dar atienzione ( poichd
il calcolo dei quaternioni ¢ ben differente dall’ algebrico ). si pud
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¢ un fattore qualunque; cosi per esempio il fattore b della
(1) viene isolato mella (7). — Risulta pure come Corollario che il
conjugato di wn prodotto & il prodotte. dei. conjugali dei fattori presi in
oulmc opposto. Si confrontine per esempio le (4) (9).

Quando il biradiale non & unitario & palese che esso non
pud trasportarsi da un' membro all® altro nel modo ito colla re-
gola precedente. In ogni biradiale dee considerarsi il valore nume-
rieo, che & il rapporto di due radii, che diciamo (§. 22) la gran-
dezza del biradiale, e segniamo colla caratteristica gr. ed il prodotio
del biradiale pel suo conjugato & il quadrato de nde: i

posto sard palese che dalle (1) cba="scjd del § 28 se ne

anziche la (2) la doba=sgrid, e la ba == gje.jd: prie
oppure ln  ba.gr*e == gjo.cjd, o la bigrie.gric = cje.cjd. cja, ec.
Le grandezze sono quantita, le quali possono prendersi come fattori
in qualunque ordine si voglia.
30. La divisione dei biradiali prende il suo signi
tipliea; cosi stabiliremo per definizione che I’ equipollenza
az b=y equivalga alla e==rh,
ciod il divisore b si trasporin a destra del quoziente r. Ne viene che
se il biradiale b sia unitario si ha s hxa. qb. percl
n.ojb.b=c @, o se b non sia unifario ¢ o gL gth.

+ Potenze ¢ radici dei biradiali. Dalla definizione del prodotto

Ita spontanea quella delle potenze. Cosi, per esempio, se i radii
OA, OB abbiano le lunghezze grO %, grOB =15, ¢ formino
tra loro un angolo di 40° il biradiale espresso da (0B: OA), ossia
da (AOB)? sard quello formato da due radii posti nel piano OAB
(lld in uno ad csso parallelo) che abbiano le lunghezze nel rapporto

A: 9 (seconda potenza di 5: e !‘urmim) un angolo di 80° (dop-
pio d| M)") — Yicevers adie i " ultimo biradiale
wato da due (<n'| rapporto 1 comprendenti

e loro un angolo di 40° appure di 220° (pr ben §° intende,
nel verso stesso in cui & preso I angolo di ‘zm). infatti anche il
doppio di 220° di un angolo di 80°, a cio equivalendo quello di 450
— E facile intendere come si cstendano questi principj a definive
ogni radice di 1 hé la radice s, espressa da
uno qualunque di = biradiali, i cui angoli dilferiscono tra loro di

%:3(50”. giacché I* angolo del biradiale pud supporsi aceresciuto di
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qualsivoglin multiplo di 360° — 8i avyeria che le grandezse
considerano sempre come quantild positive.
ne dei biradiali col mezzo dei loro assi. Un
lo 8: & ( segniamo con a 8 due rette, che possono e
dovunque nello spazio; e che sono equipollenti ai radii OA, OB wra
loro_perpendicolari ) pud rappresentarsi con un terzo
pendicolire ad un piano parallelo ai due o, @, purch
unith di Junghezza s grf:gra, e la direzione di a
che supposto ehe vada piedi alla testa di un HOMo, (que g
ne di 90° da @ a 8 da destra verso sinistra, eiot nel
s in cui si muove la Terra rispetto al raggio che va al polo ar-
tico. Possiamo supporre che la a orizzontale verso I’ la g
Nord, e la g verso il Zenit. 1l radio ¢ si dird
iradiale. Cid posto noi scriveremo )y ey,
ammettendo che le lunghezze dei tre radii ortogonali sieno. come
dicemmo, tali da soddisfare alla equazione che si ottiene d
mutando == in =. — Per mosirare come si possano introdurre nei
ealcoli anche i iderati come biradiali rettangoli, sup;mnmnm
ehie @, § non sieno tra loro ortogonali, sicche (1 S
sia (§ 16) un biradiale non rettangolo, ¢ eerchizmo i
del prodotto ¢.a eonsiderando o come un biradiale rvtumn]a ‘sm—
eome il piano di ¢ & quello dei due radii @, 8, ed a rappresenia
un biradiale rettangolo perpendicolare alla direzione di a, cosi
cordando la definizione data al § 20 ei sard facile riconost e il
prodotto co & un biradiale retangolo espresso dal radio §, sicehé la

(I) da
{11y fca.

(E palese a colpo d” oechio che la relazione delle grandezze & sod-
disfatta.) Nel easo particolare che a, § sieno ln-:lmmlu,ul la (1) da
2) By,

33. 11 conjugato di un radio considerato come rappresentante un
adiale golare si ottiene (§. l‘!) vovesciando la sua direzione,
poiché in tal modo si viene a rovesciare la divezione dell” angolo: ¢
siccome (§. 2) ad una retta si eangia la dirczione .|ppmmultni
seano —, cosi porremo ¢ja=—a, il che semplifica le for-
mole del §. 28 quando parte dei biradiali in esse contenuti sono ret-
tangoli. Cosi, per esempio, supposto per breviti che i biradiali sieno
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unitarj, e gli @, §,-... sicno raggi, adoperando la regola del §. 28
dalla ca===p  dedurremo ¢ —Ba, aL=cf
risulteranno le fea, —afDegje, e poiar
A queste equipollenze possono anche darsi pe
cnfia, —FL=cimy Go=D=aif, L= zic,
g delle quali la prima ¢ la terza hanno
ficato- stabilito al §. 16.

34, Cogli stessi principj si riconosee che capovolyendo Uordine di
alquanti vadii il loro prodotto si eangia nel sup conjugato cof seqno +
o —, secondo che il mumero dei fattori & pari o dispori. Gosl le for-
mole del §. precedente danno
) af = cj(Ba).

Posto yBa==d si ottiene successivamente (§. 28, 33)
yh=—da, yo-daf, cjd.y-af, ojd=—afy;

dungue (2. afy=-—cj(yBa).

Similmente @)  afydL=cj(dyBa); ec.

5. Pel §. 31 ogni biradiale pud considerarsi come potenza di
un biradiale rettangolo, ossia (§. 82) di un radio, e potremo anche
dire di un raggio, aggiungendo poi un eoefliciente numerico eguale
alla grandezza del biradiale.. Cosi se k sia un raggio perpendicolare
ai due a, 8 sard
) Bia=i?,

essendo @ la grandezza dell’ angolo compreso tra o e § espresso in
S i raggi @, @ sono diretlamente oppo-

— &, quindi
e —y

la secondu potenza di un raggio qualunguee equivale all’ wiiti
presa col segno meno. Quando I angolo da @ a § & negativo si po-
trebbe suppor negativo 1" esponente del raggio. ma preferivemo di
sostituire — k& a k, poich¢ mutando la direzione del raggio si viene
a mutare (§. 32 ) anche la direzione del biradiale, che esso rappre-
senta eiod K="= (—k)®, il ¢he & anche una conseguenza delln
(2). — Alla (1) si pud anche dare la forma
@) Pa,

Serie I, Tomo 1. 18
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il cui seconda membro pud interpretarsi- tanto come il prodotto del

biradiale rettangolo a pel biradiale & quanto come il raggio a, a

cui la caratteristica & imprime wuna rotazione di @ retti intorno
all” asse k.
36. Riussunto, o somime dei biradiali. Noi abbiamo insegn
sommare le vette (§§. 1. 7)s il vapporto delle rette sotto il nome di
radii ¢i ha dato i bi . the mostramma come si moltipliching
(§. 17) wa loro, ed he come si dividano (§ 30 )3 finalmente
abbiamo veduto in qual modo i radii consid come biradiali
tangoli si moltipliching tra_di loro o coi biradiali §. 32). Diciamo
una pa della somua dei biradiali: dati pe
2 bisognerd sostituirvi i biradiali ad essi equipollenti NO
il eui primo o ON sia intersezione dei loro piani; ¢id esige che sia
0B: 0A=>=0L: ON, OE: 0D > 0P: 0N
dopo. di che s
AOB+DOE20L:ON-+OP:ON 2 OR: ON=-NOR
essendo OL+0P=L=0R,
secondo il significato_stabilito al §. 1. due predetti bir
AOB, DOE si debba sommarne un terzo F 0 G, bisognera ridurre i
NOR, FOG a due altri a Joro equipollenti, che abbiano per prime
radio I* intersezione dei loro’ piani, poscia operare come sopra.
37. Giova notare che mentre il prodotio di due biradiali conjugali
& une quantita, ciod la seconda: potenza della loro grandezza (§
In somma di due bivadiali conjugali equaglia la grandesza moltiplicata
pel doppio del’ coseno dell’ angolo del biradiule; e la differenza @ espressa
du un bivadiale vettengolo, la cui grandezse & quella-del biradiale pro=
posto moltiplicate pel doppio del seuo. Infatti i due biradiali
AOC sono conjugati (§. 19) quando sono posti in uno stess
ed i radii uguali OB, OC formano angoli eguali coll” OA d
parti opposte. Ora la somma OB - 0C =08 ha evidentemente
la direzione stessa della OA e si ha
) AOB+¢jAOB=08: 0A=2gr AOB, cos AOB,
cssendo grAOB=0D:0A, In quanto alla OB—06=0D=2=CB,
& una reta perpendieolare alla OA, e la cui lunghezza &
2.0B.sen AOB: quindi
@)  gr(AOB—¢jAOB)=CB: 0A=2gr (AOB)sen AOB,
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e I angolo di questo biradiale AOD == (B: 0A & + 90°% — Pey
formare il prodotto AOC.AOB bisogna sostituire ad AOC il suo
eguale BOP essendo OP: OB=2=0C: OA, pereid OP cade nella
stessa” divezione di OA e si ha
(3) ¢ AOB.AOB=gr* AOB.
Se finalmente eerchiamo il quoziente AOB:cjAOBL=x sard (§. 30)

. AOB== 2. AOC, che & soddisfatta da 20-COB,
si ha j
) gr(Mo5)=grCOB=1, clanglo COB=2.A0B.
1l triangolo isoscele OBC ci di occasione di notare il Teorema: /
lati &’ ogni triangolo isoscele formano i due bivadiali conjuguti
®) OBC==¢j OCB,
ossian.  BC:BO=:¢j(CGB: CO), a cui pud anche darsi la forma
(6) BC.BO == CO.CB.

38, Algoritno per espriere e vette ¢ i biradiaki. Assumendo tre
ragei tra loro perpendicolari 7, f, &, che, per seguire I* uso pin ge-
neralmente adottato, supponiamo i oriz ntale e diretto verso 1" Est,

le e diretto verso il Nord, e & w:l\m.uie du'c!lu verso lo

essendo @, ¥, = i valori numer; sitivi o -negativi delle |n'cjwiuni

xle! retta OM sulle tre direzioni fiar 2 al]u predetta 0“~|)lf:‘is|mi|,
emo il nome di TRINIONE (:muil i

si annullasse ).

o radio, e viene cspu. come & ben noto da

@ grOM =]/

Diremo tinione vmrario quello che rappresenta un raggio, cioé che
ha la grandezza =1: tale & per esempio

(3) i.¢080,cosm ~+j.cosl.senm + k.senl,
essendo m 1" azzimulto contato dall® Est verso il Nord, ed I la ele-
vazione.
Pel caleolo dei tre raggi i, j, k vale quel che abbiamo detto
32, 35, sicchd
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1) e, Poa—, Poa—d

(@) ek, jhened, kisnej, jiee—k, kjLe—i, ki

Per convineersi della verith di queste formole segniamo sopra una

sfera i tre punti estremi dei ragei ¢,4, k ed i tre diametralmente
opposti —i, —, il prodotto i si eostruisce ( §§. 32, 17) trac-

ciando il quadrante espresso da j. che & quello che dal punto —i

va al punto k. a cui immediatamente succede il g @
.7, che @ espresso da 7, eosi il loro prodotio ¢ 1

il quale

modo si

derivano da

e le tre nltime msulhmn |hl|1‘ .\l!w mmllwh' i §§.

40. Tulti i caleoli si faranno secondo le pmcodruh regole (1) o
(2). sicche gna ben distinguere 1 ordine, con cui sono presi i
fattori. Se poi i fattori sono pin di due & indifferente il modo, eon
cui si procede (8. 25) nel combinarli a due a due, ciod

c.ha2=ch.as
infalti in ciascun termine si avrd il prodotto di alquanti raggi i, 7, &
e secondo le precedenti regole si ha

#1. Relazions di posizione di due vadii. Se OM == izajy—+F
& un (rinione unitario, a una retta O . la quale
com| un' quadrilate i Ys & rispetl 1
i {757 b allalico;
ehe tutto questo qua g b
OM 2= i +jy +k2'; il lato & ayrd per. proj
giacehe o ¢ il coseno dell’ angolo tra i e OM', cosi pure i la
daranno le projezioni yy', 225 p il quarto lato OM avri
projezione @2’ + yy + 53, ¢ questo sari il coseno dell” angolo
MOM. — 1l parallelogrammo equilatero descritio sui due raggi O M,
 ha IParea = sen MOM, la quale si projetta sul piano ¢j in
un parallelogrammo che ha I’ arean =y —2'y, dunque se sopra
una. retta perpendicolare al piano MOM, e che abbia (§. Iz
one dell’ asse del biradiale MOM,  si prenda una lunghezza
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=sen MOM la sua projezione sul raggio k ( perpendicolare al
piano ij ) sar —ay; dicasi lo i
coordinati, e v ¢he se il raggio p sia perpendicolare ai dite
dii OM. O o diretto) datla parte positiva del biradiale MOM' ( ciod
dalla parte d vispetto a cui (§. 52) 1" angolo MOM', minore
di 180°% & positivo ), quolunque sieno le funglezze 0 M, ON' sihe
2+ OM.gr OMsen MOM. p=2= i (y= — yfa) +-j (22 — Zo) -k (wyf — 7).
uesta & anche ' espressione del giraore prodotto intorno al punto
N dnlh forza espressa nel solito modo dalla retta OB
42. Prodotto ¢ rapporto-di due trinioni. Quaternioni. 11 prodotto fra
due oni caleolato seeondo le forme del §. 39 ¢
) ON.OM = (s hfiy k2 ) (o ykz) 2=
L g — gy — 2 iy =y )+;(-1,—..a’)+k(JJ—rJ}‘
¢ quindi pel §- 41 esso & equipollente a
() ON.OM == grOM. g OM. (—cosMOM — p.sen MO ).

Che se si mutasse 1* ordine dei due teinioni il prodotio. differirebbe
dal precedente solianto pel segno dei coeflicienti di 7. 7, k, eiod sarchbe
OM.OM === gr OM . grON' (—cos MOM + p.sen MOM').
Mediante le stesse regole del §. 39 si trova che il quadrato di un

trinione &
@) (in-rfykap gty — = — gt OM =— ar® iy = £2).
Moltiplicando la (1) per OM==ix—+-jz+ks si otterri
(3)  OM.OM.OML (it fy+ka) (imtiy +
giacehd pcl detto al §. 39 si pud formare il quadrato (i jy+kz)
& git dato dalla ().

sportando un fattore del primo membro della precedente
(3) a dmsmw dell’ ultimo membro si ottiene col mezzo della (1)
() OM:OMD: [adf ey 2 i (Y 5l — ) i (6 —20) =+

kay —ay)]: g OM s
= L roM (c‘os’\lO\i =~ p.senMOM).
Questa esp li OM':OM ossia del biradiale MOM, ed in ge-
nerale ogni espressione della forma
Wiy Y kg,
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je & una quantith w pit un trinione, dicesi un quatTeRNioNe. L ul-
timo membiro della (4) presenta il quaternione sotto la forma di una
quantith  grOM: grOM, che si dird Ja eranpEzza del quaternione,
moltiplicata pel eoseno dell’ axcoro del quaternione, pitr il seno del
medesimo angolo moltiplicato per un. wrinione unitario, che & 1" Asse
del g nione. Questa grandezza, questo angolo e quesio a del
quaternione sono ( §§. 22, 32 ) appunto quelli del biradiale MO
ed il quaternione si considera come I’ espressione del b
w0
ErOM
& Ja_grandezza, e p & il trinione unitario. 11 quater

cos MOM' 4 p.sen MOM,

esprime un biradiale unitario lo diremo un quaternione o

0 quaternione, a eni manchi uno o due déi termini moltiplic:
per i, j, & con il nome di quaternione.

44, 11 confronto tra le precedenti (1) (£) mostra che i vapporto
(12 -y +k='): (iz—-jy+kz)  di due trinioni si oiticue focendone
il pradotto  (ia + ec. ) (1 ¢ dividendolo per
— gl (ix-jy k= 3 0 & pienamente conforme
a quanto vedemmo aver luogo rispetto ai radii.

445, Abbiamo veduto al §. 42 che se

biradiale reffangolo & espresso un trinione

OM. OM==w—iay ]y, +k3,
s ha OM. ON' =2 10— i, —jyy— k2
questi due quaternioni che differiscono pel segno dei termini molti
plicati per #, 7, & 1i diremo quaternioni consueati, cosi, conforme a
quanto ha luogo (§. 34) pei radici, ¢ due prodotti che si formano
mutando I* ordine di dug trinioni sono tra loro conjugati.

#G. Dimostriamo rispetto ai quaternioni la regola che al §. 28
vedemmo valere pei biradiali, Indichiamo con @, un quaternione uni-
1ario, con- @ il trinione unitario in esso comlenuto ciod il suo asse,

con  « il suo angolo, pereid (8. 43)
(1) ;5 C0S A+ gL Sen a,
similmente by 2= cosb —+ b;.sen by
il loro prodotto sa
(2) by ay COS@a COSD ~ ;. SeN 6. Cosh —+ b . cosa.zenh +
~+ beay. sene.send 2= ep.
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Aggiungendo a destra del seeondo membro il fattore
ejay, 0= eosa — ;s
e formando il prodotto si oltien
3 g+ 6] iy = cos*a. eosh 4 sen*a. cosh + by cos*a.sen b —
— beayga, senta.send,
che & identico con by; dunque la
@ Bpag e, b (5 b= diag,
similmente si dimostra che la (4) di anche
() 2 by 0
In cib consistono appunto le due regole del §. 28.
il trinione unitario e si caleola precisamente eon
Analisti, cosi la a, == cosa -+ a;.sena ol da

(@) 2= cosna 4 m . sennas
cid si accorda colle potenze dei biradiali definite al §. 31. Inolire
ogni quaternione che comprende il triniong o, pud esprimersi colla
potenza a di questo a, supposto che a sia 1' angolo del quaternione
in parti di angolo retto, ciod
2 (@), of oy 2= (—m )ty —a, == (—af ™, —ejay 2= ().

Appunto eome dicemmo-al §. 3% sul medo di esprimere ogni |

diale con una potenza del radio perpendicolare al

lammo sempre di trinioni e di quate i js P

gere ad essi un moltiplicatore numerico non porta aleuna diflicolth.
48. Prodotto e rapporto dei quaternioni. Se con a, 8, v indichiamo
ioni che esprimono i radii OA, OB, OC per la (1) del § 17

il prodotto di due quaternioni 7:8, B:a dey” essere

) (7:8)(B:2) L= yia

per in quanio alle grandezze la verita di questa_equipollenza & pa-

lese, bastera adunque supporre che a, 8, 3 sieno ni unitarj, ed

allora pel 8 44 la (1) diventera

@) (—78) (—Ba) 2= yfBa L= —ya,

che ¢ identica, giacché nel formare il prodotto yf8a si pud (S. 40)

eominciare da §8 == — 1. 1l prodotio di due quaternioni conjugati

(8 48) ¢

(3) Ay 6] 4y 25 (G050 ~+ 0, Sen @) (e0s & — a; sena 1,
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il che = (G) del §. Ne viene che il rapporto di
due quaternioni si caleolerd ¢ol mezzo della
(%) byt =0 by cjidy s
che i (§. 30) by < by g g 2 by

49. Mustriamo tutto eid con un esempio. Dati due trinioni

B2+ 2 ye2i ik —k

per averne il rapporto 3: 8 ne caleoleremo (§: 44 ) il prodotto

{ = b —k) (2i 4+ 4 2k) Do — G+ 98— bj — Bk
re troppo facili errori giova calcolare i quadrati delle
grandezze dei trinioni e dél quaternione
PP 12=21, dl4=9, 36-+81-+364-36=189

he si pud eziandio notare che la somn

. 3 dei coefficienti di ¢, 7, & nel prodotto dev’ esse
(8. 42) uguale al determinante
A Aol ok gy ;
:‘j g 2\};— = | hiag = )
Poscia la (1) divisa per FP=—gr?f=—2—12—22
(2) yif 2=k (6— 996/ 6k).
Supponiamo ora che sia dato un quaternione

e=2+i—k
il cui trinione i—#k & perpendicolare al trinione 8, il che si rico-
nosce osservando (8. 41) che
2.4 +1.04+2(—1)=0,
i voglia esprimerlo col rapporto g:a, I’ equipollenza ¢ fia
le alll ca=o=@, da eui per la regola dei §3. 28, 46 si de-
¢ dove gle=2'-124+1=6 ¢ il quadrato
sicel

eq
duee aD-cje.f
della grandezza di ¢
) L (D i k) (2 2R 205 (-2 k)
P’ ultimo membro & un trinione, come doveva essere.
1l prodotto dei due quaternioni

i 2= L(2—3i+-2j+2k), Bran=24-i—k  sard
*) § (2= 3142 +-2K) (24 —k) 2= 8=,
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che dev® essere identico a
(7:8) (B o) £ yra 0= (2 hj—k): § (142 k)
ed infatii & : verificare che

. Qi b — k20 (B —2i =) (142 k) -
Oppure si caleola
Fro s —yaigrta e T b k) (F 2 - ) 0= 3— 2y,

oha, 81 llin, memee: dolla (4
Se si voglia dividere il quaternione della (4) por I alwo  2-4+-7i—F,
In formola (&) del §. 48 osservando che gi*(2+i—k)=0 ci dard
(3—2ij): (2i—k) = L (3 —2i4j) (2—ik) 2=
= L(h—Bi4-4j+4k),

¢he & appunto il quaternione y:8. Invece la divis
i ~2:+;) 1(2—3i+3j+2k) o=

i i==J) 3 i —2— =12+ 5k )
da un quaternione differente precedenti,

50. Gonfronto (a1 biradiali ¢ i quaternioni, Dal confronto di
quanto abbiamo detto prima dei radii ¢ dei bi i i dei
nioni e dei quaternioni, apparisce che gli uni e gli alu
getti alle stesse le che i secondi seryono a rappresen

— Ai 85 ;, 10 .'ilulx amo mostrato come si sommino le rette o ra
ed & facilissimo riconoseere che se le rette si riferiscono a tre
coordinati ortogonali, e percid si esprimono con trinioni 38 ), le
somme dei trinioni corrispondono pienamente colle somme :h,l]
— Al §. 16 abbiamo definiti i biradiali pel rapporto di due radii
al 8. 43 lemmo risultare i quaternioni dal rapporto di due trinioni
facendo i ecaleoli secondo le leggi del §. 89, — Al §. 20 abbiamo de-
finito il prodoo di due biradiali, od al § 48 vedemmo che il pro-
dotto di due quatcrnioni corrisponde col rapporto dei due trinioni,
coi quali si possono esprimere i bivadiali predeti. — Al 5. 25 dimo-
strammo  geometricamente sul prodotto d 0 pitt quaternioni un
teorema fondamentale, che mediante il calcolo si rende (8 40)
evidente. — Al 8. 32 esprimemmo ogni biradiale rettangolo col mezzo
di un radio, ¢ infaui il quaternione diventa un' trinione (3. 43)
quando il "eoseno del suo angolo & nullo. — Al §. 19 definimmo i
biradiali conjugati, ed al §. 'ﬂ vedemmo che il conjugato di un |

Sevie IT. Tomo 1. 19
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radio ¢ lo stesso pi in direzione opposta; similmente al 8. 4%
definimmo il quaternione conjugato, che consiste a mulare il segno
ione 0850 conlenuto. — 3 47 esprimemmo 0gni
ale o quaternione col mezzo di una pot di un radio o di
un trinione. — E nei $3. 28 e 46 demmo Ja regola per la risolu-
zione delle equipollenze binom
51. Per compiere il paragone anche coi 8. 36, 37 vediamo che
la somma dei du b joni dati dai rapporti mf:a, ayia
+ny)ia, giacche se ¢ & un trinione unitario i due primi qua
nioni sono (3. %4) —mpfa, —nya, e pel modo stesso in cui
eseguiseono le moltipliche & evidente che
() mBia--ny:a L= —(mf-ny)a D= (mf--ny)a.
I due quaternioni conjugati

Aty 0= R COSA=T100, - SEN UL, #16j g 0= RCOSA—Ntly . SEN L

hanno il prodotto
(2) #Edy. Cjag 0= (costa— ¥ sen’a) == nt,
la somma

(3 n{ @y=cj tg) == 2R cosa,
e la differenza
(%) (03— tja,) = 2n e sena.
142, Proprietd dei due prodotti di due gualernioni. Al §. 24 di-
cemmo che T due prodotti di due biradiali o quatern
By dey dgby =0y
4 eerchiamo qualche altra re-
d; & in essi contenuti. I due
bivadiali ag b, d, e dai by a; g sono
a al 5. 24 essi sono rappresentati dai due
L il diedro NMP compreso tra i
piani dg dy sard eguale ol diedro NM P compreso tra i piont dy eg3 &
quindi sari anche eguale 1" angolo tra gli a, d. dei primi, e
quello tra gli assi a, e dei secondi. Inoltre # raggio fiersezione
A dei piani gy by, 10 quale & porpendicolave ad ambedue gli
ussi w; by, sard intermedio e formerd angoli equipotlenti cogli assi dei
dy cjey, ciob coi vaggi de, — e Quest teoremi si possono dimostrare
eol calcolo: il prodotto bea. due trinioni COSY — JeSeny, es
. sendo 3 perpendicolare ad ambedue gli @, by ed & pure (5. 34 (1)
by 0= COSy — e SEDY S
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Ja (2) del §. 46 mostra che gli angoli d, ¢ app rlenenti ai quater-
nioni d,, ¢; sono eguali, ¢ ehe i winioni unitarii in essi contenuti
sono dati da
d,.send =0= @;.sen acosh 4 b,.cosa sen b~ 7. sen asen bseny
@ &.send == a,.86n acosh -+ b cosasenh — 7i.senasenbseny.,

dividendo ambedue queste equipollenze per g, le parti numeriche
( eiod senza alcun radio ) saranno ambedue sena.cosh pin la parie
numeriea di . cosa.senb.bia, giacchd in quanlo a 7.: a esso &
un trinione, essendoché & e 7 sono tra loro perpendicolari; viene
da ¢id che i coseni degli angoli dei biradili diz a,, e a: sono eguali,
— Similmente dividendo lo (2) per 7. si scorge clie i due quaternioni
ey — 0 e conlengono In stessa parle numerica
sena.senb.seny: send
¢ differiseono soltanto nel segno del loro trinione, sicché
— = (diiy)s  edanche (g 19)
— e Dt s
Se uno dei quaternioni @, b, sia un trinjone ayremo il corollario.
GIi assi dei biradiali
(3) boae D= dyy by D= — e
formano con o, due angoli equipollenti. Mediante il solito modo di
trasformazione ( §§. 28, 46) la seconda delle (3) dd  wh ==y,
sicehd abbiamo le stesse equipollenze (1) purché si supponga a,=2=a,
ciog  cosa=0, sena=13 pereid Te:(2) daranno
dysend:a, L= eosh 4y, senhseny: a;
esendia, == cosh — v, senb seny:
questi quaternioni sono conjugati, perché differiscono soltanto nel
segno del trinione 3, a, quindi
(&) e ==yt by

@ il trinione ¢ ¢ quello stesso conlenuto in — cjeé;.
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1l. APPLICAZIONI DEL CALCOLO DEL QUATERNIONL

53, Formole 1c!zn‘fn- o h-iangﬂio s,fc)'ico. 1 qunlcrniani essendo
39) pre cwm.um

lo spum ser isogno di 1qum ulteriore ¢ g
facciamone una primaapplieazi i 0|u sfe co aﬁy, it eui
lati gnino 4l solito con abe, e si presi nel verso posi-
tivo, e prop: ente il Tato « sia preso da § verso ¥, il lato b da g
ed il lato ¢ da @ 3 questi lati, clog i corrispondenti bi
i i qufuonnum unitarj ag by 6. Per la de
iceessivi avremo (§§. 28, 19)
€22 ¢ aga gjby.
Facendo in questa formola il solito cangiamento ciclico tra le lettere
abe, essa di le due
g D= ¢jiby . Cgy by =0= ¢jic,
no @ By, i winioni unitarj, che rapprese che mrl-
ton eapo ai tre vertici del triangolo sferico, s £
questa equipollenza mediante s olite regole (\\Z§ zb 32) |umm|a
darsi le forme
o By (B @b

allo qn-\h si potrd far subire il cangiamento eielico delle lettere abe,
ieme delle a@y. Conoscendo a, B 1a (3) ei dard ¢y, ¢ dopo avremo

€, 2= 0086 + . SEN L,
valore o dell® arco sferieo @8, nonché il raggio
.l punto estremo ¢ il polo positivo
dell’ areo a8 ( cioé i spetto al quale la rotazione da a a 8
lungo il lato del trinngolo sferico & positiva. ) In simil modo b ed
i oni compresi nei due quaternioni b ed ag, o
no gli altri due vertici del triangolo sf o polare del afy; il
lato di questo triangolo polare espresso dal 1=||.u1m1c b ha per
polo positivo il | il suo angolo eguaglia 1" angolo esterno in
a del triangolo sferico uﬂ ¥, angolo chl. noi indicheremo con &3
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sieché potremo porre  ¢:ib =2=a,, e il Lrinione o, contenuto in a,
sard quello stesso clie rappre; il raggio che va al punto ; cosi
avremo lé equazioni

eabe, () ag=—ab, ®) b

¢ formole analoghe si avranno mutando nel solito modo le lette)
inoltre sard
(9) 0, =05 008G+ SN @
11 triangolo sferico polare @b e hailati egnali a g, @, 8. e gli angoli
esterni eguali ad a, b, ¢, sicche analogamente alla (1) avremo la
(10} Yq === aug - €j By
Nel fare il ealeolo delle precedenti formole giova notare come mezzo
i ne che o deye riuseir perpendicolare ad ambedue i

. ece.

34 Qualche esempio mosi meglio come si debbano adope-
rare le preeedenti formole, che continueremo ad indicare cogli stes
numeri. Supponiamo che due lati del tiangolo sferico sieno dati di
posizione e di grandezza dai quaternioni unitarj

e che quei lati sono rispettivamente perpendicols
et L)
Mediante le solite leggi di ealcolo (§. 39) avremo

3 ﬂi—j_n' Qi -2k
R TR

percid (@ =— seny = l/(l%)

@ questo ¥ & I angolo esterno del triangolo sferico. compreso tra il

63} o= bia, 0
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lato b ¢ la prolungazione del lato & Si noti che @ si & dedotto dalla
if e 1pE L T 7

parte l}l: di a,, ma se me mutd il denominatore |/ 1% in J/5
acciocehe ¢ wisullasse un trinione unitario; dieasi lo stesso: di b, Si
a una verilicazione nel riconoscere che g ossia i-+-2j+4-k & per-
pendicolare (§. 41) ad ambedue i a; by, ciod ai 20—y, i—k.
Inoltre abbiamo
3—=2i+j 2—itk . 2—3i4+2j+2%

A T AR A ey 2l

3 & =522k
V(35

(1) ey == g agejby 0=

@)

—3+2 -2k =842+ 4 —k
o~

VAT SR o ¢

7)) Bi— aos=—

dunque
—38
1/ 85
5. Esempio 2.° Di un triangolo sferico sieno dati i tre lati
a=113" b =156 .= 10b*;
essendo in nostro arbitrio la posizione del triangolo supponiamo che
il vertice 8 sia nel punto estremo del o i, ¢ che il lao sfe
o biradiale a abbia I"asse & ( perpend e come lo deve essere a
B), ciod sia

) @) eosa= l/_j% , cosf=

b=i, a=k
ayremo
() g = 05 a 4 k. sena D — 0,391 4 £.0,920
by == — 0,588 =+ 5,.0,809, Gy == — 0,259 ~+ ;. 0,966
Poscia
(8) € =0, 0= k(cosf +dsenB) o k.eos§ +j.sen B
(@) e 205 @ By == —d,0,391 + 70,920
©) Do 0, 2 (cosy + 7. sen )k =0= Kcosy +j. 0,391 .seny
4= 120,920 .5eny:
quindi il terzo vertice del triangolo sara dato nello stesso tempo
dalle due equazioni




D}’.L Socto Pror. Giusto BELLAVITIS
159 =k . 0,966 cos § —+ 7. 0,
—.0,966. cos§ -+ k.0, 966.sen B
& 2= by e == (—0,388 4= £..0,800. cosy +j. 0,31 6 seny +
S £.0,7hk sen )« (—i-0,891 +1.0,920) ==
- i,0,230 —j.0,316. cosy -+ k.0,124 . seny + 0,201 . seny —
— i.0,744.c0sy —j. 0,541 4 k.0,684.seny — 0,200 .zeny;
dal confronto di questi due valori di & risulta
48O el 346 cos y == B4L
LS ¥ = mrr = 0, 63 __;7 = =
£osy 0,657, cosf = 7 65
che danno
seny = 0,754,  seng=0,632
soddisfacenti alla senc.sen =senb.seny.

Percid i (Iuc angoli esterni dd |n.m-*ola :rr-nru sono
o

miu i lu:._:.ullllu
nte |=5Lglm's\ a cingque \lecimnti. ) 1l terzo angolo esterno
o da
(7)1 05 — by 20 (— . 0,775 = .0, 632) (k. 0,657 7. 0,295 +
7.0, 69%)
la eni parte reale di

0,775.0, 657 4 0,632. 0,205 = 0,509 + 0,186 = 0, 605=cos«,
quindi &= 46"

56. Teorema sul triangolo sferico. Per brevith indicheremo colla
letera, che segna un punto della sfera, anche il winione unitario
che esprime il raggio Collialmlull‘ull‘ (e che finora segnammo. col
diee 1) ed !luhclu,rrmu i quaternioni gol prodotto o m];]nurln ¢
nioni, oppure medianie In segnatura dei biradiali; cosi il quaternione
unitario, che esprime 1’ arco dal punto @ al punto 8. s indichera
con a0F 0 con f:a=2=—Fa. Dato un triangol aff rico afy (s
ammetta che la rotazione nel verso afy sia pos ispetto alla
parte esterna della sfera ) ¢ facilissimo determinare i p di mezzo
Z e v dei suoi lati, che auppom.unn sempre minori |h 180°; infatti
il trinione a--§ esprime (§.7 adio, che ha 1
del raggio », che va al punto (Il momn dell*arco af: basterd
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1 grandez

il trinione unita-

sesia

dividere a3 per la propr
rio 1 cosi pure
(B-+y):gr(f+y)=4, (A+a): gr(A+a)Dp
Viceversa conescendo 2, i, » troveremo a, f, 7 nel seguente modo.
I due prodotti del trinione » pel qu.xlrr-maur i A& sono due quater-
nioni che hanno (§. 24) angoli eguali e pel Corollario del §. 52
loro assi formano con » due angoli equipollenti; percio supposto
(il v L— i

0 (038 + ¢.8en s 2= af

v (pid) D — o p A
Bivpia;
similmente se ponga — App s g,

qucs[n —Awp sard 1" altro prodotto dei due fattori A», g gia molti-
plicati in - —p2y ==, e inoltre esso sard I aliro prodotio dei
due fattori 2,2 gida moltiplicati in —»p A =2 §'; quindi avremo
come sof

e yiAd D=8,
Dunque i punti Z, @, » cadono in mezzo degli archi a8, ya, 8y;
sicché i punti a, 8, ¢ saranno quelli stessi, che prima segnammo con
tali lettere, o saranno i punti a loro diametralmente opposti; ed &
i onoscere che sari a@y precisamente il triangolo, nel quale
ione ha luogo nel verso a

57. Per costruire la

sia p il punto della sfera, in ¢
neontra il eireolo massimo che ha il polo », su quest’ ultimo si
prenda il quadrante (positivo rispetto a ») ¢p, ¢ sia pOo="=20u,
A0u.00p==c00.
1l punto e essendo distante di un quadrante tanto da » quanto da
g, ¢ quanto anche da @ (perché o ¢ il polo dell” areo co') sara il
polo dell” areo ,'mv*? L’ areo eo, ossia I’ angolo cao formato nella
sfera col polo a, d dell” esponente §; or % sieno i
poli pasitivi degli archi @a» 8, Aupo, saranno ango
gincehe essendo @, # i Lpa, O polo ¢
dunque aggiungendo all*angolo cao I’ identith oan—cap=

a

8

T gan — cop = can—cap=pan=180"—nagf.
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1 Hamilton osserv; archi By ye essendo dimezzati dall’areo
Age col polo =, i ¥ saranno. equidistanti- dal circolo m
simo Ag, percid se y, sia il punto diametralmente _opposto a ¥, i
punti @, 8, 7, saranno su di un eireolo minore parallelo a Agu ed
avente il polo 2, quindi saranna isosceli i tre triangoli
nfo, nay, ny,fs

li angoli base del primo sono. come abbiamo di sopra troyato,
pplementi di s, non ¢ difficile dedurne che sard 25 Ja somma de~

angoli interni del riangolo 708 (di-eui T angolo in y & nguale
quello in 7, del wiangolo 7, li altri due angoli i, yag
sono supplementi dei due di 7,a8). Percio: La somma degli angoli
interni di wn triangolo sfecieo a8y equaglia & doppia. dell’ angolo. del
quatérnione | —wAv, che & il prodotio doi tre vagyi ‘che' diines 3
lati del triangolo.

8. Moltiplicando I* equipollenza precedente

a

—pAr=s g per'd si ha
oA gttt
) rvisulta da ';f__‘-fa. ¢ pud anche osservarsi che
— wAv = coss +a.sens  dd
— aphy s coss—sens =2 — eos(s—1) —asen(s—1)).
E noto ehe s—1 csy a meth dell” area. del . triangolo. sferico
@By presa per unith quelln del wiangolo. trivettangolos i ha poi
ol Aaa A —— | ae= o
e e o9 0g . | B0y .1/ 2085
giaceh® estraendo la radice di un quaternione @y sene viene (§. 31)
a dimezzare 1° angolo. ed a rvidursi percio a a:ge: dunque: La metd
dell’ avea di wn {riangolo sferico & data dal gaternione, che s otticne
moltiplicando lo vadici- dei tre. lali prosi nel 0 0 -cui st suceedonn,
Ambedue i precedenti teoremi. possono. es si ad ogni poligono
sferico
. 11 teorema del § 57 pud tornar ntile per determinare 1 area
di un triangolo sferico, del quale si conoseono i tre vertic, Nell’ e-
sempio del §. 55
oD — (0,259 — . 0,749 + £.0,611,
i oD — 10,300 . 0,020
Serie 1. Tomo 1.
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quindi
By =i 0.,6097. 0,020, y4-a=—i.0,65047. 0,171 +#.0,611,

a8 = 1.0,78 —j . 0,749 k. 0,611 5
per dedurne i valori di A, g, » bisognerebbe dividere per le rispet-
tive grandezze, ma anche senza di c:bulcule 10 I"angolo 5 (§. 56)
del quaternione — »gA <22 @ nel modo seguente
(i T by s TAO o G ) (£ G50 —j . ATL — k. 14 ) (i 609 -5 .020)
D (BT 1L 5624 . 850 4-K.360) (4,009 47,920 ) L= — 1124 —i 4
essendo. @21, si vede che sono negatiyi tanto il coseno quanto il
seno, pereid 1" angolo s sard maggiore di 180° ed la tangente

sard. percio s =202" la semisomma degli angoli inte

del triangolo sferico «fy.
60. Composizione doi moli rofatorii. Se I asse & del quaternione
perpendicolare al tadio p il prodotto ra**p esprime la po-
e che prende p dopo essersi aces o nel rapporto di 1 ad
ver girato dell’ angolo 2a intorno ad ma la cosa non &
se p non sia perpendieolare ad ey allora- bisognerebbe de-
re p in una parte perpendicolare ad @, che dee moltiplicarsi
ed in una parallela ad @ la quale dec moltiplicarsi soltanto
— L’ Hamilton ebbe la felice idea di osservare che T8
equivale ‘ad @ quindo p & perpendicolare ad «, ed equivale a p
quando p ¢ parallelo ad a; sicché ponendo
(1) o= atpa
il radio ¢ sard il radio p dopo |,||C abbia girato dell’ angolo 2a in-
torno ad a. e cio qn.ﬁuuquc in la direzione di p. ]uhlu per la

parte parallela ad @ si ha ( rammentando che o*==—1)

a® @ L (gosa +a.sena)a{cosa — a.sena) L=
g (eosta - senta ) ==
e per la s di p, che & perpendicolare ad @, e che indicheremo
eon g, si ha
T g 05’ a — aua.sen’e + (@ — @a) sena. cosa
== g (costa — sen*a) 4 2. se0 . COSKE
=y eos2a ++ apsen2a 2= oo,
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giaeché essendo a, g perpendicolari il prodotio ap &
la paLecj(ep) del § 34 diventa poL-—ayp,
(§ 28) apa="cp. L operazione indicata da  @*...a™, che
me la rotazione intorno all’ asse per un angolo = 2a, puo ese-
fi4 non solamente sopra un radio o trinione p, ma anche sopra
un biradiale o quaternione P COSU = P SeN U, e si ha
[0 gt g prae
I*angolo del primo membra & esso pure u, perehé (p*a—*)a<=p,
¢ pei §§ 24, 52 questo e Ialtro prodowto a*(p*a—?) == 0"  dei
due medesimi fattori  a®, (p*a =) hanno un medesimo angolo, ed
i loro assi p, ¢ fanno angoli eguali con a; sicehd la revta o P
dopo la sua rotazione intorno ad «, ed anche il biradiale p* viene
ad eseguire una simile rotazione mutandosi in ¢* Se vogliasi che
ca eziandio nel rapporto da 1 ad r basterd moltiplicare
gonando la (1) colla (I) ne viene il teorema

a®pra o (af pa—r) .
alla rotazione espressa da a** suceede una seconda rota-
sea da @, il lor effetto sul radio p (che potrebbe essere
anche un biradiale p*) viene espresso da
@) Braft = Patpa i L= Fratp o (8ar)
giacehé pel Corollario del §. 28 e pel §. 19 &

o (BPat)==gjatici a2
dunque: La composizione delle rotazioni successive si esequisce molli-
plicando tra loro due quaternioni, @ cui assi o, 8 sono quelli delle rota-
zioni, ¢ gl angoli a, b sono le meti di quelli detle rotazioni, — Nel
casp che le due rotazioni sieno infinitesime, si ha

@ L= 4o Fa ¢ Bar=l4(aa+Bh) 53

sieehé componendo le due lunghezze aa, @b, che sono melle dire-
zioni degli assi @, §, si ottiene una retta che ¢ I"asse della rota-
zione composta, e che colla sua lunghezza esprime 1" angolo della
rotazione composta.

Prendiamo a considerare, per esempio, il caso che le due
2a, 2b si eseguiscano intorno a due assi perpendicolari,
che potremo denominare i e j, avremo

7 i=0= (cosh +j.sen b) (cosa - i.sena) 2=
- cosa.cosh + i.sena.cosh +j.cosa.senb — k.sena.senb.
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Se le rotazioni fossero tutte due di un quadrante si avrebbe
a=b=4b"% ¢ percid
s f (i — k)
¢ siccome c0s 6 cosi Ieffetto delle due rotazioni ¢ lo stesso
di quello di una ione di 120° intorno all’asse i~+j—#k egual-
j» —k. Se alle due predette rotazioni se
di un quadrante intorno a k,

i Aak ik Al
L e T ) 1

e §i vedrd che I effetto delle tre rotazioni suceessive & quello stesso
della rotazione intermedia di un quadrante intorno a j. — Nel caso
pitt generale si ha per ealeolare 1" effetto di tre rotazioni successive
intorno a tre assi ortogonali
Je g i* =0 cosa cos b cosc + sena senh sene -
—+ i(sena cosh cosc — eosa send sene) 4
+ j(cosa sen b cose = sena cosh sene) -
= k{cosa coshsen'c — sena senb cose).
Se le due rotazioni 2a, 2 sono una di un quadrante positivo,
¢ la 20 sia di un quadrante negativo, la precedente equipollenza di
bobit o duk
it 20
e pereio. le otazioni di un q nte per cinseuna equivalgono
questa volta alla ro ne di 180" intorno all’ asse, la cui direzione
spressa da ik,

63. Viceversa. Ogni ratazione pub decomporsi in due rotazioni di
180", Giaceh il biradiale @® ¢ sempre esprimibile (§. 37) col
porto di due radii 338, ehe formano t lore Pangolo §0y=a, sie
W atpamt L=y lp By
¢ I uniea rotazione & decomposia in due di 180° prima intorno a 8
poseia intorno a y. — Giova por mente alla formola  ap o
pure @'pa, la quale esprime chie il radio p ba mutato di 180°
intorno ad a.

64. Rotasioni intorno ad assi mobili. Se alla rotazione % sue-
cede la rotazione o, intorno all’ asse &, che & la posizione presa
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dall’ asse « per effetto della prima rotazione, & palese che I' effeto
50 come se il corpo compia prima la rotazione a** e po-
cid si esprime eolla formola

Brar L= a2 (Faf )8

esempio
torno all” asse #,, che & posizione presa da ¢ dopo aver
rotazione /%, la qual posizione, essendo I asse j perpend
i, pub determinarsi, piuttostoché colla 4, ==j*ij=* colla piti comoda
¥ =0 0 20 (e0s 2D 4 7. sen2b) § == 7, cos 26 — k.sen2h.
Cosi avremo
i 0= (eos @+ i 00520 sena — k.sen2h sena) (e0sh 4 j.senh) o=
=08 a 008 b1 (sen acosheos 2b—-sen a sen b sen 2b) 7. cosasen b+
=+ k.sena (senb cos2h — cosh sen2b) =05 cos e cosb i sena Cosh 4+
~+j.cosasenb — k.sena senb,
cioé il valore di jei* trovato al §. 62,
G5, La (10) del § 53 ci da (§. 28)
Tolgtg =1
quaternioni del primo membro esprimono gli angoli esterni
del triangolo sferico determinato dai tre a, @, 75 ponendo
mente a quanto dicemmo al §. 61 ed osservando che gli ang
esterni sono supplementi degli interni, e che una rotazione 2a equi-
vale alla rotazione 360°—24& in senso negativo si vede che: Per
un qualungue triedro cogli spigoli o, 3, y se un corpo gira successiva-
mente intorno agli spigoli o @y di angoli doppj dei diedri comprest tra
le faece del triedro, e cid nel verso da y « 8, da a a y, ¢ da § ad a,
il corpo riprende le primitiva posizions. — Questo teorema facile da
vicordarsi puo servire a eomporre due rotazioni in una sola, — Pud
egualmente servire la
ki) bt =0 del §. 53,
la quale facilmente si dimostra prendendo sulle prolungazioni dei
lati del triangolo sferico a8y gli arehi
a=fa L af,  pfI=y8 =8y, wyTEey L=va,

ed & poi palese che mediante una rotazione cspressa dal doppio
dell’ arco .8 il triangolo § ey, prende la posizione Sa,y,, con una
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seconda rotazione eguale al doppio dell” arco Sy viene in B‘o:,y. ¢
con una terza mn one doppia dell® arco ya ritorna nella posizione
mente se al di fuori del lLl.iIl"r:hJ sJ’oww afy
af . 4y, dBy ali per simme-
ll‘l. lgolu aﬁy. si yedrd che con rotazioni dop i
erico a,ﬁ;f il triangolo af'y viene n aBy,

in afy, e poi ritorna in af y.

66. Teorema: Se afia rotazione futorno o raggio OA==a suc-
cedu una rotazione intorno ad wn asse parailelo al raggio OB=L=8,
il movimento risultante sard composto dolle rotazione deferminata come
ai §8. 61, 65 e da un moto di traslazions,

Sia OP la perpendicolare abbassata dal punto d’ intersezione O dei
raggi a, B sul seeondo asse parallelo a 85 per breviti di caleolo po-
niamo OP ="=ip, e sia & il raggio segnato con § e che & perpen-
dicolare ad OP. Se il punto M determinato con tutta la generalita da
(1) OM 2w 4-jy +kz =
eseguisce ln rolazione @ intorno ad OB ==/ esso prende la posi-
zione M' data da
@) OM L=i(xeosa — ysene) +j(yeose + zsena) + kz,
(la quale si trova (§. 60) eseguendo il prodotto

(coso —+kseno)(iz+jy)
di #° per Ta parte di OM, che & perpendicolare a %, ¢ ritenendo la
parte kz, che gli ¢ parallela, ) Se invece lo stesso punto M deter-

minato da
PML=OM —OP 2 i(a—p) +jy~+iz

eseguisce la rotazione 1° intorno a P esso prende la posizione
che come sopra si trova

(3) PN L (i cosa—p coso—y sen@) -7y Losa 2 sena—psena) - kz.

La distanza dei punti M, M" & data in grandezza e direzione da
MM 22 OP + PM' — OM == ip(l—coss) —jp seno,
percio & indipendente dalla posizione di M, e quindi la rotazione £°

intorno a P differisce dalla rotazione &° intorno ad O soltanto per la
i fone, 0ssia Molo progressivo, espressa da

(&) MM 2=QP=2=0P—0Q,
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endo 0Q==ipcoso+jpsena == k. 0P,
ciod essendo Q la posizione presa dal punto P ruotando intorno all’
asse. OB=0ok. Dunque le due rotazioni intorno ad O ed intorno
a P differiscono sollanto per un moto progres i i
teorema che serve a comporre i moti rotatorii quando gli assi non
sono nello stesso piano.

67. Moti rotatorsi e progressivi. Ogni movimento di un e

torno al suo punto O si riduce ad una rotazione, che noi espri
con K%, percid il passaggio di un corpo da una posizione OM ad una
qualsivoglia altra posizione O'M’ pud supporsi risultante dalla trasla-
zione OO combinata colla rotazione £° intorno all® o se k, che nella

i one passa per O e nella sceonda per O, E facile inten-
dere ehe scegliendo opportunamente il punto S si potra fare in guisa
che la rotazione £ si eseguisea intorno al punto 8. ¢ che la trasla-
i sia parallela all* asse di rotazione k. Infaiti sia

00 = id+jh+ ke
e riteniamo le (1), (2) del § precedente mutando nella (2) OM in
O'M'; se le z y sieno determinate in guisa da rendere
(6)  eroeoso—yseno—e=0, b+yeoso-zseno—y=0
il movimento del punto M si ridurrd a
MM 2= 00 + O'M — OM 2= ke,
cio sard parallelo all’ asse &3 dunque ogni punto dell’ asse di rota-
zione SM & dato da
OM =208+ kz

essendo, a motivo delle (6),

It 08~ ;0 —acose—bsena

i b—beoso + aseno
22 (1B
4 sen’s A sen®s
Si osservi che se alla retta /00— jg—jh—Fke sifa ese-

-+

re intorno ad O’ Ia rotazione £7° il punto O passa in 09, essendo

bsene) +j(—b +asena) — ke,

00° L i (a—aeoso—bsena) +j (b—beosa+aseno),
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da cui si deduce che 08 & terz
jezione di OO sul piano delle 7, j perpendicolare all
eile dimostrave anche geometricamente che: Una rofazione intorno
ad un asse condotlo per O combinata colla trastazione da O ad O
equivale ad equal rotazione intorno ad S combinata colle traslazione
S 2= fe (che & Mo projezione di OO sull’ asse di vofazione ); pur-
chit, determinato il punto O° che per ¢ffetto della rotazione intorno ad
O passi in O, sias presa sulla vetta 00° la OS terza proporzionule
alle 00" ed alla projesione della OO sul pieno perpendicolare ail’asse
di rotasione; giaechd
08200 & s

». ) s or e (i i
2, e 2sng=gr00% gr(ia+jo).

68. Se il corpo.dopo aver eseguita la rolazione & intorno ad O
ed il moto di traslazione da O in O ri no ad 0" un ingran-
dimento come 1 ad » rimanendo omotefico a stesso, il punto M
prenderd la nuova pos ne determinata da

E e
(8) OM ks, OM. b2 20

= fr (20080 — ysene) -+ jr(ycoso + csene) + krs,
e perche M coincida colla sua posizione primitiva M doyril essere
ON oo ON — OO £ (w—a) 45 (y—b) + k(z—¢c)
paragonando si hanno tre equazioni, le quali danno

—areose—bhrseno o

b—Dbreose-—ursene
I+ —2rcose T+r—2rcose

¢ determinano 1 unieco punto S che coineide col suo corrispondente
. Se il punto O eseguendo intorno ad O3l moto espresso da T
venisse a prendere la posizione O° sarebbe

O 0° == i(—arcose — brsena) +j(—breose + aisena) — ke g
la projezione della retta 00° sul piano perpendicolare all* asse & sard la
00 2= (a—areoso — brsena) +j(b—0breose + arsena),

e se Os sia la simile projezione della 08 sard
00"
14t —2rcoso

"0
05 5 35 ="
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9. Nel caso che il numero r sia negat
O'N... non diffe soll i Zi " uno &
simametrico, o, come io soglio dive, rovescio dell’ altro: ciod quando
si riducono eguali ognuno pud combae immagine dell” altro
vedula in uno specehio piano. Supponiamo per esempio r=—1
ed il punto S, che coincide col suo eorrispondente, sard dato da
08 2 fujy+hsz,
8 L i(—=weose 4= ysena) + j{—py cose — wseno) —
essendo 08200 +0'S,
a—am—xeoso+ysena=0, b—y—ycose—rsene=0
A==0C0s @ = bsenm 3 __ b+bheose —asena
2(14-cosm) Ve 2{1-4-cose)

se ad 0 si fa eseguire intorno. all’ asse & condotto per O I
zione espressa da AT si ha
O 0" L= (—coso ~+ ksene) (—ia—jh) 2=
L i(acoso 4 bseno) + j(heoso — esenw)
000t O 0 =0 (=t 008 @ - bsen @) =+ (h+=D 03 0 —
ed avremo
04"

RS A0 )
Ux—ﬂ-;--zc o'

n(i Se nells equipollenze del §. 68 la OO sia ln,lpl-xi(hruldlr

all’ usse di rotazione, ciod sia z=0, invece di aLﬂ D!I.A*AA

pud seriversi (§ 60) #A%OM ed allora s ha I’ equipollenza
— O'M 4 OM 2= (1—ri®) OM 2= 0 0.
Nelln mia teoria delle equipollenze relative alle figure poste in un
piano feci vedere che tali equipollenze si risolvono alla maniera
stessn. delle equazioni; sieehé posto
— 00 2= P00 00

sard (00 +0Q)OML=08.0M =2 (00,
Serie I, Tomo 1.
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OM=: (00 08
struisce, Simile vantaggio non si ha nel metodo
rimane da vedere se ve lo si possa per aleuna
, nel qual e
po retta nelle sue parti pars si ortogo-
nali 7, §, k.
1. Applicaxzione alle: allezze del lelragdro. Per mostrare come i
wrinioni presentino un eomodo algo ¢ ecaleolare eid che si ri-
le coordinate ortogonali, proponiamoci di cereare quali re-
izione presentino le quatiro altezze di un tetraedro. 1
raedro O ABC possiamo_esprimerli senza nulla togliere
alla generalith con
QA i, | OB fu+jo,  OCizjy-+ ks
a ABC ha i due lati
AB o) e 0 (A GG Ay ey - k2
nel cui prodotto ¢ eompreso il trinion:
fvs -+ j(l—u)s 4+ Huy—y—va-+v),
il quale di (§. 42) la direzione di ogni retta perpendicolare ad ABC.
Similmente la perpendicolare sulla faccia OBC &
ivz —juz + k(uy—vx),
quella sulla ficcia OAG ¥ jz—Fky, o quella sulla faceia OAB'® k.
Le reite che passano per O e tagliano le aliezze abbassate da € ¢
da B sulle facce opposte OAB, 0AC ayranmo le d
fw—jy+kp, i J(e—qz)+ kqy,
aeciocehé queste. due rete abbiano- egual direzione deggiono deier
minarsi p. ¢ in guisa che
W, v—gx gy
= ] T
ne viene che la retta condotta per O, che taglia quelle due altezze
ha la direzione

( acehe

iz 4= juys+k(ve—uy)y;
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etta_condotta per I estremo di OA == per-
a faceia OBC, perché

—iuE = fus— kuy + kva) L
(fuczs-juyz+kvey —kuy?).

Come abbiamo veduto ‘che dal vertice O pud condursi una retta che
tagli le 3y altezze, cosi lo stesso si troverebbe per ‘ciaseuno
nh-vh all ici dunque le quattro al sono lagliate da quattro
retle |m‘t(|cnh e basterebbe che fossero soltanto e per poterne de-
durre che le quattvo altesze del talvacdro appartengono ad un medesimo
sistema di generatvici di un’ iperboloide ad wna fulda.

72, I prodotio di dwe vaggi & equipollente alla polenza di un ray-
gio: perpendicolure a quei due; i prodotte di tre raggi paralleli ad uno
Slesso piano & equipollente ad wn raggio parallelly allo stesso piano, ecc.
Cid risulta evidentemente dalle cose gid dette, eosi se la [k sia per-
pendicolare al piano ABCD, e se

f_AB
Ll =

sard
(1) BC.AB== MABAB 2 — if g BCLgrAB.
4 &

AR
Similmente se

OB BC

P72 R T
CD.BC = ™7 grCD.grBC,  percid
CD.BC.AB 2 /27 AB. grCD.grBC.
Dalla (1) e dallasua analogn DALGD ==+ grCD.grDA risula
() DA.CD.BC.AB==i*Y AR . grBC.grCD.grDA; ece.
73. N prodotto dei quative Tati- di wn guadrilatero inscrivibile nel
lo presi ordinatamente & una guoalite tuita reale. Cio risulia dalla
cedente (3) quando la somma A+ di due angoli esterni opposti
& uguale a due rette F+3 |y  oppure, se il quadri-
latero & incrociato anziehe convesso, si ha K o). Per far
applicazione sia
AR Dy 425, BO2=3i—#,
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nare i i punti D del circolo ABGD, posto
CDL=vzjy + ks
dovri essere quantith puramente reale il prodotto

167—3y—282=0, @+ +by—z=0
bt — byt — Bz — 16—
quali & conseguenza delle altre due

7h. ABGD & un quadrilatero gobbo inscritto nella sfera. il
prodotto. CA.BC.AB dei lati del triangolo ABC inscritto in uno
dei circoli della sl & una retta AT, la quale per la (2) del §. 72
si vedrd facilmente esser tangente al cireolo. Cosi pure ayremo
DA.CD.AC=AU  essendo AU ul tta tangente al circolo ACD.
Percid osservando ehe AC.CA quantith reale gr*AC sard
@) DA.CD.BG.AB==AU.AT,
ciod equipollente ad una potenza del raggio della sfera, che & per-
pendicolare ad ambedue le tngenti AT.AU.

75. Cosi per (.,..mpm se in una data sfera debba inscriversi un
quadrilatero gobbo, i eui lati AB, BC, CD, DA sieno rispeutiva-
mente p:nrnlhvh‘ a

i—f,  A4-2k, 1, ik
caleoleremo
(k) (i+28) ((—)
questo quaternione cont
punto della sfera, in cui dee cadere il vertic
1" estremo del raggio  3i+-3j-~k. In il modo si dete:
gli altri tre vertici mediante i prodotti
(i—=) ) (1K) (i4+2k) o= — 14313 +k
(4 2K) (1 —7) (i k) § 20 — 1 —i— 3+ Bk
f(z‘+2k)(z'*j)(¢'+k)A—l—i+ﬁj—3£':
ciod il vertice B coincide con A, ed il lalo AB & tangente alla sfera,
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il \mhcv [ -11]‘5~E|1‘m0 (hl raggio i-=3j—3k, ed il verti
i Questo problema pud anche costru
graficamente coshuvml:a il prodotto di quatiro radii paralleli ai la
(h-l qquadril: prodotto dei due biradiali dati dai rapporti

nto punto della sfera ABCD  sard anche
essendo AV la tangente al circolo ADE,
1 equipollenza per la (1), o ricordanda
il |nn(|n!lu di tre rewe AT, AU, AV poste nello stesso
piano tangenziale & una retta situata nel medesimo, vedremo che:
I produite
() EA.DE.CD.BC.AB
dei laté i un pentagono fnscritto nelle sfera & un trivione esprimente
waa tangente aila sfera el punto A,
77. Per mostrare un’ applicazione di questo teorema e dei eal-
eoli del § supponiamo che una sfera abbia nel punto \ la tan-
i per G e per D essendo i+
5 che giace sull Tblta DE
quindi EA ==—4i —k(24-2),
« dovremo determinare la z in guisa che si annulli la parte reale di
() (—hidk. TRz 31 (28 () 2 (D — G- G) 0=
ﬂSz(—‘l:—S»w\G?z'-o-j Z—6-+k.5z+8);
7=0, i —4, DE =2 — 4k,
ml il radio 107 — 10j — 8% sard langente alla
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HI. USO DELLE CARATTERISTICHE

* Hamilon fa molto uso di aleune :-m-auwien'uﬁn

Noi abbiamo git adoperata (§. 22)
w!l un quaternione o di un trinione, ' ILu muu la se-
abbiamo pure wsata la ¢f (§ 19) per
: nﬂmn segna con x, ¢ che siottiene
contenenti ale dei 4,7
1t itarii quelli ehe hanno la g
dezza eguale all’ unit un qualunque quaternione si divide p
i ione unita 0 esso contenuto;
e segna con v 1 opera-
rinione ) si divide pe
one & composto di una ps
) a eui I Hamilton da il nome di scalar, ¢ se
i sola parte reale di un
manente & un ftrinione detto vector ed indi-

aternione; la parte
ato con v. — Il significato di queste caratteristiche

glio ponendo auenzione alle seguenti formole, nelle quali s
e w A id -y ka5 088+ pLrsens L=,
essendo p un trinione unitario. che pud esprimersi (§. 35 ) con
p =i cosl ecosim —+j.cosl senm + k.senl
gL w—iw—fy —kzmr (—p)y cjp=—p

S ==tr=71C0S§, Vo in—=fy = kz="=p.rsens
Fio L0,

y&wa,-u,. sp=0, wpz=p,
P2t 2 (i =y kD) 2=
¥ () == 2577

s+ g+ 2sg.vy
('f>—S’7+' 74

() =

g=sq=w,

S

gryg=rsens.
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L' angolo s del quaternione ¢ ¢ dato da
s=Acos(sq:gry)=Asen(grry: grg)
e I"asse p del quaternione & il trinione unitario
ot

79. Ammetteremo coll” Hamilton ehe gli angoli si conservino
positivi, siccht nel quaternione conjugato dehba prendersi I asse in
oppostadirezione, quindi

sejg= ¥ejg 2= (—p) rsens, Urejg s —p
e lo siesso avvenga nel dividere I’ i pel quaternione, ¢
quaternione
1 1 "
q == —(—p)
a 1" angolo s e I asse —ps onde L=—p.
Ammetteremo pure che mutando il segno ad un quaternione si venga
a mutare il segno del suo asse, mentre I angolo diviene il proprio
supplemento, ciog
— == e0s(2—s) + (—p) rsen(2—s), v (—q) = —
La parte reale di un quaternione & positiva o negaliva secondo che
I’ angdlo del quaternione & aento od ottuso.

80. Significato di alcuns funzioni. Segnando con &, §, y.... al-
cune rette o radii per le cose gid dette ai §§. 24, 78 si vede che
s(Ba) &l ]u\adoun delle mm retle pel coseno della lore inelina-
ziones percio I equazione
) s(fa)=0
indiea che le due rette o sono perpendicolari od hanno I* inclina
sione di 90°% 17 alta parte v(Ba) del quaternione Ba ha la sua
grandezza  gry(fa)  eguale al prodotto delle lunghezze a, 8 pel
seno della mutoa inclinazione delle @, §; percio I' equazione
@ grv(Ba)=0. ossin v(fa)=o0

@ la condizione del parallelismo delle rette «. 8. Al valore di
gre(fa) powemo dare, imitando 1 Hamilton, il nome di funzione
aparallelica, perché in qualehe modo misura 1” allontanamento dal
parallelismo, eguaglia il doppio dell’ area di un wiangolo che
ha due lati equipollenti ad g, 8. I valore unitario vr(fx) csprime
il radio perpendicolare ad ambedue le &, 8.
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s(yfa)=0
esprime la condizione che le tre rette a, @, y sieno parallele ad
ss0 piano, ciod che sieno in uno stesso piano le OA =g,

OB, OG-y, In ogni altro caso la funzione  s(yfa)
pud dirsi la funzione apianica, perehé in qualche modo misura
lontanamento dal piano; essa rapporto del tetraedro. OABC
quello che ha gli spigoli i, j, k. — La funzione apianice ¢ anche
esprimibile con s[yr(fa)], fawi  fo="=s(fa)+v{fa)
¢ la parte reale s(fa) moltiplicata per y da un i sicehd
s[ys(Ba)]l=0; Ba) esprime una reta p perpendico
piano af, ed s(yp) esprime il prodotto delle ¥, p pel coseno tra
loro con 0.

82. S i sei raggi @, B, 7, &, 6, & sono condotti per O, i trinioni
r(Ba), v(£d) esprimono rette perpendi piani af, e, pereid la

y[v(Ba).ried)] =g

indica la retia o intersezione dei due piani @, de. Pongasi similmente

rIr(y8)-rEal ==z, rlr@p).rab]=w

¢ pel teorema del Pascal la condizione
s(Pxp)=0,
, i sieno in un piano & anche la eondizione che i sei rag

& appartengono ad uno stesso cono del secondo ordine ;

s(@ @) riferita ai sei raggi 'Hamilion d4 il nome di
funzione aconica; il suo valore dipende dalla posizione dei sei punti
A, B, C, D, E, F estremi d OA2a, ... OF=E.
Col suo mezzo I"Autore esprime la funzione che egli dice adeuterica,
e che noi potremo dire adétomica, tra dicei punti A..... K, la quale
si annulla quando per questi dicei punti pud passare una slessa
perficie del secondo ordine (che noi diciamo ditome, aceennando
alla proprietd di non poter esser tagliata da una retta che in due
punti ). Secondo 1" Hamilton la funzione aditomica digei punti ri-
sulta’ dalla somma di uui i prodoui di-cinseuna funzione aconica
relativa a sei punti moltiplicata per la funzione apianica relativa ai
qualtro punti rimanenti.
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83, Equazioni delle superficie: piane. Quando il radio vetlore
¢ legato con alwi radii o rette «=2=0A, #=2-0B, ec.
costanti a, b, ¢, ee. col mezzo di un’ equazione re-
qu 5 il Juogo zeometrico del punto variabile M & una
ficie. — Cosi ' equazione
ossia (§ 16)  s(AOM)=
prime il piano perpendicolare alla retta OA, ¢ ante dall® ori-
1e O della Tunghezza ¢.OA. Infaui il quaternione, che esprime il
e OM: OA, & formato dal rapporto numerico r=0M: 0A
moltiplicato: pel coseno dell’ angolo AOM, lo stesso 7 moltipli-
cato pel senAOM e pel mga_m |)crpcl]u!!co. ¢ ad AOM: e la prima
parte di tal quaternione, che & la parte reale disegnata colla carat-
teristica s. & appunto il rapporto numerico ¢ s!clh projezione OP
della OM sulla OA alla stessa OA. — Si noti che all’ equazione pud
darsi la forma
@ s.pa=cpia=s,
essendo e un” altra quantith costante ; infatti il biradiale pa non dif-
fi da p:a che pr} moltiplicatore reale —gria. Siccome (§. 34)
&p=cj.pa, cosisi ha anche s.ap=e¢. Se poniamo
piz-jy4kz, asid 4-ja 4 kd”
la (2) si riduce alla
(3) drx+dy+d's4e=0,
che & I ordinaria equazione di un piano riferito alle coordinate or-
togonali. — Se B & un punto del pianc si ha anche s% e

sottraendo dalla (1) risulta s£=€=0,  oss

() s(BM: 0A)=0,
¢he & I"equazione del piano condotto per B perpendicolarmente alla
refta OA.

Bk, Eyuazione della sfera. La sfera col centro nell” origine O ed
il raggio r & espressa da

) grp=r, che pud anche seriversi
(@) P20,

giacché il quadrato della grandezza di un radio p (o di un biradiale)
Serie M. Tomo 1. 22
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si ottiene moltiplicandolo pel  suo jugalo ¢ per ogni radio &
gp—p. Se- il centro della 0 I estremo  del radio

0G0y inulereno p il p—y, ¢ la(2) diventeri

{pmy ) e == Pl bt et = 0
ed osservando che yp, py sono conjugati, sicché In loro somma &
il doppio: della parte reale di cheduno, potremo anche serivere
(3) H ype=0
Pyt et — ety

i.J, k- come mel §. precedente, la (3) dive
1) S Ada By 2
che & I ording " jone della sfera. Seinella (3) sia e=0,
sfera passa: per 1 origine 0, ed all’ equazione | 2s.yp=0=pt pud
anche darsi la forma

() s% A ossia 5 (MOC)=1%.

Ed infatti il primo membro esprime il rapporto della projezione di
0C sopra OM, ed & evidente che quando fal rapporto & X, il luogo
di M & Ia sfera di miggio CO 0A==2,00 la. (8) s(MOA)

& 1" equazione della sfera col diametro OA. A questa (6) pud anche

0A oM

darsi la forma s o =1=5 552 nssia

(7
la quale propriamente esprime ( § 80) che le reite OM. MA sono
perpendicolari.

8. Gilindro totondo ¢ Superficic: dnulare. La (1) del § 83 e ln
(6) del §. B4 ci mostrane che quando & costante la parte le dell’
uno o dell* altro dei due biradiali AOM. MOA, il luogo del punto
M & un piano od una sfera; vediamo che co: ottenga quando ¢
costante la grandezza della loro parte immaginaria. Essendo

AOM ==L neg Py yp L) ¢ v£  un radio perpendieolare al
N & @ w perp

piano AOM ed uguale al rapporio numerico p: @ moltiplicato pel
0

seno dell” angolo. AOM, sicehd Ja sua grandezza  ger £ eguaglin
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la distanza del punto M dalla reta OA divisa per la OA. dunque:
) gy (AON) = ¢
esprime. tutti § punt M del cilindro rotondo che ha I"asse OA ed

gio =c.0A,  Inquantoa gry, quesio & il yalor nu-
merieo del rapporto == moltiplicato pel senMOA, ‘e se la OB==g
sia eguale ¢ perpendicolare alla OA e posta nel piano AOM sarh
ora se il punto M si mantiene nel piano

anche Ty ==
L

o
AOB, la s%:l esprime: (§. 84 ) il circolo che ha il diametro
OB; girando la OB intorno alla O'A, a cui si mantiene perpendieo-
lare, si vede che girera anche il eircolo; pereio la

(@) oy (MOA) =1

appartiene a tutti i punti M della superfieie anulare generata dalla
rotazione di ‘un eireolo intorno alla sua tangente O A,

86. Byuazione & ogni’ superficie votondu. La- gev (AOM) da la
distanza del punto M dalla retta OA, mentre s (AOM) da la lun-
ghiczza | della projezione dello stesso radio vettore OM sopra OA:
dunque ogni superficie rotonda coll’ asse di rivoluzione OA  sard
esprimibile da
(0] grr (AOM) =/ (s-AON),
dove f indica una qualunque, funzione reale,

87. Eyuazione dei coni del secondo ordine. Pei §§. 83, 84 le
equazioni s (AOM)=1, s(MOB)=1  appartengono al piano
eondotto per A perpendicolarmente alla OA ed alla sfera di diametro
OB, percid la loro unione Tappresenta il eircolo intersezione del
piano colla sfera. Supponiamo che OM conservi la stessa direzione.
ma eresea di lu ezza nel rapporto’ di 4 ad 7, sard

S(AOM) =3 (OM: 0A)=1r, s(MOB)=s(0B:O0M)==Z:
moltiplicando tra loro queste due equazioni abbiamo la
(0 s(AOM).s(MOB)=1,
che appartiene a tutti i punti M del cono che ha il vertice in O e
per diretirice uno qualunque dei circoli espressi dalla simultanea

esistenza delle due s (AOM) =2, s(MOB)=<. Tuui i
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coni del secondo ordine hanno una sezione circolare, percid. tuili
S0n0 s dalla. equazione (1), — In, questa eq
posto che la OB sia abbastanza maggiore della 0A
sfera tagli il piano, altrimenti il cond sarebbe imm|
invece ‘supporre c]u. e OA; OB 4
membro della (1) i nella quantith ¢ abbasts
unitd, per tal ma il cono & espresso da
@ s(AOM). s (MOB)=c.
( Non & difficile riconoseere che onde il cono sia reale dev’ ess
infi lla semisomma dell’ unith e del eoseno di
streremo ora clie, al medesimo cono appartiene anche I altra equazione
(3) S(BOM).s(MOA)
Supposto, per brevith  0A=0B=1, §§. 42, 34 danno
2 g g (amﬁsﬂp
MOB==

ed s

la (2) si car nella (3). — Le sezioni eircolari del cono sono per-

pend all’ una o all’ altra delle rette, OA, OB
88. Eguazione dell’ ellissoide. 'Un circolo pud rappresentarsi anche
mediante la simultanea esistenza delle equa
1) S(HONM) = HOMY =1
1do i, v due quantith cosl Infaui pei §§. 83, 83 le (1), (2)
esprimono un piano. perpendicolare alla OIF ed un cilindro rotonda
coll’ asse O, Se leghiamo ra loro le %, v col mezzo della
2 tulli i i espressi dalla simullanea esistenza delle
(1), (2), ossia dalla
) S (OM) + gty (HOM) =
costituiscono una sfera col centro O ed il raggio O [Ed i
primo membro della (3) equivale (§ 78Ya g (H OM) =g )
contenuta m-l w.ma:l:a rmmnu, \in-ﬂ-\( in un’
cile vedere
: nl semiasse i
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rivoluzione & O, e gli altri semiassi = OK': che se OK' abbia
direzione differente da OH' i circoli si cangeranno in ellissi ¢ la

in un ellissoide ad essa affine. — Considerando che il quadrato
i v (K OM) & uguale al quadeato della sua
, siovede che all” equazione dell’ ellis-

SHOM) —y* (KOM)=1.
Notando eziandio che s & una quantith reale ¢ v un radio, vediamo
che la loro somma s~y ha per grandezza la radice della somma
dei quadra llvuc loro grandezze, ¢ pe la stessa equazione pud

gr (s HOM v . KOM)=1.
zione dell’ ellissoide possiamo far subire un’ alira
trasformazione. Nelle direzioni stesse delle O, OK' prendiamo le
OH=7gh. OK=gi:
ayremo il biradiale HOM==0M: ON >=—OM.0H,
ed il suo conjuzato —OH.0M, quindi
25 (I'OM) == — OM.OH —OH.ON 5
cosi pure 1)
2¢ (K'OM) 0= — OM.OK+ OK.OM,
quindi la (3) diventa
gt [(OK—OH)OM —OM (OH +OK)]|=2.
tla HK, e sin . HD==DK == 0E,
i un parallelogrammo s secondo i prineipj del me-
todo delle equipollenze si vede tosto che
OK—O0H=-HKL2-2.0E, OH—+0K<=2.0D:

percid I equazione dell” ellissoide &

anche la loro somma si can-
2 nel proprio cmu g rloceh grandezza
¢ si pud: cangi S i
tende. che ogni /i tuindi la (6) pr
la forma

(7) £ (OD.OM—OM.0E)=1.
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ide ‘ol centro O 4

sprimeranno un ¢lli sia il

de. passi

rminato
OK===0D+0E,

il secondo membro di ciaseuna delle (6), (7) dovra essere ( suppost

che OF sia maggiore di OD)

(8) g OFE — g 0D,

Infatti quando M coingide con K, si ha

OE.OM—OM.0D L= 0E (0D +-0E) — (0D 4+ 0E} 0D 2

QEP —(0DP=—g* OE+g* 0D,

90. Generazione dell’ ellissoide mediante wna sfera che passa pel suo
centro. Se dal punto K si tiri una retta qualungue KNN', che ta
nei punti. N, N la sfera; che ha il o D ed il raggio DO, & noto ehe

gr (KN.KN) =g DK — g* DO L= gr* OE — g OD,
percid 1" equazione dell” ellissoide &
(©) gr (OE.OM — OM.0D)=gr (KN.KN).
A mativo del triangolo isoscele DON si ha [§. 37 (6)]
ON.OD==ND.NO;
percio, se la OM abbia la stessa direzione della ON, sari anche

OM.ODDN.OM,

e sostituendo nella (9) avremo
2 (OE—DN) OM=gr(DK—DN)OM=gr(NK.OM)=gr (KN .KN),
dunque grOM =gr KN,
Se sulle corda ON di una sfera si prende {a lunghezza' OM eguale alla
ritte KN, ehe dal punto fisso K passa per N ed incontra mepamente
la sfere in N, il punto M appartienc ad un ellissoide che passe per K
ed fa il centro O, (Si genera il medesimo ellissoide adoperando la
sfera di centro E o di raggio EO e lo stesso punto fisso K. )

1. Lu'sccante Kann' che passa pel centro D della sfers
mina sulle d ni tra loro perpendicolari Owu, O#'
dell? ellissoide O A K ed il minimo O
1 diametro na del i raggio DO, eguagl
dei semiassi OA, OC dell’ ellissoide (similmente si tro

cioh:

mia
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EO dell’altra sfera & eguale alla s
ll semiasse medio OB @ perpendicolare
1 esterna KN, della secante KN, l'] ogni altro semidian
d‘-EI’ ellissoide che sia ente alla sﬂ-m di raggio DO sarh cguale
alla predetia KN 5 I sesiona centrale. doll ellissoide, pérpendi-
. Le aitre sexioni cirvcolari sono perpendicolori
L=DK: i & e ved ] la ON' sia nel piano
lare alla DK s \
Supponiamo ora Jm il punto N appartenga al circolo d
gio DO con quella che ha il dia-
(]\!\ riu urﬁ perpendicolave ‘alld KNN. e
(If-l punto M dalla retta. OK riusci
ma pel teorema del § 90 si ha OM =KN,
o per la proprieta della sfera & KN.KN:O0K=0N,: din-
anze di tutti i predetti punti M dell® ellissoide dalla OK
sono eguali al semiasse OB=0N,, ciod sono situati sul eilindro
rotonde, che I’asse OK ed il raggio OB, e propriam costi-
tiscono & ellisse di contatlo di tal cilindro mlm}dﬂ coll® Mﬁ'x\()nﬁ: e
Nell” opera dell® Hamilton si troveranno alire conseguenze del teo-
rema esposto al §. 90, il quale fu trovato col mezzo della teoria dei
quaternioni.

93, Eyuipollenze delle ewrve. Quando il vettore variabile OMZ=p
dipende da radii fissi e da una quantith ¢ suscettibile di tutti i va-
lori i il luogo geometrico del punto M & una curva. Lo, mostrai
quanti vantaggi presentasse per le curye piane questa maniera di
rappresentarle me " equi e come. si potessero risol-
vere molto semplicemente i ‘problemi fondamentali sulle curve man-
tenendo questa espressione genera (‘, che comprende come easi par-
ticolari i metodi delle_coordin llele ¢ delle coordinate focali,
Aleune delle teorie delle rqmpn]in- relative alle eurve piane yal-
gono he per le curve espresse col calcolo dei quaternioni. — Se
consideriamo ¢ come il tempo, possiamo supporre che il punto M si
muova lungo la curya. allora la derdvera del vettore OM. che noi

gincehé il punto

& fisso ), indicherd non solo in grandezza ma anche in direzione
la veloriti del punto M3 e la derivataseconda d*M esprimera la fur-
busione del movimento, darh cioé la misura e la direzione della forza
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aceeleratrice necessarin perchd ablia luogo tal moximento. Decompo-
nendo d*M in due parti ( ve §

L \l
n Qs 5N

parallela, e I' a

d* M
|

In prima esprime ' aeceleramento, ¢ la seconda
me della forza eentrifuga, Quando il tempo ¢ &
proporzionale alla lunghezza s dell’ arco di eurva, dM & costanie di
grandezza, e soltanto Dhile nella direzione, celeramento
e @M perpe lare alla dM esprime la forza eentrifugs
04. Raggio di curvatura, Nicne da cio che se la var abile indi-
pendente t, rispelto a cui si prendono le derivate o, tale che
(3) gr dM = costante
il centro R del eircolo osculatore in M sard dato da
gric
T

) MR L (M) BN s — g D PN s

( giaeché il quadrato di un radio ¢ al quadrato della su
grandezza preso col v per un radio &M si
moltiplica pel suo conjugato — d*M si divide pel quadrato della

sua gll“.mdcua J. Sostituendo Ia (4) nella
OR==0M~+ MR,
questa’ esprimerd il luogo geometrico dei centri di curvatura R.
5. Prendo per esempio 1* elica col raggio 1 ed il passo 27c
facile riconoscere che essa & espressa dall’ equipollenza
at
OM 2= 4 e0st + jsent ~+ ket =0= k® i+ ket
(r nngolo]t essendo espresso in parti di raggio ) derivando »
alla 1, si ha

st
M =0 — fsent -+ feost + ke kx i ke

M 2= — icost — fsent ==
ed avendosi
3 grdM=l+@=costante, e prPdM=1.
(4) MR 2= (4 4-6) @M 22 — i (14-¢%) cost —f (1-4-¢*) sent.
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Quindi la curva dei centri
OR == —ic* vost — jo* sent + ket
di egual passo della proposta e col
96. Ritenuto che la caratieristies di de 8
alla ¢ contenuta esplicitamente nella funzione OM. e la d
all’ areo s della eurva, noi soddisfaremo alla (3) del §. 94

grdM=gr(aM.dt)=1, prendendo

la quale e dard o= () de,

di= o

=i
Eron
e pereio

:%=S“’-‘|'D(,,T;ﬁl)=—nIug.grnl[:

inoltre #M == ML AP+ s M. A Sostituendo nella (4) del

§ 94 ne viene

(#)  MRo—g*dM: @M 2=—gr*pM: (0*M —p M. nlog . groM).

97. Serva di esempio la parabola
d OM 2= i (138 o+ f (Al —F) + k (A —1)?

i oM = i (A 61) 7 (L —20) -k (—2+20)
M 2 6 — 25 + 24
et M = (1400 o (1 —20) + k(1 —1)F = G442
plog.groM=1nlog.gr oM = ‘._%;_ﬁ;,

da cui (moltiplicando tanto il dividendo quanto il divisore per 6-=46)

(64440

A e L e il
@ MR == — 57 90) (b s4E) —Rir.oN*

e sviluppando il ealeolo

il quadrato della grandezza del denominatore & 997267,  sicche
MR 0 oy (84-228) [1(9—111) 4j(—3—11¢) -+ k(3-+221)],
o I"evoluta della parabola & data da
() ORL= (o 492 —22 ) - (f —BL—2 )k (F4 -+ 36+ 49 2).
Serie 11, Tomo 1. 23
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98. Differenziali rispetto ai quaternioni. Data una funzione f(xr,)
di un quaternione ;. 1" Hamilton stabilisee per definizione che il
[ limite per n=sc di
0 [ (7 F0,) — ]
essendo pay il dif e del quaternione. Cosi per esempio si ha,
ommesso per brevita I' indice g,
) 1) L wps 4wz
Hat) L wpta + b0 4= 2( )
@ () =g D L. DE T A DT,
(3) p(ax) 2= apz
(&) p(wb) L= pw b
(5) plaxbac) L=ape.brc+axbpa.c
~ Iy
) o(z)=
che si dimostra osservando ehe

Lot ) i Ve e sl g
sl e G

S(E) e 2nptpz i
T !L‘y E z

99, Normali delle superficie. Data 1 equazione
(1) [ (OM) = costante
di una superficie, il differenziale »M del vettore OM, purché sod-
disfaccia all’ equazione differenziale
@ pf(OM)=0
esprimerd un radio tangente alla superficie; pereio se alla (2)
possa dar la forma
(3 s(poN)=0
il rmlin v sard (§. 80) pe i P genci ciod
; alla superfic
e(r OM)==n ¢ uguale al prodotto dei vewori », OM pel co-

seno della loro inclinazione, sicché %(Irm-mium'ﬁ in grandezza e di-
rezione la perpendicolare abbassata dall’ origine O sul tangenziale in
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M. — Nella (3) il radio male 2 sard dato in funzione del vettore
OM e di radii costanti,
) v F(OM):
questa equipollenza & considerata dall’ Hamilton come in qualehe ma-
niera analoga alle equazioni differenziali delle superficie, e
tale da poter dar origine a ricerche simili a quelle del Monge.
100. Se per esempio sia
L= 0N —0A AM,
prime che la normale della superficie passa pel punto A, so-
stituendo questa espressione di » nella (3) si ottiene
s(AM.oM) =0
alla quale si puo soddisfare ponendo  (AM)*=2= cost., [ giacché
dilferenziando ( §. 98), si ha
AM.pM + oM. AM =0, ossia (§ 54)
2s (AM.oM)=0.]
Cosi vediamo che 1" indicata proprieti spetta alla sfera (§. 84 ).
101. L* equazione
) 5 (0A.2.0M)=0,
indica che la normale & sempre nello stesso piano colla ret
0A ¢ eol vettore OM. A questa equazione si soddisfa coll’ equazione
delle superficie rotonde ( §. 86)
@ ary (AOM) =
eontenente la funzione arbitr i antith reale s (AOM).
Infatti a quest” equazione possiamo dare la forma
P (AOM) 2 =0

¢ differe lo, nel che bisogna rammentare che v & un radio, e
che percio (§. 98)
d (@) L=y dy - dvir 2= 25 (rdv)
s[r(AOM).dv (AOMY] + ff .ds (AOM) =0:

oM M "
 (AOM) = o g = 50 di

dv (AOM) == ¢ (2X) ds (ADM) =35
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percio
s(r(a0M). B+ /1
e I equazione s (poM)=0 del § 99 sard soddisfatta ponendo
pMopane B[y (AOM) 471 ]
( giaeche la parte reale del prodotto di un quaternione 'f')}: per un
winione v (AOM) e pm una quantiti veale ff' & la somma del

prodotto del trinione pel trinione ¥ (AOM) o della parte

o
ale 52X T . st ?
reale s5x per i parte reale f1"). L cspressione ord trovata

s [v (AON) + (]

da
OA.2.0M 2=y (AOM).OM A4 .OM,
la cui parte reale ¢ nulla, poiché essendo y(AOM) un radio per-
pend al piano AOM si ba s[r (AOM).ON]=0,  per
si vede che la (1) ¢ soddiskiita dalla (2). — La condi-
zione che » sia nel piano OAM @ anche espressa da
»= OA.2 -+ OM.y,
dopo i che Ta  s(ppM)=0  del'§ 99 diviene
s (OA.oM) 4+ ys (OM.2M) =0,
da cui pui dedursi
(ONY = F [s(DA.0M)],
che ¢ un’altea forma dell’ eq ie delle superficie rotonde.
102, Linee brevissine sulle superficie. Le lince brey

detiche hanno la propriets che i loro pin i oseulatori sono perpen

lla superficie; ora pel §. 93 il piano |)\ll|l<ai()l(‘ & determi

o vettori oM, p*M, cssendor OM funzione della variabile

ale sono prese le derivate indicate dalla ca
pe determinata mediante la normale 2 espi

ione del vettore OM, la condizione che guesta nor

situata in quel piano osculatore espressa dall” equazio

(1) S (2.pM. M) =0.
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variabile ¢ & Pareo della curva brevissima, la seeonda de-
ata n‘ \I ¢ (§. 94) la direzion ryatura,
deve coincidere colla normale » alla <Hj!l icie, quindi la co
della linea geodetica & in tal caso espressa da v (v.0*M
\mhr se ¢ non sia proporzionale all” arco della curva In des
cioé di un raggio parallelo al radio oM, & p

di eurvatura, sicché una proprieth della linea brevissima & espressa da

) v(rngag) =0, osin v (vossM)=0.

103. Per esempio n sfera, nella quale ¢ (§. 100) »=0-0MN
la precedente (2) diventerd

@) .‘(ol\lpgﬂ‘x): i ¥ (OM.pvpM)=0.

L* equazione fondamentale (3) del §. 99 &

s(OM.pM) =0, ossia anche (O M2 ””—m

pereii OM == ( 3 )

la derivata del secondo membro & nulla, giacché una parte spari
a motive della (2), e I parte &

v (—groM)=0;  cosi si ha

l

o (0N 255)
Questa equipollenza integrata da

ON. 2850 00

e mostra che ambedue i radii (),\[. pM sono perpendicolari alla rett
OC costante wrbitraria; dungue fo finea brevissima delln & i un
piang. passaiie pel centro 0.

104. Nelle supe cilindriche ormale » & perp colare
alle generatrici, che sono parallele ad una data OA, sicehé in luogo
della (2) del §. 102 avremo

il
s(().\ iy
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ed integrando

—cost, ossin s (OA.unM)= co

il primo membro & la grandezza dit OA moltiplicata pel coseno dell”
angolo, che la tangente dell’ elica forma eolle generatrici. dunque
quest” angalo & costante
i coniea col vertice O di s(r.OM)=10.
a » il radio ad esso parallelo dato dalla (2) del §. 10 i
& oM o 8
s(0M 2 255) s(OM bz aM)=0,
percio

ps(0M. 22 = s (0Mp 2) o+ s (22 205) = —gr o,

ed integrando
= )=r:+sg|‘ oM,

la quale esprime che la projesione del vettore OM sullu langente della
linea brevissima differisce di une quantite costante delle lunghezza
sgroM dell’ arco di curba.

106, Nelle su ie rotonde di asse OA si ha

s(0A.OM.9)=0,

quindi per la linea brevissima &
M
grod

.s(n,\.n.\l.pﬂ‘r'ﬁ)zns(u,-\.u.\x.

tegrando si ba
s(0A-0M. 2 ossin s (OA.OM.ooM)=c

11 primo membro & zione aplanetica del §. 81, e mosua pereid
la costanza di volume del tetraedro, che ha la base OAM, ed il
quarto verlice sulla tangente dalla linea brey a in M ad una di-
stanza da M eguale all’ unity di lunghezza: dunque la disfanza di
agni punto M della linea brevissini, dall® usse di rivoluzione 0N ¢ in-
versamente. proporzionale al seno dell inclinazione della tangente in M
sul piano del meridiano O AM

107. Parcechie altre teorie sono trattate dall” Hamilton, e meri-
tano lo studio dei Geometri Mtalianiz uno degli argomenti ehe raceo-
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mando alla loro attenzione si & la wisoluzione delle equipollenze vela-
tive allo spazio. Nel mio metodo delle equipollenze quando vi & un
punto ignolo I” equipollenza relativa ad un solo piano si risolye
maniera stessa delle equazioni algebriche, il che conduce a semp
soluzioni dei problemi geomelrici; la eosa ¢ ben differente nel ecal-
colo dei quaternioni: anche dalla semp ma equipollenza

ar 4 oq=2c
fcile dedurre I"espressione del g ione incognito x
i due quaternioni e, ¢. Si potrd decomporre 1" equipollenza in

(sava) (s24ve)+ (s +ra) (sa+va)
ed osservando che
FOFD A P A v oy a + 6 (va.ya) 2= 25 (va.vx)  sard anche
SG.50 - Sa0.¥YT 4+ ST va+s(ra.vr) e,
che si decompone nelle due

V.65 Sa.50+s(ra.re) =sc¢

¥ Lo —Zsa e sostiluendo nella seconda si ha

Su.sx+5(ra.vo) + sz g va=sd.sc,
ossia gfe.sw=sa.s¢c—s (ra.rc).
Pud servire di esempio anod =28 —k,  c=di—2i—k,
che da fre ] —d— 25,
108. Data I equipollenza piti generale
a4 wh == ¢
suceessivamente vi si preponga il fattore eja, e vi si posponga il
fattore b, con che si avranno le due equipollenze
gja.az+cja.abLocjace, axb-4abb=ch,
che sommate danno, a motivo di ¢ja.a==grfa, tja -+ a0,
.z 4 2sa.xb + 20 L= cja.c 4+ cb,
la qual equipollenza pud scriversi cosi
@ (grfa--2sa.b-+0*) 2= cju.c+eh,
¢ colla divisione (§. 30) di I espressione dell® incognita a.
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109. L equazione del secondo grado

2 0 i+ 40
che sono

80— 4k, 22— bk

ammette due

ed inoltre quatiro a coefficienti immagin

= T=5) (1 =)
110. Le equipollenze nel mio metodo sono malto pit faeili da

risolversi di quelle del caleolo dei quaternioniz perehé le prime se-

guono precisamente lo stess zoritmo dell’ Algeb o0si, per esem-

pio, tante nel mio metodo quanto in quello dell” Hamilton Ta

(48] 0OB:0A=0D:0C

lianza dei due angoli AOB, COD  posti nel

io posso dedurne I* equipollenza

rappresenta 1" ¢
medesimo piano
(2) 0OA.0D == 0B.0OC,

bbiasi Ta eondizione

la quale, se OA sia una retta i
(3) OD="0A+E

dove F

ognita ¢d 4

i un’ altra retta conoseit
geometrica per determinare il punto ineognito A. S €051 non
pud favsi nel metodo dei g $ (questo & un importante argo-
mento da studiare.
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