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SUL GRITERJ DI INTEGRABILITA DELLE FUNZIONT,
E SULLE EQUAZIONI ISOPERIMETRICHE.

NOTA
DEL PNOFESSORE. FRANCESCO BRIOSCITL

Presentala dal Socio Cavaliere ANToNTo BORDONI,
Approvata dal Socio Guserre Brixcii

——

fticevuta il giorna 32 Dicswbre 1853,

I caratteri generali dai quali si possa desumere se una fan=
sione alle derivate dell” ennesimo ording

V(£ 2, &% 4 E)

sia derivata esatta di nna funzione alle derivate dell’ ordine
(n—1) i hanno, come & noto, dalla equazione

AV dvy L dvy! (VA
0 B (S (G =i () =
ed & anche noto come le equazioni isoperimetriche conducano
ad equagioni di questa forma.

Lagrange nella ventunesima delle Lesioni sulle finsioni,
dopo aver ritrovata la equazione superiore, dimostra come la
equazione andloga pel csso in cui mella fanglone propasta la
dexivata 4 ordine pilt alto fosse Ja z” decompongasi in due
equuzioni piit semplicis ed: aggiunge potersi. provare: come in
generale la equazione (1) sia decomponibile in n equazioni; le
quali- devono tutte verificarsi - identicamente allopquande la
funziong sia ung derivata esatta.

Questa_importante_decomposizione, indicata da Lagrange
solamente,_come possibile, venne effettuata dal Ch. Professore




306 Sut cmrrERs DI INTEGRABILITA ec.

Bordoni in una delle sue Lezioni di calcolo sublime, nella
quale si rinvengono trovate assai semplicemente le n equaziani
da sostituirsi alla (1). Nella medesi lezione, I’ Autore osserva
che quelle 7 equazioni non saranno essen; ente: differenti
fia loro, e considerando il caso in eni la fanzione proposta s
alle derivate del terzo ordine dimostra che delle tre equazioni
che si ottengono dalla (1), due sole sona essenzialmente. diff
renti fra loro. In progresso di tempo i geometri Raabe e Joa-
chimsthal ginnsero per. vie difforenti a. quella d
¢ dimostrarono che delle » equazioni che &

mposizione ;
sultano, le essen-

@ialmente differenti sarebboro £+ 1 od " secondo che n
& pari o dispari. (%) !
1esta nota, partendo dalle formole del Prof. Bordoni
amo quello equazioni che essendo essenzialmente difs
nti. fraJora, sono- i veri eriterj per I integrabilita. della
unzione proposta, ed il metodo adoperato ci-condurra ad altre o
cquazioni lo quali si ponno assumere come criterj di integra
ilitd, e che in moltissimi casi particolari saranno piir semplici
delle prime. Dimostriamo in seguito come una analoga decom-
posizione eseguita sulle’ equazioni isoperimetriche conduca ad

i to recentemente dal Sig. Ostro-
ntegrazione di quelle equazioni
otta a quella di equazioni alle derivate del primo ordine;
affatto analogamente a quanto gid fecero Hamilton e Jacobi
per le equazioni della dinamica, : I

La funzione V supposta derivata esatta dovrd essers della
forma

V=g+atip

essendo. ¢, p. funzioni. delle sold. 4, = '
lare di ¥ riduce la. (1) alla

b=, Qnesto. va-

B A o /B
(@) P —f ol + ’JF] S i[ﬂ_-'-x'

(%) Leiani di Calcolo Sublime del Professors Antonia Bardeni. Milano: Auno 1831
Tamso 1° pig. 407 — Giornale del Sig. Cielle. T. 31, 33. Anno 1846,
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Si pongano le segrienti dénominazioni

d ' U

g — a2 =,

2 ; ;

d—r, (m w0y =p,
(3) e T T

Gy, (BEE Y =p,

2 ; 5

=P (e zt=) =p,

nelle quali col simbolo

Pt 2
intendesi rappresentare la derivata della funzione composta p,
rispetto alla ¢ contenuta nelle componenti. ¢, , = .zl
Osservando essere

2 ; ] dp
P=pltn (=) ) 4= 0 ’di(‘_“
; . . P
) Po=pi (7 7 eeens 20 +z(-::!_;::,

la equazione () &i trasformeri. nella

dp, o) rdp (n=3)
=& ) =] S Fa= o]

dp,
|22t du =)

w (il
—tdz

Lt = p.=o0,

la quale dovendo essere identica allorquando la V sia derivata
esatta, di luogo alle

- dp dp,
w P — e

=0, s Pi=0.
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Queste sono le n equazioni trovate dal Prof. Bordoni, le quali
si ponno sostituive alla (1).

Le equazioni (3), osservate e (4), (5), si trasformano nelle

: dv
P+p= gy

av
o=}

Pirp=

1l (6)

& da queste, indicando con  un numero qualungue fra quelli
della serie 1,2, 3..... u, i ottengono le scguenti

(rip ' dp
== Tdr—  \dzt—), dxz =1}

dp. i &V '
At . daon e
(N . 2o e

v
Tz )

dp., @V
T Tz

Rappresentarido per brevith col simbolo A, il binomis

dp.
F 1t ,,;“__u_.,,
le equazioni (5) si potraano scrivere

8 A, =0 A =0

A =0, p, =9

* Aojn—
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: St Lo s dp

o sostitnendo nell’ltima delle equazioni (7) il valore di 2=t
5

ap—s
dxE=5)
terz” ultima, e cosl via; supponendo essere r un numero pari
si giunge alla

dato dalla penultima, e quindi quello di dato dalla

() ko =L = h G EA
E — (1) A
e i

Analogamente col mezzo delle equazioni (7) si ottengono le

S
a2, 13 ar—3 2A‘p, P Au, r—t
Pl L L A

Sostituendo questi valori nella (9) si arriva facilmente alla

A -o—% Ay %&! TR '(’—:“%’:—4} FLETs

Tomo XXV. Pt 112 Bb
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nella quale fatto r=2,4,6,.... si ottengono altre equazioni
analoghe. i evidente che supposto

A

A“’F3=A =4, ,=c

0, Tt ‘0, 7=5 o,
quelle equazioni renderanno nulle anche le espressioni

An,r’ Ao gss .HAM, AO,,;

quindi le effettive condizioni per I’ integrabilith saranno le

() p=o, A Lod =4,

o A =

0, nmi

secondo che n sard dispari o pari; giacché soddisfatte queste
lo sono tutte lo (8). Quindi so n & dispari saranno in numero
=X e eéquazioni a soddisfarsi, e se n & pari saranno in nu-
mero 1. 4

Se nell’ nltima delle equazioni (o) poniamo
(quindi s numero dispari ) si ottiene la seguente

=41,

=) =4
L Y S R | o.
s et

Ne deriva che si potranno assumere come criterj di integrabi-
litd le equazioni

A =0, A, =0
Ay wea=o od
S

secondo che 7 dispari o pari. Queste equazi

ui potranno in
alcuni c:

particolari. sostituirsi alle (11) con qualche vantaggio.
8i.indichi con

Sl

dv




Nora pEn Pror. Fraxcesco. Briosen arn
una equazions isoperimetrice, e supponiamo la r possa assumere
i valori 152,300 m. Posto

Sy AV ey
Prr = Fracie dx.(~2)
4 ha evidentemente il gruppo di cquazioni analoghe alle (6)
v
O
) av
(R o S )
1 av
(13) Frnmat Pyt = Towm

, av
P, =T
Pl
LA
Se queste equazioni -Vengono ordinataments moltiplicate per
2, ) L., ¢ 8 sommano le equazioni che ne risul-
tano membro per membro si ottiero la

2 (3 210 B e Y= V=T

& posto

e AR, 55 0

V—T=#8.

si ha
av

@
La equazione (12) & alle derivate del an ordine, quindi il primo
membro di essa conterrd in generale le

)

PO LN Ll
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8Se queste quanti considerano quali incognite, sard amn
il numero delle i i nelle m equazioni analoghe
alla (1a). Sostituiamo alle mn incognite

20,z (=)
le quantita
de IR 9ol
talché si considerino le amn quantith
() 2% &t G g

quali variabili indipendenti. Osservando-al valore di @ si avranno
le equazioni

o _dv 4 _dv do__dv
ot SR~ Pt ET T T Pt
a av
T T Az P
) a0 o
) (n—1) =g (=)
B 7 B e -

dalle quali per le equazioni (13) si hanno le

o -df - 9B, a8 L
) e e e d — &0
15,

dz, dz' do da = o

do s
&= dp o & g0 &k P,
Queste 2mn equazioni alle derivate del primo ordine conten-

gono lo amn quantiti (14), e le m quantith analoghe alla 2,1,
Se si eliminano queste ultime col mezzo delle m equazioni

Pryner =
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& avianno tante equazioni quante bastano a determinare le
2mn incogaite (14). Le equazioni (15) sono dovute al Signor
Ostrogradsky; il modo col quale vennero qui trovate mostra
come esse siano una trasformazione delle (13), le quali corris-
pondono alle (6) ngl caso in cui la funzione V sia una derivata
esatta. L’ importanza di questa osservazione si fa manifesta al-
lorquando si consideri il modo col quale il Sig. Hamilton giunse
ad integrare le equazioni della dinamica poste sotto forma ana-
loga a quella delle equazioni (15).

Se supponiamo V =H - U, e ritenizmo H funzione omo-
genea del secondo grado rispetto alle ', ed indipendente dalle

B Bt sian e , ed U funzione delle sole z.; la equazione (12)
trasformasi nella
) dm-:U)_(dH‘
Inoltre si ha
dV . dH
Pro=Tm =T By =Py = =0
quindi
AH; i i
T=3Frai=aH e 0=U—A.
Le equazioni (15) per questi valori danno le

_d{A—=0) 4z, d(A=1U)

g 4o aldEly AP o
Se ln A appresenta la funzione delle forze vive, ¢ la U la
fanzione delle forze, le equazioni (16), (17) sono le due’ forme
assegnate da Lagrange e da Hamilton alle equazioni della
dinamica.

(t7)




