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Ricsvata {1-d & Giugno 1852,

. Lia integrosione delle equazioni del moto!di un. punto
materiale, o di un sistema di punti, in alcune circostanze par-
ticolari di movimento, fu di recente scopo alle indagini d
Goometri. Le nuove forme assegnate da Lagrange o da Ha-
milton alle equazioni della di ica, la i i delle me-
desime ridotta dipendente pei teoremi di Hamilton e di Jacobi
dalla integrazione di una equazione alle derivate parziali del
primo ordine non lineare, e Ia teorica dell’ ultimo moltiplica-
tore dovuta a Jacobi apritono la via a quelle ricerche. 1l Sig.
Liouville assumendo le formole di Lagrange e giovandosi dei
sisultamenti del Jacobi, prese in tre differenti Memorie a con-
siderare alenni casi in cui le equazioni del moto di un punto
sopra una superficie, del moto di un punto libero nello spazio,
¢ del moto di on sistema di punti sono integrabili; i quali
due ultimi problemi vennero anche discussi, il primo dal Sig.

ret mediante le formole di Lagrange, ed il secondo dal Sig.
helot partendo dalle formole della dinamica trasformate col
metodo di Hamilton (*).

ei

(%) Jourual de Liowvilles T. x, xu, xuwr, xiv. = Journal de Ceelle; T 40.
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il lavoro del Sig. Liouville, esi-
stevano. intorno alle circostanze del moto di un punto sopra
una superficie: non piana, si riassumono in quelle del moto di
un grave sopra una sfera o sopra una superficie di rotazione;
¢ nelle piu recenti del movimento di un punto materiale so-
pra una superficie di rivoluzione ammesse aloune particolari
condizioni per le forze agenti, lo quali fanno parte di una
Memaria del Sig. Jacobi (). L uso delle linee esistenti sopra
ung superficic ppresentare punti della medesima di tanto
vantaggio nell attazione di problemi di statica e di geome-
tria fu anche di giovamento in questa parte della dinamica,
ed i problemi discussi dal Signor Liouville devono appunto il
loro successo a quel metodo di rappresentazione, come pure
lo deveno quelle cose che qui si aggiungono sul mede:
argomento.
a®. Se colla

Le ricarche che, inr

Flays=
si indica 1a equuzione di una superficie qualsivoglia riferita a
tre assi ortogonali, e con X, Y, Z lo componenti parallele &
quegli assi-della risultanto di tutte le foran acceleratrici agenti
sopra un punto materiale il quale deve moversi sopra quella
superficie, si hanno le tre equazioni
() ==X+ddfla), Y=Y+df(y), =Z+df(s);

nelle: quali

N
A== o Ter]

d N & una forza di g diretta nor

alla ficie, e che rapp la resistenza della superficie
medesima.

Dalle equazioni (1) si_passa come & noto alla

§ (5 g %) = (Kol Yy - 22) de - H,

essendo H una costante.

(%) De motu puneti siogularis. Joursal de Crelle, T. 21,

e
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8i ritengano ora le z, y, = funzioni di due quantith u, o3
parametri variabili di due superficie le quali colle Toro comuni
intersezioni colla superficie data determinano due sistemi di
linee esistenti nella medesima, per I uno dei quali sistemi
%= cost., ¢ per Paltro v=cost. Ritenuto incltre che le li-
nee di un sistema si ortogonali alle linee dell” altro; po-
nendo secondo ls notasioni di Ganss (7)

(e TR O -
la eq periore i i nella

L(Eu*+6Go*)= f(P/E.u'+Q/G.v)de+H,
essendo P,Q le componenti dirette secondo le tangenti le linee
o 08t , % = cost., della risultante di tutte le forze accele-
ratrici agenti sul mobile. Suppongasi abbia luogo il principio
delle forze vive talché sia
(2) SIPVE. & +Q/G.v') dt

e si avranno le

I (2 v)

PyE=2%L,  Q/c=1L,
ed

L(Eu+Cu*)=U-+H,
o lo espressioni w}/E, v}/G rappresenteranno lo componenti
secondo le tangenti alle linee v = cost., u= cost. della velo-
citd che ha il mobile alla fine del tempo ¢.

3% Indicando con T la semisomma delle forze vive, alle

farmole (1) si ponno sostituire lg

= P
3) & 4T du e @ 4T | du o
T G & i at T o

ammessa la sussistenza della equazione (2). Queste sono le for-
mole date da Lagrangs nella Sezione IV. della seconda parte

(") Disquisitiones gousrales cirea Superficies curvas. Aui della Societh di Gawinga
Vol. vi.
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della Meccanica: Analitica; nel caso poi del moto di un punto
sopra una superficie essendo T =1 (Eu*+Guv*), le me-
desime si matano nelle

3 dE ., 4G 4y
i WL iy gy ol
"(l‘uu A o

“

) dew i ddR g 6Ly dT
[ F—ime+T)—%

Jacobi ha dimostrato che le formole ordinarie (1) pel moto
di un punto sopra una superficie & ponno ridurre alla forma
assegnata da Hamilton alle equazioni pel moto di un sistema
libera. Queste formole, utili nella trattazione di aleuni proble-
mi, si ponno dedurre dalle superiori (3) di Lagrange nel modo
seguente. Pongansi

4y . 4T
W*!)q Frd T

e da queste equazioni le quali sono lineari rispetto ad o, v/
si ricavino i valori di #', o' in funzione di p o di ¢; quindi si
sostituiscano questi valori nella funzione T, la quale potrd cosi
considerarsi come una fanzione delle #,, p, g Dungue I T
che & funzione delle v, ;v ammesse lo equazioni superiori
potrd ritenersi funzione delle u, v, ps ¢ Ora i ba

T=1(Eu"+Co"),

ossia
T=pu+qe—T.

Suppongasi Ja T nel primo membro: funzione delle u, v, i o,
& la T nel secondo membro funzione delle 1, v, p ¢, & derivando
I* equazione superiore rispettana ¢ si avrd dopo una riduzione

dTy d T

(@) + (@)
; ATy TN g
essendo (53), (5) le de
si supponga la T fungione delle u, v, &
equazione si hanno le

T S

T @ T

P g

¢ della T rispetto alle 4,0 quando

quest’ ultima

AT

S S —— -
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per le quali Io formole (3) viduconsi alle

L d(U=T) f__d(U=T)
P
¢ queste insieme alle due
4T _ SR b gy
dp= s F s

sono lo quattro formole richieste.
4°. Dalle equazioni (4) si passa facilmente alle

B+ Eu =4 (S +220n) + 2

Co+Co' =1 .ls 4::.) au

Ul 0l I

Si indichi con @ 1" angolo che il raggio del circolo osculatore
la linea cost. mel punto di coordinate u,v fa colla tan-
gente nello stesso punto alla w=cost., e con p il raggio del
circolo osculatore medesimo. Si avrd, come & noto

40
ed anche 5r =

essendo le o ,,, rispetto alla linea u = cost. cio che sono le
@, p rispetto 1ea v = cost. Alle equazioni superiori si
potranuo qumm sostituire le

G[S2oy/6— 2 uy/E | P

uy/B [ 220/ E — 222 vyB |+ Q.

| avse
| de
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amisi 0 I angolo che la trajettoria sulla superficie fa colla
linea #=cost., ed s I'arco percorso nel tempo ¢, sussisteranno
le due equazioni

VG = s'cos U/}

per i quali valori le equazioni superiori si trasformano nelle

s'send,

"senf+ s cos 0.0 =" cos 0 (2% cos — Z22sendl) + P

$"00s0 — s'sen . 0' = #sen 0 (22 send — “casd) + Q.

P
Queste equazioni moltiplicate ordinatamente per senf, cosd

quindi sommate danno
@) s'="Psen@ + Qeos0;

& moltiplicate per cosfl e send e poi sottratte danno

) T = T cosd — seng 4 Ll Qi

Quest” ultima equazione pud riduarsi ad una forma assai pii
semplice. Infatti chiamando r il raggio di contingenza gccilc-
sica della linea desoritta dal mobile, vale a dira il raggio del
circolo oseulatore della linea piana nella quale si trasfigurerehbe
la trajettoria, considerata come linea di contatto fra la super-
ficie data ed una superficie sviluppabile, allorquando quest’ ul-
tima si distendesse in un piano, si ha come

% r“(mww—

per cui I' equazi

ne superiors diventa lu
£ Pend

dalla quale
(9) Pcosl — Qsend

Le equazioni (7); (o) tengono luogo delle (6) e quindi delle (4).
Ora osservisi essere  Psen® + Qcos@ la componente diretta
secondo la tangente alla trajettoria” della risultante di tutte le
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forze sollecitanti il mobile, ¢ Pcos@ —Qsend la componente
della forza medesima diretta secondo la tangente alla trajetto-
ria ortogonale della linea descritta dal mobile. IX evidente
I analogia fra le formole (7). () e quelle che si danno comu-
nemente per le questioni di moto di un punto sopra
Dalle (g) se oppure  Peos — Qzen
siha r nea descritta dal mobile
Dalla equazione medesima se  Peosf — Qsentl =

stante, si ha r= ciot la linea descritta dal mobile sard

della famiglia di qual]e della massima o minima area fra le
wpcl’ml::[rc
5% La equazione (8) pud porsi sotio una forma. che pre-
stasi facilmente oll” integrazione in alenni casi. Infatti rammen-
e eoss,
e,

tati i valori di si passa da quella alla seguente

¢ da questa richiamati i valori di senf, cosf, alla

b = i [% SBS ) e
sontoos0f =oos 0| T T [ H_son0 )4 _d [
% L3 Y s o Lz ™ crem |

per essere fo=a(UaH).
Moltiplicando i termini dell’equazione superiore per 2GE(U--H).
la risultante si riduce alla

(1) aGE (U-+-H) send cosd §f=TEcos0 LELD LG gor

s
la quale evidentemente & I' equazione della trajettoria

Si indichi- con 4 una funzione di # e di v, e suppongasi
essere

G=217(@), A ()
I' ultima equazione trovata dopo aleune riduzioni mutasi mella
2 (U~+H)sen@ cos0 57 = cose 0 42LE= I8 _goppe g AT TN,
Tomo XXF. P+ I U

ZE (U+-H) dv
e
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Dalla forma di questa equazione apparisce subito che ogni
qualvolta risulti

A (U= H) = f{u) — F (v),

la equazione stessa potrd integrarsi. Infatti essa riducesi alla

Ve

[ f(1)—F (v) ] senf cos 4% = cos*0.f" () §r — sen?) F'

che integrata da
(11) flu) cos* 0+ F(g) sen*f. = A
A costante; e quest’ultima & I equazione della trajettoria alle
derivate del primo ordine. Nel caso considerato piii sopra sono
compresi tutti quelli trattati dal Sig. Liouville nella Memoria
citata, la formola cui siamo giunti coincide perfettamente colle
sue in quei casi particolari.

Per applicare le formole trovate a qualche esempio sup-
poniamo: che la superficie sulla quale muovesi il punto mate-
riale sia rappresentata dalla equazione

Queste equazioni danno

il A PN ) Pm) L (PP L (P e
el L e V=T =] T (PP
i © quindi
(1 —ut) ot =) G L ) b

E= mme— =)’ e T T ST

Per cui se avra luogo la

UrH=LU=T0

la equazione della trajettoria sard la (11) essendo 4 =1v"— u*
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Suppongasi che il sistema di lines per le quali ©
sieno geodetiche; assumendo come si fa comunemente pel pa-
metro « ln lunghezza di un arco delle linee medesime si
1, per cui se ritiensi anche essere U funzione della
riabile u, la equazione (10) dard

2G (U + H) sen ) cos 690 = cos g LT 20,
tegrata conduce alla
Geos'l= U%ﬂ

 costante, Se U=o e quindi la linea desoritta dal mobile sia
geodetica si ha

che

i A
cu;{i_‘—/—ﬂ

proprietd notissima pel caso delle superficie di rotazione.

6°. Le circostanze del moto di un punto materiale sopra
una superficic nelle ipotesi ammesse qui sopra, si deducono
completamente dalle equazioni (5). Verremo cosi ad estendsre
ad una superficie qualunque un teorema dimostrato dal Signor
Jacobi per le sole superficie di rotaziona (*). Dalle (5) si hanno
le equazioni

248 . p
T

T § o dG
__“L_—-chn Fra

La seconda di queste integrata da
(ra) Cu'=u
& costante arbitraria. Per questo valore la pri

equazione diventa

aG
(13) W =at

+P;

dalla quale integrando e riducendo

w=) 2 pau—%].

(%) Jaurnal de Crelles T. 24. — Journal de ' Ecole Polylerniques T. 19.
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e quindi

du.

(14 !4—.‘\:./"—/1—

Ma dalla (12) si ha

anche la

1
t +u__ujm-;.— du.

Le equazioni (14), (15) sono le soluzioni del problema: la (14)
avendo_origine dalla (13) ci porge il tempo impiegato dal mo-
bile a percorrere I'arco di geodetica per la quale = cost.,
© I (15) ci fa conoscera la posi Hiln weciet =

rispetto ad una fissa.

Supponiamo che la_supesficie sia di rotazione, i m
ranno le linee geodetiche, i paralleli Te trajettoric ortogonali.
Riteniamo essere I asse dells = quello della superficie, ed in
dichiamo con r il raggio del parallelo corrispondente al punto
di di x, ¥, 3 della superficie; e sin x =@ (r) la equa-
zione di un meridiano qualunque. Chiamisi o I’ angolo: che il
meridiano corrispondente al punto in cui trovasi il mobile alla
fine del tempo ¢ fa con un meridiano fisso che supporremo
coincidere col piano dells xz3 ¢ sia u I"arco di quel meri-
diano, S8aranno y = rsenv, z cosv & quindi E=1, G=r
e le equazioni (14), (15) diverranno

=S Tra—t

per cui si av

t+A duy
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[ b= @0 g,
jl/ [2rpau—2]

| H_u—jw_m,

Ve pae—=%]

lo quali sono le formale trovate dircttamente dal Sig. Jacobi.
7° Supponiamo I' asse della superficie di rotazione essere
verticale, ed agire sul punto materiale sola. gravitd: Sari
P

od anche

(16)

g%, e quindi per una delle superiori equazioni :

do a

du — /[ (agz+ap—a |

{ costante introdotta dalla integrazione. A determinare le co-
stanti @, § si osservi che se con % indicasi la velocith iniziale,
con @ I"angolo che la duezmue della medesima forma colla
sun projesione sul meridiano che passa pel punto della super-
ficie in cui trovasi il mobile al principio del tempo: il valore
di 7o' corrispondente a & , sard ksen e quindi chin-
mando o il valore di = corrispondente a ¢ 5 8 aved

() =1 (d) ksenth

talché per la (ra) sard
a=(d) ksen@.

essendo 7=z} il valore di r vicavato dalla = =g (s).
Cosi dalla (13) o dalla susseguente si' ha

¥ cos*f = 2 g d—+nf —k sen*d,

¢ quindi
2=k —agd.
Questi valori posti nella equazione superiore danna
dv () keos @)

du = T/ (g e—d)+F) — i ([d) ke cos 0] -




166
¢ siccome dalla equazione == qi(r) si & dedotta la r=1j(},
sard anche

IxToRNO AL MOVINENTO DI UN FUNTO €0.

do _ W (d)koosd 42 :
B VT @ (g e ) — P @) R cor 8]
Sia
Vs =g 1/ (@ —a?)
la superficie sara un elissoide di ro
(i) do —a  Alar—d) keosd,
T b =) ) egli—d)k
avendo posto  ¢* P—:°"

Nella Sezione VIIL* della seconda parte della Meccanica
Analitica, Lagrangs ha dimostrato che allorquando un punto
pesunte si muove sopra una sfera, la curva che esso descrive
presenta una serie di punti le di cui ordinate verticali sono
alternativaments massime o minime. Questa proprieti la quale
formd anche argomento ad una nota del Sig. Puiseux (*) pud
venire estesa ad un gran numero di casi mercé delle formole
trovate.

Considerando Ia equazione (18) ¢ facile il concepire che
i valori della & i quali annulleranno il denominatore nel se-
condo membro della desi senza il; il
corrisponderanno alle ordinate massime o minime dei punti
della Tinea descritta dal mobile. Ora questi valori della 2 esi-
stono effattivamente, giacché facendo nel polinomio sotto
segno radicale, x=—ca, x dy 1 risultati
sono positive, negativo, positive e negativo; talche la equa-
zione risultante dall’egnagliare a zero quel polinomio ammette
tre radici reali. Anzi se indicansi ‘con m, ed n i valori, ordi-
natamente compresi fra x=a, 2=d; z=d, x=—a, che

—a,

(%) Sur le mouvement d' un point matériél pessot sur uoe sphire. Journsl de
Liouville; T. 7.




Mewonta o1 Francesco Baioscus 167
soddisfanno alla detta equazione, sard m il valore massimo di x,
n.il valore minimo,

Quanto si & detto partendo dall’
alla linea descritt:
evide

squazione (r8) intorno
da un grave sopra I’ Elissoide di rotazione.
ntemente osservando alla forma della (17) potra valere
per un grandissimo numero di altri casi3 ed inoltre la pro-
prietd puo verificarsi anco in altre ipotesi sulla natura della
forza agente, il che facilmente provasi in molti casi particols
usando della seconda delle equazioni (16).

i




