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Fm i pin dilettevoli argomenti della Matematica pura pud
contarsi lo studio delle curve. E bello il vedere come con
semplicissime leggi si generino variatissime eurve, come gueste
talvolta si pieghino sempre in un senso, talaltra s inflettano
in contrarie parti; ora tornino in sé stesse, ora si distendano
per rami infiniti: una sola curya pud annodarsi passando pii
volte per lo stesso punto, ¢ pud anche spezzarsi in piit parti,
che quantunque staceate pur formano un solo tutto. Cangiando
i valori di aleuni dei parametri contenuti nell’ equazione di
nna curva, questa va successivamente mutando di forma; e,
per esempio, due rami di curva si avvicinano fino a tagliarsi
e formare un nodo, poscia il nodo si stacca dal resto del
curva e forma un’ ovale separata (ovale conjugata), oppure
si converte in un punto di regresso, od in un punto isolato
( punto conjugato). Per tal maniera una curva espressa da
una stessa equazione assume differenti forme, e dalle’ generali
proprietd delle enrve dipendenti dalla sua equazione, nonché
dalle sue colari forme possono trarsi caratteri per separare
le curve in generi ed in ispecie; per istabilime infine una
ficazione.
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a SULLA OLASSIFICAZIONE DELLE CURVE 8C.
1. 1L Newton fu il primo a classificare le curve del terzo
ordine mella sua Enumeratio linearum tertii ordinis; poco ag-
ginnsero a tale classificazione Cramer ed Enlero solo notandone
qualche leggera issi e limi ia rne le
prime divisioni ( che il Cramer disse genesi, I Eulero specie,
e che io, per ischivare qualche equivoco, dird categorie).
Onde stabilire sopra uniformi principj la classificazione delle
curve, ¢ togliere, per quanto sia possibile, I arbitrarieti che
sempre accompagna i metodi di classificazione, ci bisognerd
esaminare i carattori delle cnrve, e la loro maggioro o minore
importanza, specialmente in rignardo alla derivazione da una
figura ad un’ altr:

LEGGr DI DERIVAZIONE DELLE FIGURE.

a. Diremo che una figura & dericata da un’ altra quando
tra le parti dell’ una e Je corrispondenti dell” altra esiste una
costante relazione, per la quale da una delle parti si possa
dedurre lu sua corrispondente nell” altra. fignra.

3. Tra le pii semplici leggi di derivazione quella che pit
utilmente ci pud seryire a passare da linee di ordine inferiore
ad altre di ordine piu elevato si & la derivazione &*inversione.
Ecco qual ne & la legge. Abbiasi un punto fisso I, che di-
vemo centro d’ inversione, se sulle rette TA IB ec., che mi-
surano le distanze di ciascun punto di mna fignra dal centro
4’ inversione, si_prendano partendo da questo centro delle lun-
IA' IB ec. inversamente proporzionali alle distanze

: ire nna nuova figura A'B'..., che

ghezz
predstte, si verrd a costri
dirassi 1 inversa della primitiva AB.

4. Da ogni retta deriva in tal maniera un circolo passante
pel centro & inversione; da un circolo, che non passi pel centro
& inversione, deriva un altro circolo; da un piano deriva una
sfera passante pel centro & inversione, ec. — Per tal guisa le
proprieti dei circoli e delle sfere possono derivarsi da quelle
delle rette e dei piani; e cid per via affatto semplice e naturale,
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solo che si premetta la facile dimostrazione delle leggi fonda-
mentali dell’ inversione. 8i possono ‘eziandio trovar delle solu-
zioni di aleuni problemi relativi ai circoli derivandole dalle
pits semplict soluzioni relative alle rette. Usciremmo troppo dal
nostro cammino se volessimo seguire questo argomento, che ho
abbozzato in una Memorietta inserita negli Annali delle scienze
del Regno Lombardo-Veneto: Tomo VI; Padova 1836.

5. Ln derivazione tra le proprietd di uma figura ¢ quelle
della ﬁguu inversa consiste nei seguenti canoni:
* Data una relazione tra le distanze dei punti A B G ec.
di una figura ¢ del punto I preso per centro d’ inversione, si
otterri In relazione spettante ai punti inversi A' B' G ec. po-
nendo TA=i*IA', IB=i":ID', ec.; AB=# A'B:IA 1B ec.,
essendo i* costante. Le prime equazioni esprimono la legge di
derivazione, I"ultima ne & una facile conseguenza, ove si ponga
:Lttennnn(. alla similitudine dei lnangoll IAB IB'A
 Gli angoli rettilinei col vertice nel centro d’inversione I
s0m0 egnali, ed anzi identici nelle due figure; ciod AIB=A'IB'
Dal che poi ne viene che le aree dei triangoli IAB IA'B
hanno il rapporto (IA)*: (IB').
3. S8e due linee AB AC si tagliano nel punto A, sotto
lo: stesso angolo si taglieranno pure le loro inverse A'B' A'C'.
Perché prendendo i punti B € infinitamente vicini ad A, i
due triangoli infinitesimi ABC A'B'G' avendo, pel canone 1.7,
i lati proporsionali saranno simili
* Se le due linee AB AC hanno nel punto A un con~
tatto dell’ordine 7.4, lo stesso ha Inago fia le inverse A'B'A'C'
G RHTEL e s e At lewnonil A Eupponts: chea 115 pokosi
sia differente dal centro d’inversione; poiché se A coincidesse
con I, A’ sarebbe a distanza infinita. In tal caso le due curve
MBI NCI danno per inversi due rami infiniti M'B'... N'C!
i cui assintoti formano un angolo eguale a quello, sotto cui 5;
tagliano le curve MBI NGI. Sicché sc queste si toccano i
due assintoti sono paralleli, e se le curve MBI NCI hanno
in I un contatto del secondo ordine, le M'B' N'C' hanno
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P’ assintoto comune; esso & la retta inversa ( §. 4.) del circolo
osculatore comune alle MBI NCI.

7. Le dimostrazioni di quanto vado asserendo io le aveva
da prima esposte col mezzo del mio metodo delle equipollenze,
poiché mi sembra che esso presenti anche in cid qualche yan-
taggios ma siccome pei principj fondamentali di tal metodo
doveva rimandare ad una mia Memoria inserita: nel Tomo VII
degli Annali delle scienze (Padova 1837 ), cosi correva peri-
colo che le mie dimostrazioni fossero difficilmente intese. Cre-
detti quindi miglior consiglio di ometterle, gincche ogni Mate-
matico potrd facilmente altre sostituirvene; ed io andrd pin
spedito al mio oggetto della classificazione delle curve del
terzo ordine. Mi riservo di esporre in altra Memoria il metodo
delle equipollenze con tutta la maggior chiarezza oh’ io possa,
© tra lo sue moltiplici applicazioni comprenders anche le di-
mostrazioni, che ora credo opportuno di tralasciare.

Limitando d” ora in poi il nostro discorso alle figure
piane, ed alle erse ottenute prendundc il centro d
sione nr.I piano stosso dnll:n Iwurl, c: & facile p]E—‘yEdH‘E qual

sante pcl centro d” inversione ha per inversa una linea retta,
e siccome il circolo non pud tagliare lu conica se non e in
quattro punti, cosi la retta non potrd’ tagliare I inversa della
conica se non in qnattro punti, ed essa sard percid una curva
del quarto ordine. Che se il centro d” inversione sulla pe-
della conica, un circolo che passi per esso mon potrd
tagliasla se non se in altri tre punti, e quindi la inversa della
conica sard del solo terzo ordine. — Trattando pih particolar-
mente di queste curve del terzo ordine vedremo che esse si
separano in tre generi essenzialmente differenti sccondo che
la curva & inversa di una parabola di una iperbola o di una
ellisse. — Per esporre i principj della classificazione delle curve
6i occorre ricordare da prima altre leggi di derivazione dotate
esse pure di grande utilith.
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g. Dapo della eguaglianza, la pih stretta relazione che
due figure si & la similitudine: su questo
poco o nulla vi & da dire, poiché dalle proprieta di una figura
a quelle di una simile vi & soltanto la derivazione 4 identita.

10. Dopo della similitudine viene I’ affinitd considerata pel
primo dal Clairaut ( Mém. Acad. de Paris, 17313 pag. 486.).
Questa derivazione & tale che se in una fignra si formi un
qualunque sistema di rette parallele, anche in ogni fignra ad
essa affine corrisponderd un sistema di rette pur parallele. Dal
che poi ne viene che le rette parallele conservano lo stesso
rapporto in ogni figara affine.

11. Finalmente & pib larga legge di derivazione quella di
emografia o di collineazione; per essa qualunque linea retta,
possa costruirsi in wna figara, ha sempre per omologa nella
figura collineare una linea pur retta; dal che ne viene eziandio
che se tre o piit rette di una figura concorrono in un punto,
lo stesso avviene delle loro omologhe ossia collineari. Queste
propriets riconoscibili mediante la sola riga si dicono proprietd
grafiche. Le fignre collineari hanno dunque comuni tutte le
proprieth grafiche; e tra queste proprieth & pur da contarsi
Y ordine del contatto di due lince.

12. Poche sono le propriety metriche, ciod relative a mi-
sura; che si conservano da una fignra alla sua collineare; esse,
jnsieme colle proprictd grafiche, furono dette projettive. Un
sapporto di due prodotti di linee Tette & projestics, ciod si
conserva lo stesso in tutte le figure collineari, quando nell’uno
e nell” altro termine del rapporto si trovano gli stessi punti
le stesse direzioni di rette. Cosi se sui lati BC CA AB di un
triangolo sieno presi i punti L M N & un rapporto projettivo il

AN.BL.CM:AM.CL.BN.

possa esistere t

Vi sono esiandio dei rapporti projettivi relativi ad ares od a
seni di angoli.

13. 8¢ in una figura si abbiano molti sistemi di rette paral-
lele, in ogni sua figura collineare vi corrisponderanno sltrettanti
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siste rette concorrenti in punti posti tutti sopra una me-
desima retta; sicché i punti di questa retta corrispondono a
quelli della figura primitiva, che stanno o distanza
Viene da cid quella locuzione apparentemente strana, ma ut
ssima, che tutti i punti di un piano posti a distanza infinita
appartengono ad una stessa retta.

14. Le figure simili, affini o soltanto collineart possono
supporsi generate dalla projezione concorrente ossia prospetti
o, in altre parole, dalle ombre. E propriamente una fignra
piana & simile alla sua prospettiva fatta in piane parallelo: la
figura obbiettiva e la prospettiva sono affini, se il punto di
vista & a distanza infini ed in ogni altro caso la obbiettiv:
e la prospettiva sono collineari. — S8i noti che due figure af-
fini mon sempre potranmo essere prospettive parallele I’ una
dell’ altra.

15. Nella eollineazione, di cni I” affinith e la similitudine
sono casi particolari, da ogni pnnto deriva un punto, da ogni
retta deriva una retta, B percid ben differente la derivazione
secondo la quale ad ogni punto corrisponde una retta, e ad
ogni retta un punto. Essa dd origine alla dualiti: fecondissimo
principio, pel quale da un teorema projettivo altro se me de-
duce di esposizione molto: diversa, perché ai punti deggiono
sostituirsi le rette e reciprocamente.

16 Se fuori del piano di una figura si prenda un ponto,
che: noi diremo centro di derivasione; ¢ §' immagini che da
esso sieno tirati dei raggi a tutti i punti della figura, sicch
ogni retta della figura dia origine ad un piano; poscia si sup-
ponga che questo fascio di raggi e di piani venga tagliato da
un piano qualunques la sezione sard, come dicemmo (§. 14. ),
una figura collineare della primitiva. Cho se pel centro di de-
sivazione si conducano dei piani perpendicolari a quei raggis,
e dei raggi perpendicolari a quei piani, si otterrd un nuovo
fascio di piani ¢ di raggi, il quale, con denominazione nsata
anche nella Trigonométria sferica, diremo polare del primo. E
se questo secondo fascio sia tagliato da un piano, otterremo
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una fignra dericata-polare della primitivas le rette e i punti
di essa corrisponderanno ai punti cd alle rette della primitiva,

17. Potremo supporre in particolare che il piano_tagliante

il secondo fascio sia il piano stesso della figura primitiva; al-
lora, le due figure, primitiva o derivata-polare, saranno in una
pit stretta relazione, che noi diremo reciprocitd. Se sul piano
comune alle due figure reciproche si abbassa dal centro di
derivazione nna perpendicolare, il suo piede lo diremo il cen-
tro di reciprocita; e facil ri che la retta che
unisce questo centro con un punto & perpendicolare alla retta
reciproca di esso punto, ¢ che le distanze dal centro di reci-
procitd del punto e della retta hanno un prodotto costante,
~ Bicché la reciprocitd ha una qualche rassomiglianza coll’in-
versione; perd colla essenzialissima differenza che una retta
ha per reciproco un punto e per inverso un circolo (§. 4.).
18, Le proprietd grafiche sono comuni a tutte le fignre
derivate-polari; quando perd si cangino in questo senso, che
se in una figura vi sono alquanti punti in linea retta, nella
derivata-polare si ayranno alquante rette concorrenti in uno
stesso punto; o viceversa. — Per derivata-polare o reciproca
di una curva si considera un’altra curva, che & nello stesso
inyiluppo di tutte le rette reciproche dei punti della

curva primitiva, ed il Tuogo geometrico dei punti reciproci delle
tangenti di questa curva. Il punto d’intersezione di due curve
ha per reciproca la tangente comune a due curve reciproche
delle prime. Che se le curve banno nel punto d intersezione
anche la tangente comume, lo stesso sari delle loro reciproche.
— Si riconosce pure, mediante il calcolo, che qualunque sia
I’ ordine del contatto di due curve esso si mantiene lo stesso
nelle figure reciproche. Dee considerarsi separatamente il caso
che la tangente comune alle due curve comprenda il centro
di reciprociti, perché allora il punto reciproeo passa a distanza
infinita. — Quanto ora dicemmo di due figure reciproche si
estende a due figare derivate-polari; poiché una figura colli-
neare ad una delle reciproche ed una collineare all’altra sono
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tra loro derivate-polari. — Le figure reciproche hanno, come
vedemmo ( §. 17.), aleune relazioni a loro speciali
19. Prima di applicare questi princip] alla teoria dalle curve
gmvem, a rcndcm pm abituali le tre leggi derivazione
ed i i il fare su di esse alenne
considerazioni generali. Intanto, quantunque sia opportuno il
nome di derivazione geometrica, pure vi & essenzialissima dif-
ferenza tra essa e la derivazione analiticas giacché colla stessa

va; il che & ben lungi dall® esser vero
fra un’ equazione primitiva, e la sua derivata differenziale. —
Due figare nml:edm- collineari di uua stessa primitiva sono

zione di co]huc:\zlonc non ¢ di aleun \'1n|1ggm — Due Imm
reciproche ( con diffe i centri di
tiva sono tra loro collineari; e con quante si vogliano de
zioni di collineazione o di reciprocith non si otterrd mai che
una figura collineare od una derivata-polare, secondo che il
numero delle reciprocitd sard stato pari o dispari
20. Mi sembra un importante teorema (Memoria citata al
§. 4.) che coll’ inversione ripetuta pin volte mon si ottenga
s non quanto pud aversi da una sola inversione, — Per di-
miostrarlo indichiamo con A B G D Z i punti di una
figora, con A’ B! A" By AU B quelli che ne deri-
vano mediante una, due o tre inversioni; sia A il centro della
i it ita della
— nella [umn ﬁg\\r:n inversa xl punto A’ sard
a distanza infinita; ¥’ %' si rioniranno nel punto A; dalle retto
CD CE deriveranno i circoli Z'G'D' Z'C'E, che si taglie-
ranno in Z' ed in G sotto un angolo eguale (§.5.3.%) all’an-
golo DCE della figura primitiva: — sia D' il centro della s
nda inversione; nella seconda inversa B passerd a distanz
nita, A" cadrd in B, ed i circoli Z"C"D" Z"C"E" si ta-
ranno sotto lo stesso angolo DGE: — ora se prendiamo Z'
per terzo centro d”inversione otterremo una figura, nella quale
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ard a distanza infinita, B cadrd in 7', e dai predetti
oli deriveranno le rette C"D" G formanti 1" angolo
C"E"=DGCE. — Pertanto, giacché tutte le rette della fi-
gura primitiva sono rette auche nella terza fignr inversa, le
figure sono (§. r1.) collineari; — giacché dai punti Y 7 posti
nella primitiva a distanza infinita derivarono i punti Y™ Z"
esei pure a distanza infinita; le due fignre sono affini; —
giacche ogoi angolo DOE & uguale al suo derivato, le due f
gure sono simili: percid la seconda figura inversa pud ottenersi
mediante una sola inversione da una figura simile (od eguale)
alla primitiva.

a1, Dapo questa digressione, che stimai necessaria a porre
sott’ occhio teorie importantissime e non abbastanza general-
mente conosciute, al nostro arg osservand;
che non sarebbe di aloun gaio adof i
pitt inversioni delle coniche (§. 20.), poichs si otterrebhero
quelle stesse curve, che si possono avere mediante una sola
inversione. Cid & analogo a quanto vedemmo (§. 4. ) accadere
per la linea retta, la quale coll® inversiona dit il circolo; da
cui poscia non si pud dedmre mediante I’ inversione aloun’ altra
curva; bisogna ricorrere all’ affinitd per dedurne 1 ellisse, ed
alla collineazione per le altre due specie di coniche.

Pa

VGIP] PER LA CLASSIFICAZIONE DELLE CURVE.

a3, Per quanto io mi sappia tutti considerarono come prin-
cipale carattere di classificazione delle curve 1’ esistenza e la
natura dei loro rami infiniti; io credo che questo sia invece
da riguardarsi come carattere secondario, e che il carattere
per la formazione dei generi sia la collineazione, quello per
la formazione delle specie sia I affinita. — Vale a dire tutte le
curye tra loro collineari costituiscono, secondo la mia maniera
di vedere, un gencre; e la specie & un’ unione di curve tra
loro affini. — Con questi principj le coniche formano wn solo
genere diviso tre specie, secondo che colla derivazione di
Tomo XXF. P.* II*
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collineazione si fa andare all’infinito, od una retta, che non
taglia la curva (ellisse), o una sua secante in due punti (iper-
bola), od una tangente (parabola).

23. Un genere pub avere estensione differente da un altro;
ciod pud essor diffe il grado di genexalith dell” eq
che rappresenta tutte le eurve comprese in un genere: tale
generalita. dipende dal numero di costanti. arbitaric, che de-
terminano la forma della curva; facendo astrazione da quelle
che ne determinano la. posizione, le quali sono sempre tre,
eccettuati i casi del circolo e della retta. Qucllc prime costanti
le diremo i parametri della curva. — I cosa vale per le
specie. Cosi la specie della ellisse ha due parametri, quella
della parabola uno solo. — Una specie pud ammettere tutto al
pilt tre parametri, ed un genere tutto al pil cinque; e tali
sono i numeri dei parametri che a loro generalmente parlando
appartengono.

24. Debbo perd affrettarmi di riconoscers che questa na-
turale divisione in generi ed in ispecie mon @ sufliciente alla
classificazione delle curve; poiché si potranno incontrare infi-
nite. specie in un solo genere, ed anche infiniti generi in un
salo ordine. Bisognerd dunque riunire mediante altri principj
lo specie in famigiie od i genexi in tribi.

25. I8 notissimo che I curve algsbraiche furono divise in
ordini o seconda del numero dei punti, in eni la curva pud
essere tagliata da una retta, o piuttosto a seconda del grado
dell’ equazione, che serve a rappresentare la curva. — La classe
delle curve non & gid una divisione pit larga dell’ ordine, ma
ne ¢ invece una divisione affatto analoga; giacche la classe di
una curva & I’ ordine della sua reciproca o derivata- polare:
guindi il numero della classe esprime il massimo numero di
tangenti della curva, che possono incontrarsi in un solo punto.
—Un tempo fu creduto che I ordine e la classe potessero es-
sere una stessa cosa, ma & certo (ed io pure lo feci vedere
nel Giorn. dell’ Ital. Letterat. Padova, 1828. IL pag. 72) che
una curva del terzo ordine pud essere della sesta classe, ed
una curva del sesto ordine pud essere della terza classe.
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26. Vi & un altra, a mio credere, interessantissia sepa-
razione delle curve algebraiche, ciod le eui coordinate paral=
lelo sono legate da un’ equazions algobraica, secondo che
queste coordinate possono o non possono esprimersi con fun-
zioni razionali una sola variabile. — E giacché il Mobius
considerd tali espressioni delle coordinate nel suo caleolo bari-
centrico, potremo dire che tali curve sono dell’ n.~™ ordine
baricentrico. Questo ordine abbraccia soltanto una parte delle
curve appartenenti all’ n.*"= ordine algebraico: n & il massimo
grado tanto delle due funzioni razionali che esprimono le due

i quanto dell’ equazione che ha luogo tra queste

a7, i dimostra che tanto la curva inversa quanto la re-
ciproca di una curva di ovdine buricentrico ¢ essa pure d’ or-
dine baricentrico; quindi se & baricentrico I’ ordine & baricen-
trice anche la classe. Una curva dell’ ordine baricentrico m=
& tutto al pint della [a2(n—r1)]“~ classe; mentre la classe di
una curva dell’ordine 7. algebraico puo oclevarsi fino a n{n—1).

28. & facile riconoscere che una curva composta di due
o pilt pessi affatto staccati non pud mai essere di ordine ba-
ricentrico: si avverta perd che non deggiono considerarsi come
peszi staceati quelli che rimangono separati da qualche punto
situato a distanza infinita, ed il quale colla collineazione si
potrebbe sempre ridurre a distanza finita, rendendosi cosi pa-
lese la continuita della curva.

P

ED ALTRI GARATTERI GENERICI O SPECIFICI.

I SINGOLARI DELLE GURVE,

29. Un carattere, che deve principalmente servirs a distin
guere le curve le une dalle altre, si & la singolaritd di curva-
tura che esse presentano in qualche punto speciale. — Per ri-
conoscere tutte le curve appartenenti ad uno stesso genere ci
bisogna adunque imparare a scorgere i punti singolari anche
quando mediante la collincazione essi sono passati a distanza
infinitas il che dard origine a particolari specie.
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3c. Contrassegneremo col numero positivo intero o frazio-
nario s ogni punto, nel gquale la curva riferita alla sua tan-
gonte presa come asse delle # abbia I’ equazione della forma
y=="+, essendo z y infinitesime, ed ommettendosi per bre-
with il fattore finito. Se questo punto passa a distanza infinita,
e la sua tangente rimanendo a distanza finita ne sia quindi
I’ assintoto, la curva rife all’ assintoto avra I’ equazione della
forma y—a—, essendo  infinita ed y infinitesima. Che se
vada all’ infinito: la tangente della curva nel punto di cui si

tratta, Ta curva vi sarh espressa dall’ cquazione y T, ea
sendo  ed y infiniti.

31. Cosi in particolare il punto contrassegnato dal numero
1 & un punto ordinario. Se esso passa a distanza infinita si ha
un pajo di rami iperbelici, che divergono avvicinandosi da
parti opposte all’ assintoto. E se esso passa a distanza infinita
insieme colla sua tangente di due rami parabolici, che si av~
vicinano sempre pin al parallelismo, come quelli della para-
bola conica.

32. 11 punto contrassegnato dal numero = & un flesso
(punto di flesso contrario ), che passando a distanza infinita
di due rami infiniti divergenti da una stessa parte dell” assin-
toto, come quelli dell” iperbola y==—*. Quando passa a di-
stanza infinita la tangente del flesso si hanno i rami parabo-
lici, che di Igendosi Lo convessitd I’uno contra Paltro
come quelli della parabola Neiliana y=a' .

33. 1l punto contrasseguato dal numero § & un regresio,
che se passa a distanza infinita da origine a due rami infiniti
convergenti dalle due parti dell’ assintoto come quelli dell’ iper-

bola y=="%. Quando & a distanza infinita la tangente del re-
gresso si hanno due, rami parabolici divergenti, di cui ciascuno
volge la convessita alla concaviti dell’ altro, come ayviene nella
parabola eubica y=z'.

34. Questi sono i soli punti singolari delle curve algebraiche
del terzo ordine, nonche di quelle della terza classe. La figura 1.*
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presenta un punto ordinario M nelle sue tro posizioni, cioé a
distanza finita, a distanza infinita con assintoto, ed a distanza,
infinita insieme colla tangente. Nelle fiz. 2.* e 3.° sl veggono
un flesso fed un regresso It egpualmente nelle tre posizioni.

35. La collineazione non cangia la natura di un punto,
né il numero col quale proponiamo di contrassegnarlo; soltanto
essn pud mutare un punto a distanza finita in dne rami iper-
Dolici o in due rami parabolici. Percid le ve comprese in
un genere, od anche in una tri bit di generi, doyranno avere
gli stessi punti singolari: quelle comprese in una specie; od in
tma famiglia’ di spegie, avranno inoltre rami infiniti in egual
numero' o qualiti.

36. Sexviranno pure a distinguere lo curve i punti doppjs
i qnali, se sono ordinarj, passando a distanza infinita danno
origine a quattro rami infiniti iperbolici cogli nssintoti paral-
leli; due di questi rami possono divenir parabolici tendendo
al parallelismo verso I’ assintoto degli altri due; cid avviene
quando passa a distanza infinita la tangente di uno dei tratti
di curva che si tagliano nel punto doppio. Questi tre casi si
scovgono nella fig. 4.%

37. Un altro carattere generico & il numero dei pezzi, di
cni si compone una curvas notando perd che non si deve ba-
dare- alla apparente separazione dei fratel di una curva, ma
bisogna considerare che questi si riuniscono mediante i loro
yami infinit; 1 quali quantunque il pit delle volte affatto di-
vergenti, pure deggiono riguardarsi come diretti ad uno stesso
pmnto, il che diviene palese mediante la prospettiva o la col-
lineazione, Cosi- I”iperbola conica quantunque costituita da due
tratti separati pure dee considerarsi come di un solo pezzo.

38, Per tal maniera ogni pezzo di cmrva & rientrante
& stesso. Un pezzo di curva, che non ha né punti rolari
punti doppj lo si dice un’ ovale: s talo lo chiameremo quan-
tunque, per esserne passato a distanza infinita uno o' due punti,
essa non si presenti pitt all’ occhio come una ovale, ma sia
aperta o come una parahola o come un’ iperbola conica. —
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mente diremo nodo una parte di curva senza punti sin-
golari, che si chiude in un punto doppio: anche il nodo potri
essere aperto in uno o in due punti.

39. Dicemmo gid che le curve di ordine baricentrico sono
sempre di un solo pezzo. Fra quelle del terzo ordine algebraico
vi & una tribl di generi, di cui tutte le curve sono di due
pezzi, uno dei quali & un’ ovale, I altro ha tre flessi.

4o. Un carattere generico meno facile a scorgere si & la
presenza di punti isolati (detti anche conjugati). Uno dei ge-
meri del terzo ordine algebraico ha.un punto isolato; ma
I’ espressione baricentrica ( giacchd quel genere & anche del
terzo ordine baricentrico ) non comprende tal punto isalato.

41. Souo caratteri specifici quelli che i desumono dai

i finita, Ogni punto se passa solo a di-
e a due rami iperbolici, ed a due rami
parabalici ¢e ya all’ infinito insieme colla sna tangente: la na-
tura dei rami infiniti fa conoscere come vedemmo (§. 30.) la
qualiti del punto, ciod il numero che serve a contrasseguarlo.
— Le parti separate, da cui & costituita una curva, quando non
si considera la loro unione mediante i punti a distanza infini
le diciamo traeti: cosi I* Ellisse & di un solo fratfo chi
I Iperbola di due tratti con rami iperbolici ordinarj; la p
Parabola cubica & di un solo tratto con rami parabolici verso
un regrosso, ciod diretti verso un punto di regresso, che sta a
distanza infinita; la Gissoide di Diocle di un tratto con un re-
gresso © con rami iperbolici werso ur flessos la Concoide
Nicomede ¢ di duc tratti a vami iperbolici diretti verso un
punto dappio, nel quale i due tratti si toccano.

4a. Noteremo pure come carattere specifico la distribu-
zione dei punti singolari sopra tratti differenti, o la loro riu-
nione sopra uno stesso tratto. Quando un tratto di curva non
ba a distanaa finita aloun punto singolars lo divemo puro. —
Le curve del terzo ordine baricentrico sono tutto al pin di
tre tratti, e quelle del terzo ordine algebraico possono essere
di quattro tratti, 1" uno di essi essendo un’ ovale chinsa. —
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Serviranno pure a distinguere le specie, la disposizione dei
tratti gli uni rispetto agli altzi ed ai loro assintoti, - 1" incon-
trarsi di tre assintoti in un solo punto, - I” esistenza di diametri
o di centro di simmetria; - ec.

43. Chiamo diametro di simmetria quella retta che tagl
per metd totto un sistema di corde parallele. Nelle curve di
ardine dispari & necessario che tali corde sieno dirette verso
un punto sitnato a distanza infinita: pel terzo ordine tal punto,
che deve andare a distanza infinita, & un flesso ed ogni qual
volta un flesso va a distanza infinita la curva ha un diametro
di simmetria, Siccome le curve del terzo ordine (eccettuate
quelle che noi riferiremo ai generi I e I ) hanno tre flessi
posti in una stessa linea retta; cosi facendo andare all’infinito
tal retta si hanno tre differenti diametri di simmetria di una
siessa curva.

44. Se si fa andare all’ infinito un diametro di simmetria,
quel punto; che prima era a distanza infinita; ed a cui si vol-
gevano tutte le corde dimezzate dal diametro, diventa un cen-
tro di simmetria, che taglia per meti tutte le corde che pas-
sano per esso. Nelle curve del terzo ordine il centro di sim=
metria & {§. 43.) scmpre un flesso.

45. Dicemmo che i punti ordinarj o singolari non cangiano
colla collineazione; poiché anche quande passano a distanza
infinita noi continuiamo a contrassegnarli collo stesso numero,
ed a chinmarli flessi o regressi, quantunque non sia pitt appa-
rente né la flessione contraria né il regresso. — E naturale la
dimanda qual relazione abbia luogo tra due parti corrispondenti
di dune curve reciproche oppure derivate-polari. Si rammenti
che tutti i punti di una carva hanno per reciproche le rette,
che sono tangenti della curva re
di queste tangenti sono re delle tangenti della curva
primitiva; sicehé diciamo punti corrispondenti quelli che sono
reciprogi delle rispettive tangenti. Con facile calcolo si trova
che ad un punto contrassegnato dal numero s corrisponde nella
figura reciproca o derivata-polare un punto contrassegnato dal
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numero &, Percid ad un punto ordinario co
ordinario, ¢ ad un flesso (s=2) corrisponde un regresso (s=1).
46. Se una curva ha un punto doppio, la sua reciproca
ha una tangente doppia, cict una tangente che tocca la curva
in due punti differenti: e se questa tangente passa a distanza
infinita si hanno quattro rami parabolici
47. Non & altrettanto e la corrispondenza dei punti
singolari nelle curve inverse. — Se una delle due curve in un
punto contrassegnato dal numero s abbia la tangente, che non
passi pel centro d’ inversione I, il punto inverso sard contras-
segnato dallo stesso numere s nel caso che sia s<<1. Che se
sia s>1 il punto inverso sard contrassegnato dal numero i,
cio# sard un punto ordinaric. Se almente sia s=1, ciog il
punto della prima eurva sia ordinario, bisogna distinguere due
casi secondo che il circolo osculatore in quel punto non passa
o passa pel eentro d’inversione: nel primo coso anche il punto
inverso sard ordinario; invece mnel secondo caso (siceome il
circolo osculatore ha per inversa una retta) bisogneri deter-
minare 1" ordine S.%% del contatto della prima eurva col suo
civeolo osculatore, o lo stesso contatto avrd luogo tra la curva
inversa e la sna tangente; pereid il punto inverso sard cont
sognato dal numero S. — Ne viene che, generalmente parlando,
un punto, il cui circolo osculatore passa pel gentro d”inver-
sione, ha per inverso un flesso contrassegnato dal numsro s,
48. Quando la tangente nel punto primitivo passa pel
centro d’ inversione; il punto inverso & contrassegnato dallo
stesso numero del primitivo.
4g. Gi resta da considerare il caso che nelle due curve
inverse uno dei punti sia nel centro d” inversione, ¢ I altro,
per conseguenza, sia a distanza infinita. — Per il primo sia
contrassegnato dal numero s<7r1, il suc inverso avri la tan-
gente a distanza infinita (cioé esisteranno due rami parabolici )

SULLA GLASSIFICAZIONE DELLE GURVE 60.
ponde un punto

© sard contrassegnato dal numero ~—r. — Se invece il primo

punto sin contrassegnato dal numero s3> 1, il suo punto inverse
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sard contrassegnato dal numero s—1, ed il suo assintoto pas-
serd pel centro d”inversione. — Se finalmente nel centro d%i
versione vi sia un punto ordinario, nel quale la curva abbia col
proprio cireolo osculatore un contatto dell’ ordine (8§41 )™,
il punto inverso avra I assintoto, che mon passerd pel centro
& inversione, e sard contrassegnato dal numero 8. —Nel centro
d"inversione vengono a rinuirsi i punti inversi di tutti quelli,
che sono a distanza infinita.

50. Per giustamente interpretare che cosa debba intendersi
per Vordine del contatto di due lines (anche quando questo
ordine & frazionario ) noteremo che se all’ ascissa infinitesima
= presa sulla loro comune tangente corrisponde la differenza

ax*+ ba + cc. delle loro ordinate, sard a—1 I’ ordine del
contatto (essendo o il pit piccolo degli esponenti). — Cosi,
per esempio, essendo

2 Ll
e

I’ ordinata del circolo oscnlatore, se quella della curva sia

-
= -+ o + ec.,

contatto tra il circolo ¢ la curva sard dell’ ordine (4]
zich del secondo ordine come & di solito. — Per quanto superior-
mente abbiamo detto-se mediante I’ inversione si faceia andare
all’ infinito quel punto si otterrl un regresso contrassegnato
dal numero . Che se invece il centro d”inversione non coin-
cidesse col precedente punto, che ha un contatto del!” ordine
(§)m col proprio osculatore, ma hensi fosse un punto di
questo circolo, il punto inverso sarebbe contrasseznato dal nu-
mero 4, e percid sarebbe una specie di regresso a curvatura nu
51. Quantunque la singolaritd dei punti, nef i
ha col proprio circolo osculatore un contatto di
condo ordine, non si renda manifesta all’ occhio; pure essi
meritano essere avvertiti per 1’ effetto che producono nella i
versione. Tali sono per esempio i vertici delle coniche, ai
quali spetta un contatto del terzo ordine.
Tomo XXF. Pt I (6]
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Surca cra

CURVE INVERSE DELLE CONICHE

. Le coniche hanno tutti i loro punti ordinarj; percid
le curve inverse dell’ ellisse non avranno altri punti singolari
oltre quelli che nascono dai punti dell’ ellisse, i cui circoli
osculatori passano pel centro & inversione. Uno di questi punti
sard (5. 47.) contrassegnato dal numero a ( cioé sard punto
di flesso) se il circolo osculatore spetta ad un punto ordinario
dell’ ellisse; e sard contrassegnato dal numero 3 ( ciob sard un
punto di curvatura nulla) se il circolo spetta ad uno dei ver-
tici. — Nelle inverse della parabola vi sard inoltre (§. 49:)
nel centro d’i inversione un regresso contrassegnato dal numero §.
— Invece nelle inverse dell’ iperboln il centro d” inversione
sard (§.49.) un punto doppio, e 1 due tratti di curva avranno
colid un punto ordinario od un flesso, secondo che quel centro
& inversione sard preso fnori di un assintoto, o sopra di esso.

53, Le inverse delle coniche sono generalmente parlando
del quarto ordine baricentrico, e non hanno alcun punto a
distanza infinita: I’ ordine perd si abbassa al terzo gnando il
centro d” inversione & sulla conica stes: in tal caso la curva
inversa ha un punto a distanza infin
54. Prendendo il centro d’inversione nel vertice di una
conica, ln curyn fnversa della parabola avrd ( §.4g. ), oltre il
regresso, un flesso a distanza infinita, — Un simile flesso avrd
I’ inversa dell® lpubnh, oltre il punto doppio. — L inversa
dell’ ellisse avra un flesso a distanza infinita, ed inoltre due
flessi dipendenti da quei due suoi circoli osculatori, che la ta-
gliano in quel vertice che fu preso per centro & inversione.
L assintoto del primo flesso. & inverso del circolo osculatore
nel vertice, ed & quindi perpendicolare all’ asse dell® ellisse ;
ed & palese che questo sard eziandio un asse di simmetria
della curva inversa, la quale avid quindi gli altri due flessi
sopra una corda perpendicolare all’asse, e pz-rmfs diretta verso
il terzo flesso che & a distanza infinita; ciod i tre flessi della
curva sono in linea retta.
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55. Tutte le curve del terzo ordine baricentrico sono col-
lineari coll’ una o coll’ altra delle tre predette curve inverse
della parabola, dell’ iperhola, dell’ellisse. D’ altronde ogni altra
curva inversa di una conica (il centro d’ inversione essendo
un punto della conica stessa differente dal vertice ) & del terzo
ordine baricentrico. — Secondo che tal curva avrit un 50,
od un punto doppio, OpPUKe NeSsUN regresso e messan punto
doppio, essa apparterrd al genere delle inverse della parahola
o dell* iperbola o dell’ ellisse. — Ora le curve dei dne primi
generi banno sempre anche un flesso (giacché la collineazione
non pud distruggere il flesso, cha nell’ipotesi del §. precedente
sta a distanza infinita ); percid immaginando che un punto
qualungue di una parabola o di una iperbola sia scelto per
centro d” inversione noi vediamo (§.47.) che: Per ogni punto
di una parabola o di una iperbola, che non sia un wertice,
passa. sempre uno, ed uno solo, dei circoli osculatori della curva
in altro punto. — Similmente siccome le curve del terzo ge-
nere hanno tre Hessi in linea retta, cosi: Per ogni punto di
un’ ellisse, che non sia uno dei suoi vertici, passano sempre tre
cirooli osculatori della curcn in altri tre punti, i quali appar-
tengono ad un circolo che passa per guel punto. Teorema gid
dato dallo Steiner.

‘CLASSIFICAZIONE DELLE CURVE.

56. Premessi questi principj, veniamo alla classificazione
delle curve del terzo ordine algebraico, e cominciamo da quella
sua parte che costituisce il

TERZ0 GRDINE BARIGENTRICO.
Carattore. Curve di un solo pezzo con un flesso & un. punto

doppio; oppure tre flessi in linea retta; il punto doppio o due
Jiessi possono convertirsi in un regresso.
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Genere I.

CURVE DEL TERZO ORDINE K DELLA TERZA GLASSE,
DI UN $0LO PEZZO GON UN REGRESSO ED UN FLESSO.

57. Prenderemo per tipo di questo genere la curva in-
versa della p’mz])oh quando il eentro &’ inversione & nel ver-
tice. Essa & la Cissoide di Diocle, che ha la forma espressa
dalla figara 5.% col regresso I, e coll’assintoto 11 spettante al
flesso cho sta a distanza infinita.

58. Per derivare da questa curva mediante la collineazione
tutte quelle, che sono del suo stesso genere, bisognerd far an-
dare all’ infinito una qualunque retta posta nel piano della
curva. — Ora questa retta pud essere o I’ assintoto rr; o la
tangente 22 del punto di regresso; o la retta 55, che com-
prende il regresso ed il flesso; o la 88 diretta al flesso; o la
99, che comprende il flesso e due altri punti della curva; o
Ia 1010, che passa pel regresso; o la r1ara, che tocea la curva
in un punto e la taglia in un altros o la 1313, che la taglia
in un solo punto; o Ta 1414, che Ta taglia in tre punti. — Cid
dit origine alla divisione del genere in nove parti, di cui sette
sono specie, & due sono famiglie di specie,

59. Indico tali divisioni dei generi coi numeri dall® 1 al
14, perché (come meglic si renderd palese nel prospetto rias-
suntivo. della classificazione ) le curye del terzo ordine oltre-
che in generi si dividono mediante un carattere specifico in
q ie, che giova disti sempre con un me-
desimo numero. Peraltro ciascun genere non pud comprendere
tutte le quattordici categorie: cosi nel I. mancano le categorie

» 4, 6, 7, 11, Ogni specie o fumiglia di specie sard distinta
col numero del genere e con quello della categoria.

6o, Specie L 1. Carattere. Un tratfo col regresso e coi
rami paralolici verso il flesso. Appartienc a questa specie la
parabola Neiliana. Prese le ascisse « sulla tangente del regresso
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e le oxdinate y in nna determinata direzione, esse sono espresse
mediante una variabile reale ¢ dalle equazioni

xz=alt* y=br.

Per ottenere tutte le curve tra loro affini, ciod tutte quelle
che appartengono alla presente specie ci resta da cangiare i
parametri @ &, nonche I’ angolo delle coordinate; ma atteso
1’ arbitrari i ¢ & palese che cangiando ambeduc
le & b non si ottiene niente di pit che col cangiarne una sola.
Pereid questa specie & veramente a due soli parametri, che
sono I"angolo dells coordinate, e la p compresa nell’ equazione
2= py*. Del resto noi scriveremo

w=t y== =y

ed intenderemo sempre che rimangano arbitrar] Iangolo delle
coordinate, e le due unith di lunghezza, alle quali si riferi-
scono i numeri z y; le quali due unitd possono eserc =
Toro disuguali. =

61, La curva avendo un flesso a distanza '\ulrmlm ha
(§-43-Yvn_digmetro di simmetria, che & quello su cui 8i sono
prese le ascisse . ——%m—susn le_specie di questo-genere. fa-
remo che a ¢=o0 corrisponda il regresso ed a t=qo il flesso.

Ga. Specie 1. a. Un tratto col flesso ¢ rami parabolici
verso il regresso. Appartiene a questa specie la prima parabola
cubica. Anche questa specie & a due soli parametri; prese lo
x sulla tangente del flesso si ha

F r=

Essendo passato a distanza infinita il diametro di simmetria
della specie precedente, questa specie I 2. ha (§. 44.) centro
di simmetria, che & il flesso origine delle coordinate.

63, Specie 1. 5. Due tratti puri, ciascuno coi rami iper-
bolici £ uno werso il regresso-e I altro verso il flesso. Prendendo
le = sull’ assintoto del regresso, che & anche diametro di sim-
metriz, e le y sull” assintoto del flesso si ha
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= 1

x Y=ty "rr=1r

G
Vi sono due parametri, ciod I angolo formato dagli assintoti,
od una uniti di langhesza.

4. Specie 1. 8. Un tratto col regresso e rami iperbolici
wverso il flesso. Prendendo le = nella tangente del regresso, che
& anche diametro di simmetria, ¢ le y parallele all® assintoto
del flesso, si ha

o 5 a a 3,
;:%, y="T‘,, z (4 yt) =y

Questa e le specie seguenti sono, come & di golito, a tre pa-
rametri. Appartiene a questa specie la Cissoide, da cui
rtiti; essa ha loogo quando le coordinate sono ortogonali,
ot il diametro & perpendicolare alle sue ordinate ed all’as-
sintoto; inoltre le due coordinate sono riferite alla stessa unita,
o I"ordinata eguale all’ ascissa ¢ quella equidistante tra
il rogresso o 1 waintoto,

05. Specie L 9. Tra tratti: uno col regresso e rami iper-

bolict ordinary ; ciasouno degli altri due coi rami iperbolici uno_

ordinario_ed une vorso il fesss. Annlogamente ®0A L 8, si ha

3

o
e e o R (z=1)5.

66. Specie L. 10. Due tratti, Puno col flesso Paltro puros
ciascuno coi rami iperbolici uno ordinario ed uno verso il re-
gresso. Prendendo le coordinate sugli assintoti del regresso e

del punto ordinario si ha
\ :
z=(1—%)(a+), y=

67. Specie L. 12. Due tratti, Puno col regresso P altro
fesso; ambedue coi rami iperbolico e parabolico ordinarj.

68. Famiglia I. 13. Un solo tratto con regresso, flesso,
rami iperbolici ordinarj. Appartengono a questa famiglia le ourve
inverse della parabola quando il centro d° inversione & un
punto della parabola diverso dal vertice. Queste inverse della

my =3y—1.
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parabola si possono descrivere alla stessa maniera della Cis-
soide mediante un circolo ed una sua tangente.

69. Famiglia 1. 14. Tre tratti coi rami iperbolici ordinarj:
uno col regresso, uno col flasso ed uno puro. Prendendo le
sulla tangente del regresso e le y sulla retta, che unisce il
regresso col flesso, tutte le specie I. 12. 13. 14. sono espresse da

o o

T=gorraien)? YT G=nFTaiea)

ed hanuo I’ equazione
(¥ —#)y' +azy+az)=r';

a @& un parametro, che distingne nna specie dall’altra. Se
a=4, ciot sela t*+at+ae=o0 ha due radici uguali, si
hia la particolare spesie definita in I.12.; ogni altro valore di
@ di una specie differente, Tutte queste infinite specie si se-
parano naturalmente in due famiglie secondo che ¢+ at+-a=
ha due radici reali o ne & priva, il che porta I'esistenza di
tre o di un solo punto a distanza infinita. — Quantunque non
si abbin altro carattere apparente per distinguerc I’ una dall’
altra le infinite specie contenute in ciascuna famiglia, pure
esse sono specie differenti; cioé colla derivazione di affinita
non si potrebbe passare dall’ una all’ altra. — Nella famiglia
I. 14., posto

tratea=(t—c)(t+2).

si possono dare a ¢ tutti i valori da o ad 1 senza mai rica-
dere nella stessa specie.

Genere II.

Cunive DEL TERZO ORDINE & DELLA QUARTA CLASSE
DI UN E0LO PEZZO CON UN FLESSO ED UN FUNTO DOPPIO.

7o. Il tipo di questo genere & Iinversa della iperbola, il

la forma di
tal curva & simile al Folium del Cartesio, il quale & propria-
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mente inverso dell’iperbola cquilatera, Come facemmo pel ge-
nere™l. noi potremmo dedurre tutte le specic dal suddetto
tipo facendone andare all’ infinito I" una o 1" altra retta: otter-
remo egnali risultamenti operando in simil modo sulla seguente
specie IL 1, a cui si perviens facendo andare all*infinito 17as-
sintoto della predetta inversa della parabola.

71. Specie IL. 1. Un tratto puro annodato coi rami para-
bolici verso il flesso. Prendendo le ascisse x sul diametro di
simmetria ( cio¢ in quella retta, che dal punto doppio J va al
punto V, i cui tangente & diretta verso il flesso, che sta a
infinita) ¢ le ordinate y essendo dirette verso il flesso,
espressa da

Ia curva

r=—1, y=¢(tr—1),

yr—a
7. In tutto questo genere a #=o corrisponde il predetto
punto ¥V, che diremo il vertice della curva, a t===1 il
punto doppio J, ed a t=co il flesso 5. — La specie & a tro
parametri, che sono I’ angalo delle coordinate, e le due unitd
di lunghezza, colle quali queste si suppongono misurate. — Se
immaginiamo che nella figura 6.* vada all’ infinito una delle
rette 22 33 66 77 88 gg rirr 1212 1313 1414 otteniamo
dieci categorie, di eui ora indicheremo i caratteri, quali si
d id d P’ effatto di tale deriva-

zione collineare.

73. Specie. 1L a. Tre tratti coi rami iperbolici ordinarf,
uno di essi ha gli assintoti parallsli ed fa un flesso che & il
centro di simmetriz. Preso questo centro S per origine delle
coordinate, le = sulla tangente nel flesso 8, ¢ le y sull’ assin-
toto, che da S voleesi al vertice V passato a distanza infinita, si ha

T R

74. Specie 1L 3. Due tratti: uno col flesso, I altro puro,
ambedue con. un ramo iperbolico ordinario ed uno parabolico
ordinaria, che teride ol parallelismo coll’ assintoto del primo.
Questo ¢ il Tridente del Cartesio. Prendendo I origine delle

.
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coordinate nel punto V, le x sulla tangente VS, e le y paral-
lele all’ assintoto (il quale dimezza la VS), si ba

-
=+’

75. Specie II. 6. Tre tratti puri; due rami iperbolici verso
il flesso, e quattro ordinarf cogli assintoti paralleli. Prendendo
l"ong‘mc delle coordinate nel vertice V, e le x sul diametro
di simmetria, che & parallelo a due assintoti, si ha

Tyr=yr 4z

76. Specie Il. 7. Due tratti puri che si tagliano: ciascuno
ha un ramo parabolico ordinario ed uno iperbolico verso il flesso.
Il nodo si ¢ aperto essendo passata a distanza infinita la tan-
gente V8. Preso il punto doppio per origine delle eoordinate
le ascisse x sul diametro di simmetria, ¢ le ordinate y paral-
lele all’ assintoto del flesso, si ha

Tyt =y"—

77. Famiglia 11 8. Un tratto puro annodato coi rami iper-
Dolici werso il flesso. Scelto il punto doppio I per origine delle
eoordinate, le ascisse essendo prese sul diametro di simmetria
JV, e le ordinate essendo parallele all’ assintoto, si ha

s
=g, y=zt, asyHcL=y—a;

percid, oltre i tre soliti parametri di ciascuna specie, si ha un
parametro ¢*, che distingue 1'una dall* altra le infinite spe:
di questa famiglia. In ciascuna specie quando le ascisse ¢ le
ordinate sono tra loro ortogonali od il rapporto delle unith a
cui si riferiscono ¢ ¢, la enrva & qml Folium inverso di un’
iperbola, di cni parlammo al principio di questo genere; ¢ &
il rapporto dell” asse secondario dell’ iperbola al suo primario.

78. La categoria' 9. ¢ di in questo genere due famiglie
secondo che il nodo resta chiuso od & aperto.

Tomo XXV. P.te IL# D
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Famiglia 1L 9. 4. Tre tratti puri: uno annodato coi rami
iperbolici ordinarj ;. ciascuno. degli aleri due coi rami iperbolici
uno ordinario ed uno verso il flesso.

Famiglia II. o. B. Tre tratti puri: uno coi rami iperboli
ordinarf; gli altri due si tagliano, ¢ clascuno ha un ramo iper-
bolico ordinario ed uno verso il flesso.

Le equazioni di queste due famiglie non differiscono da quella
della 1. 8. se non se pel cangiamento di ¢* in —c* Alla fa-
wiglia A corrisponde ¢* superiore all” unitd, invece se ¢* & in-
feriore all’ unitd si ha la famiglia B- — In questa famiglia po-
trebbe distinguersi la specie corrispondente a c*=1, nella
quale i tre assintoti s” incontrano in un solo punto. kssa & la
specie 30.* del Newton; del rimanente di questa famiglia egli
fece duc specie 18 19.% secondo che il triangolo formato dai
tre assintoti volge al punto doppio un suo vertice od una sua
base. E evidente che queste tre specie del Newton sono di
versa estensione, e che la sola 3 &, secondo i principj da
noi stabiliti, una vera specie, di cui tutte le curve sono tra
loro affini: le altre due specie del Newton sono due sotto-
famiglic.

9. Famiglia 1L 11, A. Tre tratti coi rami iperbolici ordi=
narj; un flesso ; due assintoti paralleli : il tratto col wertice b
ha i dug remi cogli assintoti paralleli. Prendendo le = sulla
tangente VS, e le y dirette verso il punto doppio, che sta a
distanza infinita, ciod parallele ai due as toti, si ha

Y=mw=nii—o
(68— t)aty —ca+azy ez’ +y=o0;

essendo ¢* > 1, poiché se fosse ¢* << 1 si avrebbe invece la

Famiglia IL 11. B. Tre tratti coi rami iperbolici ordinazy ;
quello col flesso ha i rami cogli assintoti paralleli.

8o. Famiglia 1L 12. 4. Due tratti: uno puro annodato ,

ed uno col flesso; ciascuno coi rami ordinarj uno iperbolico ed
uno parabolico.
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amiglia 1. 12. B. Due tratti che si tagliano; uno puro,
ed uno col flesse; ciascuno coi rami ordinarf uno iperbolico ed
wuno parabolico.

81. Famiglia L. 13. Un solo tratto annodato col flesso ¢
coi rami iperbolici ordinarj. Appartengono a questa famiglia
tutte le inverse dell iperbola, quando il centro d’inversione &
un punto dell’ iperhola differente dal vertice.

832, Fami, IL 14. 4. Tre tratti con un flesso e i sei rami
iperbolici ordinarf; un tratto puro & annodato.

Famiglia 1L, 14. B. Tre tratti coi rami iperbolici ordinarj:
un tratte col flesso ed wno puro si tagliano.

83. Prendendo le x sulla JV, e le y sulla J8, queste cin-
que famiglic sono espresse da

)

2 T—ivbt =0

s
FE=nitiri=ar ¥

Y abry —xy —azt =y — 2,

e secondo che I'equazione £# <401 —¢—a avrd due ra
dici uguali o due immaginarie o tro disnguali la curva appar-
terrd alla categoria 1a. od alla 13. od alla 14. Si esclude il
caso di b=ua, poiché allora si cadrebbe nella categoria r1.

Genere IIT.

CuRYE DEL TENZ0 ORDINE E DELLA QUARTA CLASSE
DI UN S0LO FRZZO CON TRE FLESSI IN LINEA RETTA.

84. Stando alla relazione tra le coordinate parallele queste
curye ammettono anche un punto isolato, cui perd non danno
le espressioni delle coordinate in funzioni razionali di una va-
riabile reale . Ritenendo anche il punto isolato, la curva
ascenderebbe alla quinta classe, poiché ogni retta condotta pel
punto isolato dovrebbe considerarsi come una tangente. La
curva derivata-polare (§. 16.) & il complesso di una curva
del quarto ordine e di una retta derivata-polare del punto
isolato, dalla qual retta si pud far astrazione.
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85. Nelle curve di questo genere sono da notarsi oltre i
tre flessi S §' 8" (le cui tangenti A'A", A"A, AA' formano un
triangolo A A’A" ) anche i tre punti V, V', V", ai quali noi da-
remo il nome di wvertici; e le cui tangenti V8, V'8, V'8" pas-
sano rispettivamente pei flessi. — I lati del triangolo VV'V"
passano (non meno di quelli del triangolo. AA'A") pei tre
flessi 8" 8 S, e siccome questi sono in linea retta, cosi, pel
noto teorema sui triangoli omologhi, le tre rette VA, VA, VA"
concorrono in un medesimo punto, che & il punto isolato I
.— T questi punti hanno luogo altre proprietd, che
ndicheremo qui appresso essendo esse comuni a tutte le
del terzo ordine algebraico.

86. Alcune di queste proprietd possono, mediante Pinver-
sionc, trasportarsi all ellisse, nella quale per ciascuno TV dei
suoi due assi vi sono i punti 8" 8", i cui circoli osculatori pas-
sano per J3 la loro ascissa contata da J eguaglia i tre quarti
dell’ asse JV: P ascissa comune ai punti V', V" &l quarto di JV.

87. In tutte le formule relative a questo genere i tre flessi
5. §, S corrispondons a t=oo ed a t==1, ed i tre vertici
¥, V', V" corrispondono a ed a t===3. Il punto iso-
Jato corrisponde a £2-+3=o0.

88, Le inverse dell’ ellisse, quando il centro d’ inversione
& uno dei verticiy sono specie appartenenti alla famiglia I11. 8.5
facendone andare all’ infinito I’ assintoto. otterremo la seguente
che pii comodamente ci serviti. da tipo dell’intero genere.
8q. Specie IIL. 1. Un solo tratto con due flessi e coi rami
parabolici verso il terso flesso. Essendo a distanza infinita un
Hesso la corde ad esso tirate saranno dimezzate da un diametro
di simmetria; noi prenderemo lo 2 su questa metro, e le
y parallelamente a quelle corde, e scelto per origine delle
coordinate il punto isolato J sard

sp

r=pa3, y=tz, =y -+

Facendo andare all’ infinito I"nna o altra delle rette indicate
nella fig. 7." otterremo le seguenti specie.
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go. Specie III. a. Un solo tratto coi rami iperbolici ordi-
i uno dei tre flessi & il centro di simmetria. Prendendo per
e delle coordinate il centro 8, e per assi la tangente S

(x4 By)=y.

scie 1L 4. Tre tratti puri coi rami iperbolic rivolti
1 trisngolo AA'A" & quello formato dai tre as-
sintoti; J ne & il centvo di gravith; JAV, JA'V,, JA"V" sono
metri di simmetria, che dimezzano le corde parallele
assintoti A'A", AA", AA'. 8i ha JA=12.AV, cc. Prese

y= iyt — ey e B
92. Bpecie HL 7. Due tratti ciascuno con un flesso, un
ramo parabolico ordinario ed uno iperbolico verso il terzo flesso.
& to a distanza infinita uno dei vertici V insieme colla
tes le rette V'S, V'8" sono parallels al di
metro JA; la tangente V'S lla retta J
Prese al solito le ascisse sul d simmetria, sard

tal

metro

3
=g,

y=z+-§-, xy =y 4 Ja

L

Famiglia 1IL. 8. Un tratto con due jflessi e coi ray
iperbolici werso il terzo flesso. Si ha

43 ¥

Er
Ponendo att:
sottofamiglie :

@) 1l tratto della curva & interposto tra Vassintoto e il punto
isolato. .

B) L’ assintoto & interposto tra il punto isolato e il tratto
di curva.

Le inverse dell’ ellisse appartengono alla sottofamiglia ) od
alla §) secondo che il centro d’ inversione fu preso sopra uno

z

cE, @yt etad =yt 4 B,

zione al punto isolats si possono separare le due
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dei vertici dell’ asse maggiore o dell’ asse minore. Nel primo
caso ¢ >3, nel secondo 2 <<3.
04. Merita essere distinta’ la specie intermedia a queste
due sottofumiglie (¢*=3), nella quale & passato a distanza
iufinita il punto isolato; poiché quantunque la sua figura non
presenti un carattere molta apparente, pure I équazione ne &
essenzialmente diversa. Noi la riferiremo alla categoria 6, con-
siderando il punto isolato come se fosse un punto doppio
percio la indicheremo con
Specie 1L 6. Un tratto con due flessi e coi rami iperbolici
wverso il terzo flesso. Le distanze tra U assintoto e la reita che
unisce i due flessi, e tra questa e la tangente ad essa parallela
hanno il rapporto 3: 1. Prendendo I” origine delle coordinate
nel yertice V si-ha

e ¢
d=pte, y=%, Fr=y—i=
05. Famiglia 1L 0. A Tre trattic uno con due flessi ¢
coi rami iperbolici ordinarj; ciascuno degli altri due puro e o
rami iperbolici U uno ordinario I altro verso un flesso. Il punto
isolato e il diametro di simmetria essendo I origine o I’ asse
delle =, si ha
f43

et o S ayt —crat =y 4+ 3,

z

purché o> 13 se fosse o*<1 si avrebbe lo seguents

Famiglia IIL 9. B. Tre tratti: uno puro coi rami iperbolici
ordinarj; ciascuno degli altri due con un flesso e coi rami iper-
bolici " uno ordinario I altro verso un flesso.

6. Cousiderando il punto isolato come un punto doppio
distingueremo dalla famiglia o cinque parametri IIL 43 la
particolare famiglis a quattro parametri IIL 11., nella quale
il punto isolato passa a distanza infinita insieme con un punto
ordinario- della curva: e cid per le stesse ragioni che ci fecero
notare la specie IIL. 6.

Famiglia 1L 11. Un solo tratto coi rami iperbolici ordinary.
Il triangole AN'A" formato dalle tangenti dei tre flessis e

5
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quetln V'V dei tre punti, le cui tangenti passano pei flessi,
hanno i vertici curnywmlen.‘z in tre rette parallele VA, VA, VIA",
Prendendo per origine delle coordinate uno dei flessi 8, e per
assi la tangente in S e la 8V tangente in V; si ha

ar 3a
=SFEEne=n’ T FEiita—n

Py Y

o7. Famiglia 11l 1a. Dus tratti, ciascuno con rami iper-
bolico e parabalice ordinarj. I tre flessi sono separati nei due tratti,

o8, Famiglia Il 13. Un solo tratto con tre flessi ¢ coi
rami iperbolici ordinarj.

99. Famiglia L 14. Tre tratti coi rami iperbolici ordinarj;
uno ha un flesso, uno ne ha due, e I altro é puro. Le tre ul-
time famiglie. prendendo le = sulla JV & le y sulla JS, sono
espresse da

B, e o 3t
Pasii+rh—30+3a® 2 = Pxii+if+Ta

Y bry - Bay 4+ Jaxt =y 4 3a*
€ secondo che I’ equazione  # b+ 3¢+ 3a
due radici eguali o due immaginarie o tre disuguali, la curva
apparterrd alla famiglia HL 1. od alla IIL 13. od alla IIT. 14,
— Non dovrdt essere 3a—+b=1:=4, percht in tal caso un
flesso sarebbe a distanza infinita, e si avrebbe una delle specie
o famiglie precedenti.

CuRYE DEL TEHZO ORDINE ALGEBRA A NON BARIGENTRIGO.

too. I tre generi di curve, di cui abbiamo data la elassi-
ficazione, comprendono tutte le curve del terzo ordine ba
eentrico, cioi: le cui coordinate possono esprimersi in funzioni
razionali di upa variabile; il terzo ordine algebraico ne com=
prende molte altre, di cui ci resta dare la classificazione. —
Le parabole appartencnti alla categoria 1., da cui deducemmo
mediante la collineazione tutte le curve dei tre generi, hanno
le equazioni
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Y=z, p=war, =23
Pill generalmente possiamo prendere I* equazione

ryt =g 4 anat - ma 4 a.

Trasportando I’ origine delle =, ¢ d
opportuni coefficienti (il che possiamo fare senza uscire dalla
specie della curva ) faremo sparive I’ ultimo termine, ¢ ridur-
remo r ed m all’ unith (il caso di m=o essendo gid trattato
nei generi L,IL e 1IL), sicché avremo’ y* ==+ an "+ 2.
I differenti valori di n daranno altreéttante curve di diverso
genere; ciod tali che una non pud cangiarsi nell’altra mediante
la pitt generale derivazione di collineazione.

ro1. Quando — 1 si ricade nel genere IL e quando
nel genere NI, noi intenderemo esclusi questi due va-
e che inoltre sin 7>—r. — Se cerchiamo Iascissa x=g
corrispondente ai due flessi 8, 8" troviamo che essa & legata
all® altr: te n mediante 1" equazione

deudo lo coordinate per

Bgl+Brg b =1.

L7 ordinata corrispondente al flesso & , ed al flesso 8

L)

o Ci potrd servire da parametro per distinguere
un genere dall’ altro tanto 7 quanto g, di cui consideriamo
piccolo. valore positivo. Nel 1L genere & g=r, e nel
L & g=41.

10a. L origine delle coordinate & il vertice V (fig. 8.%),
la eni tangente & diretta verso il flesso 8, che sta a distanza
infinita, Lo tangenti negli altri due flessi S, 8" si tagliano nel

S
punto A determinato dall’sseissa VA =;=3%s o lo due tan-

genti AS"A!, AS'A" sono considerate formare un triangolo colla
A'A" tangente in 5, e la quale sta tutta a distanza infinita.
103. Sulla prolungazione della V8" vi & il punto V' della

curva, la cui tangente passa pel flesso 5'; esso ha 1" ascissa Sl
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© ordinata ;V% Similmonte V" ha egual asoissa ¢ Pordinata
ag’ls

_“'.:l;%' . I due triangoli VV'V", AA'AY hauno i lati che si
incontrano nei tre punti della retta S8'8"; percid le retie
che ne uniscono i vertici corrispondenti s’incontreranno in un
punto I, il quale nel nostro caso della parabola divergente sard
I’ intersezione dell” asse delle = colla V'J parallela alla S"A.
8i trova JV =25

104. Parecchie delle proprietd ora accennate si conservano
passando da una eurva ad ogni sua collineare, sicehé in tutte
le curve del terzo ordine (eccettuate quelle dei generi I. ¢ IL.)
un pouzo di curva ha tre flessi 8, 8, 8* in linea retis, ed inol-
tre tre punti V, V', V", le oui fangenti passano rispettivamente
per quei flessi, sono le rette VS, V'S, V'8". I lati del
triangolo V V'V" passano pei flessi, e, condotte pei detti flessi
anche le loro tangenti A'A"; A AA, le rette VA, VA, VA"
&7 incontreranno necessariaments in un punto individuato I. —
Inoltre questa retta J VA taglia la retta S8'S" nel punto P
in guisa che 8, 8, P, 8" sono attro punti armonici; e pereid
se uno di essi passa a distanza infinita, gli altri tre compran-
dono due intervalli eguali. Dicasi lo stesso delle rette IV, A'P,
JV', A"P". Dal che poi risulta che se uno 8 d flessi & a di
stanza infinita la corrispondente TA & un diametro di simme-.
tria, e che se invece sia a distanza infinita la JA, sard 8
centro di simmetria.

105, Quando si conoscano i tre flessi colle loro tangenti
SA'A" S8'AA", 8"A A’ sard facile condurre ciascuna AJ, gia
chit questa passa pel punto P tale che SP & media armonic
tra lo due 88, 88"; essa JA pnd anche determinarsi mediante
il punto B in cui si tagliano le rette S'A', 8"A". Cosi pure B
& I’ intersezione delle SA, 8"A", e B' delle SA, S'A', — Vice-
versa so fosse dato il triangolo AA'A" ed il punto J; taglial
i lati quelle colle rette A'JDY, A'TD, AJD, il flesso
sarcbbe I intersezione del lato A'A" colla retta D'D", &

Tomo XXV. P2 II2 E




34 SULLA GLASSIFIGAZIONE DELLE GURVE .
1" interse: ¢ di AA",DD", ed 8" di AA', DD (Nella fig. 8.°
i punti 8, A, A", D sono a distanza infinita ). — Il triangolo
DD'D’ & inscritto nel triangolo AA'A", e questo lo & nel
triangolo BB'B". 8i ha pure un triangolo QQ'Q' inseritto nel
golo VV'V". I einque triangoli hanno i lati corrispondenti
che & tagliano nei flessi 8, §, 8", ed hanno i vertici corrispon-
denti sulle rette JQABVD, JQ'A'B'V'D, JQ"A"B"V D"
106. Le parti della retta JAVD danno
AV.ID:JV.AD, che si dice projettivo (§. 1
50 si mantiene invariato in tutte le projezioni, cioé in tutte
figare tra loro collineari. Col mezzo della parabola diver-
gante, che ci serve di tipo (§. 100. )i verifica che
AV.ID:IV.AD=AV.ID :JV.A' A"V ID TV AD =g
quindi permutando un flesso coll altro non si cangia il para-
metro generico g, il quale determinato per ciascuna curva
particolare sard un carattere distintivo di tutte le curve ad
essa collineari, cioé che formano un solo genere. — Conoscendo
& ¢ conoscendo i tre flessi e le loro tangenti, i precedenti rap-
porti daranno il modo di determinare i tre vertici V, V', V"
1e7. 11 Newton, e dopo di lui il Clairaut ed il Nicole
(Hist. de I’Acad. des Sciences pour rg31) ammisero che tutte
le curve del terzo ordine possano originarsi coll’ ombra delle
cingque parabole divergenti della eategoria 1. Noi nfatti ve-
o che dalle tre parabole I 1, Il 1, IIL r derivane per
neazione tutte le curve del terzo ordine baricentrico; ma
mangono pascia le purabole espresse dall” equazione
25 anz' 4%, e queste non sono git due sole, bensi
finite distinte per differente valore di #, e tali che una non
pud mai conve: per collineazione mnell altra. Sieché non
sarebbe giusto il dire che, come dato un circolo se ne possono
dedurre coll’ombra tutte le sezioni coniche, cosi pure desc
cinque parabole se ne possono dedurre tutte le curve del te
ordine. — Che se¢ si dicesse che v

0
amente le due ultime pa-
ducono a dus gruppi, ognuno
espresso da quella unica equazione secondo che n°<1 oppure
n>1: a cid si risponderebbe che lu differenza di forma piit

rabole non sono due sole, ma si
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o meno apparente mon & una distinzione assolutay e che se
Dastasse che le curve sieno espresse da nna sola equazione si
potrebbe anche dire che tutte le curve del terzo o
sono originarsi coll’ ombra di una sola curva.

108. Secondo la nostra maniera di vedere sono adunque
infiniti i generi, di eni ci resta da parlare. Noi li riu
in due gruppi che diremo tribi, e segneremo coi numeri IV. V.
il che & conforme a quanto facemmo per le specie, che quando
(dalla categoria B. in poi) sono in numero infinito noi rin-
niamo in famiglie, le quali hanno un comune carattere
rente, e che nulladimeno comprendono infinite specie see
i valori di uno o due parametri. — In ciascheduna speci
avremo i tre soliti parametri, che nascono dall® affinitd, ed
inoltre il parametro generico, il quale noi s mo che ab-
bia preso quel valore particolare che compete al genere
i supponiamo compresa la specie.

Tribix IV.

e pos-

CURVE DEL TERZO ORDINE E DELLA SHSTA CLASSE.
Ux soLo PEzz0 CON TRE FLESSI IN LINEA RETTA.

109. Specie IV. 1. Un solo tratte con due flessi ¢ coi rami
parabolici verso il :crza flesso. La differenza tra questa specie
degli rnm generi appartenenti alla presente tribit e la spe-
cie II. 1. non apparisce se uon se dall’ equazione e dalle re-
lazior di cui abbiamo di sopra fatto cenno (§. rob.). L”equa-
zione della eurva riferita al diametro di simmetria VP (fig. 8.%)
ed alla tangente nel vertice V &

y=x(zx+a2nz+1),
purche n*<1.
t10. Possiamo considerare come carattere generico la pit
piccola radice positiva dell’ equazione

3¢5+ Bng+bg°

Quando n=—1, g ha tre valori = 1, allora la curya ha nn
nodo, ed & la specie IL. 1. — Se n=—4,/F abbiamo g= =
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in questo caso le tangenti nei due flessi 8, 8" sono ambedue
parallele al diametro di simmetria, ciod il punto A passa a di-
stanza infinita: questo genere meriterebbe ' essere particolar-
mente distinto da_tutti gli altri; il suo carattere & che le tan-
senti nei tre flessi & incontrano in un medesimo punto. — I
n=c si ha g=c,39333. — Continuando ad aumentare n, i
punti A ¢d I vanno sempre pin avvicinandosi a V. Finalmente

, quindi g=1} siha AV=1, JV=1, ed il punto
I & un punto isolato appartenente alla curva; cosi si ha il ge-
nere III., che & genere intermedio tra guelli della tribu IV.
e quelli della tribi V.

111, Le varie specie o famiglic di cisscun genere della
tribii IV. si otterranno facendo andare all’infinito 1’una o
I’ altra delle rette della fig. 8.°

112. Specie IV. a. Un solo tratto coi rami iperbolici ordi-
narj, uno dei tre flessi & il centro di simmetria. La curva rife-
rita al centro di simmetria, alla sua tangente ed all® assintoto
ha I’ equazione

2 anEt - zyt =y

113. Specie IV. 4. Tre tratti puri coi rami iperbolici ri-
volti ai tre flessi. Bi hanno pure le altre proprictd accennate
alla specie 111 4., eccettoché in luogo &’ essere JA=12.AV
& in generale g2 JV=AV. — Il Newton separd queste curve
nelle tre specie 20.% 23.% e 32.%; I"ultima delle quali & distinta
dall® avere i tre assintoti, che s’ incontrano in un solo punto;
essa percié appartiene a quel genere di cni diedi superiormente

il carattere =—=) di avere le tre tangenti dei flessi,
8 4

che s’ incontrano in un medesimo punto. — Mediante le om-
bre non si potrebbe mai passare dalla specie 3a.* del Newton
2

od alla 23.% che si

alla aa

che corrisponde a E<i7
riferisce agli infiniti generi qualificati da g > —=. — I primi
ed i secondi generi potrebbero riunirsi in due sottotribii sepa-

rate da quel genere particolare che corrisponde a g = ;‘:5 ey
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L’ equazione delle presenti curve riferite ad uno dei diametri
di simmetria, ¢ posta I origine delle coordinate nel punto D
cui quel diametro incontra I' assintoto A'A", &

zyr=(go+1) (" ’_J‘Fg——ewzﬂ-l).

114. Specie IV. 7. Due tratti ciascuno con un flessos un
rame parabolico ordinario ed un ramo iperbolico verso il terzo
flesso. Anche questo carattere & pienamente nguale a quello
della specie IIL. 7., la quale si distingue da tutte le specie di
finiti generi diversi, ehe noi comprendiamo sotto il numero
V. 7. solamente perchd quella ha un punto isolato. Queste
curve hanno I’ equazione

Tyt=z'+anz+ I

115. Famiglia 1V. 8. Ur tratto con due flessi e coi rami
iperbolici verso il terzo flesso. L7 equazione &

zyt=(1—cz)[(1—anc+c)z4a(n—ec)z+1]

Questa & una famiglia a quattro parametri, perché 7z & un pa-
rametro generico, che non pud mai cangiare mediante la col-
lineazione, la quale invece da al parametro specifico ¢ un ya-
lore quale si voglia.

116. Famiglic IV. 9. A. e B. Gli stessi cavatteri come nel
genere 1I1. Per tutti quei generi nei quali g>v% si pud
distinguere in ciascheduna di queste due famiglie quella spe-
cie, nella quale gli assintoti concorrono in un solo punto.

117. Famiglie IV. 12. 13. 14. Anche queste famiglic hanno
gli stessi caratteri, che abbiamo gid dati pel genere III

Tribwe V.

Cunve DEL TERZO ONDINE £ DELLA SESTA OLASE.
Due vizzii UNO CON TAE FLEWI, L ALTRO FURO.

118. 1 generi di questa tribi differiscono da tutti gli altri
del terzo ordine per essere le curve costituite da due pessi
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essenzialmente staccati; quello che non ha alcun punto singo-
lare Jo diremo un’ gpale, anche quando invece d’essere chiusa
sard aperta alla maniera di nuna parabola, oppure divisa in due
tratti alla maniera dell® iperbola.

119, Specie V. 1. Un’ ovale chiusa. Un tratto con due
Hlessi ¢ coi rami parabolici verso il terso flesso. Rispetto al dia-
metro VP si ha (fig. 9.*

SuLLA GLASSIFIOAZIONE DELLE OURVE €C.

yY'==z(xr"+anv+1)
essendo 2> 1. I flessi corrispondono all’ ascissa VP =g es-
sendo g la radice positiva della 3gi+8ng+6g =1 ed

alla ordinata P8" = L’ asse delle x ¢ tagliato dalla

i
curva, oltre che nel punto V, anche nei due punti U, W ap-
partenenti all’ ovale; trasportando in uno di essi Iorigine delle
coordinate I’ equazione conserva la stessa forma, si pud quindi
dedurne le stesse proprietd relative ai vertici U U' UY, W W' W'
le cui tangenti passano pei flessi. Quindi si applicano alle curve
della tribit V. le proprietd che abbiamo indicate ( §§. 85. ro4.
105.) pel genere IIL. e per la tribi 1V., ed esse si estendono
a tre terni di vertici e di punti analoghi ai @, Q, Q". — Tutti
questi punti sono sulle tre rette JA, JA, JA" ognuna delle
quali diviene un diametro di simmetria se passa a distanza
infinita il corrispondente flesso.

190. Da questa specic V. 1. come tipo si otterranno, al
solito, le altve specie, facendone andare all’infinite I’ una o
Taltra delle rette indicate nella fig. 9.*

12y, Specie V. o. Due tratti puri. Un tratto con tre flessi
dei quali uno é il centro di simmetria. I sei rami sono iperbo-
Lici ordinarj. I tre assintoti s’ incontrano nel centro di simme-
tria; presolo per origine delle coordinate, e prese le x sulla
tangente, ¢ le y sull assintoto del terzo tratto si ha I’ equa-
zione stessa della IV. 2. =%+ ana'y 4+ xy* ma in
questa tribi V. & n>1.

192, Specie V. 4. Ovale chiusa. Tre tratti puri coi rami
rivolti ai tre flessic Vi sono tre diametri di simmetria.
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1a3. Specie V. 7. A. Ovale chiusa. Due tratti ciaseuno
on un flesso, un ramo iperbolica ordinario ed uno

ria il terzo flesso.

Specie V. 7. B. Un tratto puro coi rami parabolici ordinarj.
Un tratto con due flessi e coi rami iperbolici verso il terso flesso.
Il secondo pezzo sta tra mezzo al proprio assintoto ed al pezzo
parabolico.

Specie V. 7. O. Un tratto puro coi rami parabolici ordinar.
Un tratto con due flessi e coi rami iperbolici verso il terzo flesso.
L’ assintoto. sta tra mezzo ai due pezzi di curoa.

to4. Famiglia V. 8. Ovale chiusa. Un tratto con due flessi
& coi_rami iperbolict werso il terso flesso. Pud dividersi in due
sottofamiglic.

a) Il peszo coi flessi sta tra U assintoto e U ovale.

8) L assintoto ste tra i due pezzi di curva.

125. Famiglia V. 9. A. Osale chiusa. Tre tratti, uno con
dug flessi e coi rami iperbolici ordinarj, ciascuno degli altri due
puro e coi rami iperbolici uno ordinario ed uno verso un flessa.

Famiglia V. 9. B. Ovale chiusa. Tre tratti, wno puro coi
rami iperbolici ordinarj, ciascuno degli altri due con un flesso
e coi rami iperbolici uno ordinario ed uno verso il terso flesso.

Famiglia V. 9. €. Due tratti puri coi rami iperbolici ordinarj.
Un tratto con due flessi e coi rami iperbolici verso il terzo flesso.

126, Famiglia V. 12, A. Ovale chiusa. Due tratti ciascuno
con rami iperbolico & parabolico ordinarj. I tre flessi sono se-
parati in questi due tratti.

Famiglia V. ta. B. Un tratto puro coi rami parabolici ordi-
narj. Un tratto con tre flessi e coi rami iperbolici ordinary.

r27. Famiglia V. 13. Ovale chiusa. Un tratto con tre flessi
& coi rami iperbolici ordinarj.

128. Famiglia V. 14. A. Ovale chiusa. Tre tratti coi rami
iperbolici ordifiarj; uno ha un flesso, uno ne ha due, I aitro
& puro.

Famiglia V. 14. B. Due tratti puri coi rami iperholici ordi-
narf. Un tratto con tre flessi ed i rami iperbolici ordinarj.
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RIASSUNTO DELLA CLASSIFICAZIONE DELLE CURVE DEL TERZO ORDINE

£ GONEHONTO CON QUELLA DEL NEWTON.

129. Noi vedemmo che ciascuno dei tre generi del terzo
ordine baricentrico o degli infiniti generi del terzo ordine alge-
braico viene a dividersi in alcune particolari specie, ed in fa-
miglie, le cui equazioni contengono uno o due parametr i
valori dei quali servono a diversificare, le infinite specie di
ciascuna famiglia, — L° equazione di una specie contiene quasi
sempre tre parametri, pei quali potremo prendere 1" angolo
delle coordinate, il rapporto tra le due unith, o cui si riferi-
seono tali coordinate, e la grandezza assoluta di una di queste
unith, — Quando si possono individuare nella figura di una
curva due direzioni distinte ( come sarebbe per esempio un
diamatro di simmetyia e le ordinate ad esso spettanti ) il d
ferente angolo tra loro compreso distinguerd le warietd appar-
tenenti ad una stessa specie. Poscia il rapporto tra le due
ita distinguerd lo forme di una stess: varieti. Finalmente la
wdezza assoluta distinguerd gl indicidui di una stessa forma.
(31, Cosi per esempio nella specie 1L 1. (fig. 6.°) abbiamo
\a waristé ad ordinate ortogonali quando I angolo tra il dia-
metro di simmetria e le sue ordinate & retto: ed in ques
varietd abbiamo la forma, nella quale la massima ordinata
nodo & la terza parte della sua distanza dal punto doppio. —
Tutti gli individui di questa forma hauno alcune singolari pro-
prieti, che notai nel mio primo Saggio ( 1835) sul metodo delle
equipollenze. Se dicasi au I'angolo che Ta tangente in un
punto di questa curva forma colla ordinata, sard 3u I angolo
che la stessa ordinata formerd col raggio vettore condotto dal
punto della curva al punto fisso del diametro di simmetria, le
cui distanze dal vertice V e del punto doppio J sono mel rap-
porto 1: 83 e saranno proporsl alle potenze (senn)—*
(semu)—t il predetto raggio vettore, ed il raggio di eurvatura.

131. Questa gradazione nelle generalith e nel conseguentc
numero dei parametri contenuti nelle suddivisioni, che chiamiamo:
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Genere di curve collineari (& cinque parametri), Specie di
curve affini (a tre parametri), Farietd (a due parametri),
Forma di curve simili (eon un solo parametro), Judividuiz &
talvolta soggetta a qualche restrizione. — Cosi la specie della
parabola Neiliana (I 1.) ammette bensi infinite varietd se-
condo che si fa retto o variamente obliquo 1" angolo compreso
tra la tangente del regresso e le ordinate, a cui i due rami
di curva tendono semyp leli; ma oiaschedana
varietd presenta una sola forma, poiché quantunque si c:
sero tutte le ordinate in uno stesso rapporto ( restando
riate le ascisse ) non per questo la curva cangerebbe forma.
ma resterebbe simile a sé stessa, In questa unica forma ( per
cinsoheduna varietd ) si hanno infiniti individui: si pud pren-
dere per parametro di grandezza I ascissa che & uguale alla
propria ordinata. — Invece la specie ellisse ammette una sola
varietd, poiché si pud benst cangiare I angolo di due diametri
conjugati, esistono sempre due assi perpendicolari tra loro
conjugati. Questa upica varietd comprende infinite forme, tra
le quali si distingue il circolo. La parabola Apolloniana
specie che contiene una sola varietd ed una sola forma,

132, Nella classificazione delle curve i Geometri hanno
avuto riguardo alla presenza o natura dei rami infiniti pint-
tosto che ai caratteri generici, che rimangono invariati nella
collineazione e che ci hanno servito per istabilire le prime di-
visioni. Pertanio se vogliamo trovare la corrispondenza tra la
precedente classificazione e quellu del Newton del Cramer e
dell’ Enlero, dobbi pri e id
quattordi gorie, che non moltodifferiscono dalle quattor-
dici prime: divi del Newton, e dalle sedici categorie dell”
Eulero ( che egli chiama Specie ). I generi del Gramer si ac-
cardano pienamente colle quattordici categorie del Newton, —
Do qui di seguito la corrispondenza della mia classificazione
colle specie del Newton, indicando poscia i nomi da Iui dati
le categorie, ed i numeri con cui furono indicate dal Cramer
e dall’ Eulero.

Tomo XXV, Pt IL* F
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enzl o1r enumerazione fattane dal Newron.
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delle Categorie 1X X. V. IV, del Newton ¢ delle 10. 8. 1. 3. dell’ Eulero.

Categorin 2. sono porzion
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Categoria 1.* qualificata dall’ avere all’ infinito Ja tangente
di un flesso, sicche si ha nn diametro di simmetria = Newton
XHI. Le cinque Parabole divergenti con diametro. Specie G7.
8. b9. 7o. 7i. = Cramer IV. j. = Eulero 14.

" Tutte le curve di questa categoria hanno un centro di

‘ were 1. & all’infinito la tangente del regresso
Newton XIV: L Parabols cribica: Sp. 72. = Cramer IV. iij.
= Eulero 16.

Nel genere II. sono all’infinito il punto doppio ed il ver-
tice = Newton IX. Unu dei quattro Jperbolismi dell iperbola.
8p. 59. = Cramer III iv. = Eulero ro.

Nel genere IIL. sono all’ infinito il punto isolate ed un
lelce Newton X. Uno dei tre Iperbolismi dell'ellisse. Sp. 6a.
mer III. iij. Eulero 8.
all’infinito un vertice, e due flessi hanno
le tangenti parallele = Newton V. Una delle sei Iperbole. di-
Sestive senza diametro. Sp. 38, Cramer I j. = Eulero 1.

Nella tribin V. sono finito tre vertici, e doe flessi
hanno le tangenti parallele = Newton IV. Una delle nave Iper-
bale eoi tre assintoti che s incontrano in un punto. Sp. a7, =
Cramer I iv. Eulero 3.

3. Ha all’infinito una tangents nel punto doppio = Newton
XIL II Tridente. Sp. 6 i
4. Ha all’infinito i tre flessi, percid vi sono tre diametri
mmetria = Newton III. Le due Iperbole ridondanti con tre

di

diametri. Sp. 22. 23.; ed inoltre un altra delle nove Iperbole
coi tre assintoti concorrenti in un sol punto. IV. Sp. 3a. =

Gramer I iij. e porzione del IL iv. Stirling avea g

notato
che nella categoria 1L del Newton mancavano due specie, che
saranno le mie. IIL 4., V. 4 = Anche Eulero riuni queste
t U0 numero 5.

* E all’ infinito il flesso ed il regresso, quindi la curva ha
ametro di simmetria = Newton XL Uno dei due Iperbo-
lismi delta parabola, Sp. 5. amer IIL. Ancho I Bu-
lero separd questa specie sotto il suo numero 13.
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6. Nel genere IL & all’infinito il flesso ed il punto doppio;
vié un metro ‘di simmetrin = Newton IX. Un altro dei
quattro Iperbolismi dell’ iperbola. Sp. 6o. = Cramer III.
Eulero 11.

6.* Nel genere I & all' infinito il flesso e il punto isolatos
¥i & percio un diametro di simmetria = Newton X. U
dei tre Iperbolismi dell ellisse. Sp. 63. = Gramer I i
Eulero o.

7.* E all’ infinito una tangente ordinarin che passa per un
flesso, ossia la tangente di un wvertice. Vi ¢ per conseguenza
un diametro di simmetria = Newton VIIL Le quattro Iperbole
paraboliche con diametro. Sp. 53. 54. 55. 56. = Cramer IIL
osserva cz.u il Nowton ommise due specie, che saranno lo mic.

. 7. V. 7. A. = Enlero 7.

Ha ‘\'\i finito soltanto un flesso ed ha quindi un dia-
metro di simmetria = Newton VI. Lo sette Jperbole difettive
con diametro, Sp. 39, 4o. 4r. 4a. 43. 44 45. = Cramer L.
= Eulero 2.

9 Ha all’ infinito un flesso e due punti ordinarj, percid ha
un diametro. Le categorie seguenti, come arche le a. 3. man-
cano di diametro = Newton II. Le dodici Iperbole ridondanti
con un diametro. Sp. 10. 11. 12. 13. 14 15. 16 17. 18, 10.
a0, 21, Ed inoltre 1V. quatire delle nove Iperbole ridondanti
cogli assintoti concorrenti in un punto. Sp. 2. 29. 3o0. 31. =
Cramex 11 §j. ¢ porzione del IL iv. Stirling notd che nella
categoria II. del Newton mancano due specie che saranno le
mie. 11L. g. B. V. g. B. = Eulero 4.

10.* Hu all” infinito il regresso = Newton XI. L’altro dei
due Iperbolismi della parabola. Sp. Gf. = Cramer IIL v
Eulera 1a.

1.* Nel genere I1. & all’ infinito il punto doppio = Newton
IX. Gli altri due dei quattro Iperbolismi dell iperbola. Sp. 57.
SB. = Cramer IIL iv. = Eulero 10.

* Nel genere IIL & all’ infinito il punto isolato = Newton
X L‘ altro dei tre Iperbolismi dell’ ellisse. 8p. 61. = Cramer
I, iij. = Eulero 8
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2.2 Ha all’ infinito una tangents ordinaria = Newton VIL
Le sette Iperbole paraboliche senza diametro. Sp. 40. 47, 48:
. il S Cramer 11 j. = Eulero 6.
Ha all’ infinito un solo punto ordi
Cinque delle sei JIperbole difettive senza diametro. Sp. ¢
. 36. 37. = Cramer I j. = Eulero 1.
14 Ha all’ infinito tre punti ordinarj = Newton I. Le nove
Iperbole ridondanti senza diametro, cogli assintoti che formano
un triangolo: Sp. 1. 8. 8. 4. 5. 6. 7. 8. 9. ed inoltre IV. Tro
delle nove Iperbols ridondanti cogli assintoti concorrenti in un
punto. Sp. 24. 5. a6 = Cramer IL j. e porzione del 1L iv.
= Eulero 3.

133. Nel mio genere I o conto . specie o famiglie di
specie; nel genere IL ne conto 15. ( poiche suddivido aler
delle 11. categorie spettanti a questo genere); nel genere IIL
ne conto 1.3 in ciascun genere della t IV. 10., ed in
scun genere della V. 15. Cosi riunendo ‘insicme queste di-
visioni (che peraltro sono di estensioni molto differenti) si ha
il numero totale 61. Secondo i principj del Newton si hanno
78. species egli per ommissione ne entumerd soltanto 7a.

154. Sarebbe molto opportuno distinguere (§. 110, 113.)
quel particolar genere della tribi IV., in cui le tre tangenti
dei flessi s incontrano in-un solo punto; abbiamo in questo
genere lo specie 1. 2. 4. 7. e lo famiglie 8, 9 A, B, 11, 13,
13, 14.: il caratters della famiglia 11. & che i tre flessi hanuo
le tangenti parallele. Questo genere ha quindi 1. divisioni,
ed il predetto numero 1. si eleva a 7a.

Un altro carattere specifico adoperato dal N
& che i tre a i iché formare: un trinngolo conicorrano
in un solo punto (cid non si avvera mai nei generi I e IIL).
Quando gli assintoti sono ordinarj si hanno per tal maniern 3.
famiglie a tre parametri comprese nelle famiglie a quattro pa-
rametri IL 14 B IV. 14, V. 14. B (sono lo specie a5 af.
26. del Newton. ). Quando un assintoto & di flesso e due or-
dinarj si hanno le particolari specie compreso melle famiglie

=

wion i

¥
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1. g. B, V. 9. C, e IV. 9. A oppure IV. 9. B (Specie
a8, 29. del Newton ). Quando gli assintoti sono tutti tre
floasi. i ha la nosra specie IV. 4. di quel particolar geners
della tribii IV., che abbiamo gid (§. 1te.) qualificato colla
condizione che le tre tangenti dei flessi s incontrino in un
unico punto (Spc

3a. del Newton ). — Le medesime fami-

igolo possono sud-
dersi in due sottofamiglie secondo la d»ﬂw-ntu disposizione
dei tratti di curva rispetto a quel triangolos cid servi al Newton
a diversificare lo sue specie 7. 5. 18. 20. 14. 15, a3, dalle §
6. 10: at. 16, 17. 23. — La diversa disposizione delle parti di
puré occasione di dividere le famiglie IIL 8., V. 8, nelle sot-
tofamiglic &) 8).

136, Altre specie o famiglie si potrebbero stabilire facendo
andare allinfinito uno o due di quei punti, che dicemmo ver-
tici della cnrva, oppure altri punti osseryabili della figura qual
sarebbe il punta J. — Parmi che per la via da noi seguita,
assunta una curva come tipo di un genere, si venga a trovare
facilmente tutte le specie o famiglie di specie, che tra loro
differiscono per qualche essenziale carattere, e cid senza pe
colo d* incorreve in quelle ommissioni, che passarono inavver-
tite allo stesso Newton. I caratteri specifici dipendenti dal nu-
mero ¢ natura dei rami infiniti si viconoscono per tal maniera
pit speditamente di quello sia coll’ esame delle aquazioni espri-
menti le curve. Forse clu: questa Memoria e il P:ospum rias-
suntivo della classifi u
delle variate forme, che p)(\mlcnn le curve del terzo ordine
non sarebibe del resto difficile aggiungere in 72. figure (5. 134.)
un saggio di tali forme. — Le figure 7.* e 9.* sono alquanto
difformate per non farle troppo grandi.

glie quando i tre assintoti formano un tr

i

iden

DiAMETII E POLART NELLE CURVE DEL TERZO ORDINE.
1 Come carattere distintivo delle curve abbiamo ado-
ti soltanto quei diametri, che a toglimento di equwocw
a!:lmmo detti di simmetria. 2 noto, dal Nowton in poi. che le
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curve algebraiche hanno per ogni diresione di oidinate un
diametro rettilineo tale che per cinscuna ascissa contata sul
diametro la somma algebraica di tatte le ordinate & nulla.
Colla omologia o collineazione questo teorema si generalizza
icché, parlando delle curve del terzo ordine, se da un dato
punto si tiri ad arbitrio una retta, Ja quale tagli la curva in
tre punti, il centro armonico di queste tre intersezioni rispetto
al primo punto appartiene ad una retta, che dicesi ln polare
del punto dato. Perloché un diametro pud dirsi Ja polare del
punto a distanza infinita, a cui si dirigono le ordinate: in tal
caso il centro armonico diventa, come & noto, centro di gra-
vith. — Secondo i principj da me adottati nel metodo delle
equipollenze, il precedente teorema sussiste eziandio quando
la retta condotta pel punto dato taglia la curva in un solo
punto, purché si considering anche le altre due loro inferse-
zioni fittizies
188. La polare di un dato punto rispetto ad una cur
del terzo ordine & anche la polare del medesimo punto rispetto
al sistema di tre tangenti della curva, i cui punti di contatto
sieno in linea retta col punto dato. Cosi in particolare la po-
infinita & polare del medesimo
cioé i dia-

5

a

are di un punto a distanza i
punto anche rispetto ai tre’ assintoti della curva
metri della curva lo souo eziandio dei tre assintoti.

139. Colla derivazione polare o di reciprocitd i precedonti
teoremi conducono agli altri. Se per un punto arbitravio
una data retta si tirano le n tangenti ad una curva di o
classe, la retta centrale-armonica di queste 7 tangenti, rispetto
a quella retta data, pussa per un punto, che dicesi il polo
della retta data. Esso il polo della medesima anche rispetto
al sistema degli n punti di contatto delle tangenti condotte da
un punto di essa data retta. In particolare: il polo della retta,
che sta tutta a distanza infinita, & il centro di gravita delle
int joni di una retta, che passa per esso con n tangenti
tra loro parallele, ed & cziandio il centro di gravitd dei punti
di contatto di tali sistemi di tangenti parallele.
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140. Nelle curve del terzo ordine un punto qualunque di
una tangente in un flesso, nel regresso, oppure nel punto dop-
pio, ha la sua polare che passa per tale flesso, regresso, o
punto doppio. Infatti le tre intersezioni di quella tangente
colla curva si rinniscono insieme nel puuto di contatto, Viene
da cid che nelle nostre specie I 1., IL 1., IIL 1., IV. 1.,
V. 1., L 2., 1l 3. lo polari dei punti posti a distanza infinita
(vale a dire i diametri) sono tutte parallele e dirette verso
il punto singolare, che sta a distanza infivita. — Le polari di
tutti i punti della tangente nel regresso coincidono insieme
nella retta, che unisce il regresso col flesso. Viene da cio che
nella specie 1. 2. una sola & la polars di tutti i punti all’
infinito.

141. Nelle curve del 1. genere tutte le polari dei punti
di una retta condotta pel regresso passamno per I intersezione
della tangente del regresso colla tangente in quell’altro punto
della curva, che si trova in quella prima retta. Infatti queste
due tangenti, una delle quali tien Inogo di due, costituiscono
quel sistema di tre tangenti menzionate al §. 138.3 ed & evi-
dente ohe ogni polare rispetto al sistema di tre rette, che
hanno un punto comune, passa essa pure pel medesimo punto.
Viene da cid che nelle speeie I. 5., I. 1c. le polari dei punti
all’ infinito (ciob i diametri ) passano per I’ intersezione dei
due' assintoti.

143, Nel II. genere spetta la stessa predetta proprietd ad
ogni retta condotta pel punto doppio; poiché non difficilmente
si dimostra che tutte le polari dei punti di tal retta, sia ri-
spetto alla curva, sia rispetto alle due tangenti del punto dop-
pio ed alla tangente nel terzo punto d” intersezione, passano
per un punto fisso. Viene da cid che melle specie IL 6., IL 11.
le polari dei punti all’infinito passano per quel punto del terzo
assintoto, che sta equidistante tra i due assintoti paralleli.

143. Una simile proprieta spetta agli altii due Iperbolismi
1II. 6., II 1r. ottenuti facendo andare all’ infinito il punto
isolato.

Tomo XXV. P IL* G
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144, Lo polari dei punti all’infinito passano evidentemente
per un unico punto anche nelle Iperhole, i cui tre assintoti
si tagliano in un solo puntos il che avviene (§. r35.) nella

1

specie TV, 4. del particolar genere qualificato da  g= =
ed inoltre in aleune specie delle categorie g, 14. La stessa
proprieti. delle polari dei punti all’infinito ha pur luogo in
aloune spec gorie 8, 133 ed invece non
pud mai verificarsi melle Iperbole paraboliche delle eategorie
7etn




