MEMORIA

DELL’ AB. REMIGIO DEL GROSSO

SULLE PROPRIETA DELLE LINEE DI . ORDINE CIRCOSCRITTE

AD UN QUADRILATERO, E DELLE SUPERFICIE DEL MEDESIMO
ORDINE CIRCOSCRITTE AD UN OTTAEDRO.

Presentata dal Socio Cav. Vixoexzo Fravrn
@ approvata dal Socio e Segretario Prof. Gruseers Biancar.

L inustre Matematico-Gergonne nel Volume XVII de’ suoi
Annali delle Matematiche u pag. 284 faceva la proposta de’
tre seguenti. problomi: 1. Qual ¢ I elissi pid approssimata ol
sircolo che possa ci i ad un dato q oro. 1L Qual
¢ il cono a base cireolare pite approssimato al cona retto che
possa circoscriversi ad un dato tetraedro. IIL. Qual ¢ I'elissoide
pitt approssimato alla sfera che possa circoscriversi ad un ot-
taedro dato. Qualche anno dopo la proposta di quem problemi
il Cav. Steiner si occupava della soluzione del primo soltanto,
e nel II Volume del pregiatissimo Giornale Matematico di
Crelle a pag. 64 rendeva di pubblica: ragione i risultamenti
delle sue ricerche. Ecco per intero I' articolo del Geometra
Berlinese, che mi sono studiato di voltare dal tedesco nel
nostro natio idioma.

« Problema. Qual ¢ I ellissi pit ap]:rummum al circolo
che possa ci iversi. ad un_dato q

Soluzione. (&) Per quattro pmx.h posti in una superficie
piana puo sempre farsi passare un’ ellissi, se ciascun punto &
collocato dalla parte esterna delle rette menate per gl altri tre.

(8) Tutte le sezioni coniche, che passano per questi quat-
tro punti, hanno un sistema di diametri coniugati rispettiva-
mente paralleli.
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() Tra tutte le coppie dei diamelri coninigati di una el

lissi, gli eguali formano fra loro ¥ angolo pit piccolo: ¢ I el

lissi si approssima tanto pits al cerchio, quanto pite il rapporto

degli assi si avvicina all’ unita, overamente quanto pits I' an-

golo dei. dus diametri coniugati eguali si avolcina all’ angolo

retto 3 poiché se a, b sono i semiassi dell’ ellissis ed a I'angolo
di quei diametii, si ha .
tgha="L.

(d) Quindi conseguita che U ellissi cercata & quella, & cui
diametri coniugati eguali appartengono al sistema. dei paral-
leli. Perciocché in qualunque altra ellissi i dus diametri con-
iugati, che appartengono al sistema dei parallelis non essendo
eguali fra loro, in questa i due diametri oguoli formano un
angolo. pite piccolo che nell’ altra, ¢ perd lo divisata ellissi
differenzia dat circolo pit deil’ aitra.

(e) Inoltre tra tutte le sezioni coniche, che passano per
quattro punti dati, esistono due sole parabole; e di pii uno
dei diametri coniugati della perabola essendo sempre parallelo
al suo asse, ne siegue che ghi assi di tali parabole sono pu-
ralleli al sistema dei diametri paralleli.

(f) E poiché il centro della parabola é a distanza infi-
nita, se ne deduce che la locale dei centri di tutte le sezioni
coniche suddette & un’ iperbole, i cui assintoti debbono esser
paralleli ai due assi delle parabole. »

Questo articolo del Cav. Steiner mi spinse a cercare
nei seguenti Volumi del Giornale di Crelle se per avventura
da quel sommo Geometra o da altri si fosse dato opera a
solvere i due ultimi problemi proposti dal Gergonne. Tutte
le mie ricerche perd sono state frustranee; e mon pure in
quel Giornsle Matematico, ma. eziandio nei scguenti Volumi
degli dnnales des Mathémati nella Corrisp Ma~
tematica ‘e Fisica del Quchelct, nelle: Memorie del Poncélet,
nel Giornale Matematico di Liouyille, ed in altre opere di
simil fatta non ho trovato una sola parola seritta in rapporto
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alle due divisate quistioni geometriche. Questo mi ha indotto
a giudicare che forse sinora nessuna soluzione ne abbian dato
i Geometri.

Tralasciando del totto la o delle quistioni proposts
dal Gergonne, o ho voluto, in seguito di siffatto gindizio
studiare le proprietd delle superficie del 2.° ordine circoscritte
ad un ottaedro; ed ho verificato che queste proprieth con-
tengone come casi particolari quelle trovatc dal Geometra
Berlinese relativamente alle coniche circoscritte ad un qua-
drilatero.

In questa Memoria fo presento il pracesso analitica da
me seguito per giugnere allo scoprimento di si belle veriti.
Né a questo solo mi sto contento, ma dimostro pure come
possa_coll’ analisi devenirsi medesimi risultati ottenuti dal
Ca. Steiner, applicandola alle coniche circoseritte ad un qua-
drilatevo. Divido percid questa mia Memoria in due parti;
ed espongo mella prima le dimostrazioni analitiche dei teo-
remi del Geometra di Berline, e nell’altra quelle de’ teoremi
da me rinvenuti relativamente alle superficie di 2.” ordine
circoscritte ad un ottaedro.

PARTE PRIMA.
Delle proprietd delle coniche circoscritte ad un quadrilatero.

Sieno dati in una superficie piana quattro punti 4,B,C,D
disposti per modo, che ciascuno di essi si trovi dalla parte
esterna delle rette che passano per gli altri tre, e rappresenti

() A aaxy bz 4 ey +aex+f =0

I’ equazione di una curva conica che passa per cotesti punti.
Se si pone Porigine delle coordinate (w3} (le quali suppor-
rémo rettangolari ) nel punto A, e si-assume per asse delle
ordinate y la retta AG, o intends di leggieri che, posto
KO=2k 'equazione (1) dovri essere soddisfatta dai seguenti
valori delle coordinate
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Sostituendoli successivamente nella (1), si trove

f=c, 4k +4ck=0c,
dall’ ultima delle quali risulta ¢ In conseguenza la
proposta equazione (1) si traduce in

(2) y*—aky 4+ aazy - bat+2ex=0.

Sieno inoltre (a, 8), (— o #) le coordinate degli altri due
punti B, D. Dovendo questi particolari valori di (2,y) sod-
disfare alla equazione (a), si avrd

B*— 2k +2008 4+ bo* +-2ea =0

E).
f*—akf —oad'f + ba'* —2ed =0 (E)

Risolvendo quest’ equazioni per rispetto alle incognite b, e,
troveremo

b=m-+na

e=p-+qa,
dinotando m, n, p, ¢ funzioni di «, §, o/, &, & Questi valori
cangiano la (2) in
(3) y* — aky ~+ agxy + (m--na)z* +2(p+ga)r =0,
la quale equazione a cagione dell’ indeterminata a che con-
tiene dimostra la veritd del seguente teorema:

Teor, 1. I numero delle curve coniche, che possono pas-
saré per quattro punti disposti in un pianc, per modo che
ciascuno si trovi dalla parte esterna del triangolo, che formano
le rette tirate per gli altri tre punti, ¢ infinito.

Ho dimostrato a pag. 13 della mia Teorica dnalitica
delle linee di 2." ordine che se un diametro di una conica
qualunque incontra 1’ asse delle x sotto 1’ angolo ¢, 1 altro
diametro coniugato taglierd il medesimo asse sotto un tale
angolo u, che sard definito per 1" equazione
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4) tgp=— %

purché I’ equazione della conica data

3 +7(Az+B)+Cx* +Dz+E=0 (H).
Nel caso presente si ha
A=n2a, B

—ak, C=m~+na, D=p+qa, E=0;

onde la equazione (4] si cangia in

top=—"

Facelamo svanire il denominatore da questa equazione, e po-
scia riducendone a zero il secondo membro ayremo
o=m 4 tgptef +a(tgu 4+ g +n).

Supponendo che si voglia soddisfare a questa equazione indi-

pendentemente da qualungue yvalore aver possa I' indetermi-
nata a, sard mestieri che abbiasi simultaneamente

©
o=ntgptEl.

m - tgp g

Adunque i valovi di tgg tgyp sono tali da potersi riguardare
come lo radici dell’ equazione
Rz —m

Risolvendo questa equazions si trovs
SR U T
( B =oa e
n_ Y
l BY=T5s
Sia adesso ¢ I"angolo sotto il quale si tagliano questi diametri
coniugati, e sard per le note formole della Trigonometria

sc.\e:%.

Ty

Sostituendo qui i trovati valori di {gy, tgif, e ponendo mente
che si ha
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(r+tgp) e ) =1+tg'u 4 gy - (tgu g )
si deverrd agevolmente a questo risultato
A

(©) seng = AR

Intanto I’ equazioni (5) dimostrano la verith di quest’ altro
bel teorema:

Teor. IL. I infinite sezioni coniche, le quali possono farsi
passare per quattro dati punti, hanno una coppia di diametri
coniugati paralleli a due rette di posizione invariabile.

L’ equazione (H) appartiene alla parabola quando resta
verificata I’ equazione.

Y At—4C=o,
¢ In posizione delPasse di cotesta curva per rispetto a quello
delle x & definito dall’ equazione

® gu=—1.
Quande si vogliono determinare nel numero le curve para-
boliche che si contengono mella equazione (3), bisogna sosti-
tuire mella (7) rispettivamente aa, m-+-na in luogo di A, C.
Cosi facendo Ia (7) si traduce

@ —na—m=0,

la quale risoluta per rispetto ad a porge

() =

Sieno g,, 4. i valori di @ corrispondenti a questi valori di a,
e facendo la sostituzione dei medesimi nella (8), ©
successivamente

g,

= pr+dm
tgu.=— 5+ 10
Quest’ equazioni e la (g9) dimostrano la verith del teorema
scguente :
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Teor. Ill. Tra le infinite coniche, che possono passare per
quattro punti collacati in un piano nel modo diansi descritto,
due sole possono esser paraboliche, e gli assi di queste sono
paralleli alle due rette di posizione invariabile.

Sieno (& x) le coordinate del centro di una delle curve
comprese nell’ equazione (3), e sark
(10) (y=2)* + 2a(y—y) (z—E) =+ (m-na) (x—E) —s =0
una nuova forma che potremo dare alla divisata equazione.
La identith dell’ equazioni (3) © (10) importa che abbiasi

k=n+al
pH+ge=—an—(m-+na)f
s=nu*+ aaky+ (m-+-na)&.
Eliminando a fra le due prime di quest’equazioni, si oftiene
(rr) k—n)(n-+nf+q)+mE+pi.

Paragonaudo questa equazione colla (H), si trova

A=n, B=g—k, C=—m, D=—p—nk, E=—gk

& conseguentemente

A*—4C=n"+4m>o0.
Essa dunque appartiene all’ iperbole. Tnoltre a pag. 1a del
mentovato mio opuseolo ho dimostrato che gli angoli, sotto i
quali gli assintoti dell’ iperhole tagliano I asse delle ascisse,
sono le due radici dell’ equazione

g+ Atgp+C=o.
In conseguenza gli angoli 1, ., che misurano le inclinazioni
degli assintoti della curva (1) sull’asse delle ascisse, saranno
definiti per I' equazioni sgguenti

tgu= g+ KR

i g
PR (VT
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Di qui risulta evidente quest’ altro teorema:

Teor. IV. La locale di tutti i centri delle infinite sezioni
conicke, che possono farsi passare per quattro punti dati in
un_piano, 4 un’ iperbole, i cui assintoti son paralieli alle due
retle di pasizione invariabile.

Rapp ino (&, f.) le di di un punto preso
nel piano delle coniche definite dall’ cquazione (1) La polare
di questo punto presa per rispetto ad una qualungue delle
coniche suddette sark definita_per I' equazione

o={(f+as—k)y + [ pr-matalftnaiq)|e—kicro pag).
Ora supponiamo chie vogliasi I’ invifuppo di questa retta. Po-
sendo che siano (us ©) lo coordinate dell inviluppo richiesto,
bisoguerd che sian vers le due equazioni differenaiali seguenti

de ___ po-masalfsnssg)

&= Firyieays
4o ki pa—ages
PURT T hevas—k °

minando a fra queste due equazioni risulta
(B—4)
&, 3+ B+ n

Si fa

du
du

prmay,  (8o—k)(v—nz)— kb +pa

Z lo—nZ)mriam

uo svanire i denominatori, & poscia esegnends le mol-
i i indicate o le riduzioni de’ termini simili, si avrd
un risultato dells forma

o=M. % - N(o—uf)+P,

dinotando M, N, P funzioni di g, fus ks s 15 p; g Differen-
ziando questa equazione viene
o=M—Nu,
dopo i aver divisa pel fattor comune $-Y. Quindi risulta
M
U= = cost i,

Tomo XXIV. Pt II Rr
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valore che nella | porge

P s
V= — = cost:

L7 invilappo cercato adunque & un punto, e perd risulta evi-
dente la verith di quest’ altro teorema:

Teor. V. Se nel piano delle infinite sezioni coniche, che
| possono farsi passare per quattro punti dati comunque, si
| prende un punto a piacimento, Ie polari di questo punto cor-

rispondenti @ ciascuna delle coniche suddstte passano tutte
| per un_altro punto determinato.

L’ angolo che misura la reciproca inclinazione dei due
diametri coniugati eguali di una qualunque dell’ ellissi, che
si_comprendono nell® equazione (3), si ponga = W3 e dino-
tando per H,K i due semiassi di questa medesima curva, sard
| in conseguenza di un conosciuto teorema
aHK
Bl
| Da quanto trovasi dimestrato a pag. 23 del mentovato mio

opuscalo i valori di H, K dipendono dall’ equazio

R Lemne i (1—m—na)

=V T ey

(13) sen W

dinotanda R una certa fanzione di a, m, 7, p, g. Si. sostitui
scano questi valori nella (1a), e sard agevole devenire al se-
guente risultato

e v
(1) son W = 2/
} Quando s vucls che Is fanzione sen W e quindi W #id"un
‘ masiiiem, bisogna: primamenta] J8taciliave & gec mioda cbs
resti isfs I* equazi diffe ial
3 demo W

vedere se questo valor di @ verifichi Ialtra condizione
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ﬂ‘unW a0,

Sard meglio perd render prima rasionale I’ espressions della
fanzione trigonometrica sen'W, ¢ poscia procedere alla ricerca
del mazimum. E perd si faccia

mtna—at = (a—A') (' —a),
adottando le lettere A, 4" per simboli delle radici dell’equazione
P—ni—m=o;

¢ rappresentando con @ una nuova indeterminata, supponiamo
che abbiasi

(a—2) (A —a) =0 (a—A):
il valore di @ sard dato in funzione di 6* per 1" equazione

A A6
T

Cid posto, sard facile verificare quest’ altre equazioni

(a— &) (47— o)y =E =02

Gy

BT e A
I =m—na= e s
avvertendo che si ha

m=—A1

n=A-+2a"

Sostituendo questi valori nella (13) troveremo

(A —d) 8
(14) son W= st m s«
Adesso si differenzi questa equazione, nella quale 6 ¢ la va-
riabile indipendente, & si avrd

A1 A= (1 28]

2 TR AT AP

(15) fiied G
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dizione del i converri

304
onde per adempire la prina
che sia

e

Ta seconda condizions a cui deve adempirsi, affinché questo
valore di 0 renda un mazimum la funzione sen W si & che
oW |
sostituendolo in 2™ risnlri
-
de <g-

flerenzi, percio una seconda volta I’ equazione (15), e

trovandosi

30 )[BT ) — 2 (1 A
[a = AT

il determinato valore di @ fard evidentemente risultare

i aen W

<0,

rrs
essendo A"—4'> o, Ora si sastituisca questo valore di @ nella
(14), e verrk
(16) sen W=

A=

E poichis dall’ equazione
P —ni—m=o

si deduce

sostituendo nella’ (16) si avrd

sen W =

onando questa equazione colla (6) sisulta
W=

Adunque resta dimostrato il seguente tearema:
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Teor. VI. Tra tutte Pellissi, che possono passare per guat-
tro dati punti nel modo stabilito fin dal principio di guesta
ricerca, a quella appartengono i diametri coniugati eguali che
si tagliano sotto un angolo massimo, nella quale questi dia-
metri riescono paralleli alle due rette di posizione invariabile.

Dall’ equazione (12) risulta che, posto W == 9o°; viene

H=K,

e conseguentemente 1 ellissi si trasforma un circolo. Di
qui avviene che a misura che W i a a diventare
eguale all’ angolo retto, I ellissi pilt si approssima alla figura
circolare. Ma abbiamo dimostrato che W diventa un mazimum
quando i diametri coningati eguali dell’ ellissi riescono paral-
leli alle due rette di posizione invariabile. In conseguenza ri-
sulta evidente il teorema:

Teor, VI Tra fe infinite ellissi che possono farsi passare
per quattro dati punti, quella si approssima pii allz figura
circolare, nella quale i diametri coniugati eguali riescono pa-
ralleli alle due rette di posizione invariabile.

NOTA.

Tutti i teoremi precedenti, cccetto il I e V., reggono
nella ipotesi chie sia nt<-4m>o. Sard dunque prezzo dell’
opera il dimostrare come questa condizione rimanga sempro
soddisfatta quando i punti A, B, G, D son disposti in un me-
desimo piano per modo, che ciascuno resti dalla parte esterna
del triangolo che formano lo rette condotte per gli altri tre.
Ora 1" equazioni (E) porgono

't
m = L

Ma quando i punti A, B, G, D sono dispasti nel modo dian
indicato risulta sempre
ak—p>o0,
audio in cosiffatts
n* - 4m>o0,
come dovevasi dimostrare.

Adunque sarh e
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PARTE SECONDA.

Delle proprieté: dells superficie di 2% ordine
circoscritte ad un dato ottasdro.

L’ equazione ad un sistema di superficie di 2% ordine,
che si pno far passare pei vertici degli angoli di un dato ot-
taedro, & sempre della forma

o= (a+aa)z+(b+ba)y +(c+cn)
(1) +a(e+eo)zy+a(f+f 0)zm+a(g+go)rs |
+2(k+ho)z+a(i+i'a)y+a(k+Fa)=,
rappresentando con a, @'y b, By by K date quantita costanti,
con @ una-quantith indeterminata, e finalmente ‘con L
un sistema di coordinate. rettangole aventi la loro origine in
uno dei vertici del dato ottaedro. Ed in vero I'equazione ge-
nerale ad una superficie di a% ordine & della forma seguente

( { ©0=Az*+By'+Cat+aEzy +aFav+2Gyw
2
) { +2Hs4aly 4+ aKe+ L.
Quando I’ origine delle coordinate rettangole si- pone in uno
dei vertici degli angoli del dato ottacdro, intorno al quale si
suppone circoscritta la superficie dell’ cquumm- (2)5 questa.

q deve restar PP
y=0,
per la qual cosa sark L =o. Inoltre sieno

(=3 #)s (=502 )

le coordinate dei verllcl degli altri sette angoli dell’ottaedro,
(2) passare per cosiffatti punt
tte equazioni lineari per rispetto alle indeterminate
.., K. Queste indeterminate sono nove di numera,
ma si possono ben ridurre ad otto, dividendo per A Je suddette

=
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equazioni. Le quali risolute coi metodi che & insegnano nell®
Algebra non potranno porgeré per ;\‘1, j—_{, ,,,,, a {- se non
valori della forma

P+qe;

dinotando p, 7 quantith date in fanzione delle coordinate de’
vertici degli angoli dell’ ottaedro, ed @ una fra le quantitd
B C K
TRy e >R
terminata. Quindi & vero il nostro assunto, purché perd sup-
pongasi a= 1, a' = . Noi perd riterremo tuttavia a-+a'o
pel coclliciente di z* nella (1), e cotesto in grazia della sim-
metria delle formole che dobbiamo svolgere qui appresso.

L’ equazione (1) a cagione dull’ indsterminata @ che con-
tiene rende evidente questo teorem

Teor. L Pei vertici degli angoli di un qualunque ottaedro
si possono far passare infinite superficie di a°. ordine.

B da por mente perd che se tutti gl angoli del dato
ottaedro non sono salienti, nessuna di queste infinite super-
ficie di »°. ordine, che gli si possono circoscrivere; potrd es-
sere del genere degli ellissoidi.

Rappresentino

che necessariamente deve restare inde-

=mz—+p

(8]

Pequazioni di un diametro qualunque di una delle suporficie
(1); e ponendo per bre

y=nz+q

ook (bp¥o)n 4 (gbglo)m

e=M -+ e daln =+ ([ o)m

@ o= N Lot lgrgnin (et oolm

aao+(aro)n+ (f+fe)m

e L e L

P+ ea G de e (S e m
1

al

si avri per I equazione del piano
diametro (3)

=My+Nz-+P.
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Ora supponiamo che lu posizione di questo piano pet rispetto
a quelli delle coordinate debba essere indipendente da @ :
chiara cosa & che le due prime equazioni (4) dovrannosi ri-
solvere in

SULLE PROPRIETA DELLE LINEE €C.

o ebmagm _ daVnsgm
ey e ey

Ne_ [rgatem _ _ [i+gntin
T aaendgm o dwdarfm’

Di qui risulta

bngm _ fagusim

wgm o fegadn

dinotando w il valore di queste tre
sparire i denominatori da quest’ equ
queste altre tre

azioni eguali. Facendo
ioni, se me deducono

/0= a—dw+ nle—ew) - m(f—Ffw)
) Jo=e—dw—n(b—bw)+m(g—gw)

l o= fFinlg—gw) - mle—cw).
Eliminando 7 ed n fra le due prime di quest’equazioni si ha

(ama' @) b=V w) = (e—s'w )"

M= B T e = (= S —E )

(amale g —F w) = (e—e'w)(f= ['w)
F=Fe)f—fm) —(e=em)g—5 %) "

valori che sostituiti nella terza porgono
0= (a—aw)(b—bw)(c—c'w) — (c—cw) (e—dw)*
®) — (b—bw) =S W) —(a—aw) (§—gw)’
+afe—dw)(f—fw)(g—gw).
Questa equaziotie di terzo grado in w ha tutte o tre reali le
sue radici (*). In conseguenza esistono tre sistemi di valori

(%) Sacebbe superfine il rocare qui la dimosteazione dells realith delle tre radici
el aquazions (8). Dowsa si tradice agevolmente fn quest altra




Derz? As. Remoro Dix Grosso 3ag
yeali di m; n, e percid anche di M, N cho soddistano alla
quistione proposta. Possiamo dunque stabilire la verith del
seguente teorem:

Teor. II. Giascuna dell’ infinite superficie di 2°. ordine,
che possong; farsi passare per otto punti dati, ammette un si-
stema. di diametri_coniugati paralleli a tre rette di posizione
invarigbile.

Affinché una delle superficie (1) sia sfornita di centro,
ed in conseguenza appartenga alla specie de’ paraboioidi, &
mestieri che si verifichino I equazioni seguenti

abd o+ (eeo)n - (frfla)m

o
fAflo+ (g+go)n+ (c+co)m=o0.
Quest’ equazioni si traducono nelle (5), ponendovi —w in
luogo di o3 onde I’ eliminata in @ avrd la stessa forma della
(6). Adunque sebbene all'indeterminata o si possono attribuire
infiniti valori nella (1), pure per tre soli e non pii la corri-
spondente superfioie & della specie de’ paraboloidi. Inoltre i
valori, che in corrispondenza a questi di @ prendono m ed n,
sono identici con quelli dipendenti dall” equazione (6). Ma m
ed n in questo caso fissano la posizione degli assi de’ para-
boloidi. In conseguenza & incontrastabile anche la verita di
quest” altro teorema:
Teor. 11l Delle infinite superficie di 2°. ordine, le quali
possono ci iversi ad un dato ottaedro, tre sole somo para-

e+eo - (b+Uo)n+ (g+ga)m

(X =R} (X—B)(X—C) =(X—A)(X o5 —u)*
— (X—B)(X cos e — ) — (X—C) (X cosw —¢J”

S+ 2(X cond—a)(X conp—b)(X cosz—2),

1o radici della quale sono e reali

iccame ha dimosteato il Siguor Jscobi (v. il
Gioruale Matematico di Grelle ), riducendo 4 questa equazione la soluxioue. del pro-
blema dei tre assi principali delle superficie di 2”, ordine uella ipotesi che ls mtdo-
simo sieno riterite ad o sistems di coordinate oblique, le quali si taglino rispettiva-
mente sotto ghi angoli A g »

Tomo XXIV. P 1L Ss
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boloidi ;- ed i costoro assi song paralleli alle tre rette di posi-
sione invariabile.

Sieno (&, #, L) le coordinate del centro di una qualun-
que delle superficie (1), e si dia alla divisata equazione la
seguente forma
o= (a+a'0) (s 4-L) 4= (b4-5'0) [y 4+ q)* -+ (c o) (x+E)

+ 2 (e+eo)(2+E) (rr) =2 (f+Fl0)(s-+1) (z+2)

-+ 2(g-+ge) (y+z)(z+E)—
Sviluppando i termini di questa equazione e paragonandoli
con quelli della (1) si ottiene

¢ (a+a0)l +(edo)p+ (f+fo)f=k+Eo

1) | (dFo)p+(eteo)t+ (g+go)E=i+i'e
| (e+co)E==(f+fo)f+ (g+go)p="Fk+ko
S=F(&# L),

zione & un polinomio in £, 7, £ come lo &
membro dell’ equazione (1). Eliminando o fra

Ia prima e terza, e seconda e terza delle (7). verrd

alton+fi—h _ olaflign—k

P S ey i = Iy

Evflrgn—k
TErsi—F"

byacelrgt—i
Fim il g =1

equazioni che evidentemente appartengono a due iperboloidi.
Quindi risnlta evidente il tearema:

Teor. IV. La Locale di tutti i centri delle superficie di
a°. ordine circoscrittibili ad un dato ottaedro, & Iintersezione
di due iperboloidi.

Rappresentino (a, f, ) un sistema di coordinate oblique
parallelo alle tre rette di posizione invariabile, e fra questo
sistoma di coordinate ¢ quello delle rettangolari (x,y 7) esi-
steranno le relazioni lineari che sieguono
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a=pa-+g8-+ry
y=ra+q8+ry
s=pla- g Bry.

In quest’® rlnnnom PgaTs Padsr's ;z s
quantitd indi da o3 onde do nella (1) i
lori che esse forniscono per z, y, =, & ponendo mente che
assi delle nnove coordinate sono paralleli ad un sistema di
diametri coniugati, si avrd una trasformata in @, 8,y della
forma seguente

o=(P+P'a)y + (0+Q'0)# + (R+R'o)a
+a(T+Ta)y+a(U+Ua)f+(V+Va)a.

appresentano

Siono (8%, 1') lo coordinate del centro di una delle super-
ficie in questa equazione, computate parallel

alle tre rette di posizione invariabile; e verrd in seguito di
un ragionamento analogo a quello, che abbiam fatto prece-
dentemente ,

(Quest’ equazioni appartengono a tre iperboli riferite agli as-
sintoti come assi delle coordinate. In conseguenza risulta evi-
dente quest’ altro teorem:

Teor. V. Le projesioni della locale de’ centri delle super-
Sficie di a°. ordine circoscritte ad un ottaedro fatte nei tre piani
digmetrali, che detorminano i diametri coniugati paralleli alle
tre rette di posizione invariabile, sono iperboli conichz, i cui
assintoti sono paraileli a queste rette medesime.

Sieno (2, u, #) le cunrdumc di un punto preso a pia-
ceré nello spazio, ©

PP P P
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al sistema degli assi obliqui paralleli alle tre rette di posi-
sione invariabili. In questo caso I'equazione del piano polare
corrispondente al punto (A, g, ») sard

o=[(P+P'o)2+T+T o]y +[(Q+Q'a)a+U+1U's]8
- [(R+R'6) 2+ V- Vo] a4 (T+T a) v+ (U+U'a)p
+(V+V'a)a.

Dilfe jando questa equazi lati all’ ind.
nata o, ed liando a zero il cosffici differenziale che
ne risnlta, si ottiene
® | o=(P'v+T)y+(Qu+U")8+ (R 2+V')a
| +TetUp+Vi.

Si moltiplichi questa equazione per @, o sottratta dalla pre-
cedente porge

o=(Po+T)7+(Qu+U)g+ (Ri+V)a

T+ Up+Va.

(9)

L inviluppo di tutti i piani polari corrispondenti al punto
(& 4> )» © relativi alle infinite superficic di a°. ordine rap-
presentate dall’ equagione (1), sarh dunque determinato dal
sistemadell’ equazioni (8) e (g), ciod sard una linea retta.
Di qui il seguente teorema:

Teor. V1. Tutti i piani polari relativi alle infinite super-
Jficie di o°. ordine circoscrittibili ad un dato ottaedro, e cor-
rispondenti ad un medesimo punto posto comunque nello spa-
zio, si tagliano lungo una stessa. linea rotta.

Sieno P, s i3 s 7 1/ due sistemi di diametri conin-
gati appartenenti ad uno qualunque degli ellissoidi (1), ed
A, B,C; A, B, G gli angoli sotto i quali si tagliano a due a
due i sispettivi diametri di ciascun sistema; e si avramno le
seguenti relazioni :
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@ m e =
% 2 sent A o 2 o/ sent B+ 2% /A sent O
= gi* n* sen* A ~+ §* 1 sen>B 4 * 3" sen® C.
Quando si suppone che @'
dentemente si deduce

W/, da quest’ equazioni evi-
sont Al sent B - gon3 @ = B A £ e b Vil
C et
dove ponendo per brevitd e maggior comoado di algoritmo
H =sen*A' + sen* B’ —+ sen* G’
@t =g (1 —e)
Y=g (1—e2)s
verra

__g[(3—e)aent A e (1 =2
(10) H=2lli=cienhwli=e

on® B

Ora immaginiamo che i diametri coniugati §, 7, diventino

paralleli alle tre rette di posizione inyariabile; e diventando

quantith costanti in seguito di questa ipotesi le tro funzioni

sen A, senB, senC, cerchiamo che cosa debban diventare ¢ ed ¢

onde la funzione H sia un massime. I indubitato primamente

dover esser e ed e fali quantitd, che debbono verificare si-
le due equazioni di condizione

(11) a0 L

T =01

erenziando la (10) successivamente per rispetto ad eed &
si ottiene

[ A _ —iBe[ (1) (sent A ok (1) 1ot C) — a (1—e) sen" B
P T—e—a

B (rmet ) (00" B e (1—e) 4802 C) —a(1—e* ) aon® A
o W= =)

dalla semplice inspezione do’ quali risultati si argomenta non
potersi soddisfare alle (r1) se non che supponendo
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(13) o éd=a,
ovveramente
g § e oA (i seneC) —afi—sY sewB= o

{ (1—e*-re*) (sen*B -+ {1—e*) sen*C) — af1—e?) son*A =0,

Ritenendo i yalori di ¢ ed ¢ che somministrano I' equazioni

(13)5 se con
(@): (@) =)

si rappresenta cit che diventano in tale ipotesi

SH PH PR
de * At dedd

o le seguenti equazioni

— #(sen* A — sen* G — 2 senB)

(55) =— (sen* B+ sen* G — 2 sen* A)

le quali dimostrana essere H un massimo nel solo caso di
sen*B > o

sen'B <+ sen*C —asen*A >0,

Asen*C—a

S poi I equazioni (14) si risolvono relativamente ad ¢ ed ¢,
i valori che esse porgono per tali quantiti non soddisfano af-
fatto alle condizioni di massimo o minimo, In conseguenza la
funzione H oyvero il trinomio

sen® A' + sen* B' + sen* G’
ssimo, se non che nella
ting pa-

non pud altrimenti diventare un 1
ipotesi che i tre diametri eguali dell” ellissoide div
ralleli alle tre vette di posizione invariabile. Di qui risulta
manifesta la veritd del seguente teorema:
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Teor. VIL Se i diametri coniugati eguali di qualoheduno
degli ellissoidi contenuti nell’ equazions (1) si tagliano a due
a due sotto angoli massimi, cié non pud avvenire se non che
diventando paralleli alle tre rette di posizione invariabile.

Pel centro di uno qualunque degli ellissoidi circoseritti
al nostro ottaedro immaginiamo che si tiri un piana paralle-
lamente ad uno dei tre piani, che determinano le tre rette
di posizions invariabile: questo piano taglierd la supexficie
anzidetta secondo uma conica ellittica. Siano @, & i diametri
coningati di questa conica paralleli alle corrispondenti due
rette di posizione invariabile; A Pangolo che ne misura I"in-
clinazione; ed A’ sia V'angolo sotto il quale si tagliano i dia-
metri coningati eguali della conica divisata: chiara cosa &
che fra siffatte quantiti ayrd lnogo la relazione seguente

sen A= 232tk

oniamo, come abbiam futto qui inmanzi,

w=g(1—e)s
o sostituendo nella precedente equazione sard agevole tra-
durla in quest’ altra

senAl= 2irAKI=C
Quadrando questa equazione viene

sent A

sen® A o

o
=2}

onde volendo che sen A’ sia un massimo, deve verificarsi Iunica
equazione di condizione e=oc. Di qui il seguente teorema:

Teor. VIIL I diametri coniugati eguali delle sezioni ellit-
tiche fatte sugli ellissoidi (r) con piani diametrali parallell ai
piani, che determinano le tre rette di posisione invariabile, si
tagliano sotto angoli massimi nel solo caso, nel quale siffatti
diametri riescono paralleli o quelle rette.
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La figura di un- ellissoide si approssima pint e pitt alla
figura sferica n misura che gli angoli, sotto i quali taglian
i suoi diametri eguali; pit si approssimano all’ angolo retto.
In conseguenza fra molti dati ellissoidi quello si approssima
piit alla sfera, nel quale gli angoli che misurana le reciproche
inclinagioni de’ diametri eguali, sono altrettanti massimi. Ora
nei nostri ellissoidi questi angoli non possono diventar mas-
simi, se non che quando solamente i diametri coningati eguali
diventano paralleli alle tre rette di posizione invariabile. Adun-
que stabilivemo quest’ altro teorema:

Teor. 1X. Tra gl ellissoidi compresi nell’ equazione (1)
quello si approssima pitc di ogni aitro alla sfera, nel quale i
diametri coniugati -eguali riescono paralleli alle. tre rette di
posizione invariabile.

VEE €0,




