SOPRA
L’ ANALISI LINEARE
PER LA RISOLUZIONE DEI PROBLEMI DI L° GRADO
MEMORIA I
DEL S0CIO E SEGRETARIO

PROY, GRUSERRE BIANGHE.

A prosciuive o compicre la trattazione dell’ Analisi lineare
secondo § principj © sviluppi, che furono esposti nell’ antece-
dents Memaria, dobbiam ora occuparci del caso in cui il nu-
mero delle incognite superi quello dells equazioni di condi-
sione; il che faremo nel seguents

§. IIL

Dell Analisi lineare indeterminata.

a5, Ritenuto 7 il numero delle incognite, sia m—1 «uello
delle equazioni esprimenti le condizioni tutte coi dati del
problema. Una delle 1 incognite nel corrispondente problema
determinato, per esempio la ., si consideri indeterminata ,

A

Avremo quindi le m—1 equaz

ay woby it

s T

(1) Y. 1a Mom, I. el T. XXII. parte matematios, pag. 184, della serio di questi Volumi.
Kk

Tome XXIV. Pt IIL
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dalle quali {§. T.) ricaveremo i valori

Had
Te =5

[
Vs

A

essendo A% B, ... Q' funzioni doterminate razionali ed espli-
cite degli r, s delle equazioni (1) o della 2> ma non con-
tenendo V' alcuna delle s'. Percid, qualonque sia la z., -
gencralmente la V' non: diviene mai zero, ¢ cionullostante i
valori di ciascuna delle x,» x w—s 8010 tutti indetermi-
nati dipendentemente dalla z,.—, che entra nelle A',B',...Q" |

—w

D’ altra parte ammettendo, benché non sia fra le condi-
#ioni date, anche I'ultima dell’cquazioni (1), questo pud farsi
teniondo per arbitrarie 16 sy si B is sness S che sono di |
numero si-t. Ora queste arbitrarie si prendano tali che ne ven-
gano soddisfatte le m--1 equazioni A=o, B=0, ..., R=0, V=c.
Da cid ne viene ugualmente che ciascuna delle m incoguite
Ly> Ty 0y +'as « Ty CBprimesi colla forma indeterminata §, ed
anzi ¢ tale assolutamente qual dev’ esseres ¢ mon gid solo ap-
parentemente, ossia per un fattor comune che sia =o. Dun-
que il problema indeferminato in questo caso, benché non
lasci conoscere alenna delle z,s....x.—,» richiede perd, nel i
paragone col pienamente determinato che una parte dei coef- §
ficionti e nominatamente 1 gy s B> + 0 es S SOddisfino
alle relazioni A=oc, B=o,,

. V=o0: ossia dall’'uno all’al- |
tro problema passa la differenza che nel determinato tutti i
coefficienti, di numero m (m--1), sono indipendenti fra lovo 1
e qualunque, mentre nell” indeterminato i coefficienti liberi {
sono di numero (m-+1) (m—1)

26. Abbiansi m—a equazioni lineari ed m incognite, ¢
consideriam indeterminate le ;s .—.. Ne dedurremo

Gy meby HyLlliiip, Tea=dT

(69)

g A0 By By i D =

posto
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o T By — o Ty} 81 == §y = Fy e — 1 Emmg 3 CEC5

e dalle (6o) ze=tys m=Tsete; ze =

Si avri pure in questo caso dalle (r)

¥ B0
S i et et

¢ il numero de’ coefficienti indipendenti fra loro melle (1)
sard (m--1)(m—a), mentre gli altri di numero a(m~1) si
considerano arBitrarj. Una metd degli ultimi si ha dalle equa-
zioni A=oc3; B=o0; 3 V=0 come nel caso antecedentc;
ma di piit ora pud aversi eziandio dalle (59) V'=o, e avver-
tendo che V' non contiene alcuna incognita, laddove A'; B, ...
contengon ciascuna la x._,» come A", B",
le ;pm_,‘ Zmes che non fettano V"

ad m—n equazioni ed m in-
cﬂglut(., osserviamo :h:: m—n di queste si esprimeranno de-
ducendole dalle equazioni

» P contengon

by T =y CRe

(61)

N Bumrs To = Bty %y
ove pongasi

=

— Fa Traer — o Tz ™ R U R

e potremo aver sempre
A=o, , R=0, V=0; V

B=o,

le quali serviranno a determinar un numero m—n dei coeffi-
cienti arbitrarj delle (1), avendosi poi il numero de’ cocfi-
cienti indipendenti = (m-1) (m—n). Una parte infinc dei
coefficienti arbitrarj, di numero 7z (n—1) rimane del tutto li-
bera, e pud prendersi o pincero, senza che ne venga perd
mai determinata aleuna delle m incognite.
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28. Nelle cose dette racchiudesi generalmente 1" amalis
lineare indeterminata. Due sono dunque i modi di concepire
la soluzione dei problemi di questo genere, soluzione che pra-
ticamente non puo effettuarsi in aleuno; consistente 1"uno di
quelli in considerar ciascuna delle m incognite esplicitamente
Bt

rappresentata dai valori 71, 22, col comune denominatore

T
Vel esplicita @ nota funzione razionale dei coefficienti dello
m—n equagioni dates consi 1 altro iderar cias

scuna delle i fncoghite rappresentata dalla forma indeterm
nata o comune §, la quale venga somministrata dalle rela-
zioni A=¢, B=o, .
di numero m—-n; ossia, cid che & lo stesso, in assumere o
formar arbitrariamente le n equazioni lineari non date, e as-
soggettando i coefficienti di esse; in pumero m—-n, alle in-
dicate relazioni. Convien pero confessare che questa scconda
maniera di concepir la soluzione del problema i inato
non & che una veduta analitica, giusta soltanto in generale e
speculativamente: poichi quanto al modo concreto e partico-
lare essa 1, come in appresso riconosceremo, per la
natara e forma dell’ equazioni stesse A=o0, B=o, etc., che
non consentono la determinazione di aleuno dei coeflicien
arhitrarj; laonde questi invece sono da ritenersi tut ulli
insieme colle introdotte n equazioni. E quindi 1’ nnico modo
di svolgere con ulteriori considerazioni e praticamente I ana-
lisi lincare indeterminata riducesi al primo degli accennati.
2g. Richiamiamo dalla (19) il valoe di ri, che & quello
di V. da cui per le permutazioni si deducono quelli
R, Q, P,....,B, A. E poiché ciasouna di tali quantiti dev’
essere = o indipendentemente dai fattori comuni tra 'V ¢ le
Ay By oy Qs R oall’ uopo di mostrarne indeterminata. cia-
scuna incognita, cosl porremo

.y R=0, V=0, ..




(
(62) ! Q=—(a by ey Ty 1y = (B0 e Ty8) s (03 6

(04)
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V= (aheanpr)= (e gr)aai— (oo dgr) et
R= (abyéymndy

<o) Tame=0

(bt o8 ) s == (88 8 i A= e i) e

)=

7Y —

L e

10 superiore per m dispari e coll'infe
Se fosse richiesto di determinare L mi--1 coeflic
Tass Suys T AVEE

1Mo qui appUnty M--1 equa-
Tinati, © quindi. swremmo in tn caso di analisi deter-
minata: ma di pil in questo caso ciascuna delle m—+1 equa-
gioni manca di uno dei detti coefficienti, e percid sarebbe
questo un caso speciale di analisi lineare detorminats
yiene qui come se nell’ equazioni (1) si avesse

a=di=

Osserviamo le conscguenze di tale ipotesi nell” equazioni ().
In questo caso notabilmente si semplificano tut
del

le formole
2 soluzione determinata e abbiamo (Mem. L §. g9.)

63)

Pz = Bamr g
dalle quali viene Ja relazione

el ey
el ket g e G

ed altre simili proprieth emergeranna dalle per ioni per
le s ....deys dys ete Siha pure
( (ad)= @b.;  (hed) ={(ad) b+ (be)d;
(a;e)= @it ete.
(bo)=—rc. b,
(asd)= ad Jdye) = (6;dse) by — (b dye)es
(bd)=—d.b, —(biesd) ess

etc. ete.
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30. Ad esempio siano le equazioni a tre incognite

bo oy o =5,

8, X+ 6T =

B2y, 3, =5,

e i valori di ciascuna incognita (Mem, L §. 16.) si avranno
tosto ridotti come segue

s by e 30 0 By ba €4 82

E qui a digressione analoga mi risoyviene Pelegante soluz
del problema nellAlgebra &’ Eulero alli Numeri 619. 20. ¢ a3
ove si abbian le equazioni in numero pari a quello delle in-
coguite, ma con due incognite soltanto per ogni equazione e
della forma

ke

n ’ z+zx=mn
1 3 ‘
stty=n Jadztrty=n ‘; aty=n
o

dalle quali si trae
abc=—aea

T T abeat

r=

per due incognite

BER SRS Tk atee

Y
c!c—nb#—b’
y=n. gz

g, abe=dewc)
Z=R Slewa
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®
3

pabi i e

abed —abd4ab—1

C T abed—1

per quattro y
abed—abotbe—c

P abed— e

y . abed =bod4od—d

& abod—

e quindi per m incognite

abedivir—aedirad = e

A atedrwt
abed i abd.o vt abeiiirm i e
T abed....r1
abeds .t e GBC T abef et e
— kst {2 < abef.
Whed g
ete.

valendo il segno superiore per m pari e I’ inferiore per
dispari. Eulero non va oltre i valori e le formole per tre
cognite, lasciando per ventura che il lettore ne tragga
ne vegga tosto gli uni e le altre nel caso

AR Pl s piit particolare di tre incognite
al 1. grado, ¢ per una facile applicazions geometrica, siano
le tre cquazioni

( zy=u } e
5 ot b
O s s 7 (% onde
[ y+z=c )

e rappresentando con =, y, 5 tre differenti rette, se ne do-
mandi il triangolo di data superficie = s.

Primieramente il triangolo sard possibile e determinato
per le (65), qualora perd soltanto sia, com’ & noto, la somma
di due fra le x, y, % in qualunque combinagione, maggiore
della terza. Si ha diffatti
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valore di s che non:pud essere quar
positivo ciascuno dei fattori w4y —2, T+z—y, y+2—%;
mentre se due di essi per la detia realtd si assumessero ne-
tivi. nascerebbe I"assurdo che uno dei lati, p. ¢. x,sarebbe
ad un tempo <z—y e <y— =, ossin di ugual segno le con-
travie diffe » che & if contraddizi

1l triangolo in 2.® luogo, che abbia per lati le tre retto
ay by e, & sempro possibile, la somma di’ due lati, ossia ci
senna delle quantith 2 & +-y—=2; BY=&-+=3, aZ-Fr+y o
sendo evidentemente maggiore del terzo lato: e infatti si ha
in questo caso

g T

A-ﬂ)[ﬂd—ﬁ—:)tn:v—(—ﬁ)"*i—!—ﬁl = S .

0 7}
i reale, ove non sia

espressione di s in z, y,  assolutamente reale.
Che s¢ in 3.° luggo pongasi
g =, ;

—z=0

(66)

i
il triangolo colle tre date rette & ', ¢ & nullo di sua natura,
paiché abbiamo

& por essere dalls (B6) ... @'+ —¥ nel qual e
punto le tre incoguite x> ,: T. del num. prec. acquistan la
forma ed espressione indeterminata §, come tosto apparisce
loro valori

==Y
e e T ol P
=

50 ap-

ponendo
b, a, +1 £q

o=b=—1I-

E di vero abbiaino qui tre incogite, ma solo due equazioni
diverse, Ja seconda delle (66) non distinguendosi dalla somma
della prima e terzd: di- esse.
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Pertanto; raccogliendo, il triangolo, colle ‘tre rette qua-
lunque z, y, = per lati, & possibile o no sccondo che abh
o no la somma di due di essein ogni combinazione maggiore
della’ terza; & perd sempre possibile il triangolo che abbia
per lati le rette w-+y; -2, y-+5; ed all’opposto & sem-
pre impossibile, come di superficie zero, il triangolo che abbia
per lati le rette x—y, x—z, ¥ Di questa guisa mi
sembra che debba estendersi e completarsi il noto ¢ comune
problema della Geometria pitt elementare.

32. Un altro esempio di equazioni lineari, che spettano
all’ analisi indeterminata, benché il numero delle equazioni
eguagli quello delle incognite, si ha nelle seguenti

T4+ y=oz

(©7) z+z=by

y+s=ax.

Facciasi u=x-+y--z, € ne viene

dalla terza  w=(a--1)x ;  ossit.....
dalla 2. w=(b+1)y =
dalla 1t w=(c+1)z =

Percit sommando
e

: : ' g
A ey, danl e

e () e (bt )
Questa relazione sussistendo fra i coefficienti a, b, c, i osservi
che la 1.* delle (67) & inclusa nelle altre 2.* & 8."; cosicché
in tal caso fion si ha propriamente che due equazioni fra le
tre incognite, e il problema quindi & indeterminato di swa
natura. Che se i tre dati a, b, ¢ dovessero essere qualungue
e indipendenti fra loro, il problema ne diverrebbe d'impos-
sibile o nulla risoluzione, a meno che non fosse u=r—y-+z=o.
Tomo XXIV. P II. L1
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E gid questa equazione si verifica sempre, avendosi parzial-
mette w=o03 y=03 3==o. Infatti per essere nelle equazioni
del num. 16, { Mem. L*) is;==s,=s,=0, 56 né trae z.=x,=z,=0.
& solamente ciascuna delle incoguite diviene =§, quando sia

— (et e (et
o b

c Perocché fatto o,==—¢3 by=—0>3 a.=a3
doita,=b,—b,—¢,=c,=1, & ammessa la precedente re-
lazione:fra_a, 0 ne tisulta =0 il denominator comune delle
incognite ., &, ¥,, ossia nel nostro caso quello delle .y, z.
Dunque il problema « trovare tre numeri, le cui somme due
4 due siano multipli o summultipli dati del terzo » & inde-
terminato o impossibile e nullo. Tn gencrale un problema di
analisi lineare apparentemento determinato diverid indeter-
minato ogniqualvolta una o piit delle m equazioni non & o
non sono se non combinazioni delle altre equazioni, ossia sus-
sistono identicaments con esse; il che avviene per una o pii
relazioni particolari che sussistano fra i coefficienti a,, @, ete.s
b,, cte.; e questa conclusione & 1" inversa dell*altra per Ia
quale speculativamente riducemmo all’ analisi lineare determi-
nata i problemi della indeterminata.

33. Prendiam ora di nuovo a considerar le equazioni
A=0c, B=0, ....., R=0, V=0. Sonc esse di numero
m—-1, quante ciod le arbitrarie G s buss T Sy
e tuttavia non valgono a far conoscere alcuna di tali arl
traric, attesa la mapcanza in tutte di un termine noto
s, 0, e s(), fanzione ciod determinata dei dati coeffi-
GHONHL By» @y sorv: Bums Do By sivee By €te. I git por essero
appunto s ..#i=o0, e dalla forma generale del
valore di ciascuna incognita nell’ analisi lineare determinata

(1= 5t

50 ne ha SeMPre @y = by == et o T Ty T Sy =V‘,’, =
Quindi, come nel caso precedente ( num. 32.) che ora gene-
ralizzinmo, o deve porsi realmente e, =bp—i= ..... =
Foey = Symi =03 il che torna lo stesso di considerar nnlla,

teymine  per termine, I* equazione emmesima introdotta; o
ciascuna delle dette arbitrarie a,—.,ete. deve considerarsi
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essa pure, al pari: delle incognite &, ... ., come Lna in=
determinata ed espressa da § per la coesistenza dell® equa-
zione V'=oc, che & una relazione fra i coeflicienti noti
Bus Gy +rr Gns by etes Dungue anche nell’ analisi lineare
determinata, ¢ valé a dire nell equazioni (1) (num. a. Mem. L.*)
maneando tutti i secondi membri, o avendosi s;
o, sark pure =o il valore di ciascuna  incognita

2y e quindi per nullitd di risoluzione il problema
i fin che perd i coefficienti dati @y a,s ... @y bys 10,
Fu—; siano tutti qualungue, ossia liberi e ::
Conciossiacche nel easo che tali cosfl fino all’eqoa-
sione V=0, il problema invece rinseird indeterminato per
essere ciascuna incognita = § assolutamente. Che se poi sus-
sista la V . o anche sia nullo sempligemente un fattore
di V non comune ad A, B, ...., R, sci chie siano in pari
tempo =0 tutti ¢ ciasouno dei termini noti S, 8y seas
allora il problema & impossibile, non per nullitd di risoluzione,
bensi (num. 4. Mem. 1) per una specie di assurdith esprossa
dalla forma del valor infinito delle incognite.

34. Poich¢ dunqgue alla trattazione -dell’ Analisi lineare
indeterminata nella generalit dei casi mon pud servire che
il primo dei due metodi accennati al num. aB., ad esso & ne-
cessith ricorrere nella cercata soluzione dei relatiyi problemi.
Contuttocid le formole dell” Analisi linpare determinata che
ottenni ¢ preseritai nella Memoria L* giovan qui pure a rac-
chiudere ed esprimere i procedimenti- generali del calcolo e
le relazioni delle quantiti date e incognite. A dimostrar cid
incominciamo da un caso particolare, e sia quello di quattro
incognite; fra le quali abbiansi da prima le tre seguenti
equazioni :

s

Ty

]

[ GaZe by, oty 2, = dyy = 5,
(68) i @) g = by by 2 = d iy = 5y

Ay =+ bz, + ¢,z - dym =5,
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fo=s,—d, 3 5 —d, z33 Si=s,—d,
E introdotti nelle (68) li <, .c',, 4y sciolgansi tali- equazio
per le tre incognite ., 2,5 z,. Avromo (Mem. L* num. 16.)

Pongasi

= (&), _tmesy, o (hed
= (abe)? = Tdmbe) o iabe)

E svil do e rid lo col rime per li ¢ i rispettivi
A T pe
valori, si ottiene
(o, 2,0} (o hd)

T M O )
men) | (med)
(69) s (ol ™ (5,5, %
o (o) _ (hed)

\ ke — (aha

In secondo luogo fra le stesse quattro incognite sussistano

solaments le prime due (68) ¢ fucciasi

—yxy—d, zy .
)

T @R

So—Comy—domsy &

8i ha ,

Ty

SEns
Dalle: quali equazioni, svolgendo i secondi membri o rimet-
tendovi per i & i rispettivi valori, si ricava:

2= B0 = (aoin— (s d)n

(z9) e S (B )a e (B )y

E finalmente, qualora fra le quattro incognite non sussista
che la sola prima- delle (68), ne risulta immediatamente . . . .

Za" vy
Ty = ] ovvero

— o — o7
1) 7, = BB .

35. R liamo da «queste determinazioni che I” espres-
sione o il valor esplicito di' ciascuna delle incognite, scelte
in egual numero a quello delle condizioni o equazioni del
pm!)lcmu lineare indeterminato, si ha esso pure sotto forma
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lineare; e vale a dire che cinscuna delle altre incognite e
indeterminate vi si trova al primo grado e in termini di una
sola dimensione. Inoltre si osservi che nel detto esplicito
lore delle incognite, uguali in numero all® equazioni date, il
termine noto altro non & che il valor dell’incognita rispettiva
nel caso che il problema fosse determinato; il che natural-
mente risponde al supporre eguale a zero ciascuna delle in-
cognite ecceden o delle equazioni, ossia che restano
indeterminate. T i coefficienti di questo nel valore di quella
sono essi pure quantith note ed esphcne, rumposte cmc de1
dati del problema, ded dosi poi le
dal termine moto colla semplice permutazione degli s dells
equazioni primitive nel rispettivo coefficiente che ivi ha I'in-
eu;,u‘\(a ¢ indeterminata che si considera. Rispetto da ultimo
ai segni osserviamo melle (69), (70) e (71) che ogni termine
affetto dalle incognite indeterminate & di segno contrario al
termine noto: Iaumlc concludiamo da tutte le circostanze e
regole avvertite che la risoluzione di un problema lineare ind
terminato si riduce sempre ad una o piis equazioni della form

(73) Ly =G sees = ) e — Al

intendendo per als"), alx7), ecc. il termine noto & del cor-
xispondente problema lineare determinato, eangiativi rispetti-
vamente Ii s nelli 7 nei gy e cosi di seguito.

36. Benché la conclusione precedente siasi dedotta dalla
considerazione del caso particolare di quattro incognite, non-
dimeno essa & generale, ossia regge per m incognite ed un
foni lineari, e pud esser dimostrata,
come dicesi, a priori. Imperocché facendosi dipendere nel
modo praticato la soluzion del problema indeterminato da
quella del determinato, esprimendo cioé ciascuna delle m—n
incognite pei dati del problema e per le n incognite Tima-
nenti, & da riflettere che li 5@ o li s accentati sono funzioni
AW B
Vo r Ve ?

Tineari di queste ultimo, come i valori A ete. delle
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delli st e quindi le m—n in-
lineari dellé restanti n. D'al=
tronde il valor esplicito di ciascuna delle m—n dev’ esser
tale che, supposte =o tutte e ciascuna delle: ry ne- risulti il
valore dol problema determinato o dedotto, nella stessa ipo-
tesi, dall’ equazioni. date e di egual numero m—n: percid il
tesmisie. noto di ciascuna incognita non pub essore: che qncilo
inrtcates dallatcortiaponds ione determinats
sare, ove per la fatta ipotesi non entrand li s accenta
wdifferente di prendere fra le m—n incognite e
determinabili le une anziche le altre di tutte ¢ m mc,nguite
del problema; ¢ conseguentemente nel valore di ciascuna
delle m—n, scelte in generale ad arbitrio, il coefficiente di
ciascuna delle n ind i sard tale da ini: il
denominatore del termine noto quando fosse = o I’ incognita
principale e ne prendesse il posto P'indeterminata i cui trat-
tasi il che non importa che una semplice permutazione dei
coefficienti deli’equazioni-date nel numeratore del termine noto
e realmente: si considers. B riguardo infine ai segni egli- &
wo dal valore delli s accentati che i termini affetti
ndeterminate n nell” espressione di ciascuna delle m—n
debbono tutti aver segno contrario a quello del termine noto.
37. Gio dimostrato, sia ora nelle equazionii (1) { dellosquali
non amwettiam sussisters; che 1& prime di numero im—n) &
il cosfficiente numerico. dell’incognita @~ (s 45 ¢ distinto al
solito. dall’ una all'altra: equazione coi NUMEE 0y Ty 2yeme AT
al piede. Per le:suesposte ragioni si ayri:

S (0 e o ) ({0 B o) i v b b ) Ty 8y B ) i)

Ry (TR B 7]

e T |

T I T (L Y TSy oy
{n=2) Ta, Ey

ko) T s -

T (LT e

L E |

@b ]

Bl e by €

e (L

— Flhe..

Dyt k)T

[CLETT L)
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valenda il segno superiore per m—n pari e 1’ inferiore per
m—n dispari. Tal & dunque il valore che hanno le incognite,
in nurtero m—n oguale a quello dell’equazioni date, espresso

per le n e arbitrarie. E tale
per conseguenza  la risoluzione. del problema lincare ind
terminato e pilt generale, non trattandosi in questo cho
esprimere appunto aleune qualsivoglinno delle incognite. pei
dati del quesito e per le altre incognite che necessariamente
e per le sole equazioni di condizione restan libore a poter
prendere ogni valore. Una siffatta risoluzione mancava, per
quanto io mi sappia, e non trovasi esposta da vernno degh
Autori ‘e libri di analisi algebrica elcmentare, né poteva essa
raggiongersi fuor che derivandola come abbiam fatto dalla
soluzion esplicita e generale del problema lineare determinato.
Egli ¢ questo pertanto un altro vantaggio delle generali. for-
mole ( Mem. 1.° num. 16.) che porgono il valore di # inco-
gnite da un egual numero di equazioni e costituito dai coef-
ficienti di queste con semplicissima ¢ determinata legge; ed
ora egli & pur manifesto che tatte lo soluzioni dell” Analisi
lineare, siano cioé di problemi o determinati, o piucché de-
terminati; o indetérminati scaturiscono, come da sorgente unica,,
e percid si vacchiudeno nel solo teorema o principio che fu
dimostrato al num. =

lineare indeterminato le m
incognite possano esser qualunque e non soggette ad’ altre
condizioni fuori delle m—n equazioni; per ciascuna delle n
cognite arbitrarie il problema stesso pud ricevere infinite
soluzioni diverss, o quindi per tutte le n arbitrarie in gene-
rale, come apparisce dalle (73), il numero delle soluzioni sari
n volte infinito, Oltre perd le condizioni intrinseche, onde le
gansi_per equazioni le incognite ai dati, altre cond;
son richiedersi, estrinseche e speciali, appartenen
specie particolari delle quantith in questione, donde v
non nasce aleun vincolo novello di azione fra dati ed in-
eognite, ma restringon i valori possibili di queste entro




aBe
certi limiti dipend o dall’ equazioni stesse del p
Il numero delle soluzioni viene allora cor ndentements li-
mitato, e di leggieri pure il problema non ammette soluzione
alenna; il che perd deve intendersi relativamente solo alle
dette condizioni speciali. Riduconsi queste dalla comune: degli
Lgnlmsu al caso ¢l incognite debban essere numer
o positiviy o I'uno. e I* altro insieme. Cid non cangia
le altre dizioni e il numero m—n dz_lIL

che le espri ; ma s’introduce in esse per Pag-
condizione un tale ostacolo e impedimento vicendevole
fia lo incoguite, per eui, oltre al limitarsene il numero dello
soluzioni, si esige altresi una particolare sagacit di metodi o
di artifici uu”'ullcnu‘lc, per lo che dice a'ragione I” Enlero
che « cette partie de Uanalyse sert beaucoup & aiguiser Uesprit
des: commengans et & leur donner-de I adresse dans Ie calend. »
A proceders. tuttavia colle debite avvertenze in questo sog-
getto di indagini tratteniamoci ancora in aleune contidsrazion,
39. B primieramente a risolyere il problema lineare in-
Satasaltato 6 pitt generale colle incognite intero e positive
si richiederchbe d'indagare e stabilire i rapporti che debhon
sussistere fra i coefficienti delle m—+1 incognite in ciascuna
delle (73), o almeno in una di esse, per dedurne i criterj
della possibile risoluzione ¢ i limiti della medesima. Ho detto
almeno in una di esse, poiché. trovati i valori delle n inco-
gnite arbitrarie che rendon intera e positiva, per esempio, la
2, & chiaro che la completa soluzione si otterrd da quelli
soltanto de’ precedenti valori delle s arbitrarie, che sommi-
nistran numeri interi e positivi eziandio per ciascana delle
0y %ay fi10 all ey Convien perd confossare che in
tanta generalitd di concetto e di rappresentazion algebrica
delle quantith non & per ayventura da sperare di ginngere
per questa via, comecché la pii conforme allo spirito e an-
damento dell’ Analisi, allo scopo che sarebbe di risolvers di-
rettamente coll’ accennata condizion delle incognite intere e
positive le. equazioni (73) miel lara complesso, e di fissarne le

Saraa L ANATIST LINEARE €C.
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norme di applicazione ai casi ¢ problemi puticolari. Egli &
in vista di tale compli della soluzione di-
retta e generale che gli Ar sta parte del caleolo
seguon tutti il metodo inverso, qual & di pracedere dal par-
ticolare al generale. Primo di essi il B st di Meziriac pe
venne di re compintamente I* equazion li
a due sole incognite e coi coefficienti qualunque

(74) ax—by=c

e il suo metodo, giudicato da Lagrange, che ne rivendicava
la prioritd, quanto ingegnoso e diretto, altrettanto elegante
generale, consiste nel derivar la soluzione dell (74) dall’altra

gx—by===1

e determinando in questa il massimo comum divisore di'a ¢ &.
Il Lagrange medesimo nel §. HL delle: sue’ belle Annotazior
all’ Analisi ind inata d’Eulero p do colla eleganz
di lui propria la soluzione compiuta della (74) in numeri
teri e positivi, dichiarava perd di non averne cangiata in
fondo la soluzione del Bachet. Ma pite fece il Ruflini, riv-
scito ad estendere il metodo di Bachet, variato di forma da
Lagrange, ad un’equazione lineare con un qnalunque numero
& incognite. Tinperocche, dimostrato che un’ equazione

(75) Az+By="P

non pub risolversi

in numeri interi per @ e y se i coefficienti
A, B ¢ P non abbiano un massimo divisor comune per eni
ridurli a numeri primi fra loro, ed eseguitane la soluzione
con questa condizione, il Ruffini con analogo procedimento
risolve in numeri interi e positivi I" equazione
(76) Az+By+Cz=P,
indi 1" altra
(77) Ax By + Cz4-Du=P,
sempre che o tutti i coefficienti A, B, C, etc., P abbian un
massimo divisor comuve, o almeno fra il massimo divisor
Tomo XXIV. Pt II. Mm
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comune di A, B e i éoefficien €, P si trovi un
fattore p:
|n.m:.atc & dai risultamenti otténuti, ossia per induzione, che
medesimo. & applicabile per la chiesta soluzione
jone linearé di un numere qualunque a1 &in- .

cognite, e percid ad una delle nostre (73), per esempio alla
| prima, posta sotto la forma
/ (s brecis hyis k) Zaguony
(28) {2 [ bornvind) B oo A (@ Dby 1) Fs ]

= (ab.... ki s).
Avvertasi di pit che qui anzi abbiamo i coefficienti A, B
delle due prime incognite ridotti algebraicamente ai minimi
termini per la $comparsa del massimo divisor comune (Mem. I
‘ num. 14.); per lo che algebraicamente la (78) & risolvibile
, in nameri interi e positivi. Cionondimeno quando vengasi a

caso: pratico. e particoluxe, ciod a valork dumerici di A, B, se
|‘ questi non siano aritmeticamente primi fra lovo e restande
I interi ghi altri coefficienti €, D, P della (78), la soluzione ri-

chiesta sard impossibile. Dipoi sussiste sempre la difficolti chie,
risoluta pure la (78) non & sciolto ancora it problenta lineare
indeterminato e generale, che richiede la soluzion complessiva
delle (73), e non di una sola, in numexi positivi ed interi.
Seegliamo ad esempio lo tre equazioni numeriche =
i quattso incognite, proposte da Ruffini (Alg. element. nuwm. 139,
| pag. 171. ), che tacendone la soluzione le offre allo studioso
per esercizio ¢ come applicazione del suo metodo ai Varj casi.
Sono esse le seguenti:

( B0z - 20y - S0z + 151 = 375

79) 84x 4 105y + 145 +~ fou = 364

2647 = 48y = 3oz 4+ 2ru = 669.
Sii ha I soluzione della prinia s womeri interi e positivi dal
sfare al complesso e a ciascuna ordinatamente delle con-
ioni -
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=t —5z—ar; g<37%;

y=5z— t +3r > a5 £

8
{3) w="75—ay r<s

t =3¢

75

>0

Fra { limiti di g se ne ottengono 63 soluzioni differenti, che
sottopongo in una tabella, ¢ possono verificarsi corrispondendo

una goluzione ai valori di ciascuna riga orizzontale.

g | ¢ v ‘ u % ¥ z
P (o T [ e (e
80 | 25 | a | 35 a ' '
do 15 4 ‘ 15 I a a
8t | a8 | 5 | a3 | m a2 3
T T L [ 1 5 1
8a a1 5 11 2 4 1
32 &1 6 11 1 a 4
32 21 g f a1 1 5 a
33 | 24 | 4 | o | 3 3 1
gyl o Fre2 1 4
33 | a4 | ® 9 | a 4 | a
33 | o4 ‘ 7 h 9 1 a 5
33 [ a4 | 8 [ o ' 5 | 3
Bl el s 9 ‘ T ‘ :
34 | oy | 3 7 4| a '
3 [ar | 4| 7| 3| o
34 | a7 | & | 7| 3 3 5
34 | a7 | ® 7| s 1 5
34 ‘ a7 7 7 | 2 4 3
3 | a7 | B 7 | n 7 :
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7 u z ¥ x
i A 6
7 1 8l 4
1 8 a
e | 5
5 a a
5 i 3 3
5 3 G b
5 2 i 6
5 2 4 4
5 a z 3
5 ' 2 7
5 1 5 5
5 T 8 £l
5 I i 1
3 5 1 a
3 4 a 3
3 4 5 1
3 3 3 4
3 3 6 a
3 a 1 7
3 a 4 5
3 a 7 3
3 1 a 8
3 a 10 T
3 ] 5 6
3 1 8 4
3 1 11 a
T 5 ¥ 8
1 5 4 I
' 4 a 4
' 4 5 a2
3 3 3 §
1 3 6 3
1 a 3 8
T 3 E
ol B
1 a 7 | 4
1 1 2 9
: s 10 2
' ' 5 7

0

i

4
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Per la seconda equazione (79) debbono adempirsi le relazioni

y=1t—4r

81

\

e queste somn

( t =52 —qu—ag
z=3g+7u—5a

nistrano soltanto le tre sol

interi e positivi che seguono:

1t g=
2.t =16
L8 =18

=

=%

q<206;

> 0 r<%
=2 >+
>!m-—3w

zioni in nomeri

e e e R

E da ultimo per la terza equazione (79), risolubile in numeri

di condizioni

| z= ar
y=6¢
t=5q —

Fe=0 -

\
ne risultano le

1} p=1ch; v

S b (o]
33 =108
45 =110
5% =110

6t =rir

S

—11r

o
(B2) T
o= 7p — bbg

=223 — ap

vi, avendosi da soddisfare al segnente complesso

p<irig;

> 954 r<
LS &
=

sei soluzioni diverse che qui presento:

= 735 g=18; r= 03 w=11; =

8o
= 8

=101
=101

=108

=19
=10
=4
=a5

=al

=8 1=9 = =2
=7 =7
—ic 3
=18 o= 3

=g =T

1; y=3; a=1
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Allorche duaque lo tre equazioni (7o) si prendono separatas
mente una dall’ alira, come appartencssero a_tre problemi
differenti, ne abbiamo in tutto, a numeri positivi ed interi &
colmetodo di Ruffini;7a soluzioni. Per una sola di queste,

Ja sedicosima della prima_equazione, abbiam trovato una dells
quattro incognite, la y=o. E qui oserviamo che il cato

delle incognite ‘mulle & compreso necessariamente nel metodo
praticato, poiché la condizione delle quantiti positive o ne-
gative espréssi rispettivamente dal segno > o oppure < ©
include sempre di propria matura eziandio lo zaro, che. non
& numero ma_terming comune alla serie de’ numeri positivi
o a quella o’ negativiy né saprebbesi forse esprimers in cal-
colo generale o algebrico una quantith non <o ovvero non >0
per-escluderne lo zero. Quindi mi-sembra -una piccolissiina
inesatterza di linguaggio nel Ruffini (ehe pur era si petspi-
cace ed acuto nel rigor dell’ idea ¢ della Famta) il dirsi da
lni (Alg. nam. 150. V. pag. 170-71) w che il numero delle
soluzioni sarebbe stato maggiore, e si avrebbero ottenute
queste ulteriari soluzioni, ponendo lo espressioni; a cui lo 7,
¥4 5 ete. si uguagliano, non < 0.

41. Che se ls tre equazioni (79) dovessero sussisters in-
sicine, come app allo stesso problema, ficilmente ora
vedrebbesi che tale problema non ammette soluzione a valori
positivi ed interis perocche niuna delle tro soluzioni prece-
denti doll’ equazione 3.* ¢ comune nel valor delle incogrite
ad aleuna di quelle dell’equazioni 1> 3.* Ma se ogni volta
che nn. problema lineare indeterminato conduce a pin di ung
equazione dovesse corcarsenc la soluzione a questo modo,
solvendo clod separatamente ciascuna equazione © rilevando
pascia. fra tutte la possibili o separate soluzioni se alguna “ye
W ha di_comuni, sarebbe indagine troppo lunga o faticosa.
e formole del mio metodo prestandosi alla risoluzion imme-
diata 4ol problema o caso complessivo sisparmiano tale fatic
deducendosi da esse a colpo d*ocehio nella specialiti de’ pro-
blemi, sa questi ammeitano o no Ja cercata soluziona a-numer:
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ineri & positivi per le incogrite. Gési nell’csempio precedente,

ossia cond do il probl alle’ tre (79) i
a un tempo; o queste. conformandosi alle ([)5) dd Nam. 33.,
si ha la e i di esse i e dalle

(69) . Posto p(.lt:mbn @y I=Ly T TYy =S85 X33 per
semplificazione di caleolo divisa la prima delle (79) per 5, Ia
secondu per 76 I terza per 3, onde abbiasi
= b h= g a=toy di=8; s= 75
ey

ay = HE ST

6 =10 d=7

solati con questi valori numerici i coeflicienti (a, 8, ¢),
(@ by d)y (@ crd)s (0,6 ), (@ bss)s (ar6:5) € (Brcrs),
Ie (69) in questo caso divents

¢ 10348.2 = 6rgas — 1208 u
(83) 10348,y = 14356 — 4B16 .1
16348 # = 16576 — 18480

delle quali si scorge tosto che al minimo valore

i a per u=1 il valore della y & gid
frazionario e che quindi esso mon pud mai divenir intero,
impiceiolendosi anzi col valori crescenti di z Danque il pro-

interi e positivi per le sue quattro incognite. E
cosi nell” addotto esempio toccasi con mano, che sebbene un
problema lineare indeterminato possa ricevere un grandissimo
numero di soluzioni particolari u valori positivi e interi delle
ncognite nelle sué singole equazioni, tuttavia nel complesso
di quests pud rinscir insofubild mella stessa cond spe-
ciale delle incognites e conchiudendosi il contrario nell'inversa
proposizione, € “pal & dive cfie ogni solnzione comples
un probléma Tinears indeterminato a valori positivi ed interi
delle incognite & sempre una soluzion particolare di c-asunm
‘equazione (|1 €580,
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4o. A fissare ora le idee sul modo analitico
ed effettuare la risoluzione dei problemi di primo grado, in-
determinati ma coi valori delle incognite interi e positivi, Ti-
flettiamo che il caso generale pin semplice, come il pitt vi-
cino all’ Analisi lineare determinata, & quello di un- numero
m— 1 di equazioni date, ritenuto sempre m il numero dells
i s %y BLOL, In questo caso la soluzion com-
ples: & coll indicata condizione speciale si otterrd, ove sia
possibile, da un numero m— 1 di equazioni, & due sole in-
cognite ciascuna, conformi alle (69), iderate sussistere
insieme, le quali potranno esprimersi dal sistema

i concepire

{ Ay + A, =V,
By ) Mmem A ae =T
f ete. ete.

U Ayx, - A = Ve
componendosi gy Aps Auis V., etc.y V.—, immediatamente
e colla nota legge daiicoefficienti numerici delle equazioni
date. Similmente nel caso di m— 2 equazioni del problema,
si ha, per risolverlo complessivamento, un egual numero di
equazioni a tre incognite, conformi alle (7o), e che possono
in generale rappresentarsi dal sistema

Bip—s + By sk Ay T =
B, ey + By Fs + A e = 3,
| etc. ete.
\ Bz + Bz, + At =5

(8

e cosi di seguito, finchd por m—n equazioni date si avri un
similo sistema di m — n equazioni, ciascuna ridotte a conte-
nere sole -~ 1 incognite, & saranno queste le (73). Notisi
ancora che all’ aumentare la difficolti della soluzione col nu-
ognite nelle equazioni ridotte dall’uno all’altro
G ; S

mero delle in
caso, diminuisce o si semp
dei coefficienti di tali equazioni; in guisa che li A,, A, etc.
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delle)(84) sono men eomplicati dei By, By, ete. 8, cte. delle (85);
laonde il caso generale realmente piti ardno e a cocfficienti
pitt semplici & quello di una sola data equazions con m in-
cognite, qual & per quattro di queste il caso della (71).

43. Finalmente vediamo pure un esempio di una solu-
sione complessiva, facilitata dalle nostre formole, e prendia-
molo nell’ elegante problema d’ Bulero ( Elem. d’ Algebra:
Analisi indeterminata: Cap. 1l. num. 3c.) in cui cercansi tre
numeri positivi e interi, tali che moltiplicandone uno per 3,
il secondo per 5, e il terzo per 7 abbinsi la somma dei pro-
dotti = 560, ¢ che di pilt moltiplicati rispettivamente pei
quadrati di 3, 5 e 7 formino la somma dei muovi prodotti
= 2920, Si ha dungue a risolvere le due equazioni che sns-
sistono insieme

3z + 5y -+ 7z = Sbo
®6) ! gz - 2dy -+ 49z = =2920.
Riduconsi  esse immediatamente alle due
) { (ab)z, (@, 35)— (@ ¢) %
3 (@, b)wy=— (b; §) +(Bs c) 2,
e fatto in queste @, =323 X, =y; H,=2; € composti coi
dati delle (36) i coefficienti (& b), (@5 ¢); (8 ¢)s (@ 5)s (855}
se ne ha tosto
Sy =630 — 14z
B

nelle quali a colpo @ occhio rilevasi che z dev’esser multiplo
insieme di 3 e di 5, ossia di 15, Ma per la prima delle (88)
y comincia a divenir negativo da z=45. Dunque avremo
due sole soluzioni che saranno

1t per z=15 ....... a'per z=30
y=28a y=4o
=15 x =50

al qual noto risultamento ci ha condotti, non la cosi detta Regule
coeci, bensi la facile applicazione di un’Analisi diretta e generale.
Tome XXIV. Pt II Nn
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