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% In una mia Memoria pubblicata nel Tomo 31° del Giornale
del Signor Crelle di Berlino, ho espresso il volume del solido
terminato dalla superficie di guarto Ordine, luoge geometrico
della projezione ortogonals del centro. dell’ Iperboloide a due
falde su i piani tangenti, per mezzo di un Integrale definito
semplice senza avvertire, che questo integrale pud ridursi ai
trascendenti ellit Mostrare come possa effettuarsi una tal
riduzione & il principal oggetto di questa Nota. Prima per altro
accennerd per maggior chiarezza aloune cose esposte in detta
Memoria.
2% L equazione dell’iperholoide a dune falde con Porigine
al centro, ¢ riferita agli assi principali 2a, 2d, ac nella direzione
delle coordinate , y, 7, sard

ove ac rapp P asse . Combinand
mente 1" equazione del piano tangente, e della perpendicol
abbassata dal centro su questo piano, otteremo, come ho fatto
vedere mella citata Memoria, I"equazione della nuova superficie
projezione del centro su i piani tangenti: questa sard
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(28 g e 28 ) = 2t — et — By
Una tal superficie dotata di centro, ¢ limitata in tutte 1é di-
rezioni & somigliante a quelle; che nelle figure curvilinee ha
la lemniscata, ed il centro sard un punto doppio della superficie
ove passeranno due piani tangenti. Per le sezioni principali nei
piani xz, yz otteniamo due curve di quarto ordine

(s fp=ds—as, [P+ )P=cs—by

le quali sono il Tuogo geometrico della projezione ortogonale
del centro di due iperbole sulle sue tangenti: queste iperbole
sono evidentemente due sezioni principali dell” iperboloide a
due falde. Per la sezione principale nel piano zy si aved la
curva imaginaria

(& 4y = — @z — by

il che prova essere il centro un punto dal quale partono le
due superficie chiuse eguali, e simili fra di loro. B facile di-
mostrare che gli angoli @, §,y formati dal piano tangente la
superficie nel centro con i tre piani yz, a2, zy sono determi-
nati pel doppio sistema di valori

oosa =k oo, cesf= )
o °
Y = TE )
quindi il centro ¢ un punto doppio. Se alle coordinate ortogonali
2, ¥, 3 si sostituiscano le polari r, p, ¢ ponendo
Z==rcosp, ®==TSENpCOSg, X = TSEnpsenq
avremo per I’ equazione polare della superficie
7* = ¢*cos* p — a*sen® p cos* g — b sen® p sen’ g

della quale faremo uso per la risoluzione del problema propostoci.

3°. La formola per la cubatura dei solidi in coordinate
polari &

V=1 /frsenpdpdy.
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In essa sostituendo il trovato valore di 7, si ha

V=1 [ fsenp dpdq/( e cos’p — a* senp cos’g — b seripseny ).

¢ 1" in
ione, a cu
evidentemente

€'cos® p > (a* cos’ g == bisen*q) sen’ p

grale all’ intora superfioie dovremo cercare !
& soggetto il valore di che porge

ossia
a* coi® § - B sen® g i
cotp Ly Bty
& percid esegnendo una prima’ integrazione relativamente all*
angolo p, i limiti delle coordinate positive, saranio

== Pﬂ“m“‘"g(V{nnmﬂq+anm'y1)
e quindi g compreso fra i limiti =0, g=}, d’onde molti-

plicando 1" integrale per'8, si otterrd I"intero volume V termi-
nato dalla superficie in questione: pongasi adungue

p=uretng (g )

si avrd
V=3 [P senp dpdq/(c*cos'p—asen'p cos’g—b* senpsentq)’.
Per eseguire una prima integrazione relativa alla variabile p,
facciamo per breviti
A=¢, B=atcos’q+ bsenrg, P=/(Acos’p—Bsentp)

W = fsenpdp/(Acosp—Bsen'p) = [P'senpdp
avremo dai noti metodi d° integrazione

Py IBP i

w:_‘{'ﬂ’ ~+ 1ETer mi‘:g—,lng [P+ cospy/(A-+B) |
I angolo p, soddisfa alla condizione

o e

Via+B) By *

quindi facendo p=p, il valore di W divienc
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w =3B log(1/BY
B/ (A+5)

cosi per p=o sard
= 3B /R 38 =
w_=4‘1ﬂ + B o e [+ (AHB) ).
Dalla differenza dei due in
ALK 3BL/K
Wt

4 onde per la sostituzione dei valori di A, B, si ha

rrali si ha I integrale definito

3B VK 1/ (AB)
-+ g 198 (—Vﬁ—)’

_ o _ Be(atcortya
W=y — leleelerie

e

3(a*cost g - P aentg)t lo“(nr‘»[/[f-ﬁ—«‘cﬁ‘qq—b‘ .
T +acor g+ Poewq) 08 |7 (@ o  + P sou

Moltiplicando il primo e secondo membro per dy, ed integrando
entro i limiti, g=0, g=}=, si avrd

V=g [l wWidq.

Eseguendo le integrazioni mei termini di forma razionale, e
ponendo per brevitd

___ (atcorg o Baewtgp __ o |/ (¢ atoovtg - Paentg)
Qn_j/((‘-‘-n‘cm‘q-l-h'mn‘y)’ Q= L (aFcost g + bieen g

otterremo facilmente
V=12 — 2HEE B o [0, Tog (Q) dg -

Questa espressione alla quale giunsi nel paragrafo 17° della
mia citata Memoria si puo ridurre ai trascendenti ellittici nel
modo seguente:

4°. Supponiamo &> b, e si prenda

5 at—=1 s Bt
s R g

Bakr=1, A=}/ (1—k*sen*q)
avreimo
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V(¢ a* cost g + bsent g ) = A/ (a*+c%)

@ onde elevando al quadrato

atcostq + bsentg = (@ -+ &) A'— 3

quindi facendo la sostituzione completa nel solo valore di Q, si ha

P o T T W - 7T 7.2
< A (@) A

Osservando poi ¢he
(a%ct) At —c* = [ A/ (at4c%) ) (A (@) — )
ne segue che fatto per brevitd

14.:’:—2:"‘

sard

0=}/ (23=0). le(@=4lg(REZT)

La sostituzione dei valori di Q,, log (Q) dard

ST Qo Q) dy = £ ST o (325) 4

Infine se a cos*q si sostitnisca 1—sen*q e si ponga

m—f " g (2

= A
L7 Qlog Q) di= s [ Vem2ala—) U= U}
Cosi il probloma riducesi a calcolare integrali dil forma U,
5°. Tufatti se & prende I’ integrale
o= ek 1 mA e &
=/ s (5553) 4

¢ si differenzi relativamente al parametro m, come in un in-
ale somigliante ha [utto il Sig. William Roberts di Dublino,
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2 T

ove sostitnendo
1—m*
si trova

— m*) (cos*q + sen*q), 1—

B ey

ES

Prima dintegrare osser
per ¢io conver

mo che nel nostro caso, m>r1, mk>1,
serivere

=—0

4V, i= P
i S e

Effettnando I integrazione indicata si ha

e quindi

Il secondo membro

b dente ., ellittico: di prima
specie; e potrd ridursi alla consneta forma. data da'Legendre
ol porre

mk
e perd

ovvero per la notazione di Legendre
U.==F (% ¢),

ove @ sard Pampiezza, ¢ &' <1 il modulo.
Dapo I integrazione dovri sostituir:

* at= '
(BT A LT

m=

%) Liouville, Journal de Mathématiques 1846, pag. 163.
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il valore di

Nora sors’ Esenessione ‘ece.

seng=p = ey

iamo dalla differen-

Nella stessa guisa per I"integrale U, ab

i
J,w’ santq dg

o (T—m - mieny)
utegrare il secondo membro convien fare la separazione
tormini per mezzo della divisione, il che porge i

ltiplicando. per dg, ed integrande abbiamo come sopra

e
=(3% = St i prroT it

pure la moltiplicazione per dm, e la consueta sostituzione

di mk' =, di Pintegrale
o L)
o5 — 5S4 (1 —Ksen ¢}|.
grale che trovasi nel secondo membro & un trascendente
ellittico di secorida specie, & si rappresenta con il simbola

E(X,$)» quindi i
A
=

U, =—

& sostituendo nuovamente i valori di m, X' si ha

o [".L/u-;e: Bl En {0

Applichiamo ora lo stesso metodo alla ricerca del valore di U,
©°, Differenziando al solito relativamente ad m, si troverd

A Tl ik o |
g L I

Dalla di

senby

ione deduciamo

nty  (1—m?)

(r—ni*)
=R T ARG w e m e g)
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Moltiplicando per dg, d integrando entra i limiti g=c. =4,
avremo
4y . g
A== 'l—r BT wE R
Qui pure nell'integrave relativamente ad m pongasi nell’espres-

sione irrazionale mk = Tv‘“ si trover:

facilmente

e [ e ey e

Se nell’ integrale del secondo membro si po

V(1 —R=sen’ §)

in

esso si syol

[ltretit — % ok Gk [

mo evidentemente

Ora per i primi due integrali abb

B_F (k). [t =

by

come per il terzo, facendo per brev
P o
AL

conyiene ricorrere alla formola generale data da Legendre, cioé (%)

Alcosgsen—g=(an—3)Z.,

2, & sostitniti i valori di Z,, Z, si trova

(1K) (21— K (3 1)

ove fatto n

sentgig _ seageorgdl _ albHYER,g) (9= F (1, )
e ST e T e e

Da queste espressioni dopo la riduzione e sostituzione di
K*=1—1F otteniamo

"m\‘ﬂ’f’ﬁ —

J( (k' aentg)tdg

L ultimo termine per ln sostitusione dei valor di #ssengcosd, dard

(*) Fonctions elliptiques. Tom. 17, pag. 12.
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quindi & che il valore di U, diviene
U-—v[ abe i Lo _‘l
4= T SR @R SnE ami kR
aGHRERLE) _ FEg)
i e -2
Sostituendo nel secondo membro i noti valori di m, & &, abbiamo

== i clnalb—de'—gas-517)
—al T SeF

(P oo AR o) (A B
o [ A A LR

Cosi gli integrali U, U,, U; trovandosi espressi in trascondenti
ellittici di prima e econli specie di_modulo »z':l&%’;ﬁ; D

di ampiezza
¢ = are..sen (

:
72
hcilmente la riduzione som
rappresenta la cubatura del solido di cui

2. Tnfatti i valori trovati di U, U,

nell’ ultima formola del parag. 4° avremo
S log(@)dg =5 | ¢laab—de+3a30) |
i ;(_d‘v’:f_‘:“’)l (K@) + S/ (arre?) (EZF=22)E K, 5),
quindi I espressione di V gid trovata al parag. 3°
y (@t x
V=12 ) o S0 leg(0) dy
diviene finalmente

L T

per Iintegrale, che
parlato.
U, si sostituiscana

+ F. 2y/(@+e) [o—t—a* | E (¥, )
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Il primo termine rappresenta I” ottava parte del volume di un
ellissoide costruita sopra i medesimi seminssi @, &, ¢. Quando
a=25si ha k' =1, e percid

E (k)= [df cosp=senp=rt

F (k) = [t = log (FE32) = 4 log ((Sm=s) .

ovvero
F (K, ¢)=log (!@t_‘)
d’ onde
xats

v=rf ez

2 e log (Ver)

A questa formola si giunge cgualmente per mezzo del pri
tivo riportato valore di W, mentre per e =14 le due quantiti
Q,,Q del parag. 3° divengono

Q = Lty

el
g e

In questo caso V sard il volume generato dalla rotazione dell’
area della curva
(28 =yt ) =t — aty*

attorno I’ asse rettilineo ac.

Firxne della Parte I. del Tomo XXIV.




