INTORNO ALLE EQUAZIONI FONDAMENTALI
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Aw]ene non di rado che i nuovi ritrovamenti mediante

i quali fi acerescinto qualche ramo delle Matematiche appli-
ne

cate, non appajano subito nel concetto e nella esposi;
Shombiiy superfluita o lungaggini. La complicazione de’ pr
cedimenti analitici pud giungere anche a tale da non parer pii
possibile I'andare innanzi: ed & invece allora che talvolta
scopre un punto di vista pitt generale, si concentrano molte
particolaritd ¢ si forma una teorica compendiosa e cosi bene
assicurata da infondere lena per ulteriori progressi. Sarebbe
desiderabile che questo avvenisse anche per le ultime aggiunte
fatte da moderni Geometri alla Meccanica razionale: & quanto
a me direi che il modo di riuscirvi 1’ abbiamo nelle nostre
mani: resta a vedere se altri vorranmo essere del mio avviso.
Serissi pit volte mon parermi necessario il crears una
nuova Meccanica,’ dipartendoci dai lominosi metodi della Me
tica di Lagrange, per rendere ragione dei fenomeni
pitt intimi del moto dei corpi: potersi piegare que’ metodi a
Tomo XXIV. P I f




2 Isronxo arte Egquaziom ec.
tutte le esigenze della moderna fisica matematica: essere an
questa la vera via da tenersi, perche, sicura ne’suol principj,
conduce a sicure conssguenze, ¢ promette ulteriori & grandiose
conquiste. Perd stettero e mi stanno auche attualmente
contro autorith ben rispettabili, davanti alle quali io dovrei
darmi per vinto, se la bontd della causa avesse ad argomentarsi
dal valor scientifico del suo patracinatore. Ma comecch? i
posso rinunciare alla mia persuasione, credetti convenisse fare
v uovo tentativo, riunendo in questa Memoria i mici pe
sieri sull’ argomento e procurando di esporli con tale accur:
tezza da conciliar loro I attenzione dei Geometri. Perocché
mulo accorgermi ora che ne’ precedenti miei scritti
ke e et esposte con sufficiente maturiti: ve ne
ha qualeuna troppo spinta, ve ne ha qualeh’altra ancora troppo.
timorosa :
messe, perché non tendenti direttamente allo scopo: e a p
forte ragione quelle altre che quantunque necessaric conseguenze
di supposizioni allora tenute per vere, stante I’ interpretagione
da me data a qualehe passo d’insigne Autore, non mi sentirei
ora pitt di ripetere e di sosteners dopo che quelle supposizioni
mi apparvero false o per lo meno dubbic ( Vedi il detto
nel T. VI del Giornale dell’L. R. Lstituto Lombarde pag. 3a8.).
La ragione in forza della quale, anche piit che per I’ ele-
ganza e grandiosith de’ processi analitici, ip preferisco agli altri
tutti in Meecanica i metodi di Lagrange, si & perché veggo in
essi I'espressione di quella saggia filosofin insegnataci da Newton
che parte dai fatti ‘per- salire alle leggi, ¢ qu discendere
alla spisgazions degli altri fatti. Fondare ls formols primordiali
sopra ipotesi anche benissimo ragionate, ma che mon ricevono
conferma se mon per una lontana corrispondenza con aleuni
fenomeni osservati, ottenuta scendendo dal generale al partico-
lare, & a parer mio non cautelarsi abbastanza, & un tornare in
certa manicra alla filosofia di Cartesio o di Gassendo: giacche
il magistero della natura nei minimi spazj nei quali noi pre-
tendiamo cogliere il lavorio delle azioni molecolari, sarid forse
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assai diverso da quello che noi possiamo rappresentarci per
mezzo di i i e dai nostri sensi contemplando gli
effotti in E fosse pur anche piccolissima questa dive
sith: una deviazione affatto insensibile nei primi elementi che
bisogna intendere moltiplicati a milioni a miliardi prima di ve
nire a dimensioni sensibili, pud essero il lontano principio di
Ma coi metodi di Lagrange mettendosi a calcolo
azioni delle forze interne, ma i loro effetti, i quali sono
ben noti e nulla risentono dell’ incertezza intorno al modo
d’agive delle cause, non pud restarci alcan dubbio sull® esat-
tezza dei risultati. E vero che I' immaginazione nostra riesce
meno soddisfatta, perché non le si concede di
primissime origini dei moti intestini nei corpi

ire fino alle
ma che percio

rezza delle deduzioni. To qui potre
assai noti, i savj docum
seienza d

vipetere, se non fossero
ati coi quali Newton richiamava
fatti i filosofi che prima di lui aveano lasciat
troppo libero slanci

E notisi che io non intendo per questo proscrivere i det-
tati della Fisica mode intorno alla costituzione int
corpi ¢ alle azioni molecolari

erna dei
5 penso anzi recar loro il maggior
do e equazioni degli equilibrj e dei moti siano
stabilite sopra prineipj inconcussi, per aver messo a calcolo-ef-
fetti certi pinttosto che ipotetiche espressioni di forze, credo
lecito cercare di ricostruire da capo quelle equazioni mediante
supposizior torno a queste azioni molecolari: e se ci riesca
per tal modo di ridurei a risultamenti identici con quelli che
sappiamo in anticipazione esser veri, credo che quelle ipotesi
acquisteranno cosi tal grado di probabilita quale non potrebbero
a gran pezza sperare altrimenti. Allora la Fisica molecolare
nzi colle sue deduzioni,
purché, fatta esperta ‘Al aberrasioni di alouni antichi pensa-
tori troppo arditi, si risovvenga di cercar tratto tratto nell’ os-
servazions quei richiami ohe stanmo 1 per avvertivla se mai
deviasse.
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Taluno potri qui obbiettarmi essere questa una sapienza
assai veechin, si da non valeve la pena ch’io me ne facessi
nuovamente promulgato; ma che le mie belle teoriche ven-
gono poi meno alla prova, giaccht il Poisson ha assicurato
moires de I Institut de France T. VI pag. 361, 4oo;
Journal de I Ecole polyt. cah, XX. pag. 2) che la maniera
lagrangiana di scrivere gli effstti delle forze per meazo di equa-
zioni di condizione ( quella maniera qui proclamata siccome
I’ unica idonea a tener conto dei fatti anziché delle cause ) &
troppo astratta; che vi ha bisogno di una scienza piii vicina
alla realtd delle cosey che quella analisi estesa ai corpi della
natura deve essere rigettata come insufficiente. Rispondo. che
io pure riconosco star ¢ui il nodo della quistione. Essere poi
o no una millanterfa 1" asserzione che i metodi Lagrange
bastino a tutto, ed abbiano anche in se tale potenza che s’ag-
guagli alle possibili- ulteriori ricerche, questo & cib che dovra
decidersi pitt tardi, e innanzi darmi torto, si troverd giusto di
lasciarmi esporre: tutto cio che ho raccolto a mia: difesa. Spero
mettere in ehiaro nella seguente Memoria che I’ unico motivo
pel quale la Meceanica Analitica parve restar addietro nella
trattazione di alcuni problemi, fi che Lagrange nello scrivere
dell’ equilibrio ¢ del moto di un corpo solide; non & disceso fino
ad assegnare le equazioni spettanti a un solo punto gualunque
di esso. Se questo avesse fatto, e lo potea henissimo senza

: dai metodi insegnati nel suo libro, sarebbe giunto pron-
tamente alle stesse equazioni cui arrivarono con molta fatica i
Geometri francesi del nostro tempo, e che ora servono di base
alle nuove teoriche. Perd yuello ch® egli non fece, perch la
morte lo tolse alle scienze prima che avesse finita la sua grand’
opera, pud esser fatto da altri: ed ecco I’ assunto intorno al
quale arrischini qualche tentativo fino dagli anni 183a e 1835
(Vedi la Memoria della Meccanica dei corpi z estesi
inserita nel 1° Tomo degli Opuscoli matematici e fisici; Milano,
Giusti; 1832: e Ualtra Sulla nuova analisi per tutte le quistioni
delle Meccanica molecolare inserita nel Tomo XXI di questi Atti. );

5




Maxoria pen Sio. Dotron Prora 5

Nel mentre poi colla segnente Memoria mirerd di nuovo
allo scopo ora divisato, procurerd di ra "lzm-’mnc anche
altro. Dimostrata rigorosamente in piit Ilmng : I* equazione
generale della Mccmmc.. scritta colla notazione del colo
delle variazioni, pel caso i un sistema qualunque disoreto di
corpi considerati siccome punti in cui siano concentrate diverse
masse, animati da forze csterne attive e soggetti anche a forze
interne attive e passive re da essa e passare alle
formols spettanti all’ equilibrio e al moto di corpi estes
condo le tre dimensioni; & questo un passo assai duro per chi
voglia veder le cose con chiarezza e non si accontenti duna
mezza i:m.lligcnza Uno de’miei primi tentativi intorno a questo
argomento puo vedersi nella Memoria Sui principj della D> 4.2
di Lagrange pubblicata in Milano fin dall’anno 1825, dove ho
esposte in proposito aleune idee giuste, ma con accompagna-
menti o troppo complicati o superflui. Vi tornai sopra nella
Memoria posta nel T. XXI di questi Atti, e credetti avervi
fatto un notabile guadagno, introducendo non poche sempl
cazioni ed abbreviazioni: ma poscia mi accorsi della possibilita
di ulteriori miglioramenti che fard entrare nella presente. Di
grande vantagzio & sempre la cura di chiariv bene lo idee in-
torno alla natura delle diverse quantitd analitiche e allo spirito
doi metodi: e che anche da questo lato rimancsse qualche! cosa
a fare; ne lascers il giudizio ai lettori intelligenti,

Lo studioso s” accorgerd ch’io mi proposi anche altri fini
col presente lavoro, avendovi stabilite varie formole che pos-
sono servir di punto di partenza per indagini ulteriori. Di uno
som voglio tacere ed & quello di ridimostrare ( Capo V), adot-
tando le idee meglio assicurate forniteci dalla fisica moderna
torno ai fluidi, le equazioni fondamentali del loro moto. Im-
perocché essendomi io oceupato a lungo in altri miei seritti dei
problemi della idrodinamica ( Vedi i due primi volumi delle
Memorie dell’ I R. Istitato Lombardo) mi si obbiettd pote
quelle mie deduzioni essere in difetto, visto quanto ebbe o
dire il Poisson intorno alle equazioni dell” idrodinami

se~
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Ora io eredetti poter dimostrare che le considerazioni del Geo-
metra francese in questa civcostanza sono corse troppo. innanzi,
che non ostanti le sue obbiezioni, la teorica fond. le del
moto de’ fluidi rimane a tutta prova quale I¥Alembert ed Eu-
lero I’ hanno stabilita, quale fu riprodotta dallo stesso Fourier
coll'aggiunta di altra equazione dedotta dalla teorica del calore,
la quale perd non & necessario aver riguardo nelle questioni
pitt ovvie della scienza delle acque. Per questa parte la pre-
sente Memoria serve di sostegno e di complemento alle altre
testé ricordate.

Intorxo auve Equaziox: ec.

CAPO L
Noziont precisiznant (*).

1. Bisogna distinguere con aceuratezza il corpo dallo spazio
da esso oceupato. Questo spazio & sempre un’ estensione con-
tinua che possiamo concepire formata dalla congerie di infiniti
punti geometrici ( cosi denominando noi per comodo gli ele-
menti dell’ estensione ) posti in assoluto contatto gli uni degli
altri, senza aleuna benché minima interruzione. Non badiamo
a quel dilemma che dice: o questi punti sono inestesi, e al-
lora la loro aggregazione, per quanto vogliasi accumulata, non
dard mai 1’ estensione: o sono estesi, e allora un numero infi-
nito di essi darcbbe sempre uno spazio infinito. Secondo la
vera metafisica degli indivisibili insegnataci da Cavalieri, con-
viens considerare dapprima lo spazio diviso in un grandissimo
numero di parti, la cui somma torni a restituire lo stesso spa-
zio, ma perd parti dotate di estensione. In appresso si passa a

Non intondo raceoglisrs in questa capitolo 4" introdusions tutte lo nosiont

e

ma quells

proliminari di meceanica, giacché suppongo di serivere por lottori
sole, che pur eono molts, ove ho dovato intsodurrs modificarioni per potera adoperare
i metodi &i Lagrango sopra corpi eonsidera 4 molocole di
Nella stessa occasione ho fatto entrare.

siccome compa
questo Capo aleuni preliminari a

doi quali avrd bisoguo in progresio.
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mucrpuc inoltrata all” indefinito questa divisione di parti in
altre piit piceole di loro, fino a ridurle, so fa bisogno, al dis-
sotto di ogni termine apprezzabile dai sensi e dalla imma,
zione. Abbiamo qui a fronte I’uno dell’altro due principj
opposti che si compensano. Una somma di term pmi:lw}
cresce continuamente accrescendo il numero di tali termini,
& diminuisce, diminuendo continnamente la grandezza di cia-
scuno di essi. Senza dubbio se, ragionando di quella soms
vogliamo badare ad uno solo dei suddetti principj, perdendo d1
vista 1altro, ne ridurremo il valore all’ infinito o alle zero:
ma bisogna farli camminare di pari passo, e non disgiungerli
mai, di modo che l'acerescimento continuo del numero dei ter-
mini compensi sempre il loro attenuarsi continuo. E questa
operazione p\m da noi concepirsi sluum oltre ogni limite, e fin
entro a quei recessi dove hanno origine le affezioni delle curve,
le prime sfumature nelle quantitd che contengono :;nalche ele-
mento variabile. Pretendere di condurre I'immaginazione a ve-
dere, quasi testimonio oculare, anche in queste profon il
compensarsi reciproco dei due sunnominati principj, & voler
cosa non coneessa all’ uomo nello stato att Ma cid che &
indiscernibile all*immaginazione, &, oso dire, chiaro alla ragione,
Ia quale conosce che a quelle profonditi arriva la potenza del
caleolo. Tn queste considerazioni, per dirlo di passaggio, sta
«quanto basta per poter rispondere ad ogni difficoltd mossa contro
1o applicazioni del ealcolo integrale.

2. L esistenza di un corpo & un fenomeno che si avy
in varie parti dello spagio. Dove esiste un corpo, alcuni non
futti i punti geometrici dello spazio da esso occupato sono do-
tati di proprietd particolari, delle quali sarebbe qui fuori di
Inogo indagar Ia natura, bastando il dire essere quelle propriet
che accompagnano I essenza della materia; chiameremo questi
punti privileginti sparsi fin i geometrici, punti materiali o fi-
sici. Bisogna concepire tali punti materiali disgiunti fra loro o
stanti a distanze piccolissime in presenza gli uni degli altri.
Anche qui non ci tratteremo a discutere come avvenga che
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questi punti materiali disgiunti si’ tengano

loro a distanza
e non si addossino o si disperdano. Vi ha chi eon profonde
vedute intorno alle leggi di forze attrattive o repulsive ema-

nanti dai punti materiali, cered dare spiegazione di questo fattos
ma tali pensamenti sarebbero ora troppo anticipati. Per noi
che qui non miriamo se mon a formarei idee chiare, basta am-
mettere il fatto senza
3. La distribugione dei punti materiali fra i geometrici per
costituire i diversi corpi (e qui intendiamo sempre corpi che
in tutte le loro parti siano dolla stessa natura) pud aver luogo
in infinite man i PP la all’i ginazi
per modo che le minime distanze fra detti punti siano pia pic-
cole da mna parte che dalaltra, e passino per molte grandezze
variabili secondo diversissime loggi. Per formarcéne perd un
o0, conviene partire come da termine di con-
fronto, da una disposizione regolare, che forse non avrd mai
luogo in natura, ma che noi possiamo benissimo immaginare :
epperd nella Memoria inserita nel Tomo XXI, la chiamammo
disposizione ideale. Riferendo i diversi punti materiali di un
corpo a tre assi ortogonali di coordinate x,y; =, suppongo le
coordinate x, ¥, & di uno qualunque di questi punti, funzioni
di tre coordinate ortogonali a, #, ¢ per lo stesso punto in ur
distribuzione antecedente uniforme, nella quale gl® incrementi
piccolissimi delle coordinate. @, by ¢ per passare d’ uno in altro
punto materiale fossero costanti per ciascan asse, eguali fra
loro ed espressi da una comune lettera o di grandezza arbitra-
ria, ma sommamente piccola. Immagino che la diversa struttura
dei corpi quali ce li dit la natura, non consista se mon nella
diversa forma delle funzioni 2 (& be)s ¥ (a:bie)s 2(&bc)
per cias corpo. Quando io retrocedo eoll’ immaginazione a
considerare i punti fisici dei differenti corpi (del legno per
esempios o el oro) nella disposizione antecedente ideale, me
li rappresento tutti in eguali circostanze: passando poi da quella
alla disposizione reale, penso che una certa forma delle fun=
zioni @ (ad,c)3 y (asbie)s & (aybyc) mi dard la disposizione
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it punti fisici ‘nel legno, un’ altra forma mi dari quella dei
punti. fisici nell’ oro, e cosi-via via.

4. Ripeterd quello ‘che disse Newton in un caso simile:
mathematicus  dumtazat est hie conceptus. Questa maniera di
concepire la* struttura dei differenti corpi, & quanto E-\sm al
Matematico che vuol motternc in equazione gli equili i
movimenti. Pei bisogni del Fisico & permesso andare innanzi,
e quei punti materiali chiamarli molecole tutte. eguili ' lovo,
ancora estese, diversamente configurate, impenetrabili, inalte-
wrabili; perd di tale esilith che mon sia possibile ai nostri sensi,
fossero anche le cento volte ‘piit perfetti, notarvi distinzioni di
parti. Pad anche immaginare ciascuna di queste molecale com-
posta di un egual numero di particelle ( chizmate atomi) di
aleri. corpi. sempliciy particelle non separabili se non per mezzo
& un alizo genore di forss diverse da quelle cho st conside-
rano & di forze chimiche: e quindi respingers
a questa seconda sorta di particelle quella assoluta invariabiliti
che il Meccanico! pud supporre: addirittura nelle molecole. Il
Metafisico va gli piace, ancora’ pitiinnanzi: per lui uno di
questi atomi resistenti invincibilmente alle forze che e chi-
miche, pné ingrandirsi ancora quasi.un ‘mondo,si che sia lecito
considerarvi per enfro un numero quanto vuolsi g li punti

ze che li ten-

g
ridotti adesso ‘affatto inestesi, da cui emanina. fo
gano a distanze sempre. inalterabilil da agenti: creati. Lasceremo
da pgrte quest’ultima speculazione, forse vera; ma per noi non
necessaria: e quanto al mentovato concetto fisico dei punti
materiali, lo richiameremo piti innanzi quando cercheremo di
ravvicinarg: la nostra. maniera di vedere a quella degli Serittori
moderni. Per ora tutfo cid rh(: riterremo dell’averne fatto cenno,
sari Parbitrio di usare promiscuamente il vocaholo di molecole,
invece di punti fisici o materiali.

5. Considerando i corpi fatti di molecole disgiunte, diventa

i della densitd, che si fa maggiore, dove le

molecole sono piit ravvicinate, minore dove sono pinn diradate,
costante in quei corpi che dappertutto sotto eguali porzioni del

Tomo XXIV. Pt I Y

1
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loro volume contengono cgual numero di molacole, variabile
in quei corpi dove cid non snccede.

Scolio. Per poco che si riflétra, 'si viene a comprendere,,
che i corpi possono essere a densiti costante anche con diversa
disposizione relativa delle ‘loro miolecole , bastando’ che sotto
uali porzioni di volume il numero delle molecole sia dapper-
tatto il medesimo, il che pud avverarsi in infiniti modi. Fra
questi ne Citerd due, 'uno dei quali &'puramente ideale, Paltro
i a
piit sopra-al N. 3. in relazione:con tre assi ortogonali di coor=
nate a, b, c: il reale & quello della distribuzione che pren-
dono le molecole dei corpi ridotti allo stato. liquido. Fars 've=
deve fra poco che noi possiamo aver di mira il secondo, e i
durlo mentalmente al primo, senza che cid porti aleuna alte-
razione nelle formole analitiche. Nella Memoria inserita nel
Tomo XXI & anche dopo, ho studiato a lungo per capire come
stia la collocazione rispettiva delle molecole mei liquidi: ma
debbo confessare, che avendo trovato modo di concepirla chia-
ramente in un piane, non mi & riuscito lo stesso intento anche
nello spazio a tre dimensioni (V. Giornale dell’ Istituto Lom-
bardo. T. VL pag. 3a8: Nota.). Ora perd sono ginnto a com-
prendere (e lo mostrerd fra poco) che si pud saltar di pi
pari questa difficolta, si pud cios far di meno del conoscers. ln
vera disposizione rispettiva delle molecole nei liquidi- in riposo;
bastando il sapere essere essa tale da risultdrne dappertuito la
densith costante.

- Se &’ immagina che ile molecole di un corpo a densitd co-
stante siano diradate in mmo spazio doppio, triplo, ece.. restando
pero sempre a densitd costante; la'densitd si dird: risultare la
metd, un terzo, ece. di quella di prima; e viceversa, se il vo-
lume sia ridotto la metd, un terzo, eco. comprendendo lo. stesso
numero di molecole, la densiti si dir ridotta doppia, tripla, ecc.
Adunque le differenti densitd costan uno stesso corpo sono
fra loto in ragione inversn doi volumi ocoupati da un egual
numero di molecole. Una.di queste densith suole assamersi per

ideale & quello spettante -alla distribuzione desc
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unitaria,) ed & guella che corrisponde ad uno $tato del corpo
in certé’ déterminate circostanze fisiche, 'stato che si & conve-
nuto di prendere a base dei confronti.

6. La somina di tutte le molecole di un corpo, fatta astra-
zione dalle: distanze, che le sepuvano, chinmasi' la Massa del
corpo. Perd I'espressioné numerica di questa massa non pud
venive formata dal numero dette molecole, il quale in ogni
estensione finita & sempre immensamente grande: ma dal rap-
porto di detto numero grandissimo all’ altro ‘pure grandissimo
delle niolecole dello stesso corpo comprese entro I'uniti di vo-
lume, e distribuitevi colla densiti costante unitaria. Si sa che
il rapporto anche di duenumeri grandissimi pud essere espresso
in poche cifre, talora semplicissime. Se pertanto prendasi per
unitaria la massa compresa nell” unitd di yolume colla densiti
unitaria, Ja massa; M in.un volume V., quando la densith co-
stante del corpo & ancora I’ unitaria, ci sard data dall’ equa-
zione M=V; e se la densitd costante & T volte I’ unitaria
(I numero clu: spesso ¢ una frazione) sard espressa dalla for-
mola M

- P i procedere inmanzi sari bene intrattenerci a
spiegave quello che si & soltanto accennato al N. 3., ciod che
considerando le x (ay4;¢)3 ¥ (as4,¢)3 2 (a,05¢) (coordinate
relative allo stato vero di un corpo qualungue ) siccome fun-
zioni delle a, &, ¢ coordinaté spettanti a quella distribuzione
ideale nella quale le molecole sono rappresentate. agli angoli
tanti cubi immensamente piccoli in contatto gli uni degli- altri,
possiamo. anche dive ¢ueste a, by ¢ essere le coordinate d..ile
diverse molecole. in uno stato antecedente liquido da coi
immaginassero tolte per passare a quello che hanno nel corpo
nuturale anzidetto. E questa riduzione giova, perché questo
stato antecedente ideale non & allora pit fuori della natura:
le idee Fergono mrghu fissate: e s¢ ne hn un deciso vantaggio
pri nella Idrodinamica. Tanto razienalmente quanto
analiticamente si riconosce permesso lo scambio. Mentalmente
niente ci vieta concepire entro uno stesso volume le molecole

na
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del liquido togliersi a quella-disposizions in ‘cui sorio: { qualun-
que essa sin ) per: mettersi ‘i vertici degli angoli degli- ideati
cubetti, e starvi tutte, nessuna eccettuata, estendendosi a tutto
ancora il volume: qualche mancanza mei cubetti alle superficie
conterminanti il detto’ volume, non fa diferto, attesa I"eéstrema
piccolezza di essi, il che 'si fard manifesto per cid che a mo-
menti sogginngeremo: Cosi procedendo, la grandezza o del lato
di tutti quei cubi; la quale sulle piime poteva parere indeter-
minata, viene a ricevere 'una detérminazione, abbisognando che
essa sia né pii né meno di quella-che ci vuole affinch® sotto
lo stesso volume del liquido. stia un egual numero di- molecole
ridotte alla disposizione dei cubi. Una tale grandezza minima
@ & un elemento singolare ¢ di Frequentissimo uso anche per
lo cose posteriori.

Analiticarnente poi quello seambio non produce alcuna al-
terazions sensibile. Dette p; ;v l¢ coordinate di una maleoola
quando il corpo & nello stato liguido, con densith costante, o
dette w, b,¢ le coordinate della stessa molecola quando la di
posizione molecolare s intende essere quella anzidetta dei cubi,
le p, g, r (badisi bene) non possono differire dalle @, b, ¢
non per differenze minori o eguali-al lato o di quei cubi,
talché sarebbero

(1) a=p+0cl; b=g=+0m; e=r-+on;

essendo & m, nocoefficienti numerici non maggiori dell” uni
né farebbe difetto . quand” anche. fossero due o tre volte pi
grandi, il ¢he non credo possa mai addivenire. Ora I'assumere
le i by ¢ invece delle p, g, r non pud portare aleun divario
apprezzabile nei valori delle formole analitiche, lo quali, sup-
ponendo fatta la sostituzione dei valori (1), possono immaginarsi
svolte secondo le. potenze positive della g, & cangiate in serie
i cui primi termini sono que’ medesimi ¢he si avrebbero met-
tendo le vere coordinate: 7 gs 75 e gli aliri possono francamente
trasourarsi perché. meltiplicati colle potenze di o. Vedremo piit
volte: nel seguito di questa Memoria il bisogno di trasourar
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tormini’ che ‘essendo moltiplicati per la o, danno valori di quan-
titd inapprezzabili dai nostri sensi: siccome ¢quindi si tratta di
un principio d’uso frequente, gioveranno le s iflessioni.

Scolio. L? ammissibilita del principio si riferisce 1
dizione attuale dell’ uomo collocato, dice Pascal nei suoi Pen-
sieri (Parte 1% Art.IV.) a immense distanze tanto dall*infinito
quanto dallo zero: distanze nelle quali & permesso immaginare
tanti ordini di grandezze, di cui ciascuno sia come un tutto
relativamente a quello che To precede, e quasi un niente re-
lativamente a quello che lo segne. Quindi risulta che quelle
stesse’ quantith asserite siccome trascurabili per noi senza tema
di errore, potrébibera essere grandi e tutt’altro che trascurabili
per essori i quali fossero, per esempio, adatti a percepire le
proporzioni che reggono I’ organizzazione d animalett
sorj. Per tali esseri quei corpi che a noi pajono continui, po-
trebbero apparire come muechj di sassi: I acqua, che per noi
¢ un vero liquido, potrebbe comparire come per moi il miglio
o un ammussa seorrevole di pallini di piombo. Ma anche per
tali esseri ¢i sarebbero poi i veri fluidi, rispetto ai quali var-
rebhero per essi le stesse conseguenze che noi deduciamo. ri-
spetto all’acqua. Vi hanno dunque quantiti che riduconsi nulle
assolutamente per totti gli ordini di esseri, come gli elementi
alitici adoperati’ nel calcolo integrale, e vi hanno quantiti
nulle solo per esseri di

a con-

di un cert’ ordine, che non lo sarebbero
per altri, come aleuni elementi_che entrano nelle considerazioni
di Meceanica. o, educato da Brunacei alla seucla di Lagrange,
lio sempre impugnato I infinitesimo metafisico, ritenendo che
per Panalisi e Ja geometria (se si vogliono conseguire idee
chiare ) vi si deve sempre sostituire 1’ indeterminato piccolo
quanto fa bisogno: ma ammetto cio che potrebbe chiamarsi
I’ infinitesimo fisico, di cui & chiarissima 1" idea. Non & uno
zero assoluto, & anzi tal grandezza che per altri esseri potrebbe
rinscire apprezzabile, ma & uno zero relativamente alla portata
dei nostri sensi, pei quali tutto quanto & al disotto di loro, &
precisamente come non esistesse.
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Gonc!udn mo pel caso attuale. Delle due maniere. indicate

per la distribuzione delle molecole onde ottenere la
costante, possiamo dire essere quella dello stato liquido
la precedente colle coordinate a, b, ¢, da cui mmaginiamo tras-
portati i corpi allo stato attuale colle coordinate = (a,b5¢) 3
ylabie)s z(ab,e): e di trattare analiti Te
a, b, ¢ come se la dispoaizicne delle molecole fosse quella dei
cubi. Qunnmnque poi questa proposizione, in forza degli ndﬂum
ragionamenti, sia a mio parere sufficientemente provata, mi
corderd i recarne piit tardi una riconferma.

8. Vediamo di formarei I"idea e I’ espressione della den-
sitd variabile, ¢ per riuscirvi immaginiamo di assistere a quella
operagione mediante la quale le molecole si tolgono alla dispo-
sizione (a, b, ¢) di densitd costante assunta come unitaria, per pas-
sare alla disposizione reale [#(abe), rlabyc) z(ab, c)]
In quella prmn immaginiamo la massa divisa entro uno spazio
qualungue’in tanti’ pacullelepipedi. £571( di/lativk 4,7) compren-
denti ciascuno un certo numero egumale di quei cubetti descritti
al pio del N.® precedente, ein contatto gli uni degli nltri
Nel trapasso alla disposizione reale quelle pmmle masse eguali
in di un elle I lissimo, e
che altera le loro reciproche distanze, saranno vsnute a dis-
porsi sotto volumi ©,, ©,, ©s,. ..o, succedentisi gli uni accanto
agli altri, i quali non saranno eguali fra Jaro, come lo erano
quei primi parallelepipedi, ¢ sazanno anche di diversa configu-
razione relativamente alle superficie che li comprendono, Im-
maginiamo ora che in ciascuno di questi volumetti cost stabiliti,
le molecole (le quali sono per tutti in egual numero) senza
uscire da essi tornino ad una disposizione che din la densiti
costante. Poichd i volumi v, .0, , 9, . sono: fra loro diversi,
le anzidette demsitd costanti in ciascuno, saranno erse fra
loro, o diverse dalla densith unitaria primitiva, ed cspresse
(Vedi N. 5. sul fine) dalle frazioni

al N,
densi

kij  kij
(2) e

kij
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1l corpo che risulterchbe dopo 1" ideata riduzione delle molecole,
un corpo a densiti cangiante di tratto in tratto,
ma non » corpo a densitd yariabile. Nondimeno noi_pos-
amo col pensiero impicciolire continuamente di grandezza e
crescere di numero i primitivi parallelepipedi %4/, e i corris-
pondenti volumetti o, , 9., vs....%, che colla loro somma com-
pongono il volume intero del corpo. Gi si presenta allora alla
mente una serie indefinita di corpi a densiti cangiante, che
occnpano tutti uno stesso volume V, nei quali i salti di den-
sith d’uno in altro volume diventano sempre pin frequenti, e
una stessa densiti persevera sempre pitt poco. Il corpo a den-
si

variabile & quello, lo stato del quale viene sempre meno
imperfettamente rappresentato dai corpi dell’anzidetta serie pilt

e di tali successs

che ¢ innoltriamo in essa, e sta come limi
avyicinamenti.

. Fissata I'idea della densith yariabile, cerchiamone Uespres-
sione. Il velumetto v, sia quello contenente la massa che nella
disposizione precedente ideale ocenpava il parallelepipedo %ij
il cni vertice piti vicino allorigine degli assi avea le coordinate
@, b, e. E manifesto che le dimensioni del volume v, dipende~
ranno dalle forme delle funzioni 2 (a, bsc), (@ bye)s = (asbsc)
che regolarono la collocazione rispettiva delle molecole nel tra-
passo alla disposizione reale. Esso & in generale espresso dalla
formola

w=fdx fdy fdz.1
dovendosi intendere le integrazioni definite secondo i valori che
prendono le w.y,z alle superficie conterminanti il yolume: ma
non si vede a prima giunta come effettuare tale operazione
analiticg. Si arriva perd allintento trasformando detto -integrale
triplicato nell’ altvo equivalente preso per le yariabili a, &, ¢
delle quali conosciamo i limiti che si riferiscono alle dimensioni
del parallelepipedo £ij. Abbiamo per tal modo, giusta la nota
teorica per la trasformazione degli integrali triplicati (*)

) Lacroin. Traité ee. T. I, n. 531, pag. sod; owvaro Bordoni. Lesioni ec.
T. L pog. 580,

g
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) [ da 75 db o do 1
essendo H un sestinomio come segue
T s ey ad
THGd & T dldads

@

dx dy d= dz dy d=
T RhaB T add

I facile svolgere I'integrale triplicato dell’ equazione (3) in
una seric ordinata secondo gli aumenti £,i,/: e cid per la do
pia ragione che questi aumenti sono indeterminati, e che i
miti delle successive integrazioni sono indipendenti gli uni da-
gli altri.

Infatti chiamiamo per un momento F (¢) I integrale [dc.H
indefinito ed incompleto, avremo

[ de H=F (o)) —F (=) £ +L 5 +eo.

¢ : dF
ossia, siccome Z =H,

’dc.H:j}]+1:gg+cc.

Ci & quindi lecito cambiare il valore di v, dato dalla (3) nel
seguente
— porh i e £ aH
v= [t da .f"f b (jH-+ =E+e:‘)
e come abbiamo potuto fare sparire un segno integrale, collo
stesso artifizio faremo sparire anche gli altri due, e i Hsultera

s

kitj dH kij dH
e, T T AB e var o

Go=kijH

Sostituendo questo valore di v, nell’ ultima delle
sioni (2), e dividendo i due termini della frazione per kij,
avremo

pres-
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& -:m ;z("
(3) H—o—;aa-i-;EJf

~+ ec.
per 1" espressione della: densith costante entro il volumetto v,

Mentre col suc i i dei i e
veniamo, come sopra abbiamo descritto, ad accostarci continua-
mente al vero corpo a densiti bile, il valore della prec
dente frazione (5),a motivo dell’ impiceiolimento continuo delle
ky'i esso pure come a limite alla frazione l—‘l :
quindi detta T' 1" espressione della densiti variabile, avremo

(6) r

'
-
E questa una formola capitale, di cui ¢i occorrer:
icazi e da cui si ded pr
clm altrimenti si avevano con molto. stento. Viene essa dall’
avere considerata la composizione dei corpi come procedente
dopo una primitiva disposizione ideale ed unif delle loro
molecole, quale si ha nello stato di fluidita: e dall'aver rignar-
date le' coordinate x,y, & dello stato reale come funzioni delle
coordinate a, b, ¢ spettanti a quello stato precedente (%).
Aggiungiamo una considerazione gid fatta da Lagran,
cioé che dalle equazioni

tratto tratto

@) z==z(abc); y=y(abc z=2z(ab,¢c)
possono intendersi dedotte le inverse
@) a=a(x 3o b=b(myz); e=c(ay.z)

per cui si abbiano le a, &, ¢ in funzioni delle x,y,z: e che
quindi ogni funzione K (4 b, ¢) delle a,b,c pud essere rignar-
data ridotta ad una forma K (2,7, z) in fanzione delle z, y, =

() Nella Meriotia inserita nel T. XXI di questi Atti ho dato una dimostraziono
della formala (6) diversa dalla presento o molto pit lunga : osea ora dodotta da consis
deraxioni geometricko clie poi conabbi poter evitare, adetando, come qui feci, la teo-
rica d

Tomo XXIV. P I 3
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mediante I sostituzione dei valori (8). Adunque la densith
=) nel punto (2, ¥, 2) & quells fungione delle coordi-
nate dello stato reale che si ottiene dal secondo membro della
(6) ove s’ immagining csugmte tutte le derivazioni indicate nel
sestimonio (4) e ad operazioni finite sostituiti i valori (8).

10, E ora facile avere I'espressione della massa di un corpo
a densith variabile per mezzo delle dimensioni ch®esso ha nél
suo stato reale. La massa M che sta nel volume V di detto
corpo, stava in un diverso volume; quando la disposizione delle
molecole era la precedents ideale colla densita unitaria, e al-
lora. savebbesi avuto ( Vedi N. 6)
(9) M= /dafdb fdec.1
intendendo le integrazioni definite giusta i valori delle a, b, ¢
alle superficie conterminanti il volume. Metterido invece dell®
unita il valore equivalente 'H (equazione (6) ), la' formola pre-
cedente diventa

M= fda fdb[de.HT

dalla quale; per la teorica della trasformazione degli .integrali
triplicati pitt sopra. ricordata, si pud passare immediatamente
all’ altra

(10) M= [dx fdy [ ds.T{xy5)

dov

adesso i limiti delle integrazioni si haono pei val
prendono le #, 7,5 ai limiti delle superficie nello stato reale
del corpo. Se avessimo rapportato lo stato reale del corpo non
ad uno stato antecedente di densith costante unitaria, ma di
costaute espressa da un pumero g ¢i sarebhe risultato
to per questo stesso numero g tanto il secondo membro
della formela (6) quanto quello della formola (16).

Pos 0 osservare che nella formola (10) Ueffetto della
fanzione T' introdotta sotto I” integrale triplicato, si & quello di
rettificare un errore che senza di essa ci risulterebbe, non PO
tendo pin la massa avere per la stessa esp
del volume, come nella formola ( ): infatti la massa & ancora
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la stessaro il volume & cambiato. Di piit:
suppone. costant

v strattwa del cal-
gli aumenti delle variabili ado-
perate nelle integrazioni, mt.-uuc le x, y, z che passano d’ una
in altra molecola dello stato reale, non hanno veramente i loro
aumenti, egualis pare quindi che si commetta wn errore coll
nsare deLLc. #2a 2 come si darebbe di yariabili semplici in for-
mole integ) Non & vero: I introduzione del fattore I' cor-
regge questo errore, cioé fa si che si abbiano risultati ginsti
anche adoperando. come variabilisemplici. le. 2,555, che in
realth non 1o sono. E questa una, osservazione la, quale potra
ricorrere frequentemente nello studio della seguents Mem

11, Sogliono 1 Matematici, considerara talvolta la mater
non, configurata secondo un volume a tre dimensi
linea, o in. yna superficie: i han
o spperficia

A,
oni ma in una
o, allora i sistemi chiamati
. Veramente essi mon sono che astrazioni,
ed ¢ percio che la. maggiore attenzione del Geometrn deve
sempre rivolgersi ai sistemi a tre dimensioni. Nondimeno ne &
utile la considerazione, giacché le diverso analisi per le tre
sorte di sistemi offrono riscontri che le rischiarano, e di pin
servono anche ad applicazioni fisiche, quantunque perd sempre
in via di approssimazions, non essendo in natura m;
rigorosamente patlande;, destituito dii unn o di due dimensioni.

Quantunque tauto pei sistemi lineari guanto pei superfi-
ciali ci, abbisogning speciali considerazioni affine di rappresen-
tarei la distribuzione delle malecole, e formarci I’ idm della
densitd e la misura della massa, pure sono csse af ghe
alle surriferite pei sistemi a_tre dim rd
in maniera suceinta.

Pel sistema lineare comunque curvilineo, conviene consi-
derare le molecole nello stato reale, ivi trasportate da ung
stato antecedente ideale nel quale erano tutte collocats in una
linea retta parallela all’asse delle ascisse, e distanti fra loro
d* intervalli_ piccolissimi eguali. Chiamata a I’ascissa variabile
per una molecola generica nello stato antecedente (le altre
due coordinate figurano fra le costanti), le coordinate rettangole

il corpo,

foni + quindi L espa
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&, ¥, = della stessa molecola nello stato reale debbono rignar-
darsi funzioni della a,

(11) =

funzioni che mediante la loro forma regoleranno la distribuzione
della mate nello stato reale, e dopo 1'eliminazione della @
<i daranno le due equazioni della curva geometrica in cui le
molecole sono distribuite.

Consideriamo nello stato antecedente molte piccole parti
eguali & di quella retta, comprendenti un egual numero di
molecole, le quali nello stato reale occuperanno gli archetti
O3 s Vsssess v, diseguali fra loro. Ss anche qui concepiamo
che in ciascuno di questi archetti lg piccole masse eguali tor-
nino a mettersi con distanze eguali fra le loro molecole ( dis-
tanze che saranno perd diverse per ciascun archetto) la den-
siti nell’archetto o, rapportata alla primitiva sard espressa da

ala)s y=xla); z=3(a)

(12) £

Abbiamo per v, tre espressioni: la prima

o= [dz. | 1+

considerando le y, z funzioni di z ed essendo i limiti dell” in-
tegrale determinati dai valori di 2 per le due estremita di detto
arco. La seconda

it e G~ G

quando si trasforma I’ integrale e lo si prende per la variabile
a di cui la x & funzione. La terza

Un
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quando si riduce T integrale in serie, come si ¢ fatto al N. 9.
Bulle espressioni (1a) e (13) caviamo mediante una riduzione
al limite analoga, ma pit semplice, dell’ usata al N. g, la‘den-
sith variabile T pel punto (, ¥, z) espressa dalla’ formola

(14)
ovvero, poichie

(13)

(16) r='|/_(T—y)'Tﬁ

il secondo membro di questa equazione ci presenta la de:
I’ come funzions di @, ma ci & sempre lecito considerarla fun-
zione di x, immaginando sostituito ad 4. il suo valore a=a(
cavato dalla prima; delle (11).

Quanto alla misura della massa M, le tre formole che cor-
rispondono successivamente. a quelle. del N, 9, sono le seguenti

th

M= /da.1
M= fda. 50 v+ (E) +
(7) M= fide. D/ 0+ (2) + (8)-

La prima di la massa misurata dal volume nella  distribuzione
primitiva, intendendo che i limiti'dell’ integrale siano i valori
della @ per le due estremita di quella retta: la seconda & an-
la prima ave si & introdottal sotto-al segno. integrale nn®
pressione eguale all’ unith in forza dell’ equazione (14): la
terza & quella che si ottiene trasformando I’ integrale in ma-
niera che sia espresso mediante le variabili proprie dello stato
reale.
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12, Pei sistemi-superficiali comungue | onrviy le amolecole
nello, stato antecedente ideale si suppongono distribuite in'wun
piano che pud - prendessi' pavallelo. o quello. delléra, yy e cost
uniformemente ‘che, distine fra _loro) di piccoli initetvalli ¢
secondo i due assi, ovvero, cid che torna lo stesso, siano col-
locate agli angoli di tanti quadratelli-eguali che ricoprano tutta
quella superficic piana, poténdo pord lasciare (il che non fa
etto ) qualche manco vicino alle linee curve da cui pugd, in-
tendersi limitata la figura piar ate a, b le coordi
variabili della muleLn gonerica in tale statg antecedente, lé
coordinate rettangole a, ¥, z della stessa molecola nello s
reale, debbono riguardarsi-funzioni delle-a, 4,

(18) a,b)y r=y(ab)s s=z(ab);
funzioni che thediante’ 4 Toro' forma régoléranno la d ihnzidne
della miteria’ ‘per ‘entro Alld’ superficie curva’ dello” stato’ reale.

8i pud intendere the’ vengario eliminate ‘fra esse'lo due’ varia-
bili a, b, e cosi ottenuta una equakione’fra Ie'x, y, z, che sard
quella’’della’ superfitie del sisterda.”

Cotsidetiamo ‘méflo stato ‘antécedéits fanti’ piecoli Héttin-
goli ki che comprendana un egual numero di molecole: pas-
sando allo stato reale, queste piccole masse eguali si metteranno
in tante porgioncelle .5 .5 ©3.0 000 v, di superficie curva,
le quali, genéralmente parlando, sararino diverse fra laro, e in
nessuna di csse_la densith sarh costante. Perd immag
che in ciascuno{ di) questi- spazietti’ le - molocole si rimettano. in
una_distribuzione uniforme, avremo un sistema superficiale a
densitd cangianté, che si' avvidinerd sempre pii al sistema vero,
quanto ‘pilv i mentovati spazietti cresceranno di numero’ @ ‘see=
meranno di grandezza: Lal densith nello spazietto ‘w, rapportata
alla pifimitiva dello sthtor ideale; sard espressa da

nando

(19) =

Abbiamo per v, trc cspressioni. La prima
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fidw fdy i v+ (5

intendendo =z funzione di x,y, ¢ supponendo le integr
finite secondo i valori che prendono 16 a, y alle linee con-
minanti lo spazietto superficiale. La seconda pmss[mﬁ: &
ormando, secondo la nota tebrica; ili‘prece-
ll:nl.(‘ integrale 'duplicato in un altro preso’ per le &, b di ‘eni
le z sono fanzioni e risnlta

ioni

=/ S dasit ik

essendosi posto per abbreviare

(29) K=(zd—na) | r+( :

Da ultimo otteniamo

i dk & dK
(21) kiR S0 0 HE IR e,

- indidata

svolgendo in serie 1 integrale: duplicato mella  manier
al N. o,

Dalle:espressioni (rg) ‘e (a1) ci risnlta colla’ teoy
mit la  densitd. ariabile T el punto (25
perficiale, espressada

dei li-
y%)  del sistema’ Su=

{a2) T=y. ;

Noteremo ‘chie ricavando i valoridi $55 £ dalle die’ equazioni
dadyr, i ds dz dzdy

&3] R Rl el A

¢ sostituendoli hella formola(a6) , ebsa ' riducesi ‘alla pid sim-
metrica
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per la quale la (a2) oi presenta la densits T funzione delle. a, 6:
ma ci & sempre lecito considerarla funzione di 25y, immaginando
sostituiti ad a, & i loro valori
(25) a=alzy); b=b(2y)
dedotti dalle prime due dells’ equagioni (18):

Quanto alla. misura della massa M, le formole che corrispon-
dono successivamente a quelle del N. 9, sono' le seguenti:

M= da[db.1
M=/dafdb (55— FE)r 5+

da ab

~&

(26) M= fdz fdy.T}/ 1+ (2

Di esse la prima da la massa misurata dal volume, nella distri-
buzione primitiva: la seconda & ancora la prima; messavi 'sotto
il doppio seguo integrale, KT in luogo dell’unith per cffetto
della formola (2a),-avéndo sostituito per K ik valore (20): e da
essa si passa alla terza in forza della teorica della trasforma-
ziong | degli, integrali duplicati; avendosi cosi tin integrale espresso
mediante le variabili proprie dello stato real

3. Dalle formole ottenute in: questi ultimi numeri possono
dedursi, p alcune alle: quali altrimenti
non si arriva se non con qualche stento. Prima perd fard os-
servare che quando si considerano i corpi nello stato di moto,
le coordinate z, 7,5 di un punto qualunque del corpo alla fine
del  tempo ¢, si debbono. considerars funzioni dii-coordinate
P> ¢ corrispondenti a quel punto al principio del tempo, ¢
di . Le coordinate p, g, r poi dello stato reale al principio del
tempo debbono considerarsi funzioni delle ‘e, &, ¢ coordinate di
uno stato antecedente ideale. Nondimeno, & lecito) saltar via la
considerazione delle coordinate intermedie p, g, r e invece di
contemplare forme come la

z[p(absc)s glabye)sr(abe)t]
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proporei a diritty x(abest), y (asbicst)s 2 asbycyt)
quali risulterebbero dalle precedenti per lo scioglimento e la
one delle funzioni p(a,bs¢), qlardic)s (@ b c)i Quando
poi il corpo sia un liquido che parte dalla quiete al principio
del tempo ¢, ¢ manifesto che le a, &, ¢ tengono il luogo delle

idea che ci i dello stato precedente

¢ forn

siamo form:

P s T s
ideale sulla fine del N. 7.
14. Ai numeri (43) 6 (44) della Memoria inserita nel T. XXI
ho fatte vedere come dalla equazione (6) dipende ln formola
delle condensazioni, e la cosi detta equazione della continuitd,
la quale non si ve soltanto pei corpi Huidi, ma i
rale, Mi sarebbe comado rimanda al luogo citato:
affinché perd IMattuale Mem
temente da quella, riprodurrd qui almeno la dimostra
equazione della continuiti.
Si pongono le ‘seguenti denominazioni introdotte la prims
volta da Lagrange (ho cambiate le lettere per evitare equivoci)

S pd

(27)

Tomo XXIV. P I 4
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richiamando altresi I’ espressione della H
osserva

0 nella (4): ¢
mediante I’ attuale sostituzione 1 identity delle nove

(hoiirs

L m,
dx dx dx
h+m+mE=o0

e, o
(28) L m s

d d
PR

L am S

ds
Iy TaE s

Indico con un apice la derivata totale della densita I' pel tempo
(indicazione mantenuta anche per altre quantita), e noto essere

v T T ar
(29) I U+ o+ L

quando si considera T (x,y;%,¢) ridotta funzione dells tre coor-
dinate & del tempo esplicito, come si & detto sul finire del N. g.
Le u, v, w stanno in lnogo delle derivate &2, % % delle 25,5
pel tempo, derivate che dapprima fungioni di @, & c, ¢ si Ti-
dano ridivenute funzioni di a, y, 5. 7, sempre pel ginoco
lori (8), talché si abbiano le equazioni identiche

dr

(mynt); Emw(nynt);
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1a 2T indica la derivata parsisle della T'( @y, % ¢) pel ¢ sola-
mente esplicito.

D ione (6) deriv
pel tempo, abbiamo

(31)
abbiamo poi dalla {d) e dalle {ag)

te e totalmente

logaritmicame:

H

0 3

& &x iz
=5 g+ "o e wm

N

oy &
(32) LB, g

1y

dede
Ora dalle (3¢) deduciamo prontaments le noye
dr

« dr
dy da

-
dy dab

= It de

dw dy dw dy
oo e e

& dw dy dw ds
Tk i el e |
&s dw dy dw dz
dedt. Lk T En

@ questi valori sostituiti nel precedente di H' (equazione (32))
lo riducanc
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ey

DR SR S ) :
—~E (LG 3
4—5—;(1 Yrm G en )
+E(hErm G +n E)
(e e )
-(-:—:(I;f-b-m; +md£
+%‘i:’(l;§:+m, g-;-o-mﬂ-z)

il quale per le identiche equazioni (a8) diventa a colpo doechio
»

du do d=
H=H(Z + i )ik
quindi 1' antecedente equazione (31) risulta

i L do
(33) F oo+ Zf rs

ossia moltiplicando per T' ¢ mettendo per I' il valore (a6)

'n d.Te d.Tw dar
(34) Cr e e

E molto importante I osservazione che questa equazionc
della continuith non contiene pil alouna traccia delle a, b, ¢
variabili dello stato antecedente, le quali nondimeno fanno tanto
uoco nella dimostrazione.
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stessi principj le
¢ gli altri due sistemi li

onda

15. Formiamoci a se
zioni della continuitd anche

superficiale. .
Cominciando dal line mola (16} ei did

Osserviamo che in questo caso 16 1,0, w rispettivamente egu

dr dy ds g C i 5
alle =, 2, E a considerarsi funzioni soltanto delle x, ¢:
alle &=, 72 . ;> sono da co 2] oltanto 5

&a du  _ dads e similmente

quindi dadi — da  dzda’
&y _ dude,
&li = dmdad

¢ rammentate
nell’ altra

)=
che & I equazione cercata, la quale dra piti non contiene se
ntith in relazione collo stato reale del sistem:
sistemi superficiali derivando pel tempo I’ equazione
(22) ove K ha il valore (24) e richiamando per abbreviare le
ultime tre denominazioni seritte nelle (27) abbiamo

@) T+

m 7,0, A BT, g
(36) :, B T
e 1

Nel caso attuale le w. o, w, eguali rispettivamente alle

si debbono considerare ridotte fun:

oni di w, ¥, ¢

mo quindi primieramente
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ds dv
& & da T
o __ ds du dx dw dz dw ds du i
LEgR TEn - hn D 1
_drda  dride
da B

poi osservando essere

dw

dw dz dodre o, du do dz do dy
&

HEB T LB G Grda T drda’

& cosi per altre quattro espressioni. simili, tenuti d’occhio i valori
di oui 72,5 7ay 75 SONO UN’ espressione compendiosa, ci risultano

dw do dv
n=—agE— T g
R du du dw
= R hp— iy
A= n(%+3 ,) :
' PR . ds ds
e osservando inoltre che dalle equazioni (23) sciolte per 7, T 7
si cavano o g =2
R W2 G

da_ oui possono dedursi i valori di n,, #, dati per ny: fatt
tutte le sostituzioni, la (36) si riduce
d,.n a ) da
4;) + '+(u;) (s

doyey do do | dzdw
LD ARSIt

A pei sistemi su-

perficiali, che non contiene se non quantiti in relazione collo
stato reale. o la diedi per la prima volta fino dall'anno 1825,
e il ch. Signor Dottor Pietro Maggi ne ha fatto un uso felice
nella st Memoria sulle Jinse di stringimenta e di allargamento
pubblicata in Verona I'anno 1835,
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CAPO 1II.

Schiarimenti relativi al passaggio dall’ equasione generale
delic Meccanica pei sistemi disereti a quella per e tre sorte di

sistemi continui.

relativa al moto e

L’ equazione generale della Meccani
allequilibrio di un sistema discreto di punti ove si considering
nti masse finite, e in qualunque modo agenti
soggettati & condizioni scritte in equa-
te di quei punti debbano sempr

concentrate diffe
gli uni sugli alt
zioni alle quali B0 eoord
soddisfire : una tale equazione, dico, espressa mediante i sim-
boli proprj del ealcolo delle variazioni, & dimostrata in pin libri
con tal rigore che non pud lasciar luogo ad alcun dubbio ra-
gionevole. Citerd, oltre la M.* A% la Meccanica Celeste T. 1.
pag. 38: ¢ forse per rignardo alla considerazione delle diffe
renti masse, non dispiaceri vedere quanto io ne scrissi nella
Memoria pubblicata f mo 1825: (pag. 42 ¢ seguenti)
Assumerd pertanto una tale equazione siccome una veritd nota,
& solo mi fard a descriverla per ben fissave le idee da amnet-
tersi ai difforenti elementi analitici che la compongono. Ma
pel passaggio da essa a quelle che si riferiscono alle ire sorte
di sistemi continui, troppe cose furono lasciate sottintese, In di
ui mancanza & maggiormente sensibile nel proposito di consi-
derare i corpi come ammassi di molecole disgiunte: quindi ta-
luno forse mi sapri buon grado daver qui riunite le opportune
spiegrazioni, visto che & poi dalle tre accennate riduzioni dell”
quazi s le, che emergono i mezzi a trattare le pin
grandi e difficili questioni della Meces
16. T punti fisici sono di numero », ed

1 dall

&

x

esprimonio le rispettive coordinate ortogonali alla fine di un
tempo ¢
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X, Y Zi X Yo Zasvven s X You 2 -
© componenti secondo i tre assi delle forze
ici esterne alla fine dello stesso tempo £3

Ko peeee oKy enees © in generale K !
le forze acceleratrici interne che agiseono secondo lo rotte con-
ginngenti i punti (1,2), (1,3);-+.-(2,3).... ¢ in generale (i,/)3
il o e e
le masse dei rispettivi punti ;
Li=¢c, M=o; N=o; ¢
wrie equazioni di condizione ehe hanno luogo fra le coordinate
diversi punti
L’ equazione. generale, di cui si disse, & la seguente
iy =
Smi(X—55) b+ (Y— ) oy + (2—5FF) 3= ¢
(1)
+ Sy Kdp 4 AL 4 pd M+ vIN + co.
il primo segno 8 significa ln somma di tanti trinomj quanti se
»

ne. ottengono nmcmulu successivamente il trinomio scritto, co-
gli indici 7,2, 3,..... ndei diversi punti ai piedi delle lettere
che lo compongono, cccettuate quells che indicano operazioni

ciod le &, &. 1l secondo segno S esprime la somma di tutti i
introdotti dalle forzé interne attive, essendo

=/ (5—x)+ —r) +(&5—5)
Lo lettere A, w, v, ec. significano moltiplicatori imdeter-
minati; la caratteristica & ¢ come nel calcolo delle variazioni,
Girca ai termini di terza specie portati nella equazione (1)
dalle equazioni di lizi pud wsi che spesso mon
diversificano tra di loro se non pel passaggio da un punto all®
altro in condizioni affatto &imili, & che allora molti di essi pos-
sono abbracciarsi con. un' segno sommatorio, ¢ invece di quella

termin

terza parte, i pud scrivere
(2) SAIL +SuIM-+8rdN+ec
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17. Enoto che ' equazione (1)/si rompe in tante
souto le- variazioni indipendenti-3xy, dy,, 9213 du., dy,
ios 3n5 e che ss mettiamo fra le 2, s ec
mero p di equazioni di condi amento non si
fettua pit ullo’ stedso modo, ma possono seguirsi due vie,
quali conduceno ai medesimi risultamenti. Possono dette aq
zioni trattarsi, come vedesi nella terza parte dell
generale (1); @ allova le @z, 3y, 0z, .. ... 8i considerano
ancora come se fossero fra di loro indipendenti, a motivo dei
nuovi moltiplicatori introdotti i ‘quali sono tanti, quants le an-
zidette equazioni fra le variabili, E si possono mediante le vs
riate di dette equazioni di condizione determinare rmente
per le altve tante delle variszioni Jx,, dy,, dz,, du,,....
quante sono quelle equazioni. Allora, fatta la sostituzione dei
valori ottenuti, il numers delle residue variazioni indipendenti
si riduce' 8u—p: ¢ quindi 3n—p sono lo equazioni che si ri-
cavano col mettere ‘i loro  coefficienti a zero nella equazione
generale; i risultamenti sono i medesimi che si avrebbero te-
nendo la prima strada ¢ poi eliminando fra le. equazioni otte-
nute i coefficienti ‘indeterminati introdotti operando a quella
n ra. K poi permesso adottare un metodo misto, vale a dive
conservare aloune: equazi condizione e trattarle come si
vede nella terz parte dell® equazione generale (1)
altro numero di equazioni di condizione, contemp
il secondo ‘dei sopra deseritti’ an
18 Primardi | di pi le azioni prese
dall’equazione (1) nei tre casi dei sistemi continui, & bene che
cil tratteniamo ‘alquanto in considerazioni relative: alle 'quantita

\ i = S SR < b
X,y X5 85 oo 520 G o oui siamo soliti chiamare forze acce-

un nu-

equazione

un
rle tenendo

leratrici applicate,lo forze accelera attuali pel punto gene-
rico diun corpa; sia poi il sistema a tre dimensioni, o super-
ficiale: o lineare. Nori ¢! & dubbio che queste stesse espressioni
nells equazione: generale (1) ‘dei sistemi discreti, significana
forze rapportate’ad una forza ‘unitaria applicata all’ ur di

Tomo XXIV. Pt
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massa: cid & tanto vero, che quando nei: diversi punti del si-
stema discreto. 57 intendono concentrate, diverse, masse my, s
My .00y (UEStE SLESSE DT, 5 My, ity ys+ 5 che souol numeri rap-
portati all’ unitd di massa, diventano. moltiplicatori di . quelle
forze, come si vede nella (1). E qui, giova rammentare che
per la misura delle forze continue, noi cominciamo a convenire
di chiamare unita di fo
che fa percorrere. all’ uni
tendo dalla quiete, la mezza uniti di spazio. Come poi faccia
la detta. forza unitaria a produrre: un tale effetto sull® uniti di
massa, quando questa non & considerata siccome  concentrata
un punto, ma occupante spasio. (il ‘che si avvera sempre
nello stato naturale), vi sono due maniere per farcene un’im-
magibe. Si pud intendere Ja forza unitaria. divisa. in innumera-
forze elementari eguali ‘applicate ai diversi punti fisici della
mas¢a unitaria, ovvero si pud intendere detta massa ridotta so-
lida, e applicata la forza:ad un solo .punto di essa, propagan-
dosi il moto agli altri punti per effetto della rigidithidel corpo.
Denominiamo poi X una forza multipla X volte dell’ anzidetta.
Ma. quando- parliamo di forze X, Y. Z applicate ai. singoli
punti di un: corpo, che cosa dobbiamo intendere? E manifesto
che se ognuna di tali forze fosse della grandesza di. quelle. che
wuovono 1 unitd 'di massa, poiché sempre maggiore d’ogni ‘as-
segnabile & il numero delle molecole di un gorpo, Ia somma, di
tutte quelle forze sarebbe per noi: sempre una- forza finfinita.
Adunque in tal caso esse sono forze simili a quelle forze: ele-
mentari nelle quali dicemmo piii sopra: patersi, intendere divisa
la forza unitaria: ciob le lettére: X; ¥, Z debbono. ancora. in-
tendersi numeri rapportati all'uniti di foraa applicata all'gnit
di massa, ma estremamente impiceoliti' a- motivo del fattore m,
che si vede nell’ equazione: generale (r); e che in'tal caso di-
vi colissimo. Importa assai conoscere | espressione  di
questo fattore. Supponendo’( ed ‘¢ lecito il farlo senzd nuocere
alla generaliti) che tutte le molecole del corpo siano  egnali
fra loro, il numero 7z esprimente la massa di ciasenna, & eguale
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per tutte. Immaginiamo Punity di massa distribuita nel cubo
eguale all'unitd di volume} come si & detto al N. 6 del Capo
precedente, 'dillmaniera che tutte le ‘molecole i essa massa
siano nel verso dei tre lati del cubo fra loro distanti di inter-
valli li ¢ piccolissimi espressi dalla lettera ¢. Sia n il nu-
mero degli intervalli eguali fra molecola & molecoln in un latg
del cubo, talché, per essere ogni spigalo del cubo eguale all’
ita lineare, si abbia

(3) f = n'oy

il numero totale delle molecole nel detto cubo sard (n--1)°:
quindi, essendo per mezza dell’ unith espressa ln massa cioé la
somma delle molecole in tutto il cubo, detta massa per una

3 . 1 at
sola molecola avri I espressione oy ovvero ;2 , avendo
messo per n il suo' valore cavato dalla (3): ma la massa di
una molecols & altrimenti significata da m; dunque I'equazione

(4) m_‘”),ﬁa‘m"!a‘Jfﬁo‘*L

della quale serie basterd tenere il primo termine, giacehé i
seguenti essendo estremamente piccoli a nte 'del primo, da-
rebbero nell’ equazione generale termini della stessa natura di
quelli che al N. 7 dicemmo potersi francamente trascurare.

19, Forza elementare di diverso genere da quella ora de-
scritta, occorre quando s’intende che una massa finita sia mossa,
non da forze applicate @ tutti i suoi punti, come nel caso della
gravitd, mn da_forze applicate ai soli punti di una parte della
sun superficie, come nel caso della pressione atmosferica sulla
supetficie dei corpi. Non impegnamoci. per ora a voler conce~
pire il modo col qunie I’ azione effettuata sui punti della s
perficie si trasmette 4 tutti gli altri punti della massa: ammet-
tiamo il fatto, ¢ immamnando il cubo, come sopra contenente
1" unith di’ mbssa,; mosso da tante forze clementari egnali ay
plicate-alle sole molacole che. sono: in unn sola sua faccia, cer-
chianio I espressione di una di esse: vedremo cosi come debba
interpretarsi in tal caso ln lettera m che moltiplicasse un’espres-
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sione di forza riella, equazione generale. Essendo (a-+1)* il nu-
mero delle moldcole in una. di. quelle, facce, un numero (a--1)*
di forze elementari eguali produrrebbe lo stesso effctto della forza
operante sull’ nnitd di massa, quindi una di quelle & —— di
questa. Pertanto il fattore che in tal caso impicciolisce le forze
KVZe oo =rts, esiha

(5 m= =0 —20°+ 304 — ec.
oy

30. Altra forza elementare di diverso genere delle due
sopra descritte & quella che & suppone produrre moto in una
massa finita essendo applicata ai singoli’ punti di und sola linea
tracciata sulla superficie di un corpo. Per averne I'espressione,
mmaginiamo ancora lo stessa cubo coll” unitd massa, oSS0
da tante forze elementari eguali. applicate ai singoli punti di
un suo lato, che sono di numero n+1. Si vede che un numero
n+1 di tali- forze clomentari produce lo stesso effetto della
forza operante sull unita di massa, ¢ che quindi una di quelle

di (uesta, Di tal maniera il fattore che impicciolisce le

X, Y, Z & in tal caso = = £, &'si ha
e
(6) m=-L =g—g"+a¥—cc
]

Finalmente si ha il caso di una forza X che produce moto' nella
unith di massa essendo applicata ad un-solo suo punto, e allora
non occorre pilt la considerazione di forze elementari: quella
medesima ha il concetto che serve di base alle precedenti
dedugzioni.
ar. Nelle questioni di moto o di equilibrio per corpi estesi,
si presentano spesso a comporre il fenomeno forze di tutte
quattro le differenti specie sopra- deseritte; perd le lettere X,
Y, Z, e qualunque altra espressione di forza significano sempre
della quarta specie delle sunnominate,
nite essendo applicate ad un solo loro

numeri rapportati a fora
oé muoventi masse
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punto. Per le altre trespeciesi numeri X, Y, Zy e similigs’in-
tendono impiccioliti da fattori somministrati dalla-lettera mmche
apparisce nell’equazione generale (1), giusta il canone seguente.
« Quando, i parla di forze applicate, ai singoli punti di uma
¢ linea fisica, alla léttera m nella equazione generale devesi
« sostituire o o intervallo frasmolecola e molecol nella’ dispo-
« sizione antecsdents idenley quando i pirla diforze applicatn
« ai singoli: punti di nna s\_\pc_riic'\c, devesi alla m sostitnire il
« fattore g*; e interpretare la stessa m come avente il v lore
« a*, quando’si tratta i forze applicate: i ‘singdli punti fisici
« di un corpo dotato 'delle’ tre dimensioni-n

aa. Cib che si & detto delle forze  elementari di seconda
e terza specie applicate ‘a superfi o a linee fisiche, vale
eziandio quando queste superficie o queste linee non si consi-
derano nei corpi, ma astrattamente in quei sistemi .che deno-
minjamo superficiali o lineai, Gid dicommo. (Cap. 1y n. 113 )
che tali sistemi, rigorosnmente arlandg, non si danno, giaccheé
una ‘terza dimensione el caso di un velo materiale; ‘e due al-
i un filo' materiale, veramente no)

tre dimensioni nel caso d
mancano: ‘prova’ me '@ il potersi le masse in  questi due casi
confrontare con quelle dei corpi a tre dimensio Siccome
dunque un sistema linears oiun sistoma superficiale mon sono
che ioni issibili per approssimaziones non deve
urto in tali easi‘un®altra correlativa supposizione, cio?. che le
molecole por essi siang di differente  natura i gone di
quelle dei corpi a tre’ dimensioni. Pei sistemi livieari sono mo-
Jecole con tali concentrazioni)di massa secondo due diniensioni
che la riunione 'dic quel mumero soltanto di esse che stanmo
con intervallo piccolissimo o in ‘una linea finita, basta-per avere
a dirittura una ‘massa’ confrontabile colle’ masse finite; e nei
sistemni superfieiali sono molecole colla concentrazione di. massa
secondo uma: dimensione, di' modo: che si ottiene und massa -
nita raccogliendone quante’ ne stanmo. in una superficie’ estesa
con intervallil molscolari ‘per due versi come 1" anzidetto. Per-
ato’ in questi casi & anche pill manifesto-di quando; si consi
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derano le linee ‘o le.snperficia neicorpiyil doversi la # inter-
pretare per g ¢ penig Infatti un nnmero a1 di quelle mo-
lecole: ( sistema lineare ) dard, tanta massa quanta & I’ unitaria,

dinque la massa @i and’ sold elécola' s o ed.s i nue

merd’ (m=-1)1 1 ( sistema, superfigiale’) .dard, apcora tanta ‘massa
quanta & Punitaria; dungue. la, massar,di una molecola in questo

secondo caso & =" — ef. Solamente ¢'da"avvertire

'
[
clic idette molecole ‘con; miisse; concentrate ; possono. per alcuni
problemi non supporsi. egaali ifra. loroy Gioé . pud  supporsi che
il rapporto. delle loro: masse.non sis eguale all’nnita, ma espresso
da un ninero N allora wella. aquazione. generalo. (1) bisogne-
robbe fare =0 pei sistemi.lincari, ed m=o2 X pei. stomi
superficiali. la & dell’ introd di gue-
sto. fattore N, gioveri presmudc ne-sulle . prime  per. maggiore
semplicita.

K anche possibile: escogitare forze elomentari di un ord
di piccolezza piit elevato di quello per. le forze  della, prima
specie che cercammo spiegare al N. 183 siccome perd una sif-
fatta: speculazione non occorre se non qunm]u si ceron formarsi
un concetto delle azioni molecolariy.ci riserberemo di farne: pa-
rola -a-luogo. pi opportunc,

23. 8'introduce la-continuitd
pone che le coordinate di tutl
sole funzioni diiuna, o di-dus, o di tre. variabili semplici (mu
e & questione di-moto si aggiunge anche il tempo ) lo qual
mantengano sempre le stesse forme passando da un’ punto all®
altro, del sistema e soltantoimutino. valore pel. cangiar, di: valore
che fanno quelle variabili sempli 0 verremo, ora mettendo
i chiaro ‘per-le tre sorte! di sistomi - continui.. Introdurre. per
tal modo la continnitd equivale.al legare tutte le variabili espris
menti le coordinate: dei diversi.punti mediante tants equazioni
di condizione quante sono: esse variabili, meno tre. B questo
un principio sottinteso nélla Meccanica Analitica che giova ridurre

in, on sistema. quando si sup-
suoi punti dipendano. da. tre
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pitt esplicito, giacché sta in esso veramente il mezzo col quale
sare dall equazione generale della, Meccanica pei. sistemi di-
a quelle pe

contini.

S

SiireMr LisEARL

24. Adottando, per, un, tal genere di sistemi il- concetto g
dichiarato al. N._ 11 Capo, precedente, porremo a signific
coordinate del punto generico le cquazioni
) w=f(ay £)5 =l t) i ==y (ave).

Le forme di fiinzioni ebpresse cai simboli /5 gt rimangone le
medesime percorrendo i diversi punti f del sistema. Se si
immagina che il filo' o riale cominci quando 2=/,
quando a=#, si deve intenders che le coordinate de
versi punti abbiano espressioni come segue

B =f(LE)s a=f(l 0t )00 xs == (E2052)3 ce.
@) R (L) FE G (M) =g (IR o E) e
Plht)s ga=pll+at)y w=y(l+a0i); ec.

e finisc
suoi di-

essendo rispettivamente £(& ¢}, ¢ (k)54 (ks2) i valori delle
coordinats’ dellsltime punto:

Qui péssiamo immaginiire ‘éliminata Ja- ¢ fralla prima- e le
seguenti equazioni della prima fila. Sia /=p(x,) il valore
dié- dedottoi «dallay jprimaefuazioney  risostituendolo ‘in tutte
quelle equazioni, esse diverranno
(o) ST, ] e S TP ot s Sl e 15 e
la prima’ sard identica, cigé come’ se non fosse, leseguenti ch
hanno -un. significato, |saranno, tante [quante le-w dei diversi
punti meno una. Allo stesso modo, s¢ /=g (r,) sar il valore
di 7 cavat dulla prima équazione nella seconda fila delle (8),
potremo scrivere

(o) r=plalrpt)s x=plalrlrntls y=plqyi)+rant]; e
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e similinente I s i

(i1) W [Hz0b]s 2y AR ] =i ame] s e

avendo rappresentato per l=r{z,) il valore di { dedotto dalla

e della terza fila. 7
Le equazioni (9), (10}, (11), che incominciano tutte da una

equazione identica, sono le equazioni one fra le coor-

dinate dei'diversi pinti, introdotte dall’dmmettere Ta continuitd,

conie’ dicemino del nuf.® precedente, ¢ che sone tante quante le

coordinate, meno tre. A 'taliind potrebbe sembrave che' risul-

tassero due altre. equazioni di cons ne

Yi=@lpEpels se=ip(=)s4]
mettendo ol luoge di' 7 nelle espressioni per 'y,
della stessa ! dedotto dalla prima, equazione: ma sarebbe in

prima equ

il valore

inganno.

Si disse che le forme f, ¢, ) sono arbitrarie, ciascuna in-
dipendéntemente dallo altre ‘dues: *stabilita la ‘forma= /£ per la
prima_ fila_ delle, equazioni (8), risulta veramente: un legame fra
le z dei diversi punti, come apparisce dalle (9), non gia un le-
game fra Te ze lo ¥: U arbitrio che' sisiste nella forma ¢ an-
che | quando & pronunciatd la ) { dicasi aiun,dio présso della
forma 1p per riguardo alle z) toglie quel vinéolo dil dipendenza
che sembrerebbe appavire: nélle - dus., equizioni ‘ultimatente
seritte. i IbL

25 Passiamo a:wederescome: debba: intexdersi. nel  nostro
caso la composizione delle variazioni By e dyinodey dagd ecy
Se prendiapo le variate delle equazioni (g}, (10, (1), abbiamo

de. =1 (PP () 0% 5., Fa =0 ( pia) () 0245,
(r2) By =@ ) ") By | dyi==g (o) () Dy e

3, =1 (7B 055 On =yl (7o) 7 (=) 0z 5 !
in: guisa che’ ponendo .
(13) Pl s

&5 g drl=mns H(d) =8
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e restimendo in luogo delle p(x,), g(»), r(z) la I che le
eguaglia tutte e tre, otteniamo

dx,=f (DE; dm.=f (l+0)Es dus=f (i+-a0)&;
) I=¢'(On;: d.=9(l+o)n; =9 (Hao)y; ecc.
= (25 dzi= (F-0) 25 dzy=1ff (r20)2 s

Vedesi dopo di cio, che chiamando §x, &y, 8z le variazioni
delle coordinate =, y, = spettanti al punto generico, avrema
(9 B=f(Es H=¢ s d=y(d)2,

essendo le & v, 2 quantith che non mutano di valore passando
dal primo all’ ultimo punto del si Pertanto le equazioni
(14), (15) ci insegnano che le variazioni contengono bensi tre
quantita arbitrarie, cioé le dx,, dy,, dz, delle equazioni (13),
ma rion variano passando dalle coordinate di un punto del si-
stema a quelle di un altro punto se non

quale (e:;lnnmu (8)) variano le stesse coor
2b. :

lla maniera colla
n
ec., e perle 8x,, dy,, 33,,
i nelle equazioni (8), (14) &
eguive il secondo degli andamenti descritti al
7 ottare valori in forza dei (mali ri
di loro natura gid soddisfatte tutte le equazioni di condizione
introdotte dalla continuitd ed espresse colle (9), (10), (11)

ilt contemplare a parte.
lla prima parte della
equazione generale (1) si cambia in una sommatoria estesa da
a=1 fino ad a=F, ossia in un integrale finito definito ( vedi
i trattatisti, o il Vol. XX di questi Atti, pag. 632 ) esteso da
a={ sino ad a=4k+ o, che puo seriversi

ano

&y

(16) B Aa.of(X—gE)der (Y—
dov

5oy (2

unsta il detto al nu

Yoz

ho messo o in lnoge di m

Tomo XXIV. P I
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(*) <h

somministra il

Abbiamo un teorema d° anali

continuo parimente definita, & puo scriversi nella equazione
(17) o2 M. 0= fF da.Q+0¥
7 ok =/ da.

endo @ una funzione qualunque della variabile e inten-
dendosi nell’ espre: term che fa-

Yoa— (Y —E2) oy + (2—5F) 05 ot

e Paggiunta ¢ si dovra trascurare per la ragione pit volte
accennata. Ed ecco come si adatta ad un sistema lineare la
prima parte dell’ equazione generale (l], ommetterd in questo
luogo @’i durre termini i i alla seconda parte di
quella equazione generale, purtau da forze interne attive, sup-
ponendo che tali forze non vi siano, ¢ tanto per incominciare
a dare un esempio e venire a qualche conclusione nota, trat-
terd il caso del filo flessibile i ibil
La condizione dell’ inestendibilita del filo ci fa capire
che la densiti I colla qnale la materia & distribuita nel filo,
i que possa bi do da un punto all’altro, re-
sterd p?r ogni_punto la stessa in gualungue ipotesi di eurvatura
e di movimento, ossia (analiticamente parlando) anche quando
le &, y, z si mutano nelle x~+idx, y+idy, 2-+idz Risulta
quindi nulla 1 iazione della densitd, e si ha I equazion

condizione

(19) dl=0;

assia mettendo per T il suo valore (Capo 1% equazione (16))
dr diz dy diy de diz

(a0) e S O

(*) Lueroix: Traité vc. T. 11L. pag. 98¢ ovvero Bordoni: Lesioni sc. T.IL p.
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Questa equazione di condizione deve intendersi replicata pes
ogni punto del sistema. Ora convien fissare un principio gene
rale. Quando una equazione di condizione non muta passando
da un punto all’altro del sistema se non pel mutave delle coor
dinate, non pud che cambiare alla stessa maniera anche
ficiente che nell’ equazione generale meccanica ne mol
la variata. Nel caso attuale, se 'equazione si esprime per L=oc,
essa si adatta ai diversi punti mettendo per L (che & una fun-
zione di a) prima a=I, poi a=I-+0, poi a=i+aa, cc.,
talché le diverse equazioni di condizione pei diversi punti pos-
sono indicarsi con

L,—o; L,=o03 L;=o0jec
Queste introdurrebbero nella terza parte de
rale (r) i termini

(21) ;0L A 8Ly A 3Ly + €
Ora si dice che i coeflicienti 4,, £,, 43, €c. non possono cam-
biare che come cambiano le L,, L., L, ¢
discendere tutti da una stessa funzione 4(a),

! equazione ge

debbono
si abbia

3o
siceh
A=Al A=a(lo); A=A(+20); ec.
Cib essendo, si fa manifesto che tutti i termini come nella
somma qui sopra segnata (s1), possono raccogliersi mediante
una sommatorias il che avevamo gili previsto scrivendo espres
sione (2). Vi sono due madi per giungere a persuadersi lesposto
principio. 11 primo & desunto dalla’ considerazione chie quei
coefficienti ( come ha provato si bene Lagrange pei sistemi di-
screti) rappresentano forge interne passive, cioé pressioni o
tensioni che hanno Inogo in quel punto pel quale si verifica
I’ equazione di condizione, e che quindi debbono cambiare da
un punto all’altro’ unicamento pel cambiare che fanno le coor-
dinate. L’altro mezzo & puramente analitico e consiste nell’os-
servare quel che avviene ne’ sistemi discreti quando regna fra
i loro punti una condizione dell’ indole delle sopra indicate,
per esempio la costanza delle distanze. Dalle equazioni spettanti
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ad un punto si cava il valore del coefficiente che moltiplica
la variata dell’equazione corrispondente, ¢ da quelle spettanti
ad un altro punto si cava il valore del coefficiente analogo, &
si vede che tali valori non differisconio se non pei valori di-
versi delle coordinate. Ed anche senza pensare di aver condotto
lla fine tali calcoli: ed anche quando il sistema & continuo
alla maniera sopra descritta, si sente che se tutto cid da cui
dipende la determinazione del coefficiente 2 non mnta nei due
casi se non per esservi al luogo della variabile @ una volta la
f, & un’altra volta la /40, i due valori del coefficiente non
ssono che differive alla stessa maniera. Questo rag

wche quando essendo pin d’ una le equa:

Ixtonxo arie Eguaziont ec.

zione che si ripetono di punto in punto, sofio anche piit d’uno
i rispettivi cocff
sione (3).

nti: caso preveduto nello stendere espres-

caso attuale la sommatoria che comprende tutti i
ti nell” equazione generale (r) dall” equazione di
condizione (20), e che pud tradursi in un integrale finito de-
finito in corrispondenza al gia detto per I'espressione (16), sari

; ba Ao B gy A8 L e
()  ETAsoa (EE+E - F

dove ho messo o4 in luogo di 2, i che pub sembrsre. achi-
trario dosi di un i 5 ma 1" ho
fatto appositamente, perché siccome poco pit sopra dicemmo,
un tal coefficiente rappresenta una forza della stessa matura
delle X, Y, Z, rapportata alla stessa unith di misura; quindi il
numero che la significa deve essere attenuato, del pari che per
le anzidette, dal coefficiente o (rivedi il canone stabilito al
num®. ar. )

L’ espressione (22) si muta come la (16) in forza del teo-
rema (17) nell altra

i dx d¥x dy d¥: dz ddz
(23) fida 2 (E0E o $Or L FOE) o0
essendo compendiati nella quantith ¢ i termini che poi s
debbono trascurare.
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Rinnendo le espressioni (18) ¢ (23) ¢ non essendovi nel
presente caso altre condizioni da contemplare, I equazione pel
moto del filo inestendibile cavata dalla generale (1) sara

e

e

Foda (X =52) paae (Y= B2) 0y o (Z— T2)0z |

R AN bt Al et o
Potvei qui trattenermi a far vedere le deduzioni che diseendono
da questa equazione; cominciando dal trasform; i termini
sotto il secondo integrale per modo che le variazioni dw, dy, 3z
non siaito affette da altre operazioni di derivazione (trasfor-
mazioni note nel calcolo delle variazioni ) mi risulterebbero tre
termini da compenetrarsi con quelli esistenti sotto il primo
tegrale, e avrei di piti una quantitd trinomiale che porterei
limiti, essendo una quantitd differenz

i I'integrazione: Iland

lo esatta sulla quale si
poi sotto il segno integrale
i coefficionti totali delle dz, 3y, 3, come Lagrange ha insegnato
doversi fare, mi verrebbero tre equazioni che con mol i
lith trasformerei nelle gia conosciute. Potrei anche dire che
per certi problemi sotto il primo integrale dell equazione (ad)
conviene introdurre un fittore N () la cui origine dipende dalle

essioni acoennate verso il fine del num®
di avere un lungo viag

. Memor

pero
io a percorrere, mi dispenso dallo sten-
dere le indicate operazioni, essendo solo mio scopo in questo
Capo, siccome dissi al principio di esso, dare le spiegazioni ri-
maste sottintese nella grand’ opera di Lagrange: il che segui-
terd a fare, colla intenzione d’ invogliare sempre pii i lettori
o studiar finamente anche i pidt tenui possaggi nell’uso @i un
metodo il quale, vogliasi o non vogliasi, finird col trionfare
& ogni contraria insistenza; e si stabilird sovrano mnella mecca-
nica razionale, come il calcolo differenziale e inte;
bilito nell” analisi

ale si & sta-
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§a

SISTEMI SUPERFICIALL.

ag. Per dedurre dallequazione meccanica (1) generale pei
sistemi discreti quelle pur generali relative allequilibrio e al
moto di sistemi superficiali, limiteremo dapprima le nostre con-
erazioni ad un aggrezato di molecole che nella disposizione
antecedente ideale (rivedi il num®. 12 ) fossero configurate in
un wltanrralo, vedremo poi fra poco che questa limitazione pud
togliersi restando le pil importanti conseguenze anche per
qu-\ndo la_configurazione delle molecale m:l]c stato antecedente
si supponga in una superficie piana terminata da un contorno
qualanque: ma_ giova sul principio evitare una complicazions
non necessaria a_comprendere quella riduzione che ci siamo
proposto di schiarire. Nella supposizione pertanto del rettangolo,
ammettiamo che le ascisse a cominciassero da a=/, e finissero
con a=k, ¢ le ordinate 4 cominciassero da b=/, e finissero
con b Passando alla considerazione delle coordinate z, ¥, =
dello stato reale, i valori di tutte le % per quel aggregata di

i serie doppin che indiche-

molecole potrs

vemo dapprima con indici al piede come segue
1y 3 Xayr 3 Fay Ly,r 3 €C
{a5) o e GG e

X33 Eay3 3 Xz, Xy €C
poi coi valori corrispondenti dedotti da una sola funzione f(aF)
alla maniera che soggiungd

SURYS LUGR) 5 SUFBGR)  «vanpesans o tane FUEsh)

Fllhieray s flahara) s Fllaeaoh-o). .o S khia)

(26) f[l.'i—v-m) f(l-v-ok—ﬂvm) f(:+m,f.-.-m) . flkshi20)
F603 7o) s fli-a) U
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Similmente dovremo immaginare che si faceia per le diverse
7, € per o s z: cioé indicandone dapprima i valori con
indiei al piede e con serie doppie analoghe alla
spettivamente con: serie doppie dedotte per le y da una fun-
aione ¢ (a,b), e per | da una funzione (e, %) in perfetta
cortispondenza colla
ra vogliamo anche qui provare, come nel §. precedente,
cendo le forme f; g,  non mutarsi mai
stema, vengono a introdursi tante equazioni di condizione quante
te dei diversi punti, meno tre: e (hdm.,rm
za che le variazioni 3z 3y, 9z delle coor
dei diversi punti mutano da un punto all’altro alla stessa ma-
niera con cui mutano i valori delle coordinate nella serie dop-
pia (26) e nelle altre due simili: non restare quindi che tre
variazioni veramente indipendenti ed arbitrarie. Imm:
dalle due equazioni

2y =f(50)s Y, =@ (LAY

iversi di 4, %, che sognoremo mediante le

5): poi ri-

totto il si-

per consegue

giniamo

cavati i valo)

sudh=qwi v e )

e sostituiti in tutti i termini della serie doppia (26). Il con-
fronto ddlu espress) che risultano dopo tale sostituzione coi
valori corrispondenti dells serie doppia (a5) dara tante equa-
gioni fra varie coordinate dei diversi punti, quanti sono i punti:
una sarh identica e le altre saranno equazioni di condizione.
Prendendone le variate, e ponendo per abbreviare

(27) i=p (@00 ¥,

=p(x,,.) 02, + P i) O,
(28)
B=q (%) e+ g () By s

poscia indicando con un‘apice in alte lo derivate per p, ¢ con
un apice al busso quelle per 4, avremo
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O =L (P S+ £ (Pa)
¥, =1 (prog)E + fip+ag)n
25, = F (p-20ig) § =+ f;( p-+a0ig) n

(209)

92, o =F(Pg+a)E +f (pg+0)y
¥5a, . = f'(pH0g-+0)E + f p+oyg+0)

desime - per [Il[te. c
dei valori (27) nei termini della serie doppia simile alla (26) e
formata mediante la funzione g (a,b), comporremo un altro nu-
mero di equazioni di i le a quello delle molecale:
una perd di tali equazioni sarebbe identica. Prendendone poi
le variate, luol.:cmo provare che anche le variazioni &y,,,;
Fyayas Oy, dri variano da punto a
Jinio. come'1e (a0) c. quinds a (26). Volendo
da ultimo ve alle stesse conseguenze anche per un terzo

le varidzioni &z, |, 3
92.,,5.085,,5. 0.0 85,45 85, » converrd assumere le
equazioni x,,, =f(LA): =, ,, .;.(1 ff) onde. (lcdume i valori
inversi del 4 A analagame
rifare per le x,
per le @ & p

lecole, compr

per le 5 i 0 discorso Supra tenuto
le y. I valori di tutte le variazioni (ag) e delle
altre due sevie corrispondenti conterrauno le tre sole variazioni
¥z, 05 Oy s 03 ite arbitrarie. Se a ta-
luno paresse risultare pei sistemi superficiali dal principio della
contiuuitd un’ altra equazione di condizione fia lo coordinate,
oltre quelle di numero eguale al triplo del numero delle mo-
lecole, meno tre, il suo dubbio potrebbe dissiparsi per mezzo
ento simile al praticato sul fine del num®. 24,

di un ragionan
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3o.1 Assicurati cosi che tutte le quantith componenti il tri-
nomio sottoposto al primo segno S nella equazione gener
variano da molecola a molecola alla maniera dei termi
serie doppia, potremo invece di 8 mettere il segno di una dop-
pia sommatoria o di un duy rtegrale fi il quale sia
definito in quanto ad ‘a fra i limiti e=/, a=k+0, € in quanto
a b fra i limiti b="h, b=i-+a; avremo cioé invece di quella
prima parte I’ espressione
(30)
BTG AD o (X 2 o (v — $) 3y (2 L5021
l n ey az a=

nella quale ho introdotto il fattore ¢* invece della lettera sy
giusta I' esposto ai numeri ar, 22, e avrei anche potuto (in
conformitd al detto verso il fine del nam®. 22.) far entrare un
altro fattore N funzione di a, &, che ommetto non essendo ne-
cessario al mio intento.

Non riuscird ora difficile’ capive che se Ia configurazione
delle molecole nello, stato antecedente non sard un rettangolo
ma una superficie, piana limitata da un contorno fa
qualsivogliono, siccome supponemmo anche al num.” 1a., non
ayremo pii i limiti. dell” integrale finito duplicato (30) costanti
@ fra di lorg, indipendenti, ma che mel resto sussisteranno tutte
le precedonti deduzioni. Vuolsi dire: che tal caso le diverse
linee oriazontali idella serie doppia equivalente, non saranno
fatte 'di un egnal vumero: i, termini, un tal numero cambiera
lipend dal bi; che fa la diffe dei yalori
estremi dells @3 dnvece della & poi'wi sard unma funzione di a
costante in ogni ‘linea orizzontale ( rivedi la (a6) ) ove @ avra
il yalore dellascissa per quel punto della linea di contorno che
& insieme il primo di quella fila orizzontale. La somma di tutti
i termini di wna cosi fatta serie doppia equivarra ancora ad
un integrale duplicato: solamente i limiti di & saranno f ni
di @, e i limiti di & saranno i valori di questa variabile la cui
differenza & la massima. Pertanto in questo caso pit generale
basterd indicare i segni integrali della espressione (3¢

Tomo XXIV. Px I
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BAaEAb e intendendo che i limiti debbano essere opportu-
namente determinati all’ oggetto di comprendere tutti 1 punti
fisici del sistema.

Operata una tale sostituzione di segni integrali nella espres-
sione. (30), faremo un altro passo corrispondentemente al gid
fatto per passare dalla espressione (16) alla (18). L’applicazione
del teorema (17) replicata due volte di seguito, avvertendo di
SCOmpor) tore ¢* per dare un @ scmplncc a ciascuno dei
due integrali, ci fa conoscere che la prima parte dell’ equazione
generale (1) si trasforma quando trattasi di un sistema superfi-
ciale, nella quantiti seguente

(31)
Sdafdb, §(X—5F ﬂz-o—(Y—fl););-l—(z—E‘ 3z} ol

intendendo compresi nell’ aggiunta o' tutti i termini che poi
si debbono ommettere, o ritenendo! che il doppio integralo con-
tinuo va defini i dalle
linee circoscriventi la materia nella precedente disposizione.
Potrei qui pure i i una dizione " estensibile a
tutti i punti del sistema e far vedere com®essa ci porga un
altro integrale duplicato simile al precedente e da sommarsi
con esso; in eorrispondenza a quanto dissi quando mostrai che
I espressione (28) si sommava; colla (18) per darol I* squazione
(24). Ma ormai il lettore deve aver capito I andamento da te-
nersi. A'me basta aver dimostrato che il 'segno S della equa-
sistemi superficiali in un’ du-
f.smluavaau in un i

che parevami opportuno onde condurci passo passonpenermln
nelle varic sue parti quel metodo ammirabile del quale mi
sono fatto propugnatore.
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5. 3.

& TRE DIMENSIONT:

31, Passando a dire dei sistemi a tre dimensioni,
del moto per essi, possono
solamente in questo
triplicati, il che
zioni

equazioni generali dell” equilibrio
dedursi dalla solita (1) pei sistemi discret
caso quelle somme s1 tramutano in integral
resta a vedere. Limiteremo dapp) le mostre comside
ad un aggregato di molecole le quali nella dispasizione antece-
dente ideale presentassero la figura di un parallelepipedo ret-
tangolo. In tals supposizione le molte » appartenenti a quelle
molecole trasportate allo stato reale potranno distribuirsi in una
serie tripla che indicheremo mediante un snccedersi di serie
mente con indici-al piede, come segue

doppie, primier

Figasnd Fa,ihr 30 Feyuha s (€0

HL PR R IS

5 ®3j3,i 30 €C

isalsl ®ayiin s a3 ec.
Figesa 3 Fayasa s FTaga,e i €0
(32) FeaBis 5 Tayd,a s a,3, 5 €O

Tiya,8 5 Tayi,33 Fdya,nd
Zyyas 35 @aywlaly Fayeya 3 €0

Z138,3 5 Fay3,5 3 T3,3,3 5 OO

ec.
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e poi mutendo opportunamente i valori delle @, 8¢ in una
stessa funzione f(a, b,c), ritenendo che la variabile @ cominci
da a=!, e proceda per aumenti costanti o fino ad a=k, la b
prenda valori fra i limiti 2=k, b=i, e la ¢ fra i limiti c=n,

Quest” altra serie tripla i cui termini debbono intendersi
uno ad uno. eguagliati a termini corrispondenti della precedente
(32), & la seguente

Flbhsn)s f{ERGhn)s oo SFlkshsn)
L o ) e Y = )

Fllisn)s flbroin) s o fikhn)

S b ko) 5 F{ 103 o it0) 500 e Sl ks oy ne)
(33)  Flbhgn+0) 3 f{i e, n0) 5 2 o o f (B i, n0)

Flbisna) s f{I-GHRAT) 5000y Sk isnetea)

essendo I’ ultima delle. serie doppie di cui la tripla &
composta

Fllhaj)s frolnf)s e oo f(ABT)
FLh0,f) 5 f{lr0 b)) 5 - - - oo fRa b0, )

F(BEF) 5 (00} 5 0o Sik1yg).
E quanto qui si & detto dei valori delle diverse =, potremo
ripeterlo pei valori delle diverse y, indicandoli prima, come
nella (32), per mezzo & indici al piede, poi deducendoli tutti,
come nella (33) da una stessa funzione: g (a,b,¢); cosl dei va-
lori delle diverse z, deducendoli tutti mel secondo quadro da
una stessa fungioné ' (a, & ¢).
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Soggiungeremo, come nei casi simili degli altri due sistemi,
che dovendo le forme f, ¢, 4 non mutarsi per tutto il corpo,
si hanno tante equazioni di condizione, quante sono le coordi-
nate dei diversi punti, meno tre: e che. quindi le. var i
8, 8y, 9= cambiano da un punto all’altro alla stessa
che i valori delle coordinate mella serie tipla (33) e nelle das
analoghe per e per le z.

A veder chiaro quello che qui abbiamo asserito, immagi-
niamo che dalle tre equazioni

FB8AY e =Fh )5 5,000 = (bhs7)

siano stati dedotti i valori inversi

Fryry

E=p (20,000 Xisesas Busisi)
(34) =gz Yo i)

A=r(Fy 00 i Sl

e sostituiti nelle espressioni di tutti i termini della (33). Allora
nto delle (32), (33), termine per termine, ci dard tante
ni fra vi coordinate di diversi punti, quanti sono tutti
i punti fisici del sistema: una di tali equazioni sard identics
e le altre saranno equazioni di dizi Prendend le v:
e, e ponendo per abbreviare

Emm Py atva) Oy 5 P i a) Mnsns i =P S0 0,2) 050 050
(0, )%, g () 7 (5 050) 920,00,
E=r (&, )3, e, ) Dt 7 (20,0,0) 95,0,

otterremo

0y oss =L () &+ F (pogsr) v == "L 22gr) €

B5) “da,., =F(progn)t + flproar)n + fp+oagn)t
3y, oy = (pr2o,gn) E+F (p--20.q.0) v+f (p+2o.g,0) &
60, ec. ec.
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dove gli apici in 7, £, 'f indicand derivate parziali per 2, ¢, 7
rispettivamente.

In questi valor
intendiamo risostituiti alle p, g, r i valori 4 & n che le ugoa-
gliano ( equazioni (34) )¢ vedremo che i secondi membri di
dette equazioni (35) muteranno precisamente come i diversi-va-
lori delle # nelle espressioni (33). Lo stesso potremo dire delle
variazioni delle y e delle variazioni-delle =.

In conseguenza del fin qui detto. tut omj che nella
equazione generale (1) sono abbracciati dal primo segno som-
matorio 8, comporranno visibilmente una serie tripla, la quale
potrd esprimersi mediante una tripla sommatoria o un integrale
finito triplicato, come segue

A 350 MBS A, 0! {(X—55) da+ (Y= FE) ay + (Z— 53) 0=}

dove vedesi introdotto il fattore o in luogo della lettera 7,
di conformiti al gid dimostrato nei numeri 18; 2r.

3a, Diventa ora facile I"argomentare, in correlazione con
quanto si disse al num’. 30 pei sistemi superficiali, che se la
configurazione delle molecole nello stato antecedente ideale
non sard pitt quella di una sola porsione della materia foggiata
in parallele ttangolo, ma presenterd un volume conter-
minato da superficie qualsivogliono, sussisterd ancora il ragio-
namento diretto a provare che la somma-dei trinomj. colle forze
[ a tutte le molecole, si pud pendi di un
triplo integrale finito definito; perd i limiti di tale integrale
triphicato, invece di essere i loro indipendenti, come nella
precedente espressione (36), saranno Funzioni delle variabili che
ancora restano dipendentemente dalla equazione della superficie
che terminava il volume occupato dalla materia nello stato pre-
cedente. In tale suppesizione converrd surrogare alla espressione
(36) quest’ altra

ZAaTAbEAc.o | (K= B2) dete (Y— B) dr+ (2— 5
e determinati, come si & detto.

Bl

mer

intendendo i limiti opportun
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cato finito in un simile integrale continuo
di seguito il teorema scritto nella equazione (17) e avvertendo
dil scomporre il fattore ¢* in maniera da dare un o semplice a

' ciascuno deiv tre integrali. Giungiamo per tal guisa all’espr ne
(38) fda fdb fde. | (X—55) due (Y= T2) dy+ (Z—55) 32 | 0w

' consoj al solito di dover trascurare Paggiunta o, ¢ di dover

prendere i limiti dell'integrale triplicato quali li assegna la su-

circoscrivente la materia nella precedente disposizione.

i il segno 8 nella prima
one ‘generale (1) quando il sistema & continuo
a tre ﬂlmens]unl,putrcl aggi ngem, altri integrali triplicati pro-
venienti da i di che s dessero a tutt
i punti del sistema: s integrali duplicati che venissero
introdotti nell’ equazione generale del moto e dell’equilibro da
pressioni esercitate alla superficie del corpo. L'andamento da
tenersi per simili aggiunte parmi abbastanza dichiarato dopo
I esposto nei paragrafi di_questo Capo. Credo poi piti conve-
niente trattare a parte alcune delle questioni per le quali si
verifica quanto ora si & accennato.

CAPO TII.
Del mato ¢ dell equilibrio di un corpo qualungue rigido.

Mi propoengo di dare in ¢uesto Capo quelle equazioni spet-
tanti al moto di un punto qualunque di un corpo rigido, che
Lagrange ha ommesse, e delle quali dissi nel preambolo della
Memoria, che se il nostro Autore le avesse date, come gli era
facile usando de’ suoi metodi, avrebbe prevenuto il meglio di
quanto & stato trovato di poi. Per avviarci in tale ricerca se-
guendo I’andamento che io ho preso a difendere e raccoman-
dare, ¢i & prima necessario esprimere per mezzo di equazioni
di condizi la rigidita del corpo.
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33. Chiarissima & I'idea della i
pone che per effetto di essa le
punti fisici del corpo. siano
vimento. Questa id
di una qualunque dis

idith in un corpos si' sup-
anze rispettive di totti i
abili durante: qualungue mo-
si pud associare mentalmente con quella
ibuzione della materia; sia a densitd co-
stante, sia a densiti variabile: assnmeremo la seconda suppo-
one per maggiore generalith,

Immaginiamo tre assi rettangolari connessi invariabilmente
col corpo per modo che ompagnino in tutti i suoi movi-
menti ulteriori; dette allora

plasbie)s glasb,e); rlabic)

le coordinate di una molecola qualunque del corpo relativamente
a tali assi, queste p, g, 7 saranno ( precisamente come lé. z, 7,z
del num®. 3.) quelle funzioni delle &, &, ¢ che esprimono la
struttura del corpo nello stato reale; e le coordinate x, y; =
della stessa molecola dopo un tempo ¢ relativamente a tre assi
fissi nello spazio, saranno funzioni Jineari. delle p, g, rdate dalle
equazioni

z=f4ap+fg+yr
(1) Y=E+ PP gttt

s=hayp+ g+ 7

essendo f; g, b3 vy Bus 9u5 Gas Bas a3 das By 75 dodici quantith
funzioni del solo tempo’ ¢ senza le a, b, ¢ ciod f; g & le coor-
dinate che alla fine del tempo ¢ corrispondono al punto d’ori-
gino degli assi fissi nel corpo e mobili con esso, € a,, 8., 7,3

@ay Bas a3 Gan Bas 73 nOVe quantits angolari di eui eceo la si-
gnificazione

=cos (p.a); B.=cos(g.x); 7 =cos(rz)
=cos (py); Fi=ucos(gx)3 7=rcos(ry)
=cos (p.z); Bi=cos(gz); g3=cos(rz).

nove quantith si hanno le ventuna equazioni
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airalrai =13 o f +o, 8 +oal=

(3) B+ 8+ 5

L @~ &Y, Gy =0

3 Biti t bl B3=0

a8 B+ n=0

@

& a3+ 0, B3+ 7, 13 =

BB+ =15 6o+ B+ =0

By =873y =B —br:
@) B=apn—ap: fh=apn—un; =6y —ar
¥ B —asfss — o By p=afi—ap,
le quali perd sono sostanzinlmente soltanto sei, cioe le (3), o
le (4); cavandosi tutte le altre da combinazioni delle medesime.
Cid & notissimo, ed anche & noto che _la deduzione delle (4),
(5) dalle (3) pud farsi per solo processo analitico, come pud
vedersi nella prima Nota ch’ io posi alla. Memoria dell’anno
1832, citats mbolo di questa, e in una Memoria del
Sig. Cavalicre no Giorgini inserita nel Tomo XXI degli
Atti di questa Societi. i
34. Assumiamo per comodo le seguenti denominazioni
= (1) (3)3 el a)

o, ifa da,
= () - Gy -

fi(C e

(6)
- dy dy _ dsds
G=%a T&Ed LD
do de  dv dy o
& T &®

dar dx
ko

ty=

Tomo XXIF. P
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i fanno_un gran giuoco, come apparirk dallattuale Capo
e dai successivi.
Dalle equazioni' (1) derivate per @ &, ¢ otteniamo le nove

da ’
d .’ dr
E=af+ad+rg

Ta

dz

a

& o dp P
=af+aE+n

dp | g dr
=+ b g 3

+8F + g
@ dr
+ 8 g7y

! dr
&+

FLBN

d dr
Al i O

& dr
—o—d;d—: +ng

La sostituzione di questi valori nei secondi membri delle (6)
pud sembrare sulle prime operazione alquanto prolissa, ma viene
facilitata dalla, simmetria, e si scorge senza difficolta, che in
virtii delle equazioni (3) risultano le sei

=+ G - G
= G G - G
o= () - -
44 -4y -8 -

—dpdr dq dg Eon
=fetan T he

®
7]

dp dp dg dy dr dr
G T hic TDE /

=
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Queste equazioni, so ben si considerano, meritano molta atten-
zione. Esse ¢’insegnano primicramente che i sei trinomj ¢, ¢4 s
{48 » £ Sono | seil quantith indipendenti dal tempo & tali
che la wariabile ¢ entrando nelle singole loro parti, esce non-
dimeno di per se stessa dal complesso di tatt
piti importa ' si & -che esse sono le cercate equazioni di cond,
zione esprimenti ‘ld rigidita. del corpo. Basta infatti riflettere
seo mnll loro membri ( per essere p, g, r coordinate
tive ad ass el eorpo ) ‘Sono quantith invariabili in qua-
lungque pou.- .l. movimento, e che per:m, prendendo le va-
rinte di tali equazioni, si ottengono le sci

e

che

df,=90; Oft.=0; di;=0
(9),

Fly=04 ‘dtg=/07 Ttz =i

le quali sussistono per ogni punto fisico del corpo. Pud notarsi
che (8) ovvero () sono veramente le equazioni di
condizione signilicanti la rigiditd del corpe, in quanto non con-
tengono le dodici quantitd £, 53 d,» das tiy3 Bis Bas B
visibili nelle eqiazioni (1). Queste dodici quantitd (che in virti
delle equazioni (3) si riducono a sei) possono avere valori
bitiarj, essendo noi liberi di’ pi diversamente in mille
modi gli assi fissi nel corpo: il che equivale a dire esservi
finite terne di assi fissi nel corpo rimpetto ai quali le coordi-
nate p, g, r sono invariabili per una stessa molecola. Ma questo
concetto che ci di propriamente I'idea della rigiditd, & un
concetto- il quale. con sott’occhio le equazioni (1), rimane nella

mente senza trasfondersi allo seritto, essendo quelle de
lettere per se stesse mute ¢ incapaci a ridircelo. 8
foude esso veramente allo scritto quando si hanno equazioni
come le (8), (g) tra espressioni diffe: - die
grange (Legons sur le caleul des fonctions, Paris 1806 in
ws 162-163 ) sono pitn generali delle equazioni primitive o
integrali, ed equivalgono a tutte insieme tali equazioni primi-
tive che non differirebbero fra loro se non pel valore delle co-
stanti sparite nelle equazioni differenziali,
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35. Le equazioni di condizione (g) sono della stessa natura
di quelle (rivedi I"equazione (19) del Capo precedente numeri
a7. 28 ) per le quali cercammo di stabilive un prineipio gene-
rale circa al-modo:d” intredumei-la. significazions nell'squations
generale della. meccanica mezzo di sommatorie che mnel
caso attuale si traducono .in integrali. triplicati. Riletti i citati
numefi, ¢ riassunto I esposto mnel §. 3. del Capo precedente,
non si avrd alenna difficolth ad ammettere, che chiamando
A, B, C, D, E, F sei coefficienti indeterminati funzioni delle
a, by ¢ o delle @, y, 2 (vivedi le equazioni (7) e (8) del num®, g.),
I" equazione generale (1) nel caso del moto de’ corp si
trasformerd nella seguente

[da fdb [de. § (X—55) dwt (Y= ) dy+ (2— 52) 82}

(1)
+ fida fdb fde. [ Ab+BItACotr+- DIt +Edt;+Fot, |+ 2

o

dove ho inteso di comprendere nella lettera & quei termini che
venissero introdotti nell’ equazione generale da forze applicate
solamente a superficie esterne, o a linee, 0 a punti determinati
del sistema: termini perd i quali non potrebbero avere aleuna
loro parte affetta da un segno d’ integrale triplicato, come la
parte seritta.

36. Prendansi per r,, Bas ‘E3s b4y Eas £ 1 valori dati dai se-
condi membri delle equazioni (6). e il polinomio sottoposto al
secondo segno i le della preced ione generale

(10) si trovera equivalente alla quantita che -=-{.m
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de ddx dy d3y 4z diz
(Gt e n

S

PR (e e S g )

D SE R S

) G tdE A
e
G
+ F (5 &
e

1 ventisette ter

i dei quali questa quantitd & composta, pos-
sono tutti subire una trasformazione analoga a quelle usate nel
calcolo delle variazioni e diretta a ridurre la quantitd (11) sic-
come visultante di due parti, la prima delle quali contenga le
3z, dy, &z non affette da alcuna operazione di derivazione, e la
seconda consti di derivate esatte o per a o per b o per
trasformazioni possono esegnirsi tutte sui due modelli

Le

Oz

apdzdiz __ d.(aA%) d. (24 Fox)
e Ta Ta

(13)

pirdis . d.(DF
% )

dopo di che la quantith {11) prende la forma
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(R iy

a dLs dMa dN. %
(13) St g e ) 0

s

dNy )
essendo
dr
— D5

dz
—aBio
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Sostituita la quantita (13) sotto il secondo segno integrale dell
equazione generale (10), e compenetrati i due integrali tripl
cati in un solo, & manifesto che sulle tre parti di cui & for

ne (15)) pud eseguirsi aleuna delle
50 per.c, © che quindi queste pa
tersi sotto integrili duplicati. Esse allora vengono
ad unirsi colle simili comprese (se pur vi
© della equazione (10) sottoposte a segni-d’ integrali duplic
e proyenienti da forze applicate a soli punti di una superficie.
Quanto alla quantiti che rimane sotto Pintegrale triplicato,
vi si debbono, secondo ¢’ insegna il calcolo delle variazioni, an-
nullare i tre coefficienti totali delle variazioni 3z, 3y, dz; cosi
si lanno le tée equazioni pel moto del punto generico che sono

vanno a

sono) mella quanti

At T aM, ;
(16) Y — <
F 4
Z— =0

37. Ora si vorrebbero tramutare queste equazioni (16)
altre che non contenessero traccia delle a, b, ¢, ¢ non constas-
sero che di quanti

4 spettanti allo stato reale del corpo. A questo
ogzetto mi & necessaria una breve digressione per dimostrare
un principio analitico gid messo a pag. 205 del Tomo XXI di
questi Atti. Ora ne dard una dimostrazione un poco diversa,
tanto pinn volentieri in quanto ¢ legata coll’
zioni identiche che rassomigliano a quella della continuita, ¢
possono venir utili anche altrimenti.” Ecco in che consisre.
Se si ha un trinomio come

4L aM aN
"t W W

dove L, M, N sono funzioni qualunque delle a, b, ¢; e
tradursi in un altro trinomio nel quale le deri
per le #,y, z: si ha cios

o pud
te siang pre:
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K %

el

dL dM N 1 ( e

(17) T T =5

T i)

essendo le K,, K,, Ky date per le I, M, N mediante le formole

K, 1'(Lg+M%+N'§—:) 4
{18) K= (L% +M% +N%

Ky

d; ds ds
T(LE+MZ+NZ

Per vedere la verith di questo principio, cominceremo a  desi-
gnare con lettere particolari le derivate parsiali delle 2, , 2
per 16 a, b, c, come abbiamo fatto (n. 14 equazioni (30)) delle
derivate parziali pel tempo: scrivendo

&
& i
)
(ro) (A 57

L4
&

e intendendo queste quantity ridotte (mediante I’ uso delle
equazioni (8) num’. 9 ) funzioni di x, ¥, , & Dopo cio seguendo
un andamento affatto analogo a quello tenuto al num®. 4.
troveremo primieramente 1’ equazione

) 2l
G o

d&r &z d*z
- el e skl Py

&y oy
“+ L 3%+ m oy

by ey e

na fila delle

poi; sostituendo le denominazioni assunte nella pri
precedenti equazioni (19), of verranno per esprimere i valori
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delle derivate seconde =, % | ee., come in quel luogo per

secondi membri da quelle ivi
tere £, 3,4 7, invece di
alla cold ottenuta,

40 de; d2:
H (2 + &

, w. Arriveremo quindi all” equa-

zione analoga

la quale per effetto della (6) num® g si muta nella
dr - [ de, s, v
(20) me it )

liante troveremo le altre

Con pracesso analitico in tutto som

ri3 T=
(a1)

o \ fdn

z=—Tr(2+

Avendo poi altrimenti manifestamente

ar ar dT ar
W&ty E
dr ar . dr
ot il et R e
ar ar ar o dr
Pt il Rl i e

wre somiglianti all’ equ

sostituzione di_questi valori nelle (20}, (21) le riduce alle
fone della continuita :

T3
ST
d.Tey . T3
& 5
2. Trs 4.3y
i :
Tomo XXIV. P L 9
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Ora prendasi una funzione qualunque L di a, &, ¢, che per
la sostituzione dei valori (8) num®. g pud anche intende

dotta funzione di x, y, =1 avremo
dLi:_dLids dL dy 4L ds
L — @@ G 4

A motivo delle denominazion

terata la precedente equazione sci

10) (prima fila), non s
wdola

L _sviai 3500
S =r(% T+ 'f, r‘:.-‘-:{n)

(a2), maoltipli-

Di piun: se prendiamo la prinia delle equazioni

L i : :
candola per &, non avremo difficalta a capire che non si al-

tera I equazions precedente aggiungendo al suo secondo mem-
I espressione

(l .{r;.
(L=

i vedremo risulta

dL

Ta

(=3)

(4 1-:,.

Chiamate M, N due altre finzioni di @, &, ¢, come la L,
maniera affatto simile, facendo uso dellé altre demominazioni
(19) e delle altre due equagioni (2a), trov

P (#.F‘Ib
=i

dx

(24)

' (‘t,r\'.-,
]

Sommando le equazioni (23), (24); compenetrando nel secondo
membro le derivate relative alla stessa variabile, risostituendo
alle &, 3,, Tis s 80 lo dérivate Lqu:\wleull [u[u'\mmu (19)).
¢ adottando per compendio le espressioni (18), si ved
tare Pequazione (17)in cui si legge il principio analitico enunciato

risul-
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38. Ora, mediante I"uso del principio espresso nelle equs
zioni (17), (18), vedesi a colpo d*occhio chie ponendo

dx )

=
P,:i‘(l“:%—o-}l""-o-';\',;:)

¥

ol 1 e iy

Py=I{L; & 4 M, S, 5y

Q=T (L% + M 5 o, &)

da de

(25) Q=T (I F o+ M N2
Q=T (L £+ M2 0 N, &)
Ro=0 (L %+ M, %+ N, £)

Ro=T (L + M 5 + N, %)

da

Ro=T (L 5 + M, & + N, &)

a by T

le equazioni (16) si mutano nelle seguenti

Py dPy
dr S
‘4 ’ 40, a0
i _ay 10, a0 _
(26) it (\ O 4= =0
dR, dfs
ol el

le quali sono quelle che

i cercavano colle derivate espresse
relativamente all

ate 7, = dello stato reale.

Potremo poi avere immediatamente i valori delle nove
quantied P, (P, Py 0,0, 005 R,, R,, R, dati per lo. sei
A, B, 0, D, E, F, sostituendo nelle equazioni (25) alle nove
quantith L,, M,, N,3 L., M,, N,; Ly, My, N; i valori som-
ministratici dal ioni (14). Chiaminsi per abbreviare (1),
(11, (1), ( , (V1), sei quantita di eni serivo i valori
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(1)=—aA (&) —aB (5) —2C (%)

dz dx dx o dz dr
—aDELE_EEE—aF R

(11) = — 2A (&) —aB ()" —2C (B)° t
—g gk —arhd ,
()= —an () = 2B (G — 20 (&)
—"D:'T:EE—
(=g act ¥
— (g% Ed
—E(EE+ iR
s
- CrEE-5%)
"}=_2Ad'nd'a QBE%_an: {

D(ra*ﬁj&)
dde 2%

|
-

T(ﬁf:§+i—i5€)

- dy d
(\1)#fm\3n 'J,‘.—AB—; ——z(,j; T

- E(ZZ
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e le indicate sostituzio) porgeranno.

P, =T (1); P,=T(1V); Py=T(V)
(28) Q=T (IV); Q=T (I1); Qs=T (V1)
Ry=T (V)3 RI=T (V1) Ry=T (1)

dalle quali ci viene insegnato sussistere fra le nove quantith
P, P,, Ps, Q,, cc. le t
(20) Po=Qy Pi=R,5 (s =R,.

Chi confrontera le ottenute eq (26); (20) coi risultati

geometri (*), troveri
alle medes

datici dai moder

e per vie divers
sime siamo giunt

e conseguenze, Taluno fo

mi
obbjetterd che queste equazioni essendo qui dimostrate pel solo

caso de’ corpi rigidi, hanno una estor
loro congessa dui sullodati Geometri fran
bjezione risponder: apo seguente; oye
stia la maggiore generaliti

39. Non tacero che questa nostra analisi supponendo in
numero di sei le equazioni di condizione fra le coordinate 2y
¥ @ dél punto generico, mon sembra nccordarsi con quel passa
della’ Meccanica Analitica (T. I. pag. 86) ove si restringe in
gener, @ tre il numero di si fatte equazioni. Io ngo per
fermo perd che Lagrange in quel luogo non ebbe di mira il
caso mel quale lo’ equazioni di sono alle derivate
parziali per varidbili di cui ls %, y, & si considerino funzion; -
potendo allora benissimo dette equazioni essere pin di tre,
senza che le ultime siana conseguenze necessarie delle tre prim:
L’ ufficio delle ultime & in tal caso di determinare le funzio,
arbitrarie introdotte dall’ integrazione delle prime, di far ¢
cosa a cui le prime non bastanos e percio quelle
sere mere combinazioni di queste. Ammesso

ione ass:

minore di quella
ssi. Ad nna tal ob-
vedri da che parte

{*) Canchy. Exorcicoy do Mathématiques. T. 11, pag. 11
Paiss

Tom. TIL pog. 166
Blémoires do 1" Institut de France. T. VI pag. 387; T. X. p. 578,
Jourml de 1" Eoole Pelyt. Cabicr XX, pag, 54, cc,
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pitt in tal caso applicabile.il gorollario che: si-abhiino sempre
tante equazioni quante ne abbisognano, per determinare i valori
delle coordinate generiche x, y; =, € di tutti i coeflicienti
determinati introdotti secondo il ‘metodo. Del resto tengo poi
risposta atta. a guadagnarwi il_sufiragio anche di
chi credesse sussisters sempre senza aleuna eccezione I'addotta
sentenza del nostro Autore. eIl inipianto di un problema
meceanico secondo i metodi del nostro testo, si ommettono al-
cune. dells zioni-di’ condizione, non si esprimono
tutti i dati della questione, e si viene a.conseguenze crrone
Non & di_eguale importanza il gnardarsi dall’ nsare qualche
equazione di condizione di pin’ del bisogao, la quale sia con-
segnienza ‘di altre parimenti adoperate. Lagrange ha provato
per via ' éseinpj (M. A. T. 1. pag. i35 ¢ alttove) che in tal
metodo (il quale & poi quello che si
sepue anchie nel calcolo delle variazioni) non ne risulta errore
2 motivo del compenstrarsi chié fanno, pel ginoco de’ cocfficienti
indeterminati i termini superflui cogli altri esistenti in forza
delle equazioni neéessarie. Cid intendasi detto unicamente a
della verita delle precedenti dedu-
zioni: la opin che nel casa attuale tutte e sei le
equazioni di condizione dovevano essere contemplate.

4o. Aggiungerd per ragioni che il lettore comprendera da
so¥tesso Tra poco, una manicra’ di dimostrare speditamente. tr
formole noté e di grande effetto pella trattazione del moto di
un ‘corpo solido per qiiella parte chie il Signor Giorgini ( nella
Memoria pili sopra cifata ) chiama geometrica. sull’ esempio. di
aleuni illustri francesi. Derivando pel tempo. le equazioni (1)
wim®, 53, abbiamo, giusta I"adottata massima, di scrivere cogli
apiei o deérivate totali prese viguardo al tempos

in serbo u

egso nella pratica del

TR AR

(30) B g - Bag T

w=h - ayp+B3qg+—7sr.
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Dalle stesse equazioni (1) moltiplicate rispettivamente ¢ sucees-
sivamente \ml:n per a, . &3, poi per §,
per z,» e ogni vol ommate, si otte
(3) 1o E'||Illnnm tse che sono

ultimo
no in virti delle

Bus Bss

= fe—f) =a,(y
(31) 4§ = B (x—f) + B. (y—g) + Bs(z—h)
r=gula=f) = 7 lr—8) (o)

£) -+ (o)

Poniamo questi valori di py g, rnelle precedenti (30) ed otterremo

=

Bubpas) (=—f)
Bitper'v) (r—g)
iys Y ) (=—k)
= (w a8 By ) (omf)
Baerays) (r—g)
(s 5s B+ s ) (=—h)
sy 's) (e —f)
+7:7'%) (r—g)
+(fw'3+_:;,»,-»rur ) (=) -

(@, P,

+ (B

{32) -+ (o8,

e e

(s

Queste cquazioni o danto a dirittuia Te tre velocita w v, w

espresse per 1o cobrdin

¥ & € per quantitd funzioni del
10 passando da un punto all’ altro
alle forme conoscinte, poniamo per

solo tempo che fon cambi;
del corpo. Volendo
alibrevis

riole

6 B g
{33) R s
=, da BB 1o

Derivando ora per-¢ le equazioni. (4] num? 33, otterrema




Txronxo arte Eouaziont ec.

aa, + B+ =0

Gty + BB+t =0

o+ BB+ =0

@4

ad, + B

i =—6

a, @y 8, s+ 1.7

a8y B = —C
Col mezzo di queste ultime noye equazioni le (32) si riducono
a colpo d’ occhio

w=f" ~+ ¢.(z=—h) — ¢; (y—8)
33) o= g+ (v—f) — 6 (=—H)

w=7k+¢ (y—g) — s (=—f)
e diverrebbero ancora assai pin semplici se le f; g, & fossero
zero, ciod se il punto d’ origine delle =z, y, = fosse un punto
fisso del corpo intorno a cui esso potesse volgersi liberamente.
Sogliono i meccanici chiamare le ¢, c.. ¢, velocith angolari
intorno agli assi delle , y, = : importa ritenere ( come si fa
to pei valori (33) ) che queste velocith angolari non di-
pendono dalle coordinate dei diversi punti del corpo per rap-
porto agli assi mobili con esso.

41. Le equazioni (35) che danno le tre velocitd del punto
generico cognite per quanta spetta alla loro composizione in
%> ¥» % ¢ soltanto incognite per rapporto a funzioni del solo
tempo, sono pai quelle che combinate colle equazioni mecca-
niche porgono I'intera solugione del problema. Ognun vede perd
quanto la soluzione anzidetta sia avanzata in virth delle sole
equazioni (35) indipendenti da qualunque principio meceanico,
& come le equazioni meccaniche non facciano che portarvi un
compimento, il quale yiene itato dall’use di altre nove ele-
ganti equazioni che si trovano (oltre le equazioni di posizione
(33)) fra le velocith angolari ¢, 6.5 65, © i nove coseni 4,
8.5 705 @iy eo. Non & mia intenzione ritessere qui una tale
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trattazione del moto di un corpo solido, gi 'condotta a fine da
insigni autori. Il lettore’ conosce lo scopo ¢h’io mi sono pro-
posto. Soltanto, vedendole in qualche relazione collo scopo me-
desimo, soggiufigerd tre equazioni che si deducono dalle (35)
derivandole ancora pel tempo, e sostituendo alle , v, w che si
generano durante Toperazione, gli- stessi
riduzioni che si presentano senza difficolta, si

© = [ et )(r—g) (5. 63) (=
= g+ (¢t i—f s ) r—g (< —s.ca)le—H)
R (gl  ea) (=S ) e -guga) (y—g)—(e*,+¢2) (=—F)-
Siccome le 2, ', w' equivalgono rispettivamente alle

ds dy de . e 3 ,
T g s g a1 trovati valori potranno sostitu
meceaniche (a6), ¢ cosi ( richismate anche le (ag)) con-
tribuire alla determinazione delle quantitd P,, P,, P35, Q,, ec.
Conviene perd che il lettore attenda quanto siamo per dire in
generale nel Capo seguente intorno a quantita che tengono il
posto delle nov nzidette.

42, Terminerd il Capo attuale col mostrare che lo stesso
andamento tenuto qui sopra al num’. 4o. vale all’ ogzetto di
trovare il valore delle variazioni dx, dy, z attribuibili alle coor-
dinate x, ¥,z di ciascan punto del corpo in forza di una circostanza
particolare degnissima di osservazione e che produce notabili ef-
fotti, come vedremo nel Capo seguents. Qualunque sia il sistema,
invariabile o variabile, non ¢ ¢ in generale una ragione per
cui, avendone riferito il moto a tre assi ortogonali presi a p
cere, non pote o riferirlo anche a tre altri assi ortogonali
comunque posti nello spazio rimpetto ai primi. Supponiamo di
aver fatto il primo riferimento, e che allora le coordinate del
punto generico fossero p, g, r( funzioni poi queste di a, b, ¢, ¢
secondo le idee del Capo primo); facendo il secondo rifer
mento, le coordinate, che denomineremo , ¥, z, possono essere
date. per le p, ¢, r medinnte le equagioni (1) num®. 33. Sappo-

10

w'

nelle equa-
Ziow
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niamo di pitt che lo anzidetic coordinate =, y;z prendano an-
menti indeterminati idx, idy, id2 (i ¢ il coefliciente  indetermi-
nato che si riduce piccolo quanto si- vuole secondo lo spirito
del caleolo. delle” variazioni ) in consegnenza: di uno: spostarsi
arbitrario dei secondi assi rispetto ai primi;, il che torna lo stesso
che dire, ammettendo che crescano degli anmen
idf, i, , 0. tutte le dodici quantith f, g, ks i,
zioni (1), tra le quali regnano le sei equazi
(3) ovvero (4) num®. 33. Possiamo cercare i valori delle varia-
zioni 0, dy, dz per un sistema qualunque in maniera analoga
a quella con cui cercammo i valori delle velocitd w, v, w per
un corpo-solido, Pertanto invece delle (S0) avremo le tre

Ox = §f 4 da,p+ 3, q+y.r
By =g + da, p+ 3.q + dp.r
5= 8h + dasp + dfsq + dysr

le quali, dopo avervi sostituiti i valori di p, g, r dutici dalle
(31) ci diventeranno, in eorrispondenza colle (32,

Bu = 3 + (@ 0o, + B, 38, + 7,01, ) (v—f)
+ (@ da, + 8,38, + 1.8y.) (r—2)
- (as G0, = B3890, + y50y.) (=—H)
dy = 3z + (@, da, + B, 38, + 7.97.) (z—F)
£)
(a0 By + B3 08, + a9y ) (z—h)
35 = Oh~+(a, Buy 4+ B, 3fs + 3, 8y ) (z—F)

@7 + (@, 00, + 8,88, + 7. 37.)

=+ (@ 0y 4 B, 3By 7. 975) (r—8)
(ot Boug 4= B3 885 —+ 1 ¥ys) (=—H) .

Poscia in riscontro delle (33) stabiliremo le denominazioni
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¢ = a, day + F. 88 + 1.8y
6 = a3 da, + 8338, + 72y,
o=, da, + 0,90, + 7. 97 .

Tn appresso le variate delle equazioni (4) ci daranno

o, + 8,80, + 7.0 =0
Gy 0a, 4= 300, + 1.0 =0
@y 8y 3 30 + 130y =
@, 0, Ba 08, = a0 = — 63

@, 0us = .08+ 1, 0ps = — ¢,

ayda, 4 0,00, + 7.0y, = —¢, .
Ora in virt
di mettere

1 di queste ultime nove equazioni, adottando anche

(38) o, =df—ghisg: ou=dg—sf~c.hy 0y=00h—z,g+¢

le; precedenti (37) si muteranno nelle
dz =0, +6s— Gy
(39) Yy = = Gyx— i,

Iz =o3+6y—ga;

che sonol quelle che ¢i eravamo proposto di tiv
verran

are, e che ci
o utili nel Capo seguente. Siosservi sui valori delle sei
qUANLIHA 0,5 @,5 @35 Ciy Gas C3s Chesse mon dipendono dalle
coordinate variabili' del sistema, ma solo dalle dodici quantita
esprimenti Varbitrio dells’ posizione dei sécondi assi rispetto ai
primi. Siccome poi fra tali dodici quantiti sei rimangono asso-
lutamente arbitrarie, potremo’ ritenere ‘arbitrarie e indipendenti
fra loro le stesse 'séi o)y @) @35 6,5 6us &
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CAPO IV.
Det moto e dell’ equilibrio di un corpo. qualungue.

43. Dico qualunque quel corpo che pud mutare di forma,
cangiandosi per effetto di moti intestini le posizioni relative
delle sue molecole. Lagrange trattd nella sua M. A. varie que-
stioni che ano a i
dell’ equilibrio di fili e di superficie estensibili e contrattili,
tratto dell” equilibrio e del moto de’liquidi e de’fluidi elastici.
A tal fine egli adottd un principia generale (§. 9. della Sez. IT*,
e 6. della IV*), mediante il guale I’ espressione analitica dell’
effetto di forze interne attive riesce affatto analoga a quella
che risulta per lo forze passive quando si hanno equazioni di
condizione: il che si ottiene assumendo dei coefficienti inde-
terminati e moltiplicando con essi le vmn(c di quelle stesse
funzi angona costanti per corpi rigidi, o inestensi
T L R e L e potremmo a
dirittura generalizzare i risultamenti ai quali siamo giunti nel
io perd preferisco di astenermene, giacché
Ja mia ammirazione pel grande Geometra non m’ impedisce di
riconoscere come in quel principio rimanga tuttayia aleun che
di oscuro e di non dimostrato. Cerchiamo quindi di conseguire
lo stesso intento altrimenti, anche a motive dell’ impegno
cui siamo entrati di voler dedurre tutte le equazioni meccaniche
per qualunque corpo dall’equazione generalissima (1) num?. 16.
spettante ai sistemi discreti. E :;m ci si presentano due vie.

i rpi_qualunque,,
tensibili, elastici, fluidi, equazioni oL Chalisei ol espri-
mano la natura, in quella guisa che le equazioni (8) del num®. 34.
esprimevano quella de’ corpi rigidi, & quindi trattare ogni sorta
di forze interne al modo delle passive, ossin mediante la terza
parte della anzidetta equazione generale (1) num?, 16, L' altra
strada che potrebbe seguitsi sarebbe di studiare i termini
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introdotti dalle forze interne attive usando della seconda parte
della mentovata equaziorie generale. Mi attenni a quest ultima
nella. Memoria, inserita, nel Tomo XXI dei volumi Sociali, ed
ora fard vedere nel, Capitola VI, che un tale andamento si pud
di molto abbreviare, rendendolo insieme pii sicuro. Per le ra-
gioni poi addotte nel preambolo dell’ attwale Memoria credo
piit filosofico il primo dei descritti andamenti, il quale perd
presenta aleune non lievi difficolta.

Queste difficolth vengono dal dover trovare in generale
equazioni di condizione per esprimere i legami interni fra le
molecole dei corpi, di'qualunque natura essi sianc. Dopo lunghe
ricerche credo di aver ottennto I'intento merce le seguenti
considerazioni. Vi ha nella Meccanica un fatto che ben merita
Iattenzione del geometra, ed ¢ che le stesse sei equazioni le
quali sussistono per I’ equilibrio e pel moto di un corpo solido
libero ( cioé non avente punti fissi ti a stare sopra
linee o supenficie determinate) (M. A. Tom. L pag. 170.) si
estendono altresi ai corpi liberi non solidi (M. A. T. L. p- 2b7.,
e seguenti ), essendo quelle’ che contengono i due principj ge-
nerali della conservazione del moto del centro di grayitd, e
della conservazione delle aree. Io ave: bisogno di una genera-
lizzazione simile: per estendere le equazioni (26), (20) del Capo
precedente, dimostrate pei corpi solidi, anche ad altri corpi
qualsivogliono. Mi posi quindi: ad analizzare sottilmente il me-
todo per mezzo del quale si arriva allé equazioni generali con.
tenenti iidetti due principj, ed a cercare la ragione per cn
in tal caso quello che vale pei corpi solidi, vale anche pei non
solidi. Ora credo di non poter far meglio che dimostrare al
lettore essere le ime le devazioni che d all’
anzidetto risultamento gid ammesso dai geome
ch’io ho di mira,

44. Supponiamo: di essere giunti a trovare le accennate
equazioni ‘di condizione generali che esprimano la natura del
corpo, qualunque esso sia, e che valgano per ogni punto del
medesimo ; si capisce che invece dell’ equazione (1) num®, 35.
particolare pe’ corpi rigidi avremo

i, e all’ altro
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(1) fdaydbfde.§(X— |-+ fdafdb [de.G+-0=0

indicando con G il complesso dei termini introdotti dalle equa-
zioni di condizione che non ‘conoseiamo, ¢ che nel luogo citato
ato dal sestinomio

Adt, 4 Bz, + City + Dty + Edty + Fatg,

te equazioni di condizione che mon conosciamo, possono
rci note cambiando le variabili a cui si riferiscono gli
egrali alla maniera che son per dire

Non immaginiamo le , y, = funzioni immediatamente delle
ay by ¢, £, ma prima funzioni di.tre altre p, g, a motivo di un
riferimento successivo. del corpo A due diverse terne di assi
ortoganali, come sopra si & insinnato al mam®. 4a. L'ar
che ottiene Iintento sta nell’nsave: di queste: coordinate inter-
medie p, g, r, ed eseguire in due volte la trasformazione degli
integrali. La prima “volta invece di- trasformare gl integrali
presi per a, b ¢ in altri presi per 2.,z (come al num®. 1o,
Capo 1%}, li trasformeremo in integrali presi per ps ga ri ¢
passeremo poscia dalle p, g, r alle x, y, 2

45. A tal fine ci conviene premetters
tico che nel caso attuale ed anche in altri apre Padito a serie
ed utili speculazioni intorno ai ersi gradio di’ composizione
nei quali & duopo considerare le quantith. per ottener cid’ che
altrimenti non: si. potrebbs.

Se le 2. y, 2 si riguardano. funziont di- @, b, ¢ in quanto
sono - prima. angioni delle’ py 5 7. lo:-quali. sono. poi fanzio
delle @, b, ¢; il sestinomio H (equazione (4) num. 9. GCapo i1%)
composto colle derivaté delle x; ¥, % prese hnmedmtameme petr
le g, b, ¢ (saltata ln considorazione intermedia dello s g )
ecguaglia il prodotto di due simili sestinomj H,, Hi, il primo
dei quali & fatto colle. 2, y, z derivate per le pyg. 1, @ il se-
condo, colle. p, g, # derivate per le @, b;'c: abbiamo ciod
I’ equazions
(2) H=H, H,

un principio anali-




= rdp g

Mgsroria
essendo

3) H,

(4) H, =
o
=

La dimostr:

pez Sic.

dr dy

iy
da db
i
30 ds da
dp dy
de da

ione del principio esposto si conseg
nell’espressione del sestinomio H i
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iz dy ds
g dp
d dy

B dg

dr dy dz
dpe iy iy

dr

dg
dp d
i al
dp,dg.

da deo

dr
a5

alori desunt

dy

T da dr da

drdy . dr de

zioni, delle quali lo prime tre sono
dx _ dx dp
T T Ta

e dy __ dydp

(3) =

dy Tu dr da
ds dg ds dr
Gl T s

79

isce sostituendo
da nove equa-

& poi seguono altre tre colle derivate per 4, ed altre tre colle

derivate per ¢, ad ottener le quali basta
cedenti (5) prima la lettera a colla
Siccome perd le operazioni sono prolisse, deseri
mento buono a tenersi per non deviare

ambiare nelle pre-
b; poi la stessa a colla c.

erd un anda-

lungaggini le quali

potrebbero togliere la lena di arrivare fino alla fine.
Primieramente si osserva che il valore di H datoci dalla

equazione (4) nu
dr
©) H=z{n%
. d= (11: dy
# & da
ds (dx dy
T E\n@

dr dy

dx dy
de

)
jis

8y

da

9.5 pud soriversi senza alterazione




te le equazioni
, ma che il lettore fard bene a costruirsi secondo I' in-
ne, convien trovare i valori dei tre binomj

o dedy _ drdy dedy  dEdy
¢ da db B da? Tda dads?

Basteri perd cercare colla mate
e/cosi ottencre me

e ("'1"1,"'1!1)
apldg 4 dp

da db b da

= (E% — T (e i)

il valore del binomio avrd dal p dente met-
tendo ¢ per b nei secondi fattori e cambiando loro i segni
parimenti si dedurrd il valore del terzo omj (7) ponendo
¢ per a nell’ultima equazione (8) ¢ cambiando i segni ai duc
membri.

Avendo cosi sott’occhio queste tre equazioni ( quanto alla
seconda ed alla terza il lettore se le scriva ), si passi a molti-
plicarle rispettivamente per le tre scguenti

gni

dx __ ds dp dg d= dr
" T dpde T hE T a
ds _ dadp | dsdy . dsdr
() et Y G Y 3
ds dp ds dg ds dr
Za .@ﬁ"'&;;‘g“’a,du

e poscia sommarle: vedremo prodursi per tal modo nel primo
membro il valore di H quale & scritto nella antecedente (6).

La moltiplicazione dei secondi membri fac iin tre volte,
ciod primisramente come se nelle cquazioni (g) non vi fossero
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che i primi termini dei trinomj: si ‘troverd: che i coefficienti
totali dei termini

(J_xij_t_i_t:lz B Jx dxdy _ drdr
dp \Ndpidy T & &) 2 adp T dpar

si riducono, identicamente zero, e che quello del termine
dsfdzdy _ dsdy i o Hhelil e

F(5 2 — F &) equivale al sestinomio 1. Progredendo nella
moltiplicazione, facciasi come se le equ {g) avessero nei
secondi membri i soli secondi termini dei trinomj: troveremo
anche qui che due cocflicienti' totali riescono zero, e che

quello del tern

e g (f‘rf g S5 3‘;%) ritorna il sestinomio
H,. Finalments I'operare cogli ultimi termini defle equazioni
(0) ©i mostreri nulli-due altri cocfliclenti totali, ed eguale al
sestinomio H, il coefficiente totale di 5 (9% — & ")) Deo-
po cid raccogliendo i tre fattori di H, nei tre termini rimasti,
si vedrit che la loro somma riproduce il sestinomio H, (equa-
zione (3) ), e che pes guisa resta dimostrata Pequazione (2).
1L principio analitico espresso nella eqnazione (a) pud es-
sere generalizzato. Se le =, y, = si considerassero funai ni di
a by ¢, in quanto prima lo fossero delle & 7, &, le quali fossero
funzioni delle: p g, . che da ultimo lo fossero dello a; &, ¢5 il
sestinomio fatto delle =z, ¥, z colle d te prese direttamente
per a, &y ¢, si proverebbe eguale al prodotto di tre simili se-
stinomj, dei quali il primo tra'le a, y, = colle derivate per
£, 1, C, il secondo tra le &, g, ¢ colle derivate per p, ¢ 1 ©
il terzo tra le p, g, r colle derivate per g, 4, ¢. Basta per la
dimostrazione sopprimere da prima la considerazione delle & 7, £
servendosi della equazione (2), poi in virth della stessa equa-
zione mostrare che al sestinomio H, pud sostituirsi il prodotto
di quello ra le x, v, z colle derivate per & 7 £, e di quello
tra le § #, § colle derivate per Pt Cosi si progredirebbe
s6 si volesse immaginare un pini inoltrato comprendimento di
funzioni entro funzioni. Questo principio ci- fa conoscere la
a di considerare le' coordinate x, y, 5 come quantiti

Tomo XXIV. Pt I 1L
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fatte di altre, e queste di altre, e via
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spingendo. innanzi
a piacere il grado di composizione. E sta qui, se ia non fallo,
il mezzo per isciogliere il nodo della questione. Havyi tal grado
di composizions delle dette quantitd nel quale ri
scibili quelle equazioni di condizione, che piii non lo sono in
tal altro: conviene eoglierle dove sono e adattarvi le nmancnu

Ono Ticona-

accennato supériormente; & si f
pitt manifesto per quel che

46. Premetteremo’ che nel caso in cui tra le x; y, z e le
P g ¢ sianyi le_equazioni (1) num?: 33,-abbiamo

®

dz (da 2 e
F = J; s F =1

(19}

& chie qui
pud scriversi
@ (Bays — 1. 83) + 0. (120 — 0ays) 70 (@B — Bao )
la quale espressione a motivo di tre fra lo nove equazioni (5)
del num®, 33, si pud mutare in quella del trinomio a*, + 8, 477,
che & equivalente all’unitd per la prima delle (§) num®. 33.
Pertanto equazione (2) ci di nel caso attuale H=H,, e
I’ equazione (6) num®. g.-del Capo 1° ci fornisce

(11) H,M=1.
In di quest’ nltima possiamo scrivere senza alterazione
I’ equazione generale (r) del presente Capo al medo che segue

Fdafdb fde WP (X — G5) dx koo i

+ [da [dbfdc.H,DG+Q

¢ adesso, osservato il valore di H, ( equasione (4)) e rammen-
i trasformazione degli integrali triplicati

3
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di cui abbiamo' fatto éenno piit volte (per es. al num’. 10, del
Capo 1% ), potremo nella precedente (12) passare dagli integrali
per a, b, ¢ a quelli per p, g, 7, cambiandola colla seguente

fidp fdg {dr.T § (X — 55) oz +

i
ey

13
g Jdp fdg fdr.TC+8=0

dove bisogna intendere che anche per entro alle espressioni
indicate colle lettere I', G, Q sia eliminata ogni traccia delle
a, b, ¢, sostituendo mentalmente a queste i loro valos Prgsr
per effetto delle equazioni inverse indicate al mm’. g, del
Capo 1°, e segnate (8); fatta yiflessione che nel caso attuale
1e p, g, r tengono il luogo cold tenuto dalle z,y, z.

47. Nella testé scritta equazione generale (13), la seconda
parte esprime il complesso dei termini introdotti dalle equazioni
di condizione, non piit tra le 2,7,z © 16 @, 5, ¢, ma tra le
>z e le p, g r Ma quest’ ultime equazioni ci sono note, gia
ché in vista delle precedenti (10) ¢ delle equazioni (3) nun®.

abbiamo
s+ G

%
gl G

e - @

(14)
dy dy ds
Gda T dpig T &
dr dx dr dy dz
; Gpar T
de dx dy dy ds ds 3
Frgrimar i i g
equazioni a derivate puziali che mon contenendo le dod
quantith f; g ks @, €0., sono pitt gencrali delle loro integrali
(le (1) del num® 33.), come si disse in un caso analogo al
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num’, appartengono w tutti i possibili sistemi’ di assi

prendersi per le 7, =, ed esprimono veramente I'atbitrio

cui siamo nel collocarli relativamente ai- primi delle g, g, 7. Si

pud sempre pilt ribadire la stessa massima con altre parole di-

cendo che nelle equazioni (1) del num® 33. & lecito supporre !
A £y & B G mutino di valore quante

volte ci aggrada, ma che tutti i differenti valori delle

originati tali cambiamenti debbono sempre soddisf

medesime (14).

Assumeremo pertanto le (14) come le equazioni di condi-
zionie da usarsi per formare la seconda parte dell’ equazione
generale (13), e circa I'essere in un numero che pare sover-
chio, i riporteremo alle osservazion fatte pit sopra al num®, 3.
Quella seconda parte presenterd cosi sotto il segno d’integrale
triplicato una_espressione analoga alla (11) del Gapo precedente,

84

da

¥ E
re alle

dr dix ds
24 (5 55 &
2B (‘," L
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avendo preso, secondo il metodo, sei coefficienti indeterminati
As B. G, D, E, F; ¢ moltiplicato con essi le variate delle equa-~
zioni (14), intendendovi compenctrato ( appunto. perché sono
arbitrarj ) il fattore T visibile mella seconda parte della (13,
Per quest’ ultima ragione ed anche per altre che lo studiose
potrd desumere: dalle cose che seguono, riterremo che le A, B;
G; D, E; F qui adottate, supposto pure che si ritornasse dalia
considerazione di un corpo qualunque a quella di un corpo ri-
gido, tengono bensi il posto delle simili quantiti indicate nell’
espressione (i1) del num®, 36, ma non sono identicamente le
medesime.

48. Ora possono percorrersi due strade analogamente a
quanto'si & detto al num®. 17.: possono assumensi per le variazioni
da; Oy, 8= tali valori particolari che soddisfacciano alle variate di
tutte le- equazioni di condizione (14); nel qual caso la parte
(15) introdotta da tali equazioni dovrd sparire da per se stessa;

o ri la parte (15), lasciando, alle variazioni d, 3y, 35
I'intera ¢ piena loro generalitd. Seguasi il primo andamento ,
prendendo per le dx, dy, dz i valori (39) scritti alla fine del
Capo precedente, valori nati appunto dalla considerazione dell’

i i porre i secondi assi rimpetto ai primi,
che ci condusse alle equazioni (14): tutta la quantita (15) do-
vri sparire da per se stessa, Che yeramente la sostituzione dei
valori (o) num®. 42. renda identicamente nulli i trinomj e se-
stinomj per cu la espressione (£5) sono moltiplicate le quan-
aA, aB, 2Q, D, E, F, & un fatto analitico che pud facilmente
verificarsi: basta rammentarsi che le sei arbitrarie o, @.5 @1,
6.5 €us §3 sono indipendenti dalle p, ¢, . e che quindi nelle
derivazioui le prime tre i ele seguenti vanno trat-
tate: come costanti.

Se di pii supponiamo che il corpo sia libero, talché nella
cquazione generale (13) manchi I’ ultima parte espressa dalla
lettera ©, si vede che quando!le variazioni dz, dy, Iz prendono
¢li anzidetti valori, nella equazione generale mon rimane che
la prima parte. Vedesi inoltre che una tal prima parte pud
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scomporsi in sei teérmini tatti moltiplicati per alcana delle sei
indeterminate @;; @, ; @yy G5 a5 G35 1€ quali essendo costanii
per riguardo alle ps g, r, escono dai segni integrali. L’assoluto
arbitrio poi di queste sei indeterminate fa si che I’ equazione
qual fu ridotta si scompongu in altre sei, ponendo eguale a
zero’ cissenno dei coeflicienti di dette sei indeterminate. I pmm
membyi di tali sei equazioni sono afferti da segni integrali pre:
per le variabili- py g, r, ma facilmente si tradacono ad essere
integrali presi per le 7, 23 bastando a questo fine introdurre
in cinseuno come coefliciente della I' il sestinomio H, ( equa=
zione (3)) che al cominciare del num’. 46. dimostrammo  eguale
all’ unitd, ¢ sichinmare il principio analitico piit volte usato
per simili trasformagioni, principio che gia oi fece fare il primo
passo per ridurci dalla (12) alla (13), cio dalle.a, &, c alle p, g, s
e che ora ci fa fare il secondo, come si & accennato alla fine
del num®. 44. Abbiamo pertanto le sei

S [y 5
[z fdy [dz.
S fdy fd
Jdz fdy fdz. T fa (Y — 2 )—y (X—
Jds [y fd=.T s (X—5F
S fdy fs Ty (2= 3

Sono queste 'le- ssi equazioni. che contengoria, i due -principj
della conservazione del moto del centro di gravitd, ¢ delle aree,
La precedente ostrazione fa vedere ch’ esse sussistono v
ramente non solo pe’ corpi solidi, ma per ogni sorta di corpi,
elastici ed anche fluidi, purché liberi (). In fatti essa & dedotta

Inronxo: aLte Eouaziont ec:

(16)

(*) Powson. Trané ds Micaniquo. T. 5. pag. 447.
Luplace. Spitéme du Monde. Liv. 4 Chap. X, Liv. 5. Chap. VL
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anicamente dal riferimento, del corpo o due diver
assi ortogonali: e Prurbitrio pel porre i sceondi assi relativa-
mente ai primi, sta_sempre lo stesso qualunque sia il corpo.
4o. Ma potevasi tenere giiche il secondo degli andamenti
menzionati al principio del mumero precedente, conservando
tutta la quantiti (15) ¢ lasgiando alle 9, 3y, d= tutta la gene-
raliti loro propria. Allora si ha ad eperare molto similmente a
quanto si- & praticato al num®s 36,2 anzi e per le- trasformazioni
Sudicate nelle’ equazioni {12) di-quel numero, e por-la: susse-
guent espressione;(13) che ne raceoglic i gisnltati, non si ha-a
fave che uno scambiodi lettere -Solamente: nellei nove ' equa-
i riscontro: di quelle- (1) 5 invece: delle derivate
dz dx dz dy
> dy a0
¢) del precedente num®. 46. Per tal modo ci persuade-
he la quantitd (15) nur si trasforma senza altera-
zione di valors melld seguente

, ec. metteremo i valori angolari somministratici

(17)
P LT %) ¥z + T
essendo state adottate nuove denominazioni di quantita di cul
si_espongono 1 valori

L, =—aAg, — D&, — Ep,

M, =— Da,—aBg, — Fp,

N, =— Ea,— F§ —aCy,

L, =—aAa; — Dg,— Ey.
(18) M, = — Da,—2B8,— Fy.

N, =— ' Eai— Fg,.—a0y

Ly =—3Aa;— Dfi— Ep

M, =— Day— 2B8— Frps

Ny =— Ea,— Ffi—aCp
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d. (L 8%+ Lody + Ly de
— kit

_ 4L (M B D

dy 4+ M9z}
iy

(19)

In.appresso’ col medesima ragionamento scritto verso il fing
del num®.:36. - proveremo, che’ ‘prescindendo sulle’ prime dall!
ssaminare le conseguenze derivanti dalla quantiti (1g) influente
salo, ai - limiti- del: corpoy si hanno intanto: le  eqnazioni - relative
al moto dit un:punto. qualangue interno, chi: sono

dLs

{20)

=
a5
LT
T

50. Ora restano a| tradursi-lg derivate differenziali (per
por a7, 7 in corrispondenza al gia fatto
quazioni (16) del num®. 36..Qui perd bisogna osservare
cipio analitico per si fatta trasformazione esposto
nelle ‘equazioni (17), (18} del’ num®. 37 ve el caso attuale
una semplificazione. Conviene da prima scrivere di nuovo quelle
endo H, 3 'in Tuogo di [l T ( equazione (6)
num®. g. Capo 1% ), poi notare sestinomio H fia lo x
7, 5 derivate per a, b, ¢ 'si cambia m,[L H, fra le 2, y, 5 defi-
vate per p, g, r (‘equazione (3) di questo Capo), il quale H, al
minciare del num’. 46. fu dimosln:\m eguale all’ unitd. Messi

inaltre i valori angolari ds

2 d
1 luogo delle derivate 42, &5

Friarr ;
dalle equazioni (r6) num®. 46., conchiuderemo che il pri
cipio analitico del num®/37. adattato al caso attuale, viene

espresso. mediante. Ia formola
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(a1)

essendo

K, = La, + M#, + Ny,
(22) K, = La, + M8, + Ny,

K3 = Lag ~+ Mg -+ Nyy

L’applicazione tre volte ripetnta di questa formola alle equa-
sioni (20) le cangia nelle

P(xX—G)+E+~F+2

(23) l“(\‘—ﬁ%)d—'ge-"

FISNT § ] S
Sk =

avendo assunte per abbreviare le denominazioni

A=— ag* A —28"B —9y",C— 24,8,D — 20,3, E—2f,7,F

1B — 2,0 — 20,8,D — 20,4, E — 28, F

= — 2a%A — 2848 — 2p",C — 248D — nayE—afy,F

n
=

= — 2a,0A —aB,0,B— 24,7,
(24) — (afit-Bia.) D—(aysty i ) E— (87,6, F
@ = — ag,uA —28,8,B—ay,7:C
— (@f5+0,05) D— (a,y+7,0:) E—(Buys+7.8:) F
W= — oA —08,8,8 — 27.7,C
—(@8i+5.2: ) D— (ayys+y.a: )E— (Buys+y.6: ) F .
11 sistema di, queste equazioni (23); (24) ¢ d’ una generaliti ed
importanza quale meglio che con parole prevenienti & provata

dalle applicazioni,
Tomo XXIV, P I 1a




o Istouxo atwe Equazioxt: ee:
5c. 11 secondo passo dalle coordinate ‘intermedie p, g. r
alle attuali @y, 2 invece di-farlo sulle equazioni (a0) possian
efiettnarlo a dirittara nella equazione generale (13): anzi o @
necessario di far cosi quando .vi sono anche forze particolari
applicate alla superficie del corpo. A questo fine osserveremo
che Pespressione (17) equivalente alla (15) la quale
strata rapprosentare tutta la quantiti sottoposta al secondo in-
tegrale nella (13), pud ridursi fra derivate per le , y, = me=
bio analitico scritto nelle equs (21), (23).
it delle o, dy, Oz,
'!;w ed

u dimo-

ion|

diante il princip
Per la parte che riguarda i tre cooffic
la riduzione si pratica come pili sopra per venire alle

essa si cangia nella
(% =)o
(a5) & # ) oy
(2 A % - '%') ¥z

avendo le A, E, alori (a4). Quanto alla parte residua
nella espressione (r7), cioé alla si noti (equazione (19))
ch”essa & ancora wn trinomio di cui puo effettuarsi la trasfor-
mazione per mezzo della formola (21). Facciasi, e raccogliendo
i coefficienti totali delle dz, dy, dz, e sostituendo i valori (18},
si troverd a motivo delle denominazioni (24) essere

q d.(Alz 4 Ty o Bix)
___?_L
(a6)

e e et )
A

d.( Dz = ¥y 11,

La somma delle due espressioni (25), (26)
posta sotto il secondo integrale della (1
integrali per s gs 7 in splclh per x,y, 2 come al num®. 48, in‘
troducendo sotto i segni il fattora H, che non altera i valori
per essere eguale alla” ‘unitd, ¢ facendo uso del solito teorema:

quella che va
ambieremo poi gl
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Riuniti i due primi termini della {13) mediante un solo segno
@ integrale triplicato, se si annulano i coefficienti totali delle
84,9y, 3z, esclusa la quantith T, veggonsi ritornare le equa
(28). Ma v’ & la quantitd T ridotta all’espressione (a6)
tre parti, sopra ciaseuna delle quali pud eseguirsi aleuna delle
integrazioni per x o per y o per z. Eseguiscansi tali integra-
gioni, e si avranno nella equazione generale (13) i termini

— [dx fdy . (Ddx -+ Wy +T1dz)
(27) — fdx fdz . (EdraEdy-+Wdz)
— fdy [ds. (Adz-+Z3y+0dz)

intorno ai quali vi ¢ bisogno di qualehe spiegazione. Veramente
stando ‘2 quanto praticd Lagrange in un caso simile M.
T. 1.° pag. 212.) i precedenti intograli duplicati invece di tre
dovrebbero essere sei, avendosene due di segno contrario per
ogni integrazione effettnata, espressi mediante la convenzione
di marcare con uno o due tratti le quant
opposti. Ma Lagrange stesso nel luogo
che tali integrali a due
tendendo che la te
dicata I' precedenti sarebbe
prenda-tutti i valori son trati dalla equazione della supe
ficie conterminants il corpos cios tanto quelli yispondenti ad
un Jimitey come quelli rispondenti al 1
segni sioaggiustano dase stes
zione softintesa che apparisd pi
giungeremo.

Oltre In parte (a7) venutaci in conseguenza di integrazioni
eseguite, pud esservens nell’ equazione generale (13) un’ altra
affetta da segno d*integrale duplicato, compresa nell® ultimo
termine £, proveniente da una forsa appli i punti della
superficie del corpo, ¢ che ora & bene mettere in evidenza.
Chiamate A, ¢, » le tre componenti di questa’ forza parallele ai
tre assi per un punto qualunque (2, y, ) della super
coglieremo tutti i trinomj

spettanti g limiti
o ha fatto conoscere
due possono concenirarsi in un solo,

T2

variabile, oltre le due per le quali ¢
itegrazione (nel pr

mo de;

%}

ite’ opposto. Allora i
 motive di un’ ltra supposi-
chiara per ¢io che ora sog-

icie, rac-
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A0z -+ udy -+ 10z

spettanti ai diversi punti della superficie stessa mediante un
integrale duplicato preso per rapporto a di abili sempl
le %y, = si considerino funzioni (equazione (31)
0. ), indi passeremo ad un integrale duplicato per le x, y,
comie gid praticammo altrove ( equazione (26) num®. 12.), Ci
visulterd allora 1’ espressione

g g ZETRL
(28)  fdzfdr.(T) ]/, +(2) -
dove ho indicato con () la densith che regna fra le molecole
alla superhme. Qui p:ré convien fare una osservazione, ed &
che siceome una. pressione sulla supexficie del corpo opera sem-
pre dal di fuori verso il di dentro, girando tutt’ all® intorno di
es30 corpo, ad ogui pressione diretta per un verso ne corrisponde
una di segno contrario. Per questa circostanza I precedente
espressione. integrale (a8) dovrebbe essere scomposta in due
parti simili di cui I'una i assumesse positiva, altra negativa:
il che i tralascia di fare, tenendo la cosa per: sottintesa. K per
Ia ragione analoga che i due integrali duplicati i quali, come
sopra_dicemuio, avrebbero dovuto prendere il posto di ciuscuno
degli espressi nella quantiti (27), hanno potuto. compendiarsi
in un solo; di guisa che devesi ritenere che la parte espressa
nella. (a7) corrisponde alla parte espressa nella (28), e ln ne-
gativa sottintesa di quella corrisponderebbe alla negativa sot-
tintesa di questa. Pertanto dopo una tale dichiarazione tutta
la parte dell’equazione generale (13) affetta da segni d” inte-
geali duplicati puo ritenersi rappresentata dalla somma delle
due ninauum (2"), (28) .

Ma cid non basta ancora per dedurre le equazioni che
si verificano soltanto alla superficie del corpo. Nella quantita
(27) si veggono tré integrali duplicati dove le variabili semplici
non sono sempre lo. stesse: mo suppane che I terza va-
riabile =z diventi quella fanzione di 2,7 che Tisulta sciogliendo
per essa I equazione della snperficie, il secondo suppone invece

) (Ada =+ plly +~vdz)

P
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dedotta dalla stessa equazione.la y in funzione di x, =, ed il
terzo suppone funzione delle altre due la 2, Conviene adunque
trasformare i due integrali secondo e terzo per modo che siano
anch’ essi presi considerando le x, y variabili semplici, il che
io ho gia fatto altrove in un caso pin particolare ( Vedi Gior-
nale dell’ I R. Tstituto Lombardo. T. VI, pag. 337.). Richia-
miamo la teorica per la trasformazione di unintegrale duplicato

(29) fdp fdg . P (p.g)
quando si vogliono mutare le vaviabili p, ¢ in altre # sin virti
di due equazioni

(8¢} p=p(ns)s a=qlrns).
1 integrale trasformato equivalente al precedente (2g) &
(31) f-[rfr]r‘]’(p(r,s).,7((,5))('f' '27-%%}_

Il teorema & dimostrato da tutti i Trattatisti, e noi pure ne
facemmo in questa Memoria replicatamente uso dove parlammo
dei sistemi continui saperficiali.
Cominciamo pertanto a trasformar
(a7)s prendendo nelle formole: (ag), (31)

il terzo degli integrali

Py lg=rlr=a, Y=y
e adottando ‘in luogo delle (3c) le due equazioni
y=ys o z=z(ay)
delle quali la prim4 & identica. Vedremo facilmente che ¢i viene
[fdy [ds. (Adz+ B3y +03z) =
(32)
— fdi fdy 5= (Adz 4oy + 00z) .

Similmente per trasformare il secondo degli integrali (a7), pren-
deremo nelle formole (ag), (31)

Py g=gy r=y e=a)
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surrogando alle: equazioni (30) le eegnemi
=2 (x7r)

otterremo
fdz fdz.. |20z Edy == Wiz) = i

(33)
— fdz fdy, ‘§7 (282 + Edy + Waz) .

Adesso per efftto delle equazioni (3a); (33) tutti i quattro in-
tegrali duplicati di cui consta la_somma_delle quantits (27),
(28) vengono ridotti eolle stesse variabili sempl e quindi
quella somma pud portare un solo segno d’ integrale duplicato,
e scriversi |

fdxfdy: | (A0 7T+ (E) + (G — 0+ FA+T 3)ow

34) + (uOp G R G Y R nE - E ) Y

+ (2@ T+

vl altro integrale ‘duplicato dall’ nltima
generale (13), i coeflicienti totali d
lla precedente espressione (34), giusta i
principj del ecalcolo ‘delle variakioni, debbono essere zero. Di
qui tre equazioni che si verificano :alla-supesficie del corpo, e
dalle quali possono dedursi. importanti - teoremi. M vedremo
uno nel Capo seguente pel caso particolare che il corpo sia
un fluido.

53, Pri di lasciare queste consideraziom sulle quantith
ai Timiti, dird che da esse pud facilments cavarsi tutta quella
dottrina che diede argomento a yarie Meniorie del Sig. Cauchy
i izj di Matematica. Gi & lecito in \
massa_del corpo ¢ per la du-
rata di un sulu istante di tempo (quando trattasi di moto) un
parallelepipedo rettangolo grande -o-piccolo-come piiv piace, ¢

e e et T S

on essendovi da est

parte @ dell’ equazion
variazioni dx, Oy, ¥z 1
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restringerci. a- viguardare: ‘il- moto- o<l equilibrio di  esso: solo;
astraendolo eol pensiero dall’ equilibrio’ o dal mato di‘tutto il
resto del corpo; e intenderida supplita I effetto di -tntta
teria’ circostante, col mezzo’ di prcsslum esercitate sulle sei fac
1 parallelepipedo. Allora in vir L delle tre: equazioni' ¢che
ne: del mum®. ‘precedents insegnammo a dedmre e che
in tale particolare  supposizione diventano assai pint ‘semplici,
troveremo tre equazioni fra le:componenti 4,4, », parallele agli
assi, della pressione per-un punto qualunque di una
le sei quantity ‘A, =, T, 2,0, % nellé quali e yariabili
abbiano assunti i valori proprj delle coordinate di quel punto.
Ma se per detto punto prendasi quells di un angolo del pa-
rallelepipedo, appartenendo esso contemporaneamente a tre facce,
le equazioni anzidette eresceranno a maggior numero. Oltre le
tre cumpunenu , us v della pressione per quel punto conside-
rato siccome np]nltcnculc 'nl una faccia, avremo tre simili
i di un’altra p iderando il punto come
tenente ad un’ altra faccia, e cosi tre altre per la terza
Le sei quantiti perd A, E, ec. saranno sempre le stesse;
siacché esse non dipendono che dai valori delle coordinate del
plmln. le: quali non mutano in thmqm. faccia il punto si
consideri. Eliminando quindi queste sei quantith fra le. nove
equazioni che risultano, giunge a tre relazioni fra le dette
componenti. Di pili: pud immaginarsi un altro parallelepipedo
rettangolo diverso dal precedente, ma avente comune con esso
il 'vertice di un angolo, cioé il punto (. y;2): allora si otten-
gono altre nove equazioni, considerando lo stesso punto come
apparteniente u tre facce del novo p:{millﬂelnpcdu ma le sei
quantitd ‘A, E, ec. rimangono sempre immutate. Di « Itre
relazioni fra lo pressioni sulle’facee del nuovo parallelepipedo
e quelle sulle facee dell’ antico. Questi teoremi hanno qualche ”
werito: noterd il vantaggio di potere per meazo delle ideate
pressioni fissare un significato, eioé dare una rappresentazione
meccanica (sebbene con un po’ di stento) a ciaseuna delle sei
quantita ‘A, E; ec. La mostra analisi pero cammina indipenden-

di'g
sul

¥
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temente dai mentovati teoremi, e quindi essi riescono per noi
di molto minore importanza che pel ricordato Geometra. Mi
dispenserd pertanto dal farne 1 esposizione che mi. condurrebbo
un po’ in lungo, e mi bisterd ayer indicato il principio da cui
dedurli per via o diretta; essendo mio, propasito, come
dissi pit volte, far vedere che i metodi di Lagrange arrivano
(e meglio che gli altri ) a tutto, e solo si riliutano di dar cid
che altrimenti si pud provare non essere esattamente vero. In-
tanto prego il lettore a voler por mente che. il verificarsi dei
teoremi fra le pressioni alla superficie dei corpi nel moto del
pari che nell” equilibrio, & veritd non chiaramente dimostrabile
s¢ non col nostro metodo. Qui infatti si vede subito che Pespres-
sione (34) rimane la stessa in ambi i casi il passaggio dallequi-
librio al moto introduce mutazione nelle sole quantitd sottoposte
all’ integrale triplicato, ciod in luogo delle X, Y, Z, introduce
i binomj

Ixronwo acce Equaziont ec.

@
ey

e e
x_T’ A

quindi le equazioni che si verificano a parte, perché desunte
dall* integrale duplicato (34), rimangono le medesime.

54. Ripigliamo ora 1o equazioni (23); (24) estensibili a tutta
la massa del corpo, ¢ troveremo che ci diranno importanti ve-
rith, se sapremo opporiu

i ngere pidt innanzi le considerazion
ole dei corpi, che al num® 4. lisclammo. imperfette;
intorno al modo con cui esse agiscono le une sulle altre. Tali
azioni possono essere di dne sorte: alcune provenienti da forze
interne attive che produrrebbero un effetio quand’ anche non
vi fossero forze esterne applicate, per esempio, da attrazioni
o olusticiti: alcune provenienti da queste forge . esterne le
“qualiy app a certe molecole, si propag eziandio alle

altre} conie ‘pressioni Sopra superfcie ed iohe) forze;simili alla
gravitd, essendo evidente nel maggior numero dei casi, che
ciascuna molecola non risente della sola grayith propria, ma
altresi di quells propria delle ‘altre.Di qualanque ‘natura’siano

e N —
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<i fatte azioni & facile capire, per le cose che ora diremo, di-
pendere: esse principalmente dalla posiziorie rispettiva delle
molecole, poi anche dalla loro figura. Stando alla nostra ma-
niera di veders esposta nel preambolo della Memoria, non dob-
biamo fare ipotesi sulla natura delle forze molecolari. Pexd ab-
biamo ammesso le molecale disgiunte, e quel solo che di esse
disse Newton (%), ciob che quantunque di una piecolezza im-
mensamente al di sotto della portata de’nostri sensi
nei diversi corpi di differe figure, ¢ inalterab
meceaniche. Cid premesso, distinguiamo con diligenza le azioni
reciproche delle molecole dipendentemente soltanto dalla col-
locazione delle une: rispetto alle altre, e le azioni che dipen-
dono inoltre dalle figure individuali: il che pud anche dirsi
piit brevemente, distinguiamo cid che deriva dalle molecole
considerate fra loro da cid che deriva dalle molecole conside-
ate in se stesse. Una cosi fatta distinzione & fondamentale.
A ravvisare le azioni della prima specie, immaginiamo le mo-
lecole omogenee ¢ di figura sferica, e comprenderemo senza
difficolth che quelle azioni non possono essere alterate voltando
ogni molecola per guisa che la parte di sopra venga di sotto.
o lu parte a sinistra passi a destra, purché i centri delle sfere
yimangano agli stessi posti. A ravvisare le azioni della secanda
specie, immaginiamo lo molecole di figura diversa dalla sferica,
per esempio, prismatica o piramidale: e ci si fard manifesto,
che quand’ anche fossero eguali le distanze del centro di gra-
viti di una molecola dai centri simili di due vicine, Iazione
della prima sopra quella delle secande eui rivolgesse nna base
o la punta, sarebbe diversa dall’ azione sopra I altra cui pre-
sentasse invece una faceia.

Se le azioni molecolari sona della sola—prima specie, ciod
non dipendenti dalla figura, le loro espressioni analitiche avranno
questa propriety, che date in funzioni delle coordinate delle
diverse molecole riferite a tre assi rettangolari; ¢ poi in funzione
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delle coordinate delle stesse molecole. riferite-a tre altri assi
i, saranno nei due casi di eguale struttura, e mon
differiranno se non per la diversiti delle lettere adoperate ad
esprimere le coordinate. La cosa & per se stessa ‘evidente, con-
siderata I’ arbitrio nostro nel dare le denominazioni alle quan-
titd, ma pud anche vedersi partitamente negli -elementi ‘anal
tici dai quali conosciamo dover essere composte quelle espres-
sioni. Di fatto le distanze p, p,, p., 6¢.'di una molecola (7, g, )
dalle molecole (p,s gus 71} (Pas us )5 e0. quando il riferic
mento & agli assi delle p, g, r, sono date dai radicali

(35) SV —PP A —P =P = P e

e lo sono dai radicali
(86) SV E = A P a5 o =V s T

quando il riferimento. & agli -assi delle x; y, = I coseni degli
angoli che la direzione di ciascuna delle p, p,s p,. ec. fa coi
tre assi ortogonali, hanno i valori

(37) EECE, SOy, o

Q e T R

nel primo caso, mettendo per p, p,, ec. i radicali (35); e i valori
= ¥, 5 mer
B2 A A D
nel secondo caso, mettendo per p, p,, ec. i radicali (36). A mo-
tivo poi di un teorema notissimo, anche i coseni degli angoli
fatti dalle rette p, p., p., ec. fra loro, che nel primo caso sono
espressi dalle formole

B8)  cos. p. = PPNPPI+ G )t (=i

3

3 ec.

lo sono nel secondo mediante; formole. costrutte. affatto simil-
mente colle z,y, 7

Se poi sussistono fra le molecole azioni della seconda spe-
cie, azioni cioé alle quali prende parte la figra delle molecole
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stesse; allora non & pil vero che per cambiare le loro espres-
sioni aunalitiche riferite agli assi delle p, 4, r in quelle riferite
agli assi-delle x, y, 2 basti sostituire in esse le a, y = alle
P+ gs 7 conviene cambiare altri elementi analitici, Per veder
cio chiaramente, immaginiamo anche una sola molecola di fi-
gura prismatica, della quale uno spigolo faccia cogli assi delle
Ps gs v angoli di coseni a,, ., ay: questi coseni entreranno
nell’ espressione dell’azione ch’ essa molecola fa o riceve dalle
circostantiz ed & manifesto, perché se stando al loro posto tutte
le molécole circostanti, essa mutasse In direzione di quello spi-
golo, 'azione vicendevole muterehbe, Adunque nelle espressioni
delle azioni reciproche molecolari debborio entrare tante quan-
Gtd G5 @2y @hs G~ g ec. pei valori delle quali venga fissata
interamente la posizione di cinscuna molecola relativamente ai
tre assi: il loro intervento in termini che si suppongono non
trascurabili, significa che si & tenuto conto di quella parte di
azione che & dovuta alla figura delle moleeole diversa dalla
sferica. Tali coseni 4/, @., @15 aj, €c. sono per natura affatto
diversi da quelli sopra marcati colle formole (37): non si pos-
sono tradurre in espressioni fatte colle sole coordinate delle
diverse molecole: possono essere differenti ¢ di numero gran-
dissimo, se le molecole entrano a comporre il corpo alla rin-
fusa sotto qualsivoglia direzione dei loro spigoli od assi, ma
possono essere anche in pochissimo numero, se s”immagina che
le molecole siano tutte disposte uniformemente, cioé abbiano
i loro spigoli od assi fra loro paralleli, come credesi che av-
venga ne’ corpi cristallizzati. In conseguenza del fin qui detto
si capisce ehe quando si passa  riferire il corpo agli assi delle
2, ¥, 2, nelle formole esprimenti le azioni delle molecole i co-
Seni @y5 @us Gsqe.. dovranno essere cambiati con altr
by, ... di diverso valore; giacché é'e
degli spigoli od assi delle molecole prismati
lissoidali, ec., faranno cogli assi delle x, y, = angoli diversi da
i che facevano cogli assi delle p, g, r. Ecco il di pih da
gaiungersi al delle di che bastava nel
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primo caso. Per altro ai coseni by, by, sy by possano poi
intendersi sostituiti valosi equivalenti fatti dei primi coseni a,
&y @300 € dei nove coseni @, By 715 %, ec. che fissano
la posizione dei secondi assi rispetto ai primi: cid in virti del
teorema di geometria analitica pit sopra ricordato,

55. Ora vogliamo provare che le sei quantitd 24, aB, aC,
D,E,F significano rapporto agli assi delle p, ¢, r cid stesso che
le sei A, =, 11, 3, &, W significano rapporto. agli assi delle z, y, 25
perd prescindendo dal segno, il che non fa difetto, essendo
sempre in nostro arbitrio supporre originariamente cambiato il
segna a quelle prime, con che renderemo positivi anche i se-
condi membri delle (24). A tale intendimento partiremo dalle
equazioni (20) le quali partecipano d’entrambi i riferimenti alle
due terne di assi, gincché i trinomj che terminano i primi
membri di quelle equazioni sono fatti di derivate perlep. 4.1,
e i primi termini, oltre le derivate seconde delle z, y,z pel
tempo, contengono lo X, Y, % componenti della forza esterna
parallele agli assi di queste coordinate. Quando siamo passati
dalle (20) alle (23) abbiamo nelle prime trasformati que’trinomj,
adesso convien trasformarne i primi termini. Chiamate P, Q, R,
le tre componenti della forza esterna parallele agli assi delle
Ps s 7y aviemo dalla_teorica della composizione delle forzie e
dalle denominazioni (a) del num®. 33

X=aP+80+yR
(39) Y=aP+f0+7R
Z=aP+fQ+nR.

Avrema altresi dalle equazioni (1) del num®. 33,

&

d* a
B

(40) = -

B
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Prendansi questi valori ultimamente ottenuti (39), (40), e si
sostituiscano insieme coi (18) melle equazioni (20): cpaundu
con  diligenza - noteremo che: si giunge a tre risultati i quali
possono essere compendiati sotto le forme

@S+ U+ W=o
(41) @S+ U+, W=o0

@S+ HU+pW=o

dove le 8, U, W hanno valori che dopo poche linee porremo
per disteso. Si moltipliching rispettivamente per a,, a,, a le
ultime equazioni (41), indi si sommino: si moltiplichine da capo
rispettivamente per f,, d., fs, e parimenti si sommino: e si
opesi una terza volfa similmento moltiplicando per o 7,, 7. , 7.
In conseguenza delle equazioni (3) del num’. 33, ci risulteranno
le equazioni

;3 W=o
le quali, mettendo.per S, U, W i valori testé accennati e che
abbiamo sospeso di scrivere, saranno
o fpy _ dak 4D, (WE
Dzl )= o i oo
ar daD d.aB dF
) o= B )i St o

T(R—%) — 5 — 5% — S=o.

Ecco le equazioni che stanno a riscontro delle (23) e che si
appoggmno unicamente agli assi delle p, g, r, come le (23)
appoggiano unicamente agli assi delle x,y, . Vedesi dal con-
fronto di queste (42) colle (23) I’asserita corrispondenza delle
sei quantitd, a meno della differenza dei segni.

56. Diciamo inoltre che le mentovate sei quantitd in ambi
i casi sono le espressioni analitiche contenenti 1" effetto com=
plessivo di tutte le azioni interne sopra il pnnto generico (p.q,7)
ovvero (a4, ; z). Qui potremmo giovarci di quanto & seritto in
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pit luoghi della M. A. intorno ai coefficienti che moltiplicano
le. variate delle equazioni condizione, che ciod pud darsi
lore nua’ rappresentazionas di forze: e veramente le sei quan-
titd A, B, G, D, E, F { espressione (15) num’ 47 ) furono coef=
ficienti introdotti a questa maniera. Ma non mi pare che ci
sia necessario: ho gid insinuato nel preambolo della Memoria
che if grande vantaggio dei metodi lagrangiani sta appunto nel
prestarsi ad esprimere analiticamente 1 fatti, senza esigere che
si vada a scratinare la strattura interna di quelle quantiti che
ne significherebbero le cause, struttura la quale ci resterd sem-
pre aceulta; come ci occorrerd di meglio dichiarare nel Capo VI3
di guisa che non abbisognano se non di eid a cui la mente
umana arriva con sicurezza, e fanno senza di eid intorno a eni
non potremo mai dire niente di certo. Se le forze interne tra
tessero, queste sarebbero punti fisici affatio
del loro moto si avrebbero dai soli primi

(a3) o (4a), ommessi quei trinomj colle
derivate pargiali. Tali trinomj invece esistono (o lo abbiame
provato ) quando vi sono le azioni vicendevoli molecolari: essi
adunque saccolgono Iespressione dei loro effetti: il che ci basta,
senza imbarazzarci del com

Ammesso che lo sei quantiti aA, aB, oG, D, E, F conten-
gano lo esprossioni analitiche degli effetti delle: forze interno,
quando il corpo & riferito agli assi delle p,g,r: @ che lo stesso
debba dirsi delle sei A, E, I, 2, @, W, qaando il riferimento &
agli assi delle «, y; 2, potremo applicare ad esse tutto quanto
al num®. 54. dicemmo dover avvenire di quelle espressioni ;
¢che cioé quando non esistono azioni dipendenti dalla figura
“delle molecole, le prime si muteranno nelle seconde col mutare
delle p, gy 7 nelle 2, y, z: e che quando vi hanno anche quelle
azioni di seconda specie, bisognerd inoltre mutare certe quan-
tith @, @is as--. particolari alle prime in altre &,, 4., b5,
particolari allg secande. Se non che, pud_qui sorgere. una dif-
ficolta che & bene di prevenire o di toglicre, anche all'oggetto
dil formarei qualche iden un po’ pitt adequata intorno alla natura
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di dette sei quantiti. Esse, quali appajono nelle equazioni (42),
{23), soma fimzioni delle’ sole coordinate p, g, r ovvero =, ¥, z
del punto generico, mentre in quelle quantity (35}, (38), che
sopra dicemma dover costituire come gli elementi analitici delle
espressioni. delle forze interne, entravano anche le coordinate
Pus i3 PisgasTis o6 di altre molecale. Rispando che deve
appunto essere cosi per la ragione che le sei quantith 24, aB, ec.
rappresentano il complesso di tutte le azioni delle molecole
circostanti su quella che ha per coordinate pyg;r. Se si trat-
tasse di una sola es[:rcsaiono. dell’'azione elementare fra la mo-
lecola {p, ¢ 7) ‘& un’altra qual (&7, vi
dovrebbero entrave tanto-le [mme che le seconde coordinate,
ma trattandosi del complesso di tutte le azioni simili, le varia-
Dili 7 & debbono’ ( restando ferme lo p, g, r) prendere suc-
cessivamente i valori delle coordinate di tutte le molecole del
corpo, ed esaurire per intero la loro variabilita, talchi piit non
compajane. Quelle ei quantith vestono il significato di veri
integrali definiti triplicati presi per le variabili £, #, §, e aventi
per limiti i valori di queste variabili ai limiti del corpo. Cié
appariti piit chiaro nel Capo VI. Pub anche erigersi qualche
altra difficoltd, di ‘cui ei pare pit opportuno riserbare I’ ésposi-
zione al Capo: seguente.

Dopo il fin qui detto avremo nozioni' piit chiare intorno
alle quantiti che compongono le equazioni (a4), appunito. come
si vichiede per poterne trarre: profitto. Nei primi membri le
A, E, ev. sono funzioni delle @y, = e di quei coseni by, b,y b ...
che intervengono nel solo caso che si tien conto della figura
delle molecole: nei secondi membri le 24, 2B, ﬂCsDa E,F sono
funzioni dei coseni a,, a., ._corrispondenti ai b,, by, by
anzidetti, e delle p, g, r n'll(: quali sono stati sostituiti ( come
risulta dal num®. 50.) i loro valori (31) mum®. fo., fatti colle
a, ¥, 2. Sotto questo aspetto richiameremo la composizione delle
quantith che entrano nells equazioni (24), in un Inogo del Capo
seguente onde dedurne una importantissima conseguenza. Qui
ci gioverdk immaginare che nei primi membri, per entro alle
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quantitd A, =, el siano’ stati sostituiti ai cosenii b5 b,y by. ...
i loro valori equivalenti espressi cogli ‘a;, a5 @y.. .. e cogli
altri 0,5 Bi» 1 Gy 6C. siccome dicemmo alla: fine del num® 54.:
e che dappertutto le 'z, y, = abbiano ripresi i valori (r) del
num®. 33. fatti colle p, ¢; . Vediamo allora’ méntalmente che
nei secondi’ membri le sei quantity aA, aB, ec. ritornano fun-
zioni delle p, ¢, r e delle a,, a,, ay.... quali ce le div imme-
diatamente il riferimento del corpo ai primi assi. Ed ecco il
vero punto di vista di dove riconoscere il grande vantaggio
che verremo a fitrarre dalle equaz (24). Quelle nove quan-
Gt @y Bis thy BusieCy 18 secondo I nltimo * concetto
stanno dentro le A, = ec. mischiate colle a;; a,;@y... ¢ colle
Pa s 1> mei secondi membri sono esplicite, non' entrando per
niente a formare le espressioni 2A, 2B, 2C, D, E, F. Possiamo.
quindi dar loro valori particolari a fine di modificare opportu-
namente le quantiti dei primi membri, ossia (cid che vale lo
stesso) possiamo appoggiarci agli assi delle p., g, r per andare
in cerca di altri ssi delle’ % y, = dotati di proprieti speciali

57. Un’idea che suggerisce per la prima si & di determi-
nare le a5 s Jis @i eci in maniera che una 'delle sei quan-
tith formanti i primi membri delle equazioni (24), per ¢sempio
la A, riesca massima o minima. Rammentandoci che abbiamo
I’ equazione di condizione a2, 4= §% + 3% =1 (prima delle (4)
num®. 33.), la riduiremo col secondo membro:‘zero, ne molti-
plicheremo il primo ‘membro: per un icoefliciente indeterminato
2, e aggiungendo il prodotto alla - quantith A, tratteremo. tal
somma come se le @, ; B, 7 fossero fra diloro indipendenti :
cost arriveremo alle equazioni

aAg, + D3, + By, = 2a,
@3) . Da, + 2B, + Fy/ = 48,
Ea, +Fg, +aCy, =47, -

Dividendole tutte per uno dei coseni da determinarsi, per esempio
per a,, si possono dalle tre equazioni ecliminare: i due rapporti
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B fr. ¢ allora si ottiens per determinar 1 del
terzo grado
43— (A+B-C) 4* = (4ABH+4AC+4BO—Dr— )4

(44)

~+ 2AF? 4 2BE* 4 20D — BABC —2DEF

siota { quanto alla forma ) in meceanica, o trattata da varj
4|IHOH

La stessa ricerca poteya istituirsi a fine di render massima
o mini la E, visto il suo valore datoci dalla seconda delle
(24). avvertendo che fia le a,, .. . sussiste un’equazione di
condizione che si logge nelln seconda delle equazioni (4) num®.
Saremmo per tal guisa giunti alle equazioni

2Aa, + D, + By, = e,
45) Dai, + 3B8, + Fy, = uf.
Ez, + F, + aCy.

“ra
esseudo qui la g il moltiplicatore introdotto dall’ equazione di
condizione. E la stessa ricerca istituita per rendere massima o
minima la 11 ci avrebbe porte le equazioni

A - Dy + Eys = vas
(40) Das ~+ 2B8; + Fyy = 08,

Ea = Fgs+ 2Cp,

2y
i delle 2, ¢ nelle simili.

Sicoome le (45) non diversificano dalle (43) se non pex
esservi le a., B, 7. in Inogo delle &,,8,,%,, & la g in' luogo
della 2, ¢ evidenie che, eliminate le a,, f,, 7., arrivercmo
alla stessa equazione di terzo grado (44), colla ‘sola

in cui la » fa le ve

ferenza

(*) Cho questa equaziono cubica abhis sempro mtts tre lo sue radici reali, no
abbiamo una bella o recants dimostrazions di un geometen tedesco Signor Kummer,
tradotta in italiano e illustrata dal colebra Signor Jacobi. { Vedi Giornale arcadica di
Roma: Tomi XCVIII, XCIX. )

Tomo XXIV. Pt I 14




106 Twtonno wine Equaziont: ec.

la p invece della Z: e lo stesso accadri
55 3 dalle (46). Da cid non dobbiamo con-
¢ che Te 2. g, » siano fra loro eguali, ma che corris-
pondono alle tre radici dell’ equazione (44). Per ogni terna di
equazioni (43); (43), (46),
dizione. si po i

dete

che T incognita so
eliminando le ay,

chiude

giunta la relativa equazione di con-
re 1 valori dei tre coseni. e quindi
quantitd a,; 8,5 ¥ @5 @c. in fun-
A; 2B, 2C, D, E, F. Questo calcolo & gid stato
fatto da altri (si pud consultare Cauchy, Lecons sur Uappli-
la Géometrie. ‘T. L. pag. 241):
giovarsi di altri sussidj, si capisce subito come
deve essere condotto, Dove parmi che il cammino possa essere
di molto abbreviato, ¢ quando si tratta di venire alla_ conse-
che le tre rette determinanti gli angoli di coseni
, @, ec. sono poi fra loro ad angolo retto, vale a
dire costituiscono un sistema di assi ortagonali: il che a
camente si ridoce a provare che essendovi fra le dette nove
quantiti le prime tre equazioni delle (4) num”. 33, nel nostro
caso sussistono anche le seconde tre. Ecco una via facile per
giungere a tal conclusione. Si moltiplichino rispettivamente per
1> 1 le equazioni (43), ¢ quindi si sommino; nel far la

a de’ primi membri si raccolgano i coefficienti totali delle
f2» € Vi si sostituiscano i valori dati dalle equazioni
avremo un’ equazione che potremo serivere

(

sciasi la stessa oper

cation du caleul. infinit
ed anche ser

@,

som

i—p) (dta B8, +7.7.)=0.

fone sulle cqu

sioni (46), e consegui-

remo |

ra equ

(r—A) (aias + B, s +1:13) =

i

tiplichino poi rispett

al

5
i

d:

te le (40) non pin per Tos
ma per Gus By fas €8 le e i do ai i

totali defle s, fis 75 i valo
remo la terza

dalle equazioni (45), otter-

—v) (s By + ups) =0




Mesorra prn Sic, Dorror Prona 107
Ora,ose i valori delle tre oAl equazione (44,}
sono dia loro diversi (senza di che non avremo piit tre rette
te; ma una sola ), i primi fattori nei primi membri delle
tre ultime équazioni mon possono essere zZero: convienc  pe
tanto che 1o siano i secondi fattori; il che prova cib che ¢
in questione.
Osservisi clie la somma dei primi membri delle (45) mol-

plicati rispettivamente per ,, f,, 7, viproduce (equazioni (24))
il valore della quantith — somu simile dei pr

delle (46) moltiplicati per gli stessi coseni, presenta quello d
quantiti — Pz e altra simile dello stesse (46) moltiplicate pe
sy Bus eyl walore della quantits — . E siccome abbiamo
gia provato che queste somme sono zero, emerge la bella pro-
prictd dell annullarsi le quantiti X, @, W per quei tre assi
ortogonali pei quali le A, Z, I hanno le propricti analitiche
spettanti al massimo o al minimo.

58. Abbiamo trovato, pel corpo qualinque che conside-
amo, tre assi ortogonali dotati della descritta insigne proprietd,
appogginndoci ud assi delle p, ¢, r arbitrariamente posti nello
spazio, ¢ mediante i valori delle sei quantitd 2A, 2B, aC, E, F
legate ai detti assi. Se fossimo partiti d si nello spa
in posizione affatto: diversa, saremmo ar stessi assi pel
corpo, aventi quella proprieti? Rispondo che si: ¢
degna di molta attenzione. G & dell’ arbitrario nel mq
si adopera per la determ

membri

& cosa
20 che
zione degli anzidetti assi nel corpo,
ma: l'arbitrario sparisce: quando si ottiene il fine. Cosi si prova
assi-ortogonali dotati di quella proprietid sono unici pe
ogni: molécolivngh coposallachins: ik empotsjlesinerentialla
natura: del corpo stesso. Dissi alla fine del tempo- £, il che torna
come dire sono assi istantenei: giacché le quantitd 24, 2B, ec.
da  cui vedemmo- dipendere gli angoli che me fissano la posi-
zione, suno, generalmente parlando, funzioni del tempo.
Descriverd e non' esporrd il caleolo atto a dimostrare 1'as
serita proposizione: credo potermi prendere un tal comodo per
due yagioni: la prima, che I’ esposizione. riescirebbe lung
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damo di quell” economia di spizio alla quale mi tengo obbli=
: 1a seconda, che malgrado la sua pro-
& facile, ed il lettore intelligente non avra bi-
sogno che di pazienza se gli venga voglia di stenderlo.
Chiamo (1) il sistema arbitrariamente posto degli assi p, 4, 73
e (I} il sistema degli ti mediante le equazioni (43),
(46), dove conv re tutte le nove quantita
@y P15 pes Gy o0 Ic quali non sone ora piit le generali; avendo
uc4 vuta la de one portata dalle stesse equazioni
iy Bra i ss @as cc. significano le relazioni angolari fra (III)
w (I). Chiamo (IT) un altro: sistema dive
da quello delle p, g, r» comunque posto nello spazio- relativa-
mente ad esso sistema (I): e per rapporto a questo nuovo si=
stema (II) indico con aA', aB', 2C, D', E', ' le solite sei quans
titi, Chiamo altresi (IV) il sistema degli assi ortozonali otte-
nuto partendo da (I1) col mezzo di oni fatte come le
(45): (45, (46): dove bisognerd esprimere con lettere diverse
per esempio con [, m',, ' L, 5 ec.; i soliti nove coseni, che
no fia (IV) e (IT) quello che o'y, §',. 7, s @, ec.
riferire -anche il sistema
& necessario designare con
nuove. lett - 7",, @'y ec: i move coseni portati da
questa diretta relazion mo fare un tal ento
in un’ altra maniera: mettere nelle nove equazioni simili alle
(43)s (45), (46), fra (IV) e (IT), per ad’; oB', oG/, D, E\, F'
gli stessi valori delle A, Z, 11, 2, @, ¥ offertici dalle equazioni
& sono valori per assi in qualsivoglia modo collocati
rispetto o quelli delle p, ¢, 7 e mettere per f., sy 1ty Lay e
i valori equivalenti datici dalla Geometria analitica e formati
cogli s Bis 705 @y cc. fra (1) 0 (T) € cogli oy @iy 7'y a'sae0
fra (IV) ed (I). Allora, mediante un processo di caleolo che
& il medesimo’ praticato. al num per passare dalle equa-
zioni (41) alle tre seguenti, otterremo nove equazioni finali che
non divessificheranno dalle: (43), (45)+ (46] se non: per esservi
sy o0 in. luogo: delle o, &5 7is 2, €0

Intonxo arre Eoquaziox: ec.

assi ortogonal
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Ma (ueste nove quantitd ricevono appunto la determinazione
dei lovo valori dalle dette: nove: equazioni: dungue i valori sono
i wedesimis dunque il sistema (1V ), coincide col sistema. (1).
50. Si'pud provare tenendo dietro a quanto ha seritto il
Sig. Cauchy in un-caso analogo: nell’ opera supcriormente ci-
tata, che i tre assi del corpo contraddistinti dal proprieta di

ono coi tre assi di una elissoide espressa

cui parliamo, ©
dalla equazione

AE 4By + CO + Dip + EEXL +Fri =1 .

B ben certo che secondo la diversa natura dei corpi presi ad
esame, i suddetti assi debbono presentare altre propricti spe-
li meceaniche ¢ fisiehe; diventando: in qualche caso i mede-
simi per tutté le molecale: e che la strada per venirne in co-
enizione non pubd essere che quelln & insistere sull’analisi della
quale si @ cercato di meitere qui pit in chiaro i principj-

6. Sul fine di qiiesto Capo porrd due osservazioni generali

La prima tende a sdebitarmi di una promessa incorsa fino
I, quando dissi potérsi prendere la dispo-
sle di un' lignido invece di quella delle mo-
ici di pieciolissimi cubi, purché la densiti dei due
amniassi resti costante ed eguale in entrambi. Si ha una ricon-
ferma di quanto si & asserito, riguawrdando la composizio)
delle quantiti analitiche rappresentanti le coordinate dei punti
del sistema, sotto quel punto di vista che abbiamo cercato di
indicare verso la fine del num® 45, dove sponemmo il princi-
pio analitico di que’ sestinomj si moltiplicano suceessiva~
mente: Ivi dicemmo che quel grado di composizione pud spi
gerst innanzi a piacimento, e si puo anche da un grado pit
spinto retrocedere ad uno che lo sia meno. Se quindi ci acco-
moda pel meccanismo. del caleolo assumere quale ultimo ter-
mine di confronto, non le- coordinate spettanti alla.distribuzione
del liquida, quelle  spettanti alla distribuzione dei cubi,
possiamo farle, come pure ci & lecito retroceders mentalmente
da questa @ quella per fissare le idee sopra un fatto esistente

o
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in fnture. Quantougque:oi sia ignofo il modo. con i vengono
espresse’ le ‘uney por: le altre le. coordinate: spetianti. a queste
due composizioni, 1 ignoranza non ci nuoce : andando su o git
di un grado per Ja scala di que’sestinomj; gl integrali triplicati
possono intendersi analogamente. cam ati, o1 effetto rimane il
inedesimo. i mediti’ sui trapassi da- coordinatea coordinate
praticati dopo quel num®. 45, ¢ i capirdk la veritd della nostra
asserzione.

Passando alla seconda rifles

110 I

TORNOT ALL

one, inviterd il lettore a vol-
gore un colpo d’ocehio a quel principia uno, di dove emanano
tutte le: equazioni. che comprendono  innumerabili veriti. Un
tal principio sta-nel riferimento simultaneo di; un qualungque
tema o due terne di assi ortogonali: esso pud adoperarsi in
due maniere ¢ in entrambé produce grandiosi. effetti. Si ado-
pera in una prima maniera per

hiarar
intorio-ai moti -minimi compatibili colle equazioni di condizione
a fine di’dimestrare il principio delle.velocitd wirtuali, ed an-
che gli altri-della conservazione: del moto del centro
e delle aj Invece di concepire in tal caso le dx, dy, &z dei
diversi punti del sistema come velo et in-
finitesimi deseritti in virti di quel motol fittizio (il quale fu
poi altresi detto dopo Carnef ui moto geometrico), & aseai piit
nativale e non ha nulla di misterioso il ravvisarle quali anmenti
che prendono le eoordinate: degli anzidetti punti quando il ‘si-
stema si viferisce ad altri tre assi ortogonali vicinissimi ai primi,
come s questi si fossero i pochissimio spostatic Tutti sanno
che. noi acquistiamo 1! idea  del mato. esservando - relazioni di
distanze: quelle coordinate tanto possono mutare per un mo-
vimento del sistema, stando fermi gli assi, come per un: movi-
mento degli assi, stando fermo! il sistema. Intendendo ela-
sione al secondo modos si- viene a supplire ai cosi dett
geometrici, o allora si capisce chiaro come gli aumenti delle
coordinate abbiano luogo senza alterazioni nelle azioni recipro-
che delle parti del sistema le une sulle altre: Questa manie:
di veder la cosa & indotta, senza aleuno sforzo, dal riflettere

moti
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e
rinsta

ore: arbit uello & izione degli assi cui si
risce un sistema, sia i , sin in’ equilibria: che era
di fare attenzione anche ad un st
a calcolos dovea pur condarre o qualche risultato diverso da
quelli che: si ottengono quando ad esso arbitrio non si bada.
Tn virti 'di un- tal moto: degli- assi le ¥, dy; 3z dei diversi
punti assumono i valori dati dalle equazioni' (3g) pum®. 4a. i
uali sono quei valori particolari. che soddjsfumo a ttte lo
i di i gli effetti delle forze interne
sictamaiyvedemnib sl ifhunteHas
1l riferimento simnltaneo- del sistema a due terne di assi
ortogonali- ginoca poi éfficacemente in un’altra maniera, essendo
due i metodi con eni'si possono trattare le equazioni di con-
one, giusta. I esposto al mum® 170 Gap. 1. Qui s'intende
> i quel motado che lascia alle 9, oy, 3= tutta lu loro
reneraliti, ¢ tratta le i condizione , introducendo
moltiplicatori indeterminati. I tal caso la contemplazione delle
due terne di assi giova per I impianto delle dette equazioni
di condizione, che altrimenti non si saprebbero assegnare in
generale: in esse compajono per I indicazione “delle derivate
parziali quelle vaviabili' p 4. r, che ad operazioni finite, sono
poi destinate ad mscir dal calcolo. Un tal, punto: di vista parmi
sfuggito o Lagrange e ad altri Geometri: ad esso si il
quanto nella presente Memoria pud essere pit meritevole di
attenzione. Cirea Iml al non comprendersi chiaramente come
da dette sei eq i di dizi vengano signi
fetti delle forze interne, mi ¥iporterd alle considerazioni g
poste nel prologo.

zio la po

n

to arbitrio; il quale; messo

risce

erali

CAPO

Del moto e dell’ equilibrio de’ fluidi.

61, Abbiamo dato le equazioni generali del moto di un
corpo’ qualanque : nessun dubbio adunque che in ‘esse siano
comprese anche le equazioni generali del ‘moto de” fluidi. Vo-
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lendo perd deciferare queste seconde; due cose si richieggono:
la prima, una definizione che ben determini in che consista
lo stato fluido di un corpo: la seconda, Iintrodugione delle
analoghe modificazioni nelle equazioni generali onde piegarle
alla piix particolare rappresentazione di cui ora ci viene il bisogno.

Di tutte le definizioni che si sono date dei fluidi parmi
la piit chiara quella dei fisici moderni, la quale inoltre & la
sola che renda ragione del perchi uno stesso corpo possa pas-
sare dallo stato solido al fluido, e ritornare dal secondo al primo.
Presentemente si ritiene che lo stato fluido in un corpo pro-
venga dalla distanza rispettiva che prendono le sue molecole
maggiore che nello stato solido: in conséguenza c 554, 0 almeno
non d4 pit effetto apprezzabile, I'azione secondaria delle mo-
lecole dovuta alla loro diversa figura, azione che nella minore
loutanianza di esse cra in ginoco e produceva ln solidita. Ecco
lo parole del Poisson. « Dans. les corps solides, eristallisés ou
nion, la_cause particulibre qui retient les molécules sur les
directions oit elles sont plus on moins resserrées, ne: peut
btre. quo la partie de lour action qui dépend de leur forme
et de leur situation relatives. Si Ion écarte les molécules
par une addition de_calorique, cette force secondaire diminue
I plus rapidement que I'autre: par e de leur action
mutaelle: son effet peut devenir insensible: ot Ie corps passe
alors 4 Tétat fluide ». ( Journal de I’ Ecole Polyt. Gah. XX.
pag. 03. ). Pertanto i corpi fluidi sono quelli in cui lo mole-
cole, quantunque non lo siano, possono riguardarsi come se fos-
sero sferiche : infatti se fossero sferiche non avrebbe piit luogo
azione dovuta alla figura di esse (rivedi il gia detto al num”. 54).

Adottata questa definizione, vediamo come debbano essere
ora considerate le sei quantith aA, 2B, oG, D, E; F, ¢ le sei
A, Z, 01, 5, b, ¥ componenti le generali equazioni (24) num®. 5o.
Nelle prime non debbono pits entrare i coseni a,, 4>
e non pit nelle seconde i coseni &y, Bus byoo..: infatti, essi
erano (num®. 54.) soltanto introdotti quando sussistevano le
azioni della seconda specie. che piii non si danno nei flui

a

en gén:

22 aaa=ra
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Gost quelle sei prime quantita si mutano nelle seconde sei,
unicamente col mutare le g, ¢ nells’ 2y, 2. 11 ch. Geometra
Sig. Mossotti ha espressa eflicacemente una. tale proprieti colls
seguenti paroles « i fluidi differisecono dai solidi in quanto che
« le forze che cuna: molecola spiega sulle altre; sono, pro-
« babilmente per causa di un maggiore scostamenta, indipen-
« denti dall'orientazione degli assi della sua fignra u. (Lezioni
Elem, di fisica matematica. T. L pag. 116. ) Perd quantunque
le 24, 3B, co. debbano essere futte colle p,g,r come le A,Z, ce.
colle a,y, % ¢ solo differitne in quanto contengono le prime
lettore in Iuogo delle seconde: tuttavia non hanno precisamente
questa idea nelle. equasioni (ag) mum’. So. Se ben si_ considera
I"andamento analitico del num®. 5o., le ad, 2B, aC, D, E, F in
quelle ‘equazioni (24) hanno ricevuto al posto delle p, g, r i
loro: valori dati dalle equazioni (31) num®. 4o. Veramente in
una tale sostituzione spaviscono le dodici quantitas f, g. &,
@3 fis ecy e effetto torna lo stesso come serivendo le x, y, z
in lnogo delle p, g, ~ Per altvo I identiti di queste due pro-
posizioni non & evidente, & si pud essere daccordo. sull’ una
senza conceder di subito I altra. Si arn a convingersene ri-
chiamando le espressioni (35), (38) del num®. 54, ¢ verificando
col fatto che la sostituzione dei valori (31) num®. 4o. muta le
prime nelle (36) & lo seconde in altre a loro simili, proprio
come se si serivéssero le x,y, = al luogadelle p, g, r. Lleflotto
sucoede in forza delle equazioni*(4) num’. 33. Lagrange avea
notata la singola questo risultamento ar
sioni come le (35) (Vedi M, A, T, L pag: 254) e ultim:
il Sig. Cauchy fece di questa proprietd in aloune funzioni delle
caordinate soggetto di speciali ricerche ( Exercices d*Analyse
et de Physique Math, T. L-pag. rc7. ).

Conviene ora riflettere che le azioni fia molecola ¢ mole-
cola, quando non é in giuoco la figura delle medesime, non
possono dipendere che dalle: veciproche distanze, e che per
Peffetto complessivo di tutte queste azioni elementari sul punto
(P2 7) owvero (i, y,5) possono anche influire gli angoli che

Tome XXIV. P* I 15
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fanno fra loro le rette congiungenti le molecole. Siccome poi
tanto negli uni che negli altri.di detti elementi analitici { for-
mole (35), (38) ) I'indicata proprietd si verifica, saremo condotti
ad ammettere ch’ essa si verifica anche nelle sei quantity pin
volte sicordate. Adunque nelle equazioni (o) num®. So. le
2A, 2B ec. in cui le p, 4, r hanno preso i valori (31) num®. 4o,
vengona in sostanza ad aver ricevnte le lettere 5,2 in liogo
delle p, ¢ & com <ib si sono mutate nelle stesse A, Zyec. dei

primi membri.

Ma come va che nelle dette equazioni (24) veggonsi nei

secondi membri i nove coseni @, §s 71y Oy €C., TENLIE, SE
ben si considerano le cose dette sul fine del num®. 36, essi nel
so presente (stante 'assenza degli altri coseni
& dei corrispondenti b, by, by....) non entrano né mw
aB, ec., né nelle A, = cc.? Sembra che in quelle eqt
(a4) i secondi membri siano in contraddizione coi primi. Cio
& verissimo; ma ¢ appunto dal nmon poteré i move coseni
iy Bis Yis 'y €0 entrare nelle anzidette equazioni se non
apparentemente; che emergono le proprietd per le quali le so-
lite sei quantitd vengono ad essere particolari ed adattate
al caso dei flui il che passiamo a vedere.
2. Premettiamo che tra quei nove coseni essendovi sei
equaziont sostanzialmente diverse (ciod le (3),0 (4) del tinm®.33.),
& modo di determinare sei di essi fanzione dei tre che
rimangono, quando «questi - siano stati opportunamente scelti.
Ecco le eleganti formole del Monge (*). Per le tre arbitrarie
sono state scelte le tre quantitd &, ., 73, € avendo posto

M=1-+a-+f+7s

N=too,—8i—p
()

{*) Lacroix. Traité ds Galeal. T. 1. pag. 533,
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il suddeito autore ha trovato essere

$/NP + §,/810
= §/NF — J /M
=L/ NQ + 1 /NP
7 =H/FQ— 4§/ NP
7o=15,/P0 4 § /N
8:=45/F0 — /NN
farmole che si possono non difficilmente verificare @ posteriori
sostituendo gli ottenuti valori (2) nelle equazioni (3) o (4) del
oum®. 33. e riconoscendo come esse risultino identicamente
soddisfatte. r
Non & poi difficile dalle precedenti formole (2) dedur
gli sviluppi in serie secondo le potenze ¢ i prodotti delle tre
indeterminate a,; f,; 7:. Le operazioni si eseguiscono coi pro-

cedimenti ordinarj ed ovyj, e fermandoci ai termini di due
dimensioni, otteniamo :

=

<

|

2
|

Bo=1—}a* — {5 + ec.

ay=1—fa, —fys+ec

ya=1—4@ — Iy +ec
(3)

Gy = s == 0, - eC.

By=— a, .7+ ec:

71 =— B, + &,y + ec.

Ora sostituiscansi questi valori (3) nei secondi membri delle
equazioni (24) num®. 5o., e ordinando per le potenze e i pro-
dotti delle tre indeterminate ., s fus ¥s» avremo
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A——2B—aDg,+2Fg,+-aka, §,—a(A—B)a* 42 (B—C)f*,+oc-
E=—aC—aFg,+aEy-+aDfiy—a(B—C)f+a(C—A)yst-ec.
Tl=—aA—aky;+aDa,+aFays—a(C—A)y*s+a(A—Bjo --ec.
F— F—a(B—0)3,—2(C—A)a,ys+Dlys—22,8.)
(4) —E(a,4f.y:)+F(af ot 1yt ec
d=—D—a(A—B)a,—a(B—C)8.ys+E(fi—a0.7s)
—F(pst-0,8.)+D(20° F§8" AL ya)ec.
W=—F—a(C—A)y,—a(A—B)a.8.+-F(a,—28.75)
— D )+ E(ayt -t - L) +ec.

non ritenendo se non i termini nei quali le quantith angolari
sono a due dimensioni.
Siccome queste equazioni debbono sussistere indipenden-
temente dalle tre, indeterminate @5 B, 73+ le quali restano
assolutamente arhitrarie, & necessario che in esse siano eguali
a zero tutti i coefficienti delle diverse potenze e dei diversi
prodotti delle indeterminate. stesse. Quindi primieramente si
cavano le equazioni ¥

(5) 4
(6) $=—F 3 #=—D; ¥=—E;

—aB; E=—20; O=—2A

poi dall’ annullare i coefficienti anzidetti quest’ altre, e unica-
mente queste :

(7)

A—B=o;, B—G=0; C—A=0.
Le tre ultime si riducono alle due
(8) A=RB=C 1

per le quali le (5) ci somm

@ A=
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A motivo poi delle prime fra le (7), le (6) diventano
(10} Z=o0; ®=o03; ¥=o.
Se volessimo prendere ad esame le equazioni che si deducono
dall’ annullare i coefficienti nei termini ulteriori delle seric (4),
non faremmo che sempre avere e riavers le stesse equazioni
ottente (7)» (B); le quali potevana dedursi dalle serie (4)
yitenendovi anche soltanto i termini ove le indeterminate si
trovano ad una dimensione. Pud valere a riconferma 1* osser-
vare che, date le (7). (8), deduciamo subito dalle equazioni
(a4) num’. 50, le equazioni (9); (10) in forz delle equazioni
(4) num?, 33.

Le equazioni (g), (10) sono quelle che esprimono la natu
del fluido: per esse le equazioni generali (33) num®. 5c. spet-
tanti al moto di un corpo qualunque, si particolarizzano e si
adattano a significare il moto de’fluidi. Le equazioni modificate
riescono

r(x_"d’Tf) Ll

(11) r(\'—’;_:{)

Queste sono le notissime equazioni del movimento de” fluidi,
delle quali i Geometri sono in possesso da molto tempo, e la
di oui esattezza in tutti i casi venne dal Poisson negata. Cos
la teorica analitica del moto de’ fluidi dataci da Eulero, i
mostrata da Lagrange partendo da un principio diverso, si trova
riconfermata anche dalle moderne teoriche fisiche quando si
tengano entro i giusti limiti: del che diremo in appresso.

68. La precedente dimostrazione parmi tanto importante .,
che mi preme metterla in salyo da varie obbjezioni che pos-
sono presentarsi alla mente degli studiosi: sponendo le quali
fard di comprenderyi anche quelle a cui intendeva di alludere
in un passo del num® 56. Prima obbiezione. Ghe la risnltante

o
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tatte le forze interne applicate al punte (p, g.r) ovvero
.7, 2] debba essere (quando lo molecole sono o possono
considerarsi sferiche ) funzione delle sole distanze molecolari e
degli angoli fatti dalle direzioni di esse ( espressioni (35), (38)
num®. 54. ), questo’si pud agevolmente comprendere: quindi nes-
sun dubbio che detta risultante abbia la proprietd riscontrata
nelle formole (35), (38). Ma che la stessa proprieth debha sussistere
in ciasouna delle sei aA, 2B, ec., ovvero A, E, ec., cid non pare
abbastanza provato, potendo darsi che queste quantita vengano
da quella risultante decomposta secondo direzioni vincolate co-
gli assi. Allora reggerebbe bensi I propriets dell’ essere le
quantit fatte prima colle p, 4, r affatte similmente come dops

Intonxo arte Equaziost ec.

colle x, y, z, senza che si avveri il passaggio dalla prima sorit-
tura alla seconda per via della sostituzione dei valori (31) num?.
4o. Sta infatei la th e non la seconda nei coseni

espressi dalle formole (37) num.® 54. — Questa obl forte,
e tale che I risposta cfficace a pier
rimetterla al Capo seguente, dove vedremo col
quantitd dipendono interamente da eleme tici, nei quali
si verifica la seconda proprieth anzidetta del pari che nelle
formale (35), (38). Qui perd possiamo dire in anticipazione che

(15) num®. 47. esprimente la totalith delle azioni

la quant
interne, viene rappresentata altrimenti mediante una somma

tto che le sei

(r2) 8,05, + 8,85, + 8, 85y 4 ec.

nella quale. s,, 5, 53, ec. essendo gli stessi radicali seritti nells
formole (35), godono la nota proprietd, e ne godono anche i
coeffic 25 S35 ec. esprimenti le forze che operano se-
condo_ quelle direzioni, quando sono funzioni solamente delle
anzidette distanze s,, 5., 55, 0. L’ opernzione: indicata dalla
caratteristica J si ferma dapprima sulle dp, d¢, &r, indi pas-
sando ai nuoyi assi, sulle ¥z, dy, 3z, ¢ le quantiti che entrano
a comporre le_equazioni generali sono raccolte dai cosfficienti
di si fatte variazioni. Non & possibile (badisi bene) che la se-

conda volta ricompajano quei coseni @, 8,5 715 dss. 0. che
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sono gid svaniti sostituendo nei radicali 55 5,5 535 0. alle pyg,r
i valori (31) num®. do.: di qualonque sorta siano le posteriori
operazioni analitiche. Per maggiore intelligenza gioverd ricor-
dare la distinzione fatta da Lagrange (M. A.T. L pag
delle forze interne ed esterne secondo che hanno per loro
centri punti appartenenti o non appartenenti al sistema. I nel

. dell®

3a)

solo primo caso che i radicali 5, %0 5.
(12) godono della pilt volte proclamata prop
dagli assi: per le forze esterne il mutamento degli inporta
che si faceia la risoluzione e composizione pi a mediante
le equazioni (3g) num®. 55. Ma di qui appunto puo

una seconda difficoltd. Se per le forze csterne, mutando gli
assi, f trovata necessaria la decomposizione indicata nelle an-
sidette equazioni (30), pare chie dovrebbe farsi altrettanto sulle
24, 2B, ec. che pur sono forze o somme di forze. Comir
a rispondere coll osservazione generale, che quando una verita
ben dimostrata, non ¢ necessario per conservarie la persua-
sione tr saluzione d’ogni dubbio che possa
insorgere: si sa in prevenzione che una tale soluzione ci deve
essere. Basterd in tali casi (e sarh un di piit) a togliere quelle
thbie anche solo accennare di dove sarchbe possibile
la risposta diretta, senza veramente dedurla in modo perspicuo:
questa deduzione equivarrebbe ad 1
strazione, la quale non quando se ne ha
ltra. Nel ca etteremo al modo con cui le se
tith aA, 2B, ec. ovvero A, = ec. entrano nelle equazioni (4a),
(23): vi entrano dopo che se ne sona prese le derivate parziali

seere

ayare

cconda dimo-
un’

1 s

necessari

quan-

per le tre variabili p, g, r, ovvero x, ¥, 5. Deve ritenersi che
tale derivazione supplisea alla risolnzione e composizione indi-

stanmno senza
st ne pr

cate melle (39) num®, 55. quelle sei quantith cf
aleun riferimento ad assi determinati, allorg

dono le derivate per p,g.r, si riferiscono agli assi delle p, g7
e allorquando se ne prendono le derivate per a, y, 2, si riferi-
scono agli assi delle xy. z. Si scorge u
osservando le formole (ar), (2a) del num®. 5o. e notando che

chiaro indizio di cio
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nel secondo caso entrano quei cosemi @, fis fis Gas €05 i
quali vien determinata la posizione dei secondi assi relativa-
mente ai primi. — D' indole somigliante & la difficolth che puo
aecorrere a chi prende a considerare le sei quantita A, =, ec.;
uon piit come somme, ma come veri integrali definiti, siccome
sio¢ detto num”. 56. Finché si riguardano come somme di
termini dedotti dalla espressione (1), non si dura fatica ad
ammettere ch’ esse assumano lo stesso valore numerico, tanto
mettendo i valori di tutte le p, g, r, quante mettendo quelli
di tutte le x,y, : tali somme, per la volte ricordata pro-
, non portano con s¢ Uidea di un riferimento ad assi
determinati. Ma gl integrali definiti involgono naturalmente il
concetto di limiti sssegnati dalla figura del corpo, che debbono
condurre a valori diversi quando gli assi ai quali la figura del
corpo & riferita, non sono piit i medesim nel caso per
altro di questi integrali definiti abbiamo la prima volta salvate
le_variabili p, ¢, 7 coordinate del punto generico, e la seconda
lo variabili x, ¥, 5. Accadra (senza trattenerci a ridur la cosa
ostensibile, non essendo necessario, come si disse di sopra) che
quando alle p, sostituiscano i loro valori in a,y, % ( for-
mole (31) num®, 4o.) i coseni & By 7y oy ec. vadano a com-

hinatsi cogli altri simili elementi analitici quali
o integrali definiti hanno la seconda volta valori diversi dagli

avuti dapprima, si che da tal combinazione risulti una elimi-
nagione di ossi elementi per effetta delle solite equazioni del
num”. 33., e si abbiano valori non vincolati ad assi.
cuno potrebhe dire. Voi volete che nel caso dei fluidi
interne sieno funzioni soltanto delle d
manifesto che a svolgere I'azione di queste forze
assaissimo le forze esterne X, Y, Z. Ponete che le espressioni
analitiche delle forze interne abbiano per Pindicata ragione ad
essere fungioni anche delle X, Y, Z: siccome queste esterne
hanno centri stranieri al sistema, non regge piu per esso la
propriets di mantenere gli stessi valori cambiando gli assi, ed
ecco a terra tutto quanto si & dedotto appoggiandosi a tal
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proprieti attribuita alle A, =, ce. Rispondo non credere io che
le espressioni dells forze interns abbiano a contenere ls X,
¥, Z5 senza dubbio queste seconds influiscono sulla attuazione
di quelle, ma influiscono diminuendo o accrescendo le distanze
fra le molecole, sia pure anche insensibilmente, come nei
quidi. Facendo dunque le forze int funzioni delle distanze,
vengono ad avere espresso implicitamente nella condizione al-
terata delle dette distanze Ieffetto delle forze esterne, se
bisogno di farle altresi funzioni dei loro valori analitici. — Po-
trei aggiungere altre parole per meglio dissipare le difficolta
esposte, ¢ prevenime delle nuove: pit perd di quanto po-
trei qui soggiungere varranno a tale intento le dottrine del
Capo seytenu-

64. E notissimo che nella teorica Euleriana si suole g~
ngere alle tre 1:leal:m:|| (r1) una quarta detta della conti-
A, che & la (33) o (34) num’. 4. git dimostrata in gene-
rale nel Capo L. Qui inoltre chizmeremo 1" attenzione del let-
tore sopra un teorema sussistente fra le quantiti alla snperficie
del fluido, il quale risulta dalle tre equazioni cavate dall’ inte-
grale duplicato (34) num®. 5a., siccome dicemmo sulla fine di
quel numero. A motivo delle pr (@) (ro) quelle tre
equazioni diventano

2(1”/\-‘.(

. (a5}
= =
Se intendiamo espressa dalla

vyt =0
ne della superfic
e due

del fluido, sappiamo che se ne i-

cavano

o

&R
Tomo XXIF. Pr L 16
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quindi, ponendo per comoda

el BT

0=7s R=y TG~/ Oy +] @

otteniamo prontamente dalle precedenti (13)

(16) 1=0.L8; p=0.025 »=0.L0

tormole dalle quali, conseguenza di un tesrema notissimo
di Geometria analitica, veniamo a conchiudere che la direzione
secondo cui of v 8, anche nello stato di moto, & nor-
male alla super o. Ognun vede che questo teorema
& esclnsivo ai flu non avrebbe luogo se non si ve
rificassero le equazioni (g), (1¢). Se ne possono deduw
considerazioni sulle quali torneremo fia poco.

65. Conviene ora che ci tratteniamo a ragionare intorno
alla divergenza fra le nostre deduzioni e quelle del Poisson.
La nostra ‘.mh‘ , riconfermando la teorica Euleriana, abbrac-
erehbe tanto i fluidi in equilibrio che quelli in moto, tanto i
liquidi come i fluidi aeriformi. Poisson invece trovd di dover
aggiungere nuovi texmini alle e del moto de’
fluidi: ed ecco, se I’ ho ben inteso, il filo de’ suoi ragiona-
(menti. Comincia a dive che lo equazioni che gid si avevana
per esprimere il movimento de’fluidi, erano dedotte mediante
il principio di D" Alembert da_ quelle dell’ equilibrio, le quali
suppongono il principio della pressione eguale in tutti i versi,
principio ri futo vero speri 1 soltanto ne’ fuidi
serisce che la proprieti di premere
egualmente in tutti i versi viene da un’altra proprieti che
hanno i fluidi, di ricastruirsi sempre similmente a se stessi at-
ciascun loro punto. Riflette poi giustamente che tale
i essere effettnata i
issimo, quando il fluido &

in riposo. Prosegue e

trattasse
in moto non pud quella ricostruzione essere ad ogni istante
perfetta. Mancando la ricostruzione perfetta, manca, secondo
Iui, la pressione eguale in tutti i versi: quindi debbono essere
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in difetto nel caso del moto quelle equazioni che da un tale
principio prendono origine. Citerd per maggiore cautela un
passo dell’Autore: ({ Journil de I Ecole Polyt, Gah. XX. pag. 95.
— Aunalés de Physiqua et de Chimis. Tom. 42, pag. 170.)
= Lorsque los molécules &' un fluide se déplacent, elles em-
temps, quelque potit quon le suppose,
« pour | autour de chaque point, 4 une disposition
« semblablo & leur armngement primitif, ct ponr exereer de
« nouveau ung pression égale en tous sens. Pendant ce tre
o court intervalle de mups. qui peut étre né mmum trés-dil
ent pour les différents fluides, la pression n’est pas né-
céssairement la. méme suivant toutes les directions; toutefois

w [

«
« npossible: de s! en appercevoir dans 1" état d° équi-
@ ne s’ ohserve qulapres que cet intervalle de temps
i Mais, dans le cas du mouvement, la position re-
« spective des molécules changeant sans cesse, on comprend
« que la considération du temps dont il s*agit peut donner
« lieu & une modification dans le principe de Pégalité do pres-
« sion en tous sens, et dans la forme des équations diffével

« tielles qui &* en déduisent. @ est ce qu en effet: et

¢l estoa cetie circonstance qué sont dus les nouveaux termes
que i ai introduits dans les équations
o mient des fluides. »

La risposta, giacché I oggetto della discussione & molto
complesso, la divideremo in pii parti. Essere o non essere vero
che le note equazioni non avessero ai tempi di Poisson altra
dimostrazione fuori di quella appogwiata al principio della pres-
sione eguale in tutti i versi, ¢ questa una questione inciden-
tale sulla quale; per non abbracciar troppo in una volta, ritor-
neremo in altro numero. Qui mi fermerd a domandare di dove
cava il Poisson quell’ altra propricta dei fluidi, ch’ egli crede
fondamentale per ottener la pressione eguale in tutti i versi

de se reconstituer toujours semblablement & enx-mémes au-
« tour de chaque point » {Gah. XX. pag. ga): per la quale
anche dopo gli spostamenti delle molecole « un fluide se trouve

générales du mouve-
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constitué autonr de chaque point, comme il 1° était
« vant..... comme un systéme qui reste semblable 4 ln
« et qui est senlement construit sur une plus petite ou sur
« une plus grande échelle » (pag. 91). La vera definizione
del fluido I"abbiamo presa pitt sopra dallo stesso Poisson (ri=
riferito al principio di questo Capo) ed ¢ di quel
corpo in cui le molecole sono o tali distanze fra loro, che vi
cessa I"azione secondaria dovuta alla ma io non vedo
un vincolo necessario fra questa definizione e la proprieta della
ricostruzione sempre simile a se stessa intorno ad ogni punto.
Prescindo dal ripetere ¢io che ho dimostrato in altro luogo,
: che una disposizione di molecole simmetrica tutt” all’ in-
torno di cinscuna, se & possibile in nn piano, & impossibile nello
spazio ( Vedi Giornale dell’ L R. Istituto Lombardo Tom. VI
pag. 3a8.) e chieggo soltanto: quand’ anche: le molecole in
moto si allontanine fra loro pit per un verso che per un altro;
torna per guesto in giuoco I’ azione molecolare secondaria: do-
vuta alla figura? Maind: giacché suppor eid sarebbe come sup-
porre che il moto possa solidificare qualche parte del fluido.
inoco quell’azione, abbiamo ancora tutto
cid che si esige per condnrci alle equagioni (11): i ragionamenti
stanno anche nella supposizione ehe aumentino le distanze mo-
lecolari pilt che non ve n’ & bisogno per avere lo stato fluido:
si scorge esservi per tali distanze un limite in meno, ma non
in pit. Si dice che nel moto non v’ & tempo per la ricostru-
zione del fluido ad ogni istante come nel caso dell” equilibrio:
sia: sono inclinato a crederlo anch’io; ma non m” importa di
cib: ¢’ & perd sempre fra le molecole almeno la distanza ne-
cessaria a costituire la fluidith, e questo basta per la veritd
delle nostre equazioni. L’ equivoco preso dal Poisson (se mi &
lecita la parola trattandosi di un si distinto Geometra) fu ca-
gionato primi ente dall’aver compenetrate due cose le quali
possono stare I’ una senza Paltra: la distanza delle molecale
necessaria alla cessazione della forza secondaria, e la di loro
distribuzione uniforme intorno a ciasoun punto; indi nell” aver
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presa la seconda: proprieti, che a lui parve di dover concede
i fluidiy pinttosto che la prima a base delle sue vic
litiche: Invece bisogna: piantar le equazioni sulla sola
propristd, che & unacass indipendente da quell”a
tizia; e che & I’ unica: che  costituisca ‘la ‘vera
stato flnido.

Eppure, si- replicherd; coll’ agginnta di quei nuovi termini
il Poisson di 0! promette spiegazioni di fenomeni, le quali al-
trimenti non si ottengana: Dice in un luogo ( pag. 2) doversi
probabilmente alla differenza da lui avvertita tra lo stato di

i o ¢ quello di moto-la cagione per cui nei
fucili a vapore la pressione & enorme sul projettile, ed & late-
ralmente molto minore sulle pareti. Al qual proposito noter
parermi che il fatto possa avere una facile spiegazione mediante
un ragionamento molto simile a quello col quale Galileo pro-
vava dover essore la forza della- percossa infinita per rapporto
alla pressione ( Vedi: Lezioni Accademiche del Torricelli: Le-
sione seconda. ). GF impulsi sul projettile, ripetuti « capo di
te st piceoli, si a lano in un tempo
che & piccolissimo ma pur finito e contiene in conseguenza un
numero stragrande di quei tempuscoli: mentre gl’ impulsi con-
trastati dalla resistenza delle paveti vengono estinti di mano
in mano che si producono. Quanto ai vantaggi che 1" Autore
dice dover devivare dai suoi nuovi termini per le teoriche del
suono ¢ della luce (pag. ), cgli silimita ad accennarli, anz
a presagirli. Non posso quindi metterli a disaming: solo dird
che questa materia delle vibrazioni vorrebbe essere trattata a
parte & molto in lango, costituendo un ordine di fe
golari espressi per mezzo di equazioni loro propr
speranza di potermene occupare in altra occasior

Il Sig. Mossotti dopo’il passo piit sopra citato al principio
del Gapo, wiene anch’ egli a parlare di molecole tutte unifor-
memente distribuite le une attorno alle altre. Ne di cio g
fard carico; avendo io stesso bisogno di- maggiore indulgenza
per essermi ( Nella Memoria inserita nel T. XXI di questi Atti.

meni sin-
ho qualche
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§. VIL ) lasciato indurre dai citati' passi del Poisson a stabilire
un principio di simmetria, e a derivarne equazioni riconosciute
poscia insussistenti { Vedi il gid detto al principio di questa
Menmoria ). Entrambi. ayremmo dovuto esigero dalla Serittor
francese che-ci dimastrasse (giacché non & per nulla evidente)
come dalla cessazione della forza secondaria scaturisse necessa-
riamente pei fluidi la proprieti della distribuzione regolare delle
molecole. Si sa per altro quanta efficacia abbin un’autoritd per
tanti titoli giustamente venerata, affinché ¢'induciamo ad adot-
tarne le asserzioni senza far precedere: 7ésame voluto dall’im-
portanza dell’ argomento.

Ma & poi vero che il principio della pressione eguale’ i
tutti i versi sin intimamente legato colla distribuzione regolar
della molecole, si che tion possa. snssistere 1'uno senza altr
( Poisson. Traité de Mécanique. T. 1L pag..566. ). lo ne dubita
assai, e credo che qui pure: siasi corso un po’ troppo: avanti
nelle deduzioni: e cid perché non si sona ancora chiarite del
tatto. lo idee. intorno a quella quantiti. che moi - chiamiamo
pressione. interna nei flu 1esto un  argomento dll|:'\[o,
dove & bene. fare delle distinzioni, e & dato sbrigarsi. in pock
parole : quind in un numero a - parte. Intanto
osserverd che un altro illustre geometra. francese il Sig. Cauchy
dissente anch’ egli dal Poisson su questo punto apertamente,
avendo seritto nei suoi primi Esercizj di matematica (Tom. L
pag. 236.) «on veit par les détails dans lesquels nous venons
« d’entrer que, pour obtenir I'égalité, de pression en tons sens.
« dans un systtme des molécules qui se repoussent, on n’a
« pas besoin d’admettre, come I'a fait M. Poisson, une distri-
« bution. particulitre des molécules autour de 1" une quelconque
« & entre elles. » 11 che sia detta senza- intendere di pronun-
ciarmi per intero assenziente a quelle considerazioni mercé le
qual Cauchy compone egli pure le equazioni genel
del moto dei corpi. Rispetto la sua maniera di vedere, ma
tengo la mia, o piuttosto non la mia, ma quélla connessa colla
R GCaposcuola, coms ho' dichiarato fin
da principio.

Isronno. atie Equaziox: ee:
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E qui, poiché forna in campo la questione sal modo di
méttere insieme le equazioni generali del moto de’ corpi, do-
vremo ré! che da pin volte citata opera del Poisson
(Journal Polyt. Cah. XX ) mon passa andar soggetta ad altre
osservazioni oltre le pii sopra accennate? L'Autore dice (pa

rag

un numero nslremameﬁlc gwamln di molecole’ comprese in
ung spizio ancora insensibile: e questa & git molto. Ma dove
dice (pag. 5 in fine) che dagli interstizj vuoti di materia pon-
deabile non parte alcuna forza per agire sulle molecole, qu
tunque conceda che in esse possano trovarsi gli imponderabil
quando ammette pel calorico (p-w. 6) i attrazioni al di
fuori; e fa la forza el e fra 1 e molecola fu
solamente della 'distanza; quando (e questo & notabilissimo )
avanza (pag. 8) che le forze secondarie provenienti dalla fi-
gura, purché i corpi non siano cristallizzati, debbono compen-
sarsi ¢ mon produrre effetto; allorché (pag: 35-36) asserisce
che e corpi solidi; anche dopo un mutamento di forma, le
molecole gid dimoranti sopra una stessa linea retta, vi perse-
verano allorché: lega: (pag. 61) il principio della pressione
eguale in tutti i versi a quello della dilatazione o contrazione
ea guale intutte le divezioniy quando intende (pag. g1-9a)
che nei fluidi Ia pressione varj colle coordinate, ma resti co-
stante tutt’ all® ingiro din dove si estende quella lunghezza ch®
egli chiama 1" intervallo medios in ‘tutti questi passi e negli
altri in gran numero ( pag. 18, ad, 44; 141, ec., ec.) dove si
rigettano, supponendoli insensibili, ‘parecchi elementi® che riu-
scirebbero! incomodi: in questi- passiz dico; non entra egli molto
' iporetico? Non nego che varie di tali supposiz son0 ac-
compagnate da’ ragionamenti che ne dimostrano, se non la realta,
almeno’ la convenienzaz ma non sono ragionamenti che valgano
a produrre una piena persuasione, & che tanto pill non accon-
tano, in quanto tien loro dietro un linguaggio di asseveranza
- quale appena sarebbe lecito di assumere dopo le dimostra
pit vittoriose.

ione
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66. Dissi pittisopra (num? 62 che le eqnazioni (11) fu-
rono ridimostrate:da. Lagrange  parterdo: da un -altro principios
e lo dissi appositamente, perché ci si volle far credere ch’esse
non avessero finora se mon un appoggio nell’analogia, traspor-
tando ai fluidi in moto il principio della pressione eguale in
tutti i versi riconosciuto vero nei flnidi in equilibrio; Lagrange
quando trattd del moto de’ liquidi (M. A: T. II. pag. a87.)
non assunse altra condizione fuori di quella del dovere la den-
siti rimanere costante in qualufique ipotesi di movimento, e
quando. passd al moto -de’ fluidi. elastici, si servi di- quel suo
principio un po’ troppo astratto di cui facemmo parola al, co-
minciare del Capo. precedente. Ora cid & ben altra cosa ch
ammettere il solito pringipio idrostatico. Per verith fu detto
anche questo: fu detto che assumere la condizione della co-
stanza della densitd. equivaleva ad assumere il principio della
pressione eguale in tutti i versi: ma non bastava dirlo, biso-
gnava provarlo: invece si pud provare il contrario. Noi possiamo
immaginare benissimo: dei solidi nei quali la'densiti sia ¢ debba
sempre rimanere costante: eppure a tutti & noto che ‘nei so-
lidi non si verifica il principio della pressiohe eguale in tutti
i versi. Che se nel mato dei solidi a densiti costante non si
commette errore col non tener conto della condizione anzidetta,
come si fa pei fluidi, mostreremo fra poco il perché o
venga, Badisi ch”io non pretendo sostenere che In defini
dei flnidi quale ci risnltava dally maniera con cii Lagrange ne
scrisse i movimenti, fosse la pii chiara: convengo che seguendo
le idee dei moderni. esposte al principio’ dii questo: Capo, ab-
biamo guadagnato una definizione assai migliore. Quella maniera
perd di_ considerare i fuidi era esatta: Lagrange derive anzi
da essa come corollario il principio  della pressione eguale  in
tutti i versi: né egli era uomo da cadere in una petizione di
principio. Per maggiormente illustrare questo argomento non
riuscirt discaro. ch’io quis metta la. dimostrazione delle equa
zioni generali del moto dei liquidi appogginndola ai medesimi
fondamenti che le furono dati nella Meccanica Analitica, ma
perd modificata in correlazione ai precedenti di questa Memoria.
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La condizione dell’ invariabilitd della densith porta con s
(xivedi I’ equazione (6) num®. 9. del Capo 1) I' equazione
H=

essendo H il sestinomio espresso nella equazione (§) num®.
E appunto perché la densita deve cs in

ogni ipotesi di movimento, possiamo dedurre dalla precedente

I’ equazione variata

(17) IH=nc.

stante

ere invariab

1,32 sulle
quanto si

Richiamate le cose dette ai numer
coli segnate (36), (37): visto ancl
num?. 35., allarchié si & stabilita 1'equazione generale pel moto
de’corpi solidi, sark manifesto che nel caso attuale all’integrale
triplicato che comprende le forze ester

(18) fda fdb fde. § (X—

t

&

) B == e

Fi

rale

doyremo per formare il primo membro dell'cquazione g

spettante al moto de’ liquidi aggiungere 1' int
Sfda fdb fde: AJH
essendo A un coefficiente indeterminato.
Considerato il valore del sestinomio H (equazione (4) nam®. 9.)
© I’ operazione gid fatta al mum®. 34 per arrivare a quella
espressione (3a) del valore di H', nou incon
ficolth a capire che il prodotto AJH ¢
guente

rale triplicato

@

emo aleuna dif-

ale alla quantiti se-

ase PLEs diz
AL S e, g = Any =
dir a5

(19) -+ Am, + An,

diz
=+ Amy

Ia quale deve subire  trasforma

sioni. analoghe alle praticate
quando tr

dei corpi solidi, sulla quantita (11) del num®. 3
Essa pertanto deve essere messa sotto la forma seguente

Toma XXIV. Pt I i7
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(20)

essendosi- poste: per brev
L= A (L8 ~+ 1,0y + 1;03)

M= A (m, 8 mm, dy + 3 82

N = A [, 8z n, by + s 92) .

in-

Introducendo la quantith (20) sotto il secondo segno ¢
tegrale triplicato, che va sommato e compenetrato col pres
dente (18}, si vede come sulle tre nltime parti di detta quan-
A pub eseguirsi alenna delle integrazioni per a o per b o pe
la quale trasporta quelle parti sotto integrali duplicati. Rimane
sotto I" integrale triplicate una quantity dove si debbono. an-
nullare separatamente i coefficienti totali delle tre -variazi
3z, 3y, 0z ivi non affette da alenna derivazione per @, &, ¢. Cost

oni

si ottengono le tre equ

anydiAm;
e db

(22)

_dibh
-

Sui tre trinomj a derivate par in ciascuna di queste tre
convien praticare le! trasfi indicate: general per
mezzo delle equazioni (17), (18) del num® Esse equationi
(23} allora riduconsi
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’ ar, 4P,
(ax oty

2 P
(23) YT —F = (S
” s r dR,
z—3 — 1 (5
essendo

dz dr
G+mE)

LEm Z e )

d= dz
Lg+m G+ g)

Q:=TA (t,gg s = )

(24) =TA (LY e Z)
=TA(LE+~mG+n)

R, =TA (1% 4y 8 4 0y 57)

L e

R,=TA (b +m F + n )

d=
Ra=TA (5 £+ ms 3 - 03 )

Presentemente osservando le nove equazioni identiche (a8) dol
num®. 14, e la (6) del num®, 9., vediamo a colpo d’ occhio
risultare

Pi=o
Qy=0o
Ry=A
i melle (r1) di questo Capo, a meno

no della quantiti A, che noun fa difetto,
qunmm stata introdotta come un coefficiente indeterminato.

& quindi e (33) muta

del seendo ¢
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Per vedere wscire anche le equazioni (13) num®. 64. spet-
tanti ai limiti del fluido, conviene, in corrispondenza a quanto
si & fatto al num' 5 trasfc ¢ il precedente integrale
plicate (18), e 1" altro simile portato dall” equazione di condi-
zione, coll’ introdurre sotto il segno il fattore HT' che non pro-
duce alterazione per essere cguale all unitd, o quindi passare
dalle integrazioni prese per a byc a quelle prese per w, y, 5.
Inoltre bisogna praticare a dirittura sulla quantita (20) prima
di collocarla sotto il secondo integrale lo trasformazioni prece-
dentemente descritte. Per la prima parte di essa quantitd (20)
abbiamo gid veduto come si riducono i trinomj coefficienti delle
varinzioni dx, dy, 923 gli ultimi tre tormini della cspressione
(a0), visti i valori (a1), ricordato il principio esposto nelle
equazioni (17), (18) del num® 37., o richiamate novellamente

i 8) del num?. 14., cangiansi per
resentano da per se stesse, nel trinomio

rma

le equazioni identiche

d. Ady d
e )

i che Ia quantitd (ao) risulta équivalente a quest’ altra

x

oI

abhg Tt el R i

o

4 as;)
tegrale triplicato risultante
I'unione dei due che nel easo attuale costituiscono il primo
membro dell’ equazione - generale. - Annullando, come si sa do-
versi fare, i coefficienti totali delle dx, dy, ¥z, ritornano le so-
lite tre equazioni come sof piit la parte che si
colloca sotto integrali duplicati, la quale riesce

(@7) fdy fdz. ASx + fdu fdz. A3y~ fdx [dy . Adz.

Essa va trattata come la quantith (27) del num® 51.: va ciog,

mediante le trasformazioni indicate al num’. 52., ridotta ad un
solo integrale duplicato che risulta

at) [z [y A (92— 5 35— 5
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poi sommata o fusa in un su\u integrale insieme a quello della
I 1

quantiti segnata (28) al mum® 51 Allora debbono ¢
separatamente ro' i coefficienti delle variazioni Jr, &
il che restituisco le equazioni (13) colla sola diversitd del segno
per la A, come sop
puo osservare che la precedente analisi si piega anche
ai fluidi elastiei quando si adott
P 1

dizione H, = 1, dove H,
equazione dimostrata al prine
I I

per ossi I equazione di con-
(3) del num®. £
pio del num® 46. In tal caso bi
sogna prima trasformare il precedente delle forze
in un altro pr '+ 46.

67. La dnn\hlm ente numero, dopo
abifita T*equasione di condizione (17} pud prendere un altro
andamento clie per pit titoli mi giova di esporre. Primieramente
mi verrd per tal modo preparando aleune formole che
utili applicazioni nel Capo scguente: secondariamente otterremo
una nuova riconferma delle fondamentali equazioni (11): in
terzo luogo potrd con questo mezzo. provare win proposizionc

bbia il valor

ione

ranno

o semplicemente. aununziata,

Conviene premettére la ricerca di nna nnova espressione
pel valore del sestinomio H.

Richiaminsi le nove equazioni identiche (28) del nux
¢ le sei denominazioni (equazioni (6)) del num®, 34. Di quelle
nove si quadring la prima, la quarta e la settima, indi si som-
mo per le (6) num®. 34

£

mino: ay

U by = b = 1 by~ 2l e, by = alyny by - amy i b= HP

Quadrando invece la seconda, la quinta ¢ I’ ottava di quelle
(28) num®. 14., e sommandole troveremo

Bt = bt ol by - aln, by - 2 nu H
E similmente dalla terza, sesta e nons
By t, = mts £~ ¥ by alymyy -+ als ny by - 21 Ry £ = HA

8i sommino ancora queste equazioni che ora ci si
ed otterremo

amo formate,
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IH = (B, P Ps) 2 (Lo, L+ ms) 1y
(29) 4 () 2 (L = L L) b

(1 1 ts) £ o 2 (7, - R - iy e

v e si noti I'eq identica

(AM—BL)" 4 { CL—AN)* - (BN—CM ) =

(A*B04-Cr ) (Li-MP 4N ) — (AL-+-BM+CN)*

abile mediante lo syolgimento delle operaziont
e su questo tipo, richiamate le de-
i vere le tre ioni

indicate nei due membr
nominazioni (27) num®. 1

Pob =t — 1t
(31) At ety = b by —
NP nt ety =l — 1

noti altresi questa seconda equazione identica

{AM—BL){BP—AQ) + (CL—AK ) (AR—CP) - ( BN—CM ) ( GQ—BR )

3a)
O3 (APA-BOACR) (AL-BM4-ON) — (A%-B*+-G1)(LP-+-NQ+NR)

3 R ’
verificabile alla stessa maniera della (30); e su quest’altro tipos

mediante le denominazioni (27) mum®. 14., ci persuaderemo
della verita dello tre nuove equaioni

Lom, — Lmy + Limy = bty — B8y
(33) L, Lo, Liny=tt;—t.ts
PR e D T = Pyl = bty — b

S i valori dei sei trinomj datici. dalle equazioni (31), (33) si
sostituiscono nella equaziono (39), se ne cava dopo facili riduzioni

(34) H=/ 8 tts+abytyts— Ll — hat's — 2%y

Eis by @Gy che &

¢ il sestinomio H dato per le sei quanti
la nuova espressione di cui andavamo in cerca.
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udi anche la densitd I in virti delPsquazione (6) num®, .
riceve un valore fatto con quelle sei quantita #,, 43 €Cuy
riuseendo eguale all’ unitd divisa pel precedente ale (34)
avere qualche significazione il mostrgre un punto di
namento fra le espressioni analitiche delle densiti propric
delle tro sorte d[ s:atell > notando chie se si adottano le deno-
i sistemi li-
neare e snpnlu ale uspcun mente eguali all” unitd divisa pei
radicali | /2., /88, — £ (rivedi le equazioni (16) num® 11.,
e (24) num®, 12.).

Pertanto se prendiamo I'ottenuto valore (34) di H per ado-
perarlo nello svolgimento della equazione (17), troveremo che
questa equazione variata, introdottovi un moltiplicatore
terminato A. prende la forma
(35) Adt, - Bt, + Coty+ DOt +Edt;+Fit; = o
essendo

A= (tti—e,); B

Qui

D= g(tste— by )i E= B (25— tat);
Ponendo il primo membro dell’ squazione (35) sotte un inte-
grale triplicato per 4, 4, ¢, € aggiungendolo all’altro integ
triplicato (18) numero precedente, avremo precisamente la stess
equazione (10} num®. 35. che trovammo pei sistemi
quindi arriveremo alle stesse equazioni (26) num®. 38. Se non
che in tal caso nelle sussegnenti equazioni (a7) ( e quali per
le altre susseguenti (28) conducono ad assegnare i valori delle
P, Py 00 ) dovremo mettere per A, B, G, D, E. F i valari (36)
ora trovati. Qui sta la differenza nella scrittura
due casi dei corpi rigidi ¢ dei fuidi; nei rigidi le sei quant
A, B, C, ec. sono tutte e sei indeterminate : nei flnidi dipen-
dono da una sola indetermin A in forza delle precedenti
equazioni (36).

1.’ indicata sostituzione dei valori (36) nelle (a7) num®. 38.
ci riduce le successive (28) di quel numero alle seguenti




Equazroxt ec.
0; Py=0o
Q.=—4A; Q=

i R,=03; R
re questo importante risultamento, - conviene
da capo i valori (36) sostituendo ai fattori bi-
nomiali le quantiti trinomiali equivalenti (equa 31) e (33))
indi porli nelle (27) num®, 38, Cominciamo dalla prima di quelle
equazioni; essa diventa

Rl)=— (b2 ) (7) —a(Lmedmtms ) =

136 IxTon¥o ALL

;.uK

— (s (d) —a(Lm+bn+h uJ)

& ‘e 2y gl d
— (o) ()7 = 0 oot rncimyn, ) S

¢ pud ridursi all’ espressione

H d dx
G =— (1,47-.- G

dx & iz iz 2
(1 T —) - (Iu e ]

£

la quale per le (28) del num®. 14. si semplifica fino a
(39) (1)=— AH.
Le due seguenti equazioni {a7) num® 38, ¢i somministrano per
lo quantiti. (I1), (IIT) lo stesso valore ora trovato per la (I):
¢ a persuadercene non fa bisogno rifare il calcolo, basta sosti-
tuire, o immaginare sostitnita prima la lettera y, poila z alla x;
srdarsi e altre equazioni identiche (28) num®, 14.
Venendo alla quarta delle (27) num®. 38., la sostituzione
come sopra dei valori delle A, B, ec. ci di un risuliato che
pitb essere tesso sotto ka forma
Lvy=wi(t =

2
(14

(%

s o BN (LT 2)

st (L G e B

L E) (BT Y w2
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dopo di che, in vista délle solite equazioni identiche (28) num”. 14.,
riconosciamo essere (IV)=o. In simil modo le nltime duc di
quelle equazioni ci dimostrana nulle anche le (V)s
(V1), e per conviucercene subito appogsiandoci. all'ultima ri-
duzione, basta la prima volta eambiare la lottera y colla 2z, &
la seconda la lette colla ¥.

Sono dunque ben provate in forza delle (38) num’. 38. le
precedenti equazioni (37), stanti le quali, le (26) num?, 38. ci
porgono dimostrate per la teraa volta le equazioni (1) di
questo Capo senza ricorrere al principio della: pressione egualo
in tutti i yersi.

Facciasi una speciale attenzione a quel passo della prece-
dente analisi dove abbiamo veduto che la condizione della
densiti costante porta di dover aggiungere all’ equazione gene-
sale un integrale triplicato formato col primo membro dell’equa-
zione (35). Quando il corpo & rigido (equazione (rc) num®. 35.)
v'e di gid nella equazione generale una quantith di questa
forma, talohs Paggiunta della quantitd proveniente dalla (35)
non fa che rendere binomiali i coefficienti delle iate 34,
Bt., Bty oo,y © siccome i primi termini di tali binomj sono
indeterminati, possono. abbracciare anche i sccondi, ¢ i coeffi-
cienti tenersi monomj senza alterazione. Ecco il perche nel moto
de’ corpi vigidi a densitd costante (come aceennai al num®. 66.)
si pud prescindere dal considerare la condizione serittn nella
equagione (17).

68. Ho inoltre detto al num®. 65. che non si hanno an-
cora idee abbastanza chiare intorno alla pressione nei fluidi.
Si suole chiamare pressione una forza interna A (@, ) fon-
gione delle coordinate, quale apparisce nelle equazioni (11); si
vitiene a ragione che questa pressione, appunto perché funzione
delle coordinate, varia nelle diverse parti della massa fluida ;
& ben chiaro, per esempio, che in un’ acqua tranquilla la pres-
sione verso. il fondo del recipiente & maggiore che non verso
la superficie superiore del liquido. Ma se, quando si dice che
nei fluidi la pressione & eguale in tutti i versi, tiensi solamente

Tomo XXIV. P* I, 18
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di mira I'anzidetta forza interna, non & difficile vénir condotti
a deduzi 5

reazione, i pub cre

ale alla
sione ‘con cui una molecola
pitt bassa agisce sull’ al sopra_immediatamente ,
uguagli quella con cui questa reagisce e avvenga lo stesso per
la molecola che le sta di sotto: e cosi passando da molecala
a molecola venire alla conseguenza assurda che la pressione
sia la stessa per tutti i punti del fluido. — Per togliersi a un
tale imh o convien riflettere che a produrre la pressione
eguale in tutfi i versi concorrono eziandio le forze esternc
X, Y, Z, anch’ esse, generalmente parlando, abili di wmm
in punto. £ dal conflitto i queste colla forza interna A (.

(attnata fra le molecole, parte per forze attive molecolari, parte,
ed & il pit, per forze passive provenienti dallapplicazione delle
forze esterne ) che masce la pressione egnale in tutti i versi:
asee una costanza di mezzo a quantith mutabili. Vuolsi per-
tanto sapere. pexcl contrinmo. qui- oscuritd di idee? e perché
ly stessa parola nan ha sempre un significato. egualmente do-
minato. Spesso chiamiamo pressione la forza int
senza badare

L5 s T

ille forse esterne: invece quando enunciamo il
1 tutti i versi, sottointendi:

principio della p ma
che la pressione olire la forza
direzioni anche le forze esterne

esprime

one eguale

nterna A comprenda in certe
nel primo ‘caso: la. parola-rion
una parte di cid che esprime nel secondo
ha di piii: a produrre I'oseuritd d idee di cui d
contribnisee forse maggiormente un ¢

ambiamento sottinteso che
nel concotto della pressione A, la quale & rignardata tal-
wlln come forza di p
specie ( rivedii numer
come una forza inte

ma specie, talvolta come di seconda
, 19, 20, < la consideriamio
e agisce su tutte le molecole della
massa fluida, cssa & della stessa wtra delle X, Y, Z, &
forza di prima- specie, di quelle. che, vanuo moltiplicate
quando invece parliamo dell pressione. eguale in tutti i ve

=i cambia in una forza di scconda specie, di quelle cl
vanno moltiplicate per ¢*. Tnfatti il concetto & che pel punto

nch

©

|
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(s - 7) facendo passare in qualunque verso una superficie,
ivi la forza proveniente dall'azione del fluido & perpendicolare

rficie, ¢ sempre la stessa comunque si volti la super-
Si esamini bene anche cid che
¢ sperimentalmente
sione: inten-
applicata ad una superficie, e trasin
ssa estesa secondo tutte e tre le dimensioni. Cio
ato dai nostri
maggioni, passiamio ragionare cosi. NelPequilibrio una molecola
preme quella che le & contigua secondo asse delle & colla
forza esterna o X piit colla pressione ¢*A, ¢ detta molecola

su per quel punto,
facciamo quando. vogliamo sta
idrastatico di cui par
diamo sempre
poi ad una m

premess

b

mo, e si vedri che per pr
una forz:

, assumendo 1 linguaggio. simile: all’u

contigna reagisce sulla prima colla 0% (A=t +ec. ), au-
mentando la A per aumento molecolare che prende la . Queste

due pressioni opposte dovendo essere eguali, oi somministrano
un’ equazione dove, eliminato nei due membri il termine co-
mune g*A, poi fatta Ja divisione per o’ e t

ulteriovi si vede risultare la X = f,'. Allo stesso modo si pro=

e T d
vano le altre due Y= —, Z=5

le equazioni (11) pel

50 dell” equilibrio ¢ ll:'“-l densith costante: nelle quali & bene
avvertive che la A upwim adesso il concetto di forza di prima
specie: passaggio pari ad altri che si effettnane solo mental-
mente, senza che di solito vi si presti attenzionc. Ecco poi
(in conformith a quanto si & detto pi
alla sola

i sopra) che se hmh.mm
dimenticando lo forze esterne, non vi & egua
di. pressione, giacchi la prima molecola agisce e

oA
nediante Ia o*A, ¢ la seconda reagisce colla a*A—4-0° =3
anza & ristabilita perche alla g*A della prima molecola
geiunta la for L' oguaglianza di pressione
intesa a questo modo, pud, per quanto mi sembra, sostenersi
e un tal poco concepirsi anche nel moto. Si sa che in tal caso

ot (X—%F)

I oguay
va 1

za esterna g’

la forza esterna ¢'X & surrogata dal binom
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nel quale la differenza dei due termini pud diventare assai
piccala per le grandi accelers

oni; ma dove il fluido si acce-
lera di pity, pare che le molecole debbano essere piit discoste
fra loro (s intromettano poi o non s’ intromettano altre mole-
cole ) & quindi minore debba essere anche
dipende dalla distanza molecolare. Che che ne sia perd di cio.
siteniamo che le equazioni (11) sono stabilite indipendentemente
dal principio controverso, e che in esse la A venne introdotta
per processo analitico, senza bisogno d'idee intorbidate da que’
salti ¢ da quelle tacite convenzioni che
cercato di notare e descrivere. E cid perché si & potuto evin-
cere che il costituente della fluidith non ista gid (giova il ri-
disposizione regolare delle molecole intorno ci
ma in una particolare condizione cai vengono ridotte le
forze interne per la cessuzione di quella parte di azione che
& dovuta alla figura delle molecol

69. A questo punto io eredo di aver raggiunto lo scopo
che mi era proposto ¢ che ho indicato fin dal principio della
presente: Memoria, quello di sostenere contro ogni tentativa
d’innovazione la teorica Enleriana del moto de’fluidi contenuta
sginntavi la quarta detta della continu
a me particolarmente importava, avendo io
teorica a base delle mie ricerche in idrodinamica.
Non mi stard qui a ripetere cio che forma il soggetto di quelle
Memorie che ricordai sul fine del preambolo di questa; dard
soltanto un’idea del principio generale: mediante il quale Ia
thattazione delle quattro equazioni summentovate vieno ad es-
sere giovata del soccorso di altre equazioni, che quantunque
desunte da considerazioni particolari alle superficie  contermi-
nanti il floido, si dimostrano dover valere anche. nell® interna
della massa fluids
ella seconda di dette Memorie provai dapprima che quando
il moto & permanente, ¢ a due sole coordinate, cioé in un piano,
tutte Ie molecole del liquido vanno per trajettoric che sono
curve di una stessa famiglia, rappresentate tutte da un’ unica
equazione

a forza interna che

i sopra abbiamo

nello equazioni (1),

La quale apolog
assunta dett
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(30) a=f(xy);

o che non diversificano fra loro se non a motivo del parame-
tro o il quale, costante in ciascuna trajettoria, yaria dall’ v
all’altra. La stessa conseguenza pud dedursi pilt in gener
anche per quando il moto non & permancyte, dalla equazione
(9) Capo 1. della Memoria prima (Memoric dell’ L. R. Istituto
Lombardo. Vol. 1”. pag. 22a. ) dove il secondo membro cssendo
una costante per rignardo al tempo. la q i i
luoghi della massa, ha la stessa idea della precedente a: e
come il primo membro & funzione delle 2, 3, ¢, che rimane la
modesima per tutti i punti del fluido, quella equazione & in-
{one generale delle trajottorie, come la poe”anzi
soritta (3g). Vi & solamente la differenza del provarsi a questo
modo che anche quando & il tempo esplicito, le tr
variano soltanto pel mutare di uma costante
e tutte le comprende, come quando il moto & permanente.

somma I equa

Osservazione quest’ ultima fatta dopo la pubblicazione delle ri-

cordate Memorie, e che parmi importante.

Avendo una cquazione cbme la precedente (39), ove
isolata la costante che muta di trajettoria in trajettoria, c
derivarla totalmente pel tempo (operazione che fa sparire quella
costante ), si cava I importantissima conseguenza che I’ equa-
zione derivata
(40} fwu+fnv=0,
nella quale dlle %, © & intendano sostituiti i loro valori gene-
i (%, x), ©(x:y), deve verificarsi anche considerando x,
fra di loro indipendenti. Se cosi non fosse, se ne potrebhe de-
durre y in funsione di « senza la costante . il cho ripugna
ally natura della questione. Quindi Iottenuta equazione (40) si
r tutti i punti della massa, come le altre della teo-
tuleriana, & pud ad associarsi per facilitare la ricerca
delle funzioni incoguite di x, y cui sono eguali le velocitd u, v.
Cid & appunto che mi xiusel di fare nel caso del moto perma-
nente e nella supposizione che, quando il liquido & chiuso da
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venga da una parete d
nerale delle t
mente libero, tale equazione gen

gliando ad una_costante la pr

forma mota assegnata I equas
o

ione A(x,y).

ioni hanne luogo pel moto a tre coor-
ndo it tal caso due le equazioni come I (39)
spettanti alla t toria generic
che rignardarsi come dite equa

he conside:

dinate, riusc

Dette equazioni possona
orse da

oni di superficie p
veli fluidi formati di tante trajettorie: ¢ cosi veniamo a sapere
che a due sole famiglie si riducono tali superficie. Anche qui
devivando totalmente pel tempo si ottengono due equazioni si-

mili alli’ precedente (40), e¢he con ragionamenti della stessa
indgle si provand sussistenti per tutti i punti dellinterno della
massa, 0 possono associarsi alle quattio della teorica generale

a delle tre velocitd .

per la i o, . La déterminazione di
tali velocith mi riusci nel caso del moto permanente anche li-
bero, con supposizioni corrispondent
a due coordinate.

7. Che dovremio in Gltimo dire della legge della porma-
nenza delle molecole de’ liquidi alle pareti o alle superfcie lic
bere durante il movimento? Sei gid (Giornale dell’ I. R.
Ltituto Lombardo, T. 6°. pag. 324.) che una ftal |
provarsi vera quando il moto & permanente. Pel easo gencral
non  asserii (come taluno mi f
notai solo che pint non valeva la recata dimostrazion
ben diverso, potenda molte cose esser ‘verc
per.anco dimostrate. Ora, ben conside
incling ‘a eredere che I'

alle gl espresse pel mot

sge potea

he non sussiste

quantungue non
ato il teorema del num?®, 64,
wzidetta permanenza si estenda ad
altri. casi 5 manifesto che noi possiamo: astratre col- pensiero
dalla massa fluida in moto la parte di fluido amnlm‘ombu:te
a qualimgue dei veli |u|m.m di tante t\'
dicemmo, e considera
sottostante a tal superfi
entr’

di fluido

s allora la “prima. porzion

in. consideraziond: unicamente. cowe quella che fa una
:

pressione sul fluido che scorre al di sotto. Vedemwmo che u
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tal pressione & perpendicolare: alla frajettoria in ogni punto :
dunguie una pressione perpendicolare ad una trajettoria in ogni
punto non disturba lo scorrimento delle molecole in essa. Ma
in- quali- condizioni sono le molecole del fluido alle pareti ed
alle superficie libere? sono appunto sotto pressioni che si eser-
citana (e I'abhiamo dimostrato ) perpendicolirments a quelle
superficie conterminanti il fluida: - potranio dungue scorrere
Jango tali superficie. Ben & vero che qui si inverte wia pro-
posizione; la- proposizione provata &: data una trajettoria, la
pressione. esercitata dal fluido sovraimcombente & normale. alla
curva in ogni punto; la proposiziens che si yuole insimuare
data una i clie si esercita normalmente ad un velo o

d unn linea fluida; in un tal velo, in una tal linea pud esi-
steve) tna trajettoria. Ora una tal trajettorin pud anche non
esistere; come vediamo nell"equilibrio: ed ecco il perché nella
mia Memoria ho creduto di dover ammettere che qualche volia
il finido non lambisce la parete solida, ma si crea esso stesso
la sponda o il fondo snl quale scorrere, depositandosi una por-
zione di fluido clie rimane:ferma o prende movimenti staccati
dal mote della massa principale:

Si fanno due obbjezioui alla legge della permanenza delle
molecolo alle pareti ed alle superfi & hene prenderle
a disamina. Colla prima si dice: nelle correnti la superficie li-
bera alle volte si-allarga, alle volte si restringe: se la densiti
del liqido ivi come dappertutto deve rimanere costante, biso-
gna che quando la superficie si allarga, accorrano nuove mole-
cole, e quando si vestringe, aleune di quelle che vi i tiovano,
vadano sotto: Anche 1 siore in qualche luogo
delta superficie, minore in qualchs altra, non pud:conciliaisi
colla densith costante senza molecole che sopraggiungano nel
primo caso'e partano nel secondo. — La- risposta a tuite (ueste
difficoltd parmi debba cercarsi nel primo concetto che ci siamo
formati al mum® 7., e che abbiamo richinmato in varj altri
irca al potersi traseurare termini moltiplicati per la
molecolare o, in confronto di quelli che non hanno

e libere

accelerazione ma

lnoghi,
distan
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un tal fattore. Se termini come questi possono senza errore
essere trascurati, possono essere senza errore anche g
positivamente o negativamente. Io tengo quindi per fermo che
sia lecito considerare come esistonti alla superficie, non proprio
solamente le molecole. componenti il primo velo fluido, ma. an-
che quelle di veli sottoposti  distanze equivalenti ad wna, due,
pilt volte I' intervallo molecolare o, non perd preso un tal nu-
mero di volte da rendere dette distanze finite e sensibili. Tn-
farti le cquazioni del moto per questi veli sottoposti non diffe-
riscono da quell.pel moto del primo velo, se mon perché: lo
% ¥y % spettanti al detto velo supremo hanno anmenti positivi

o negativi con quel fattore picoolissimo a: svalgansi in serie i
fermini componenti tali equazioni secondo le potenze dei detti

aumenti, ¢ trascurando ( come ¢ g ammesso ) tutta la parte
moltiplicata per o, le equazioni fighreranno come appartenenti
al primo velo, mentre in veritd appartengono a veli sottoposti.
Ritonute come spettanti alla superficie suprema anche molecole
che ne stanno al di sotto per distanze non finite, possiamo di-
sporre di uno spessore quale ci abbisogna a fine di
di ritirarvi le molecole di cui parlasi nelle addotte difficol

in altre simili. Cosi la densith superficiale, se vuolsi considerars
fra le molecole costituenti il solo velo rigorosamente supremo.,
pud non essere costante: sark costante
durre il quale entrano anche molecole
toposti. Cosi le molecole in una tr:
il che anzi io ho provato avv

me risultato a pro-
ppartenenti a veli sot-
ttoria possono  diradarsi,
iire in casi di moto: conosciuto
(Vedi la prima delle Memorie sopracitate ai numeri 7, a1), .
€ nondimeno la densitd cssere costante supplendo negl” inter-
valli molecole prese da trajettorie contigne, — Rapporto alle

densiti lineare e superficiale, ho eseguito un lungo caleolo del
quale risparmierd la pena ai miei lettori, esponendane solo sto-

ricamente il risnltato. Noi conose
densiti (Capo I numeri 11, 12.) e lo eq
che ne sona conseguenze (ivi num® 15.), Se tali d
manessero esattamente costanti, potremmo mette

profitio
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le corrispondenti equazioni della continuitd; come si fa dell’al
tra (34} nu 14., e cosi cavare nuove equazioni che si ver
ficherebbero ai limiti del liquido. L’ ho fatto: e mi & risultato
che contemplando anche si fatte equazioni, le trajettorie ver-
: prova manifesta che quelle densith conside-
rate in una sola linea geometrica; o in una sola superficie ma-
tematica, non sono costanti.

La seconda obbjezione & la seguente. Lagrange pel primo
(M* A% T. I pag. 208.) e poi altri hanno riconosciuto che
nell’ efffusso dell’acqua da wvasi che si vuotano, si danno dei
casi nei quali & m esto che la logge della permanenza delle
molecole alle pareti od alle superficie libere non pud assoluta-
te aver luogo. Né qui 8" intendouo spostamenti non finiti,
della natura di quel cni pin sopra abbiamo fatto parola, e
che debbonsi riguardare come mulli: s intendono spostamenti
finiti e apprezzabili anche dai nostri sensi. La mia maniera di
vedere relativamente a tale difficoltd, dopo molto pensarvi &
ora quale passo ad esporla. 11 fluido nei casi'anzidetti si sot-
trae all’ enunciata legge, perché il suo movimento si sottiae
all’analisi firr qui trattata: la-questione appartiene ad una Mec-
eanica la quale non & per anco scritta. Di fatti in tutta la Mec-
canica Analitica di Lagrange e in questa stessa Memoria si
suppone sempre che la massa in moto rimanga costante. Ep-
pure si passono immaginare problemi di moto a massa varia-
bile. Tale sarebbe quello in cni si proponesse di determinare
il moto di una vallanga, wella quale la massa & sempre cre-
scente: tale Daltro ove si prendesse a esaminare il moto di
un gomitolo di filo di cui fosse trattenuto un cape, ¢ che quindi
a motivo dello svolgersidel filo, si muoverebbe con massa sem-
pre decrescente. Si fatte ricerche sembrano a prima giunta pint-
tosto di curiositd, che di vantaggio: wa nel moto de’ liquidi
si presentano spontaneamente questioni dello stesso: genere.
Nell efflusso dell'acqua da vasi che si vuotano, siccome le cos
siderazioni si restringono-al fluido ‘ancora contenuto nel vaso,
vedesi che si ha di mira un moto nel quale la massa & variabile
Tomo XXIV. Px L 19
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e continuamente decrescente. Nel caso di una corrente acere-
uamente da acque di scolo affluenti dalle sponde,
la massa invece sarébbe varinbile per aumento. Non & che
io creda i problemi di tal natura invincibili dalla potenza del
caloolo: eredo anzi che vi si possano nssoggettare: negli inte-
grali definiti componenti le equazioni generali scritte nel Capo 1L
di questa Memoria, i limiti invece di essere costanti, saranne
variabili ¢ fungioni del tempo. Intanto perd questa Meceanica
& cosi essendo le cose, non parmi filosofico
ia, desumendole

sciuta con

non & ancor fatta
muovere difficoltd contro la Meccanica ordina
da questioni che sono. fuori del suo dominio.

CAPO VI.

Det mosimento di un. corpo. qualungue
giusta le idee de’ moderni intorno. aile. uzioni molecolari.

Si & detto sul principio del Capo IV. esservi due maniere
per mettere a calcolo nella equazione generale del moto di un
qualunque corpo Ueffetto dei vincoli fra le sue molccole pro-
dotti dalle forze interne. Una manicra era quella-di esprimere
tali effetti per me: i i : quindi per

20-di equazioni di condizion
mezzo della tersa parte dell’ equazione generalissima (1) del
num®. 16.7 @ questa ¢i siamo attenuti nei due Capitoli prece-
denti, L’altra era di contemplare, giusta le idee de’ moderni,
le azioni molecolari servendoci della seconda parte dell’ equa-
zione (1) summentovata, ove si comprendono it i termini in-
trodotti da forze interne attive: di ‘questa fard ora qualche
parola, Gid tanto piit volentieri in quanto vedremo che Je dus
manicre condugono ai miedesimi risultamenti  per quella parte
della soluzione che & la pin importante e fondamentale (ac-
cordo che al certo riesce molto confortante )i ¢ per qualchie
altra parte si illaminano o si completano a vicenda, i che di
1 cid che & complicato ¢ difficile: nell’altra.

si

venta facile nell’u
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71. Richiamando quanto si & detfo ai numeri 31, 32. per
far vedere come nel caso dei sistemi a tre dimensi la prima
parte dell’ equazione generale (1) num®. 16., dovuta alle forze
esterne, si modifichi ad essere rapp come segue :

(1) fdafdbf:lc.}{x—%)')zq-ec.i-,

vediamo ora come si modifichi la seconda parte Smm; Kdp ,
che & quella che adesso vogliamo considerare, abbandonando
la parte terza, se non fosse per seguitare a ritenervi espressi
termini portati da forze applicate soltanto a superficie, a linee,
a punti, ma non estensibili a tutta la massa,

Questa parte, supponendo che fra ciascuna coppia di mo-
lecole siavi sempre una forsa interna K, quando il numero dei
punti & n, messa in disteso, si presenta cosi:

mom K, 0pe s emom K3 8ps s = mym K800

+ o, Ko a8 s +rt, i, Ky 0Py

—+ Myt K,

0 9P

essendo in generale
3) Pip =V (=a) (=) + ==

E pué osservarsi che le successive linee orizzontali di essa, le
quali scemano successivamente di un termine, possono ridursi
tutte a un numero 2 di termini, sorivendo inveee della (3) la
quantitd

Yo K0y, + bmm K, 8p, -+ Emem, K0,

b K dps = hmam, K, . - = K L8

S p et e s 3 a ek o Ky o801, 0 o e - T K O

g, Ky 3pa s+ B K s Bpasa = v A mam K ¥pe e
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Per riconoscere I egnaglianza delle due quantith (3), (4), basta
osservare che in questa seconda i termini contenenti le variate

IS PRI e Bt

introdotti solo per una regolariti di progressione negli
indici, ma & come se non vi fossero, essendo zero i radicali
weoepasns € le loro variate, come risnlta manifesto
dell’ espressione generica (3). Di poi che i restanti
i possono compenetrarsi a due a due: cosi i due

p.,s + dmum,K,,, 8p,,, equivalgono al solo
mym, K, 3p,,,. Infatti & chiaro per la (3) che p, . eguaglia
Ps,i i che inoltre K, . eguagli K,,,, olirecche risulta dal
principio_che I'azione & sempre eguale all. re il
e pi perspicuo per cid che fra' poco soggiungeremo_ in-
torno al modo con cui ‘debb® éssere: infesn 14 composizione e~
nerica della forsa interna K. Per simil guisa i due termini
Lm,my K, 58p,, 3% mym, Ky, dpy,, si uniranno in un solo
momy K,y 33 & cost via via. Dopo le quali osservazioni ¢
facile persuadersi che la quantitic (4) si contras nella (a).

Una qualunque delle serie orizzontali componenti la quan
titi (4) pud compendiarsi per mezzo ¢ + sommatoria tripla.
Per convincercene bisogna richiamare I idea della precedente
disposiziono delle molecole colle coordinate @, b, ¢, rappresen-
tandoci funzioni di esse le coordinate della molecola generica
)

Rappresenti

son

term
; ;
§om, m K,

zione, si

anc

(as bile)s yi=y(aybye)s  sr=z(aybe)

moci altresi composte come segue

@) my=a(afibag,ek); gy =r{asf g, ok ) (aetefy Bty 6 )

le coordinate x;, ¥;, z dell”altra’ molecola” qualuiique 5 la
quale (tenuta fissa la m; ) passi successivamente a significare
tutte le altre molecole della massa; e intendiamo che questi
valori_analitici (6) tengano dietro al muntarsi della m; col cam-
biarsi‘in essl To £ & ks tenute ferme lé @ b, c. Questo ‘st Ta
come se immaginassimo nello stato precedente ideale tirati per
In molecola m; presa come origine tre muovi assi paralleli a
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«elli delle a; &, ¢, e chiamassimo f; gk le coordinate di nna
molecola qualunque: relativamente ‘a detti nuovi assi. Ora con-
vien ricordare quello che si @ detto al num®. 31., quando si
trattava della prima parte della equazione generale, sul modo
d’ilmuabilmmi distribuiti gli 7 punti del sistema secondo indi-
cazioni relative ai tre assi, che conducono a dare all’aggregato
degli n termini una disposizione. di serie tripla: ¢ non si in-
Ith a capire che I’ (i) esima delle seric orizzon-
tali componenti la quantitd (4) pnd compendiarsi per mezzo
dell” integrale finito triplicaty
(7) SAfSAg ZAK .k mm; Kdp.,
avendo p {‘equazioni (3), (5) (6)) il valore dato dall’ equazione

=z (atfbtrgcrk) —z(a b c) I
®) [y (et b, k) — 7y (@ boe) P
-t-[s(a+f,b+g,c+k)v—z(mb.c)]

[ fimiti delle preced ioni finite dipend come

& detto al num 314 dalh, superficie conterminanti il corpo
mllo stato antecedente al reale. L’ espressione (7) poi si adat-
terd ia rappresentare la prima, ln scconda; I (1) esima. delle serie
orizzontali. componenti la quantitd (4), mutando in essa le coor-
dinate a) b, ¢ della molecola generica m;, dando ciog loro i
valori opportuni affinché, essa: diventi successivamente la mole-
cola w5 iy avs iy 3 e siccome. sono: pure di pumero i quelle
serie drizzontali (come i termini di ciasoun: esse ). la somma
delle somme . ci verri data dall’ integrale finito sestuplo
(a) ZAa ZAb ZAc EAFZAg AL S mym Kdp .
Rammentiamaei il git detto nelle ultime linge del num®. ar.,
circa gl dare il valore ¢ alla lettera m esprimente la massa
della molecola generica: e siccome nell’ integrale precedente
vi & il prodotto di: due simili m, ci si fard manifesto doversi
mettere al luogo di esso 'espressione ¢*.g”, Richiamato altresi
il teorema analitico seritto nella equazione (17) del jpum®. 26.,
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teorema del quale si ripete qui volte I’applicazione, ci' tro-
veremo disposti ad ammettere che il precedente integrale se-
stuplo finito si tramuta nell’ integrale sestuplo continuo

(1) [ida {db fde fdf [dg fdk. § Kdp

coll’ aggiunta di altri termini ¢he poi debbonsi trascurare. In

i limiti delle integrazioni’ per £ g & dipenderanno dalle
superficie conterminanti il eorpo nello stato antecedente, ed
anche dalla posizione della molecola m; tenuta costante, cioé
dalle variabili a, &, ¢, che dopo le tre prime fanino poi anch’
esse il loro gi
72. Fermiamoci ora in qualche considerazione relativa alla
a interna K attuata fra molecola e molecola, tanto per at-
tragioni o repulsioni, che avrebbero agito anche indipendente
mente da forze esterne applicate, quanto in virti di queste
: forze esterne. Il farla. come sulle prime suggerisce, fun-
ne K(p) della sola d i molecolare, non & ammissibile
se non nel caso in oui il corpo sia fluido, cessando’ allora la
In generale
S4 Y itndoibita giuoco anche
Pazione dovata alla figura, debbono entrarvi quei coseni a,,
4,5 ay, agy ec. che fissano le direzioni degli spigoli od assi
delle due molecole relativamente ai tre assi ortogonali, coseni
i cui valori cambiandosi da molecola a molecola, debbono; ge-
almente parlando, risultare funzioni delle corrispondenti coor-
dinate. Sarebbe difficile assegnare*come avranno poi ad esser
fatte tali funzioni (c basta a questo fine il solo immaginare
che quelle direzioni siano normali a superficie curve di natura
varia per diversi corpi ed incognita): ed oltre il non sapere
"interna fattuca di queste ‘funzioni, non si sa come entring a
comporré la K. In conseguenza la 'K, se vuolsene il concetto
piit encrale, deve essere detta funzione delle sei coordinate .
i oui valori sono_ espressi melle’ equasioni (5), (6): népossiamo
presumere di esprimerne la composizione, solo ci ¢ dato argo-
mentare 'ch’ essa sarh simmetrica relativamente alle dette ‘sei

ione dovuta alla I\~m1 delle molecol

gasi I esposto al num”
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variabiliy prese di tre in tre: cioé: che cambiando le i, yi, %
nelle x5 ¥ %+ ¢ queste melle: p , resterd la medesima.
perche si sa (non essendovi la ragiane. del contrario ) che
la metd di K esprime 1 azione de molecola rm; sulla my, e
Paltra metd di K Uazione reciproea: si possono inténders cam-
biate le veci fra le due umlecolc, e nond no i yalori anali-
tici debbono rimanere i medesiii: osservazione che ¢i porta a
conchindere 1 enunciata_proprieti nella espressione analitica
come accennammo anche in un luogo del num®. precedente.
L inassegnabiliti deiln funzione K (s yis 515 i3 ;s %) po
evineersi ‘anche con altri arg,omenu che mi permetto di prete-
rire: solaménte noters come eziandio da questo lato spicchi ‘la
superiarity ‘dei metodi ‘che’ abbiano alle mani: con essi i puo
tirare innanzi eon sicurezza non ostante un’ignoranza che non
& vincibile, Farémo un’altra. gsservazione intorno alla piccolezza
dii questa forsa molecalare K, ricordandoci di quanto abbiamo
detto in proposito sulla fine del num®. 2z, Cor pondanremem«
alle cose gsposte nel num®. 18: e seguenti, essa deve riguar-
darsi una forza elementare di si inoltrata tenmitd; che raceo-
gliendone sopra un solo punto tante quante vi vengono da
tutte le molecole della massa, si ha per risultante una forza
ancora piccolissimn dell’ordine di- quelle a* X, o Y, ¢ Z con-
siderate al nuni®. 18. A questo concetto risponde: ottimamente
I impiceolimento procurato dal fattore af; quale vedemmo ri-
sultare nell® integrale sestaplo (9) a motivo del prodotto m; m;
delle due masse elementari.
Conseguenza -del fin qui detto =i & che sommando i due
integrali (1), (10). e ponendo tal somma in luogo delle due
prime parti dellequaione generale (1) nunt’ 162, ¢i formeremo

3

1 che prende tutta la me I
perd noterema che giova' fure! per ‘camodo
P K
11 A=o=
(11) 40

denominazione mediante 1 quale potremo. introdurre la quar
it Adp® invece di § Kdp: nell integrale. sestupla {sc); e che



(12)
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&

grale triplicato relativa alle  variabili £ g, &, sottopom
segno d’ integuale triplicato per-a, b, ¢ chei abbraceia la

prima parte dell’equazi 7 s permesso.

Per tal modo I'anzidetta equazione generale si nducf_ |

frltzfu'b_[zhﬁg(, _T)J_H_(t_ )+ (2—
~+ Jdf fdg [k Nsp*'l v R =0

intendendo ( come ho accenxiato al. principio del ' num®, 71.
compresa nella & tutta-la parte che potesse: essere introdotta
da forse applicate a superficie, a-linee, a punti determinati,
ed anche da condizioni particolari che obbligassero alcuni punti
a restare sopraqualche curva o superficie data; Questa (r2)
sta invece della (1) del num® 44., 0 della (r3) del.num®. 6.,
e si vede come sia ord. diversamente: espressa ( essendo cguale
il rimanente) la parte: introdotta’ dalle azioni reciproche fra le
molecole, che colii abbiamo contemplato. per mezzo di equazioni
di condizione s istenti per tutto il corpo.

73. Cib a fare all’ of
(19) & i un_ process

to di dedurre utili

di_calcolo. Richiamata I'equazione (8), si: vede, svolgendo. in I
serie le funzioni sotto le parentesi, come & abbia
(}-.n L.f: L i
dy 4 b,
s (_fﬁ+“;+.{ Tl )
&= Lo P LN
o (T em b T gt )y
ed effettuando i quadrati e riunendo i termini che banno coef
ficienti eguali:
P

Rt it - Rt - afg, - af kb aght,
& € g

S fUT A Ty S T -+ fg T, el

(15)
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nella quale espressione le £, f,5 ¢35 &4 ts5 & significano sei
trinomj che ci sono’ gid familiari, avendo adottate tali d
nazioni fino dalle equazioni (6) del mum®. 343 € T,, T, T, T, ec.
all infinito, significano trinomj della stessa naturn fatti con de-
rivate di ordine sempré piii elevato, In tutti questi tiinomj
gli ultimi due termini sono sempre simili al primo, non diffe-
rendone se mon per avere lo lettere y, = in luogo della a.
Quelli in cui entrano le derivate seconde sono di due sor
Ve ne hanno di fatti con des e prime e seconde: sono in
numero di 18., ciod i segnenti

dx d*x dy d da ds
Tdr T h@wm tan

dy Py ds
a dade " da dafe
dy iy ds s

B Talh T B dadd

dx dix dy dty
@ dhde T db dbids
dx Pz dy dy dz

% Tk T & Bl T & dads

dr By e
¢ Jhde T dbds

(14)

dr e
da i

dediz o
da dhde a

fide T drdc
Tomo XXIV. Pt L 20
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de @z dy by

&L

& dade db dade.
de dix dy
L

]
Vengona poi i trinomj fatti con sole derivaté seeonde, ¢ sono
in numero di a1., ciod i seguenti:
(Prya
(=)
et drya v
) ~ (@)~ @)
1
&y &y &z Pz
HiE T EE 5
r Py By
W Gaft T g dadh T d adb F;
e &z . P, &#2 &=
Pz bz By dy | Pz

duiis da* dade @ dado
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o o

& T~ T i

kg .rd;:; e :T\
s
Sofseadtorn

b f— b
Pz x| dy By P

Tl Tade ™ Tads dade "+ dadd Jade

dir i &y by dbs s
Tadh. Tl ™ dadh Wil dadh Tle

e dix By By dis ds

ke Wde T Tl Bide + Tade dbds
I trinomj colle d ordine sono di tre sorte: ve
ne banno di quelli composti di derivate prime e terze, e se ne
contano in numero di do: di quelli fatti di derivate seconde
e terze, ¢ sono

6o: ¢ di quelli che non conten-
gono se non derivate terze, e ragginngono il numero di
Non li scrivo, potendo facilmente ognuno che sia dotato =l:-IE:|
saria pazienza costruirseli da se, come puw

ordine pit elevato.

Adoperando poi I equazione (13) per dedurne il valore
della variata §p*, & chiaro che In caratteristica & dovra applicarsi
uniecamente ai trinomj dei quali si ¢ fin qui discorso, talchi
si_abbia

quelli_con

B e Bl KO af B8 af kBt + 2ghdt,
(16)
+ 2T, o 2f* 0T, e 3f2 KT, - fig* ITy = ec
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cienti f% g% A% ofg, co. ricscono sempre i me-
mi in qualunque ipotesi di composizione delle 2y, z pes
le a, b, ¢, © non possono quindi cssers affetti da quella oper
zione che ha appunto unicamente di mira i cambinmenti di
na di tali funzioni. Viceversa, moltiplicando la precedente
equazione (16) per A ¢ poi integrando per £, g, & allintento di
dedurne il valore da darsi al quarto termine sotto I’ integrale
triplicato dell’ equazione (12}, una si fatta operazione & apprende
soltanto alle quantiti Af%, Ag®, ec., leavariate 3t,, O, &t;.
¥T,, ¥T., ce. non possono restarne intaccate, giacehe i trinomj
£ir fay f1-00- Ty Toy e (riflettosi alla loro origine ) non con-
tengono le variabili £ g £: tali variate riescono fattori costanti
pei quali vengono moltiplicati gl integrali che si effettnana
nei guccessivi t ni della serie.

Dopo di ci6 si fa palese la veritd dell

17) Sdf [y fdk. Adpr=
(1) 8¢, + (a) Bty + (3) 8t5 = (4) dey + {5) dts + (0) &t
0T == (8) O, == (0) 3T 4 (10) 9T - ec.
dove i coefficienti (1), (a), ec. indi
fra parentesi; debbono considerarsi altrettante funzioni delle
a, b, ¢ quali visulte inte itovati dopo
eseguite o definite le integrazioni. Ecco qual sarebbe la qual
titd equivalente da introdursi nells equazione (1) al luogo del
quarto termine sotto 1° plicato.

74 Una proposizions nuova, a cui prego il lsttore a porre
molta attenzione, & che tutti i trinomj 1y Tss ce. all'in-
finito, che entrano nella precedente equazione (17). si possono
esprimere per mezzo dei soli primi sei £, £, fiy Lo Busites
¢ dolle loro derivate per 4, b, ¢ di tutti gli oxdivi. Io venni in
sospetto di questa veritd analitica a motivo della necessa
corrispondenza che ci dovea essere tra i risultamenti a cui
conduce la via tracciata in.questo Capo, ¢ quelli ottenuti per
la via che abbiamo segnita nei Capitali IIT e IV. Ho poi veri:
ficata 1’ enuneiata proprietd per 39 termini della precedents

equazione

=

i per mezzo di numexi

ali summ

L




Mesonra per Sio. Dovzon Piova 157
serie (r7), oltre i primi sei, ciod per tutti i trinomj scritti
nelle oni (14), ¢ (15), dopo di che mi sono abbandonato
allPanalogia: la qual cosa o presto o tardi & inevitabile, giac-
chd trattandosi di una serie infinita & impossibile percorrerla
tutta, Ora dird come ho fatto 1 asserita verificazione, e
portanza delle conclusioni scuserd le lungaggini nei ealeoli, i
quali, dalla prolissith in fuori, non presentano aleuna difficolta.

Avendo sott’ occhio i valori delle ¢, #., f3. #5 fs: &
(equazioni (6) num®. 34.) si riconosce subito che i primi nove
trinomj della’ riunione (14) hamo rispettivamente i valor

dt, i it
g,y
fms bas 3%
Lr, G gt ol
da® 3@ m

diy. pdn. pdo
ins tos im
8i trova in appresso (e pud verificarsi colla sostituzione dei
valori noti ) ehe i trinomj decimo, undt.cunn,m,dncmam\o, quin-

ciottesimo equivalgono rispettivament

dicesimo, d dic
ai seguenti binomj:

dy dty dg o podn
da a5 b da ey
.E_iar,,dﬁ_|ﬁ_d_:,_,ar,
da L] A& & 29
E che i tri j dodicesi quattordicesi 1i hanno
rispettivamente questi altri valori :
iy gy gdie pdiy g pdi di g dis g dis
Sl SRt — e e 2

Per tal modo I" asserita prupusizioue ¢ provata relativamente
ai primi 13 trinomj.

Ora immaginiamo formate 18 oqua aventi nei primi
membri i trinomj della riunione (14) presi uno per volta, e
nei secondi i rispettivi valori ch’ora abbiamo dimostrato essere
ad essi eguali. Di tali equazioni si comincino a conside
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primia, ‘la decima, ¢ la tredicesima, si moltiplichino ordinata-
mente per I,y m,y iy indi si sommino: si moltiplichine da
capo similmente per L, m, 7, e si sommino: si moltiplichine
nuovamente da capo per L, oiss my e sisommino: avendo :
oni del num®. 14. segnate (28), gin- i
EEERONL Hrovien WA valori delle tre derivate di second’

sott’ occhio le nove eq

et
ordine 2, 27, &

tunamente fra le anzi desc

Collo stesso andamento seegliendo oppor-

¢ 18 equazioni, deter

inerem

i valori delle altre derivate di second’ ordine ed otterremo : !
i b ) - )
all ) )
)
)
)
aH =) [
all o [
aH 22 — 7, (a2 a2 e

a i L
aH 22 )+ ma (a
it

Ll

drs
ak

o

=4 B w2

dh
& +m
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A dtg dis.
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dty
Fi
dts
e

dty
ast

g
L, (7 o

Presentemente col mezzo di questi valori cerchiamo quelli dei
winonj della riunione (15). Richizmando lo equazioni (3x), (33),
(34) del num®. 67. vedremo che i risultano unicamente
fatti delle #,, £, .... % e delle loro derivate lunua, che & ap-
punto cid che wlcv.unu provare. Per esempio il valore del
primo trinomio

ci viene eguale ad una frazione il eni numerators &

() () - () (3 55— 8 ()

() (o B ) e () (o = )
(et (o 20 — 81) (o — )

o il denominatore la quan

(titaty 2ttty — it — b — Ity ).

Formati o un di presso allo stesso modo si trovano i valori
degli altri venti trinomj della rinnione (15):" non si & dunque
esagerato dicendo essere 3g. i trinomj sni quali la proprieta
amalitica & stata in atto verificata.

75. Ammy la proposizione del num®. precedente si rende
:|nmicela che I' equazione (17) pud prendere guest'altra forma
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(18) Sdf [dy fak
Bdey

o () B ey T

r

Adopr =

(@) 2, + (B) 02, + () 963+«

<y Adts Fi* ¢ LLE B
+@&) T+ + () e e
quale § coeflicienti (a)y (8) -+ ()« <+ - (A)- . . . ee. somo

(7)1 (®). . - della equa-
by ¢ delle derivate di
te poi
i ordini

quantita. fatte dei coeflicienti (1), (2)
trinomj £, L ¢
a, b, ¢ dei diversi ordini. Le
vate di tutti g

gione (17), dei se
questi trinomj
Btys Oty -vo o lo variate delle loro de
B M oo, pon entrano nella (18) se. non linsarmente all’ine

ar

ito. Ora & un principio fondamentale nel calcolo delle vari
zioni ( e né abbiamo fatto uso anche in- questa Memoria al
) che una serie come la precedente ove
sono lineari Je varia aleune quanti le variate delle
cate per variabili semplici a, 2, ¢, pud sempre trasfor-
contenga quelle quantith non af-
no, coll’ agginnta di altri ter-
tte relativamente all’una o all’
conseguenza di tal
segué

marsi in una espressione che
fotte da aloun segno di de

jni i quali sono deri
altra o alla terza delle var
principio all equazione (18) pud darsi Uespressione che

(19) Jdf fdg fdk. hdp*
Adt, + Bat, -+ Qb + Dty - Edts 4 Fote

L da 49 . T
+ 5o tE

coefficienti A; B, €, D, E, F sono serie fatte
S l) e () @)+ () eos dellequa-
sione (18) ‘ehie vi entrano linearmente a segni alternati, e af-
di dexivazioni di ordine sempre pii elevato pii che
& inoltriamo nei termini di- esse series le: quantits A, ©, T
o010 s dolla stessa forma della proposta a trasformarsi,
a quale i coefficienti delle variate hanno una contposizione

1 valori dei s
coi coelficienti (a),

i
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simile a quella che abbiamo deseritta pei sei cocflicienti A,
B, G, D, E, F.

Introdotta la quantith che forma il secondo membro della
equazione (1g) invece di quella del primo sotto I integrale
plicato della equazione (12), si fa a tutti aperto che sugli ul-
timi tre termini di essa puo esegnirsi aleuna delle integrazioni,
e che per conseguenza tali termini non fanno che sommi
quantita le quali passano ai limiti. Cid che vimane sotto 1" in-
tegrale triplicato & il solo sestinomio in tutto simile a quello
gia usato nell’equazion (ro) num’. 35, pei sistemi xigidi. Por-
tanto dopo uni tal punto di conironto saxd pure perfettamente
eguale 1"andamento analitico da tenersi in questo luogo a quello
tenuto colit fino al ritrovamento delle equazioni (26), (20) del
num®. 38., e verrd dimostrata I’ estensione delle dette equa-
zioni ad ogni sorta di corpi non rigidi, siccome si & accennato
sul finire del num®. 38. Sard anche visibile la coincidenza dei
risultamenti cogli espressi nelle equazioni (23) del num’. 5.
sussistenti per qualunque sorta di sistemi, e dimostrate nel
Capo IV. mercé: quelle coordinate intermedie p, ¢, 7, la di cui
considerazione, attenendoci alla maniera esposta in questo Capo,
non fa piit bisogno.

76. L’analisi precedente apre I'adito a molte utili rifles-
sioni. Primieramente fard parola di quelle che valgono a pie-
namente dissipare le dubbiezze c siamo provati a rispon-
deve al mum®. 63.; i loci per maggiore spicgazione
quanto avremmo poi detto in questo Inogo. Partende dallo stato
di antecedente disposizione ideale delle molecole colle coords
nate as b, ¢; ¢ veriendo a quello della disposizione reale, inten-
dasi questo secando espresso relativamente a due diverse terne
di assi. ortogonali, delle p, g, 7, e delle x, y, z. Per I espres
sione dello stato reale mediante le p, g, r non abbiamo a far
altro che copiare Panalisi precedente serivendo dappertutto p, g, r
dove sono seritte le =, y, z. Ora volendo passare dalle coordi-
nate p, ¢, 7 alle 2, y, =, osserveremo che pel caso del fluido,
siccomie &i & detto al num® 7a., la forza interna K, ovvero A

Tomo XXIV. Pt L a1
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& funzione unicamente della distanza molecolare p3 e se ben
si consillera la fattura dei coefficienti (1), (a), (3) - - . .. dell’

quazione (17), quella dei coefficienti (a), (8), (7). .- .. dell®

equazione (18), ¢ in fine quella dei sei coefficienti A, B, C; D,
E,F dell’equazione (1g), verremo facilmente a persuaderci che

quest’ ult

me sel quantiti, nel primo riferimento agli assi. delle
Ps s 7> non contengono tali p, g, r se non in quanto sono con=
tenute nel radicale p (equazione (8)), ¢ nei sei trinomj £, ;
5000855 avendo scritto dappertutto p, ¢, r in lnogo di 2, y. 2.
Pertanto le sei quantith A, B, G, D, E, F godranno della pro~
prietd analitica gia tanto discussa, del cangiarsi mediante la
sostituzione de m’. 4o. in quantith egualmento
cia delle nove quantiti an-
ido si fatta proprieti si verifichi
cuno de’ sei trinomj # 52, :vs 5. Ora
qui non si ha a far aliro che escguir le operazioni, e reste~
rema convinti che la cosa é appunto come si @ detto, rummen-
tate le equazioni fra le qu angolari r ate al num®. 3
Ecco uno dei nsuinmcun in vista dei th dicemmo in pre-
venzione al cominciare del presente Gapo, che le due maniere
per mettere a caleolo i vineoli interni fra le molecole si illu=
stravano a vicenda.

Viceversa, I"andamenta tenuto nel Capo IV. rende possi-
bile la trattazione delle quantitd ai limiti che. col metodo at-
tnale viuscirebbe intralciatissi Vedemmo cold (num®s 52.)
come la quantitd ai limiti ¢ fatta delle stesse sei quantitd,
esprimenti I"cfctto delle forze interne, che entrano nelle tre
equazioni estensibili a tutta la massa: qui
complicata per I intervento di quelle alt
che compajono negli ultimi termini dell’ equazione (;9) Con-
vien dire che tutta la parte introdotta da tali termini nelle
quantith ai limiti, v’interviene solo apparentemente: né questo
fatto analitico & senza un riscontro nel caleolo delle variazioni,
Nelle questioni del calcolo delle variag formole
integrali. definite triplicate, se avendo un’ equazione di cond
sione L se ne prendono le equazioni derivate

nel radicale p) e in ¢

vece verrebbe
o quantita. A, @, T
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L dL 4L

da= P B=% 1

o3 F =0, ec.
di quulumpm ordine, e si trattano come fossero tante nuove
equazioni di condizione, woltiplicandone le variate per cacfli-
cienti indeterminati, introducendo i prodotti nell” equazione del
massimo o del minimo sotto il segno. integrale, & praticandovi
le salito trasformazioni, si viene ad aggiungere (alle quantity
che vi sarcbbe stata se non avessimo fatto il di pin che s
detto ) una quantiti della stessa natura del trinomio che ter-
mina Iequazione (to). In tal caso si capisce che la comparsa
di nuove quantiti ai limiti son pud essere che appurente, giac-
¢h le equazioni derivate anzidette non hanno significato che
non fosse gid espresso dalla sola L=o.

Perd b anmullarsi di quella quantied ai limit, non essendo
qui un risultato di eq di i pitt che
non sia-d*uopo, ma una necessaria ccnsn"uﬂlm del confronto
dei due metodi, potrebbe essere un mezzo che ci mettesse
sulla traccia di nuove veri i conducesse, per esempio, a in-
vestigazioni pit intime sulla natura dell’ azione molecolare. Mi
nito @ un semplice cenno: ma a proposito dell’azione mole-
colare mon posso tralasciare di notar cosa che parmi di non
lieve momento. Il lettore si sard 1ooc|tm che nell’ anal
cedente per venire alle conclusioni importanti, ci
equazioni che sussistono per tutti i punti della massa, non
fanno piit- bisogno le ipotesi ammesse dai Geometri moderni,
e da me stesso nel §. V. della Memoria inserita nel Tomo XXI
di questi Atti. 8i ¢ detto che I'azione molecolare deve essere
sensibile: per distanze insensibili, ¢ inseusibile per distanze sen-
sibiliz ¢id sard forse vero, ma sia quel ch’ esser si voglia,
pud prescindere, per P oggetto nostro, da tale supposizione: gli
integrali per le variabili £, x, £ nelle equazioni (17); (18), (19)
possono. considerarsi estesi fino ai limiti del corpo, e non sola-
mente per tratti piccolissimi, il che non & senza un certo sforzo.

Terminer il capitolo immaginandomi un’ obbjezione. Ta-
luno potrebbe dirmi; avete qui calcolate le azioni interne fra
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molecola e molecola, e sta bene: ma perché non avete fatto
lo stesso anche mel Capo IV. dove lasciaste fuori tutta la se-
nda parte dell’ equazione generale (1) num®. 167 quella om-
missione pud toglier fede alle deduzioni ottenute con que’
cedimenti analitici. Rispondo: non ho allora tenuto conto delle
oni interne fra molecola e malecola, perché vi suppliva la
i elle sei equazioni di condizione ivi trattate: il
arlo sarebbe stato un doppio. Anche mentre si effettua il moto
de’ corpi rigidi hanno certamente luogo azioni fra molecole e
molecole, eppure ognuno che conosea lo spirito della Meccanica
analitica, si sard persnaso che tutte vemmero contemplate nelle
sei equazioni (8) del num®. 34 estensibili a tutti i punti: anzi
36 potea nascergli dubbio, ¢ra che si fosse fatto di troppo collo
stabilire tali equazioni in numero di sei, di modo che ci furono
necessarie le considerazioni poste al nume
Lo stesso deve dirsi nel caso generale delle equazioni. di
condizione (14) del num®. 47., anch’esse sussistenti per tutti i
punti della massa: il contemplarle e caleolarle equivaleva al
valutare tutte le forze interne, (uantunque non sia perspicno
come questo avvenga. Ad alcuni pud sotto aleani rignardi pa-
yere piit convincente il metodo tenuto in questo Capo, perché
ci permette il frci qualche immagine intorno al modo d'agire
delle forze molecolariz eppure o reputo che i meglio pensanti
daranno la preferenza al metodo del Capo IV., metodo diretto
e pili potente, perché appogziato a quel principio geometrico
della posizione arbitraria degli assi rimpetto al sistema, che ci
servirh anche nel Capo seguente, ¢ che contiene la ragione di
tante verith meccaniche, Vedo altresi possibile seguendo il filo
e’ ragionamenti esposti nel Capo IV. spiegare il vero senso di
quel altro principio lagrangiano, che al cominciare dello stesso
Capo chiamammo troppo astratto, fissarne I'estensione e il modo
sicuro di usarne. Una tale piegazione perd non sarcbbe forse
di molta utilith, il che asserisco perché parmi che tutti i van-
tagai ai quali mirava Lagrange col mettere quel principio, si
gano pitt dir nte & ! tenendo I’

descritto nel medesimo Capo IV.

0 39.
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CAPO VIL

Del moto e dell’ equilibrio di un corpo qualungue, ridotto
ad essere un sistema lineare o superficiale.

Fu rimproverato in particolar modo ai metodi della M. A.
di Lagrange di essere insufficienti per varie questioni che
guardano curve o superficie elastiche. Entro io quindi a trat-
tare del moto ¢ dell aquilibrio Jd¢’sistemi lineari ¢ superficiali,
toceandone almeno le generaliti, con tanto pitt di gusto
quanto fard vedere che lungi dal venir meno que’ metodi nel
presente caso, spiegano essi qui forse meglio che altrove tutta
la loro ampiezza & magnificenza, Sia pure che le soluzioni date
nella M. A. di aleuni di si fatti problemi non riescano abba-
stanza generali per comprenderne altri contemplati di poi
peterd quel che dissi altrove: Lagrange non potea far tutto 5
egli per altro ci diede in mano metodi che, a saperli ben in-
tendere ed applicare, valgono in questioni di questo genere
per rispendere alle git fatte domande, e per prevenir le future,
Anzi non solo & possibile con tali metodi affrontare mel caso
l:mscl\tn qmlunque ricerca, ma lo & in due diverse maniere,
in con quanto sp pei sistemi a tre di-
mcnsmm nei Capi IV. e VL. Delle due maniere mi atterrp io
qui alla prima, a quella ciob che riduce ad equazioni di con-
dizione I’ espressione dei vincoli interni fra le molecole: ¢ per
Paltra mi limiters ad assicurare il lettore di averla seguita fino
ad un certo punto, e di aver trovato una perfetta corrispon-
denza nei risultamenti. Se di questa qui non xiporto 1° analisi;
cid faceio per due ragioni: la prima per non passare ogni se-
gno di discrezione in servirmi dello spazio concessomi nel vo-
Tume sociale: lu-seconda perché, dops aver visto 1’ audamento
tenuto mLCupu ;ucccdontu, lo studioso pulrk non difficilmente
fabbricarsi da se una tale analisi, la quale riesce meno compli-
cata della riferita nel luogo citato.
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77. Dissi di avere scelto per trattare le presenti questioni
quella maniera che riduce tutto al maneggio di equazioni di
condizione come nel Capo IV. Ragione della preferenza fu i
procurarmi due nuove occasioni per mettere in evidenza la
fecondita di quel principio di oui gik vedemmo varie applica
zioni, ¢ che consiste nello scrivere analiticamente 1" arbitrio
cui siamo relativamente alla collocazione degli a cui
rire il sistema. Lsso i condusse nel Capo IV. alle equazioni
da esso (come accenmammo al num®. Go.) dipende
spiegazione del principio delle velocitd virtuali, e di
quelli della conservazione del moto del centro di vitd, ©
delle aree: per ssso (come si & notato-sul fine del num?. 66.)
i ttare 1'analisi data da Lagrange (il che adesso
non fa pii bisogno) anche al meto de’ fluidi elastici; ora il
medesimo ci fornizd le equazioni di condizione che si verificano
per ogni punto nei sistemi lineari ¢ superficiali
E cosa degna di molta considerazione quel verificarsi dello
equazioni (14) num® 47. per ogni sistema a tre dimensioni co-
stante o mutabile, in equilibrio 0 in moto: notammo come esse
vengano dal ssi ortogonali rimpetto a tre

aver collocato
altsi, facendo sparire le quantiti angolari dalle equazioni che
ne esprimono le relazioni, ¢ riducendale ad equazioni fra de-

rivate parziali che per la loro generalith equivalgono esse sole
a tutte le equazioni finite senza numero che si otterrebbero

Ebbene: lo stesso

variando i valori di quelle quantita
pud farsi anche pei sistemi lineari e superficiali: si possono
trovare a riscontro delle equazioni (14) num®, 47.
cui debbano sempre soddisfare le derivate delle v
menti le coordinate di qualunque curva o superficie, mobile
flessibile, contrattile, ec.: ¢ cid unicamente in virti dell*arbi-
trio nelli collocazione: degli assi rimpetto al sistema, arbitrio
cni-si di per tal modo un’ espressione analitica. Tali equazioni
sono le equazioni di condizione le quali, quando le curve o

cie si d fatte di molecole, espri i vineoli
metodi della Meccanica

angolar

interni fia queste, e danno presa
analitica: interessa trovarle.
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78. Sia una eurva qualunque riferita a tre assi ortogonali
delle p, g, r per meazo di due equazioni

0] Plp)s r=v(p)-

Nel caso di curve fatte di molécole conviene, come si & detto
nel Capo I num® 11, rignardare le p, g, r siccome funzioni di
una variabile semplice a relativa allo stato precedente, ed an-
che del tempo ¢

(2) r=piat); g=qlat); r=r(at);
allora le equazioni (1) vogliono essere intese come le due che

risultano dall” eliminazione della a fra queste tre, talche quelle
(1) possono contenere anche il ¢ esplicito alla p, e confuso colle

iamo ora Ia stessa'curva ad altri tre assi delle S
comunque posti rimpetto ai primi: avremo fra le une e le al-
tre_coordinate ls equazioni (1) del num®. 33., che qui giova
replicare

x=fa,p+Bqg-+pur
3 Y=g+ ap+ g+t
s=h-oyp+ fig+pr.

Le dodici quantith f; g, %, @,. ec. restano costanti passando
da uno ad altro punto del sistema, cosicché anche la 2,7,
si potranno considerare direttamente funzioni dell’unica varia-
semplice p. Deriviamo pertanto le riferite equarioni per
Ia p. e indicando tali derivate con apici, avremo

' =a -+ fig' -y y

ok B = ar's B =0 By

B!+t Y =84+ 2=+

Y=g &

Big" =y

Biq" g

gL P g gty 2= g gy

ec. ec. ec.
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Poniamo altresi per comodo le seguenti denominazioni

Ixronzo arie Equazioxt ec.

s Ly g g

30 ==y s 4o gt ii00
Quadrando tutte le equazioni (§) & sommandole a tre a tro come
stanmo nelle linee or Ej ammentate le equa
ni del num®. 33. fia le quantitd angolari, e le precedenti
ioni (5))

k=14g*+47

2

denomin:

I=g"

(©)

m=g" =" n=g"t =T ec.

8i yede manifestamente il procedere di tali equazioni. Queste
non contengono pin le quantitd angelari, ma perd. ci presentano
ancora le derivate delle g, r relativamente alla p, mentre si
uazioni fra le sole derivate delle x, y, = per la p.
intento bisogna combinare le (6) colle loro de-

vorrebbero o
A conseguire 1
rivate per rapporto a p che sono

8) ¥ —almagq"ads L—ame=ag'ge4a

q'g"—ar'r" s ml=2g" g 20" 1 e

g’ +ard's T

P e,
(o) K"—3I=oagqv+arr; ec

E manifesto che il numero delle derivate che vogliamo elimi
nare cresce assai meno che non cresca il numero delle
gioni. Cosl, fermandooi alle derivate terze, abbiamo dalle (6)
tre equazioni, cui vanno 'vwmul(' tre altre, ciod le prime due
dello (7); o I prima delle (B)- wdo alle devivate quarte,
si aggiunge una equazione a clascuno dei gruppi (6], (7), (8),
{6} & 8 introducono due sole nuove quantith da_eliminarsi 4%,
Colle sole equazioni scritte superiormente in numero di_ dieci
& chiaro che potremo eliminare lo otto quantii ¢',r's ', 7’5
g s g ottenere due equagioni di quelle che desi-
viamo, fra le &, 4 m, n e loro derivate, ossia (equazioni (5))
fra le sole derivate delle z,y, z relativamente a p. Anzi se ne

qua=
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pud ottenere una non oltrepassando le equazioni che contengonoe

lo dexivate terzo ¢,

: govo in qual maniera. Si prendano la
i delle (8) ¢ so ne' cavino i valori

le equazioni (6); ¢ la p
zioni, otterremo e
G (g =g Py = E(K—al) — KT (B —al)+ (k—1) I
Ora sommiamo questa colla seguente

= mks

4 (g 7
che & la prima delle (7) quad
vando

ata e moltiplicata per m; osser-

ere
(g7 ) (g ")
all’ i iderata che &

glung T

(10)  4mlk—1)l=[{K'—2* — KT (K"—al) 4 (h—1 ) I* -k
Qui si_pud, sostituiti i valori (5), cercar di dare all
nna forma_elegante, la quale perd non gio
fine, come apparivd dal progresso.

Ecco una equazione fra le sole derivate delle 2, ¥, = la
quale (cosa notabile) si veyifica per qualunque curva, e ne
vedemmo pit sopra la ragione. Il pint &, che di tali equazioni
se ne possono trovare altre simili quante se ne vogliono seguendo
I’ indicato processo di eliminazione. La prima di quelle che xi-
snltano dalla eliminazione delle g%, 7% &

(11) (i) = UR'—3E)P + (R—1)(L—2m)’
— R(k—32) (I —am) + K*n.

(g —g'ry + (g q"+rr)

equazione
ebbe al mostro

Non n

dare le
perche, come fra poco si fard chiaro,
L 22

fermo a descrivere I'operazione,  nemmeno
ni che segion
Tomo XXIV. P!
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a noi non imparta molto il conoscere Iattualitd di tali equa=
a loro esisten;

1. Sono poi i parere, visto
per le curve rigide (M. A. Tom. 1.
pag. 161.), che dopo un certo numero tali equazion
sanno piit che un

quello che

non sa-
combinazione delle precedenti, il che non
& necessario chiarire. 8i fatte equazioni (ro), (11) e seguen
stanno a riscontro delle (14) nwn’. 47, pei sistemi a tre dimensioni.

79. Presentemente si richiami il gid detto al num® 28, pei
sistemi lineari, ¢ si capird che, analogamente alla equazione
(1) num®. %44., potremo esprimere per

(12) fda. § (X—9F) dxrec. | + [da.C+Q=

I equazione generale meccanica in relazione con tali sistemi,
intendendo significato dall” integrale fdz . G il complesso dei
termini portati dalle equazioni di condizione a noi. incoghite
nelle quali fossero espressi i vincoli esistenti fra Te molecole.
Conviene. nella equazions precedents trasformare gl integeali
in modo che siano presi per lu p di cui le
wno funzioni prima che per la 4

Dalla equazion (14) num® 11, per la quale ottenenma
I'espressione della densitd in tali sistemi, caviamo
3 P AHER - Z=1

: ds
Riflettiamo esseve e

¥» 5 si conside-

, ¢ ponenda per abbreviare

(14) N

la p |

(x3)

Ora se sotto i due’ integrali dell’ equa roduciamo
3 i . » 3

il fattore 2V, tion produciamo alterazione, essendo tal fattore,

come. provamimno, eguale all’ unitd. Allora que
jono. subito tras

¥ equazione g

integrali- ci ap-
ormabili in alti per p, e passismo ud aver
le cspressa come segue

ners
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16) dp.V § (X=55) dx+ee | = fdp VG0
ip S

dove debbono intendersi tutte le quantitd ridotte fun

ni di
7 per ora a_considerazione dell’ lterioro composi-
sione* dell p in a. Avenda Iequazione gencrale sotto I'espost
forma, il secondo termine di essa, che ci era incognito per
non Gonoscevamo le eq azioni di condizione espresse fra le
#.2 6 la a, adesso ci diventa noto, sapendo dal numero pre-
cedente { equazioni (10), (11), ec. ) quali sono le equazioni di
sondizions espresse fra 1é z, y, = e la p. Non abbiamo pertanto
a far altro che sostituire softo il detto secondo segno integrale
i primi membri delle vaviate delle equazioni (1), (11),
dotte a zero, moltiplicati per coefficienti indeterminati: stud
tali quantiti. Se poniamo mente a guella introdotta dalla prima
equazione (10), essa & della forma

(17) (1) Ok = (2) 3K - (3) OE" ~= (4) B+ (5) B ~ (6) D 5
ciod lineare per rapporto alle variate &%, ', k", 0L ec.; dicasi
lo stesso delle quantita introdotte dalle variate della equazione
(11) e seguenti, La somma di tali quantiti, i
dano. equazioni di condizion
forma. (17), accrescendovi le v
gendovi termini-contenenti linearmento le 34", ok
Ecco poi un’ osservazione che abbrevia le operazioni,
fatta somma si possono ommettere tutti i termini contenenti
le variate delle derivate & &', &
tali termini, come i seguenti dell’ espressione (17
(2) @k, (3) &5 (5) 0F , attese le note trasformazioni per le cquali
diventano

v K-

una quantita della stessa

e di vero

(2) 0k = — (2) 0k =+ [ () Ok ]'
(18) (3) 0K = (3)' 0k — [ (3)' 0k — (3) 9K ]'

(5)51 = — (5) L+ [ (3) 3]s ec:
si provano equivalenti a binomj dove primamente ricompajono
le vaiate 3k, 3, eo. non affette da derivazioni e g i
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mini della quantits (17}, coi q
¢id ehe resta forma comple:
titd derivata esatta relativa o alla g
il sec
¢ si fonde coll’ultimo termine @ di «quella equazion
termini come i p
mllmw sulle: equazioni estens

172

si_compenetrano
ivamente una quan-
che i d sotto

i aliri ¢

questi nuoy

ndo segno integrale dell’ equazione (16), passa ai limiti
Cosi si
denti (18) non vengono ad
i punti del sistema.
a quella per la quale
concludommo la non influenza
ione (1g) pel ritrovamento. delle

lese ch

A molto sir

I’ osservazione si trove:
edente nnm®. 7

nel Capo pr

degli ultimi termini dell’ equa
tre eque w0 colle (26) del num®. 38

Dopo gli addotti ra piano I'inferirne che alla
le (16) pei sistemi lineari pud darsi la forma

ioni che coincide

sione. gene

equ:

fp-V | (X—

(19)

+ fdp. (A3 4 @l -+ vim -+ pin o)+ Q=0

dove sotto il secondo segno integrale
delle s by s, e per le equazion
(5), a trinomj noti che possono continuarsi a piacere. Tali va-
riate sona moltiplicate per fattori 10
ra di loro mlh[u‘uelr‘]lll‘ essendo cw.ﬂmum raccolti da- tante

appariscono le vaj
equivalenti

i v ... . che riterr

equazioni variate, ciascuna dello quali porta un: moltiplicatore
indeterminato. Veramente se il numero dei trinomj &, & m, n, ec.
iore di quello delle. equazioni (1), (11), ee., essendo
le indeterminate introdotte dal metodo de’ moltiplicatori tante
quante le equazioni, aleuno dei coefficienti 4, i, 2, p... dipen-
derebbe dagli altri; potranno essi perd dissi fra loro indipen-
denti fino al numero che eguaglia quello delle equazioni irre-
ducibili le une alle altre.

Rimane a sostituire nell’ equazione (19) alle quant
kL, n, ec. i lore valori seritti nelle equazioni (5). Qui con~
yiene primieramente porre attenzione all’ equazione

|
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ADE = DL -+ vIm 4 pin 4 o6, =

al (x 02 4=y 8y + 210

(80)

g (02 -y e .w;”}

—+ ap (2" 02 " Oy 4 2 ) + e
poi_osservare che sui termini componenti il secondo membro

si debhono nuoyamente operare le solite trasformazioni, giacchi
in essi lo yavinzioni dw; &y, 0z sono affette da_deriyazioni. Es-
sendo identicamente

afalda' = — (ade') dw = (224 9’

(21) 2ua 3 = (apa") dx— [ (2u

)\ dx—

2

b B e[ (00" D {pir )t 2wz 3]

ec. ec.

mili equazioni avendo luogo pei tes i che contengono le

¢ delle y, z, sard facile riconoscere quale risulti dopo le
ioni Ta biiia p:ntu del secondo membro della (ac),
ndo i coeff
delle m,tvy, #z: la seconda pmru u)shlumc una derivata e
che, quando viens introdotta sotto il se ale, [.vnnluu»
un nuovo versamento di quantith Timiti. Rivmiti pertanto i
due integrali della equazione (19) un solo, procedendo col
solito metodo conseguiremo le tre equazioni

V(x—52) —F=¢

(22) V(Y= "”)—E o
V(z2—%52) —F=e

essendosi poste per abbreviare
P = alz — (aua") + (202") — ec.
(23) = 2y’ — (2uy") 4= (2zy")" — ec.
R-— 245 — (2us") + (222")" —ec.
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equazioni (2a) pub farsi sparire ogni vestigio apparer
olla pr. Essendo per qualunque funzione L di 2 che poi ¢
gione di ps

dL dL

e

richiamato per V il suo valore dafo dalla equazions (14), si pud

dividere per 5%, e lo

) diventano

an

T

(23) 1"1/\—(_

dove non sono in eviden: vari :ma le

P, Q. It

i valori (23) delle P,
tutte le tre sorte di
ermedie fra le a, b, ¢
alé, fanno bensi un
endo quelle che ci somministrano le equazioni
ma non vengono opportune quando si vogliono
le formole alla risoluzione dei problemi. A tal fine

wi) le coodinate p, g, , in
s le x, i due stati antecedente ¢

di con
iplic
osserviamo che ponendo

(26) s=al; ¥==—ap 2’ —ay; ec.
lo (23) si riducono piii semplicemente

P = &z + 32" + 2" + ec.
(27) Q=o'+ 3" +o" +ec.

R=¢s' + 32" + 12" + ec.
Indichiamo per pochi momenti con apici al plede le derivate
ap;

per la a dello stato antecedente : avremo,
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8
I
s

W 8% — 8,3
3oal =

ec.

__ @xy—3eex, (38t —00, )7,

e analoghi' saranno i valori per lo ¥ 3%y oo
di modo che adottando quest’ altre denominazioni

R
(28) — T+ e
C =41 — ce
ec., ee.
le (27) assumeranno le forme
dx &= L]
p— A% diz A= o
P=A%Z L BEI - GO ce

a2y %y &
(29) -¢—Bd“—,+Cm+u‘

"
MG SR ey e
da da? e’

dove per significare le desivate tispetto alla g ho rime
vece degli apici al piede, la notazione, ordinaria. Si noti che
coefficienti A, B, C, ec. i quali hanno assorbito tutto quanto
restava di contenente-ancora la p nelle suc derivate per la a,
possono essere direttamente considerati: siccome: coefficienti in-
determinati: essi infatti sono tanti quante le &, 3, 7, ec.. &
queste tante quante le Z, g v, ec.

Se poi vogliamo che nelle equazioni generali comp:
soltanto derivate prese per la 2 dello stato antecedente. e pel
tempo (il che appunto si richicde per trattare alcune uestioni)

s in-

consegairemo fucilmente I intento moltiplicando 1e (a5) per &

Osservisi. allora ( equazione (13)} che il coefficiente comune ai
primi membri egunglia I’ unith: si ponga altresi mente che I

ndo una funzione qualunque della x fanzione di a, & sempre
4N

e quelle equazioni ¢ diventeranno
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L dR
ar da

Yo Pz a0,

@

nelle quali le P, Q, R hanno i valori (ag).
Valta un’ le denominazion
zione di seritiura col mezzo delle equazioni (a6), (aB), !
mente che i valori delle P, Q, R espressi nelle
{20) si riducono ai soli- pri i trinomj scritti
equazioni (5) riteniamo solamente il primo, il che equi-
vale a considerar nelle curve quella sola forza interna che ap-
pellasi tensione. Messi a profitta anche i seguenti termini delle
(29), mon ci savebhe per miente malagevole il dedurre dall
ti rqn'vl(mi quelle conse, che Lagrange (M. A.
pag. 152.), Binet {Journal de I Eeole Polyt; T, X,
pag. 418.) o Bordoni { Memovie della Societd Italiana T. XIX
pag. 1.) hanno ricavate dalla considerazione delle forze agenti
angoli di contingenza e di torsione, come eziandio e al-
cose soritte di poi; ma questo.non & lo scopo ¢
<0, non volendo qui (e lo feci intendere finda prin-
cipio ) entrare nei particolari delle varie questioni, ma provare
soltanto come esse futte siano abbracciate dal metodo lagrangiano.
Lo stesso verrd ora facendo in ordine ai sistemi su-
perficiali. In questo caso, delle p, g, r visibili nelle equazioni
(3], le prime due si hanno a riguardare come variabili fra di
loro indipendenti, ¢ la 7 va considerata funzione di esse. Espr
meremo con apici in alto le derivate per la p, e con apici 4
basso le derivate per la q.
Incominciamo a dedurre dalle (3) le ‘seguenti serie di
cquazioni

introdatte per ab-

1i termini, se

uenz

s =gt

=g,y ¥
X=bhnns A=l
(1) P s A=
7
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Qui pure adottanda nuove lettere in lnogo di trinomj come segue
k&

ey e

n=ux'z +y'y +z'z

h=x+y'+3° J=at eyt 2
(32) =Zax+yy +2z f=al"a 4y + 5"
L= a" 4 y" 2" = Y E,
m=xt Ay 4zt ¢, ec.
sard facil

. a_motivo delle tanto nsate equazioni fra le q
titd angolari registrate al num®. 33., dedurre dalle (31) le seguenti

k=it h=i1eerty i=rr
33) I=r

e
F=d7 0y g=rr ;o a=rr; e

le quali corrispondono alle (6) pel caso de’ sistemi lineari, cioe

non contengono pin le quantitd angolari, ma sono ancora in-

gombre dalle derivate della r per le p, . Le equazioni che si

cercano fia le sole derivate delle ,y, = perle p, g, si ricavano

a colpo d’occhio dalle precedenti e sono

g (k=1)(i=1)=i*; =13 lm=n*; jm=g"
(34)
K= A1)l ko= lh—1 )5 Ko=dll—1)js h=4{h—1)ms ec
Queste stanna a riscontro delle (1
(14) num®. 47., vale a dire
ficie atteso 1’ ar

Js (11); ec: num®. 78, e delle
verificano per qualungue super-
itrio mella posizione degli assi ai quali & rife
rita. Anche di esse diremo che dopo un certo numere non su-
ranno pii probabilmente se non combinazioni delle antecedenti.
Esse sono le equazioni di condizione che, quando la supe
@ fatta di molecole, esprimono i vineoli interni ¢ si prestanc
onde possiamo serivere mediante il metodo lagrangiano le equa-
zioni del moto e dell’equilibrio di qualunque sistema superficiale.

83. Passeremo ad assegnare le dette equazioni, richiamando
il gid esposto al num®. Bo.: né ei sard difficile il persuaderci

Tamo XXIV. P L.

a3




Tronwo stux Bguasiost eo.
i corrispondenza della cqu
(12) num®. 79. P equagione
sentemente. I’ espressione

: 44, ¢ della

liea assumerd pre-

rale me

fda fib. | (X — 52
Questa pure va trasforn ite a quanto si & pro
ato el citati luoghi. Qui gli mr%ma. debbono compariro pres
per le p. g di cui le &, y, = si hanno a considerare funzioni
prima che delle a; b, Con tale intendi y
equazioni (a0), (23) del num®. 1a. ci prepareremo I’ equazione
seguente

(36)

)3z e |+ fda [db.C+ 0=

alog:

dove I' & la de
mo che per

i superficiale nel punto (x,y.z). Osse
ere z, yo & funzioniodi. s qsr. ¢ quoste;di ay b,

abbiamo
s diay. | dray\ Jdp dg
EE—SE=(EE-FR)V(EF-%1):

risultamento della stessa natura i quello piti generale discorso
2 da
da® dF

e che facilmente si verifica sostituendo a
dedp | drdy
= e (i

TR
Pertanto la precedente equazione (36),

al num®. 4

i valori equivalenti 2, ¢ i due simili

amore di- brevi

(37)

diventa

(ZF =

© questa ci fu vedere che non produrremo aleuna alterazione
se introdarremo il primo membro di essa come fattore delle
quantitt sottoposte ai due sogni-integrali dell equazione (3).
Allora in forza del noto e pin volte usato
dneono prontamente ad integrali per le p, g, ed otteniamo
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(38) fdp fdg-U | (X — TF) dxt-co. | + fdp fdg . UG+D=0

Zioni

nella quale tutte le quantiti si devono ora riguardare fu
delle p, g, dissimulata Pulterior composizione delle p. g in a, b,

1l secondo termine dell’ultima equazione conticne tutta la
parte che si riferisce alle equazioni di condizione sussistenti
per tutti i punti del sistema, equazioni che ei sono note quando
sono cspresse fin le %y, © le p, g, © sono le (34). La quan-
titi sottoposta a quel secondo segno d’integrale duplicato, avendo
moltiplicata le variate delle equazioni (34) per altrettante inde-
terminate, e poi sommate secondo il metodo, risulta della forma
(30) 28k - Bk 030+ (1) 31+ (2) 3 + (3) dm

= () 8F = (5) 3 + (6) &g + ec.

dove possiamo ommettere i termini contenenti le vaviate &',
3k, Ok, 3h, ec. quando mon cerchiamo se mon le equazioni
che si verificano’ per tutti i punti del sistema; La ragione &
affatto simile alla gid esposta al num®. 79., cioé che tali ter-
mini dopo le solite trasformazioni o ci presentano quanti che
si compenctrano colle gid motate, o quantitd che essendo deri-
vate esatte per p, o per g, passano ai limiti,

Proseguendo, & sostituendo nella espressione (30) alle £,
hyd, e, i valori seritti nelle (3a), essa diventa

2A (a3 Yy + 202

(do)  + ou(w,dz, 4y, 8y, +5,35)

0 (5,05 y, 07 7,05 2l B,y By, 705,

“+ e
sulla quale conviene praticare le note trasformazioni per ridurla
alla forma

(1) 3~ (11) 3y - (111) 3=

41

-y do 2T
e Lo <
TR
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I processi conoscinti ci guidano a troyare
(1) =— (24 + vz) + [ 2(1)a" -+ (@), + (5)z, ]"
— (apa, +v2'), + [ (4)2" + a(a)e’, = (6)z, ]’ +
- [ ()" + (6), + a(3)x, ],
¢ per le (1), (III) valori che non differiscono dal pr
se non p:r esservi dappertutto la lettera y, o la =
del . e poi si adottano per compendio le denominazioni
' I I

Ly = ada'etrm, — [0+ 1" (502, ]' = | () (), 65, ], + e
M, = apr s’ — § [({)r"+a(a)e =6, ] = [(S)"+-16)x' +a(B)x, ], -+ ec.
L = adylony, — [0+ 41 80 ] — [ (4 slaly’ {6y, ], -+ ec.
M = auyrtny’ — 4 [(41"+ala)y’ -H6)y,, 1’ — [5) =6 231y, ], = ec
Az, — [ (1)) (505, ] — B L)oo (63, ], = e
M= opz+es' — § [(§)e"-+a(a)e/ 4605, 1" — [(S1 460 423}z, ], + oc.

(42}

Ly

si scorge che i valori delle (T), (IT), (III) assumono le espressioni

aL; nu._ 4L .m. dly _ a3y
(n=—% ()= — %2 — D () =—42
dove a simiﬁcm le derivate per la p o per la ¢ ho tornato
a far uso della notazione pii comume.

Siccome poi, giusta il metode, collocata la quantiti (41)
sotto il secondo segno integrale della (38), debbonsi riunire i
due integrali, ed eguagliare a zero i coefficienti totali delle va-
rinzioni da; dy, dz, I'anlleruuna le tre equazioni

o(x—gj=tp

I £
b .zy ol Ty M,
43 U(Y—F)=F+%

5 Py dls | dMy
U (Z— @) =5+ 4

Resta a far sparire da queste le derivate prese per le p, g,

cambiandole in altre prese per le @,y delle quali si considera

funzione la terza coordinata =z

A ——
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84. A questo fine & necessario premettere la dimostrazione

di un principio puramente analitico. Le x, y essendo funzioni

delle p, g, e viceversa essendo lecito considerare le p, g fun-

zioni delle x, y

(44 p=plnr)s g=qley):

due quantits qualungque L, M fanzioni delle p, ¢, si potranne
per tali in quanto prima lo sono delle z, y. Di qui le due

equazioni
dL dL dL° M dn
7 Pttt i ol At e i

che scriveremo senza alterazione, perché giova in appresso,

& dL dL 1, dL '
W) G =1 (5 o'+ o

e alla quantiti o, che pud essere qualungue, daremo il valore

(49)

Ora vogliamo provare identiche le due equazioni

= o £ e A ¥ ol (1
47 =t =0 SRR =

dove i quattro prodotti @a', @y, ex,, oy, si considerano fun-
zioni di x, y, supponendosi che eseguite le derivazioni indicate
dal loro modo di essere, siansi rimessi al luogo delle p, ¢ i va-
lori (44). Abbiama le due equazioni
=ax[p(xr). qlax)]s r=ylr(er). ¢(ar)]
che sono identiche perché ¢ intendono formate, avendo nelle
espressioni delle z,y per le p, g risostituito alle g, g i valori
(44). Esse, derivate per le x, y, ci porgono le quattro
r=ap(a)+agla) o=y pE) +rq (@)
e=p(N+24(0; 1=rP-+rdn-
Ricaviamo da queste i valori delle quattro incognite 2,
posta per brevita
(48) D=p2)¢ (x)—7¢ @7r (),

vyl
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li troveremo facilmente espressi como: segue

49 -

Tali valori riducono quello di o scritto nella (46), avendo sott”
occhio la (48), @ =D: dopo di che le stesse equazioni (49)
ci danno

o =4 (y): ey =—g'la)s en=—p(y); er=ph)-
Questi risultati dimostrano le equazioni (47) cosi prontamente
che basta la sola ispesiono.

Ixrorno atie Equazionr ec.

i ()
Sl

),

=t

Multiplichiamo le equazio

. L
(47) rispettivamente per =, =
mbri ai secondi delle (45), il ¢
porta alterazione perché aggiungiamo guantiti nulle.
Potremo compenctrare i quadrinom; risultanti e sorivere

¢ aggiungiamone i primi
non

dL __ 1 d.Les’ i d.Ler'
PR T
aM 1 d.Mex, © d.May,
e = &
le quali equazioni sommate i porgono
(50) L dstla 4 Mn) 5 2 .,L;;;nr,‘;_

Questa & I equazione contenente il |
trasformare i secondi membri delle (43).

Richiamato dalla (37) il valore di U, facciamo 1’ osserva-
gione che I'ultimo fattor hinomiale di esso eguaglia L, come

pio analitico col quale

si scorge per I’ equazione (46), restituita alle derivate parziali
la notazione ordinaria, Potremo pertanto dividere dappertutto
per questa quantitd -, dopo la quale operazione ‘se- soriviamo

R in luogo del radicale’ |/t o (2)* 4 (£)* che si adopora

per lo spianamento delle superficie, ci si renderi manifésto
come le equazioni (43) si mutino nelle scguenti
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FR(X—“L’)= \I,_rd_‘_dﬁl([..‘)d-hl.y,)

(5') R (‘— Ly ) P d.HlIul‘::- M,x,) iy d,-(l..ydx+M=J‘Al
R (7 s Y i et e Mym ) dua(Lsy +Msy,)
gl e e

ove le derivate parziali sono adesso per le w. y. Compajon
perd ancora delle derivate per p, g nelle quani sottoposte ai
segni differenziali, e queste bisognerd fatle sparire cercando di
re nei coefficienti indeterminati gli elementi anali-
ntervengono, presso a poco come si & fatto al num®. 8r.,
ndo in evidenza se non derivate relative alle 4, b
dello stato antecedente, o alle x, y dell’attuale.

5. Noi qui ci limiteremo a ritenere nei valori di L,, M,
L., ec. (equazioni (42)) i soli termini colle derivate prime
&y #,5 ¥'s ¥,2 & %, ed anche malgrado una tanta limitazione
arriveremo a risultati. molto generali. Assumendo soltanto bino-
miali quei valori, e rissovenendoci che abbiamo

=L z+ }J‘f Xis
troveremo dopo facili riduzioni che, poste le
A =0 (242" + 2v2'z, + 2ux?)
(32) B=a (247 + anyly, -+ 2ur)
CG= o (alay +s{ey+ry ) +auzy ) -
i secondi membri delle (51) si modificano cosi da risultarne le tre

PR (k= £7) m 42 - 22

(53 TR(Y—42) =42 + %“

m(z_g%:)_:d.(l&. +C%)  d(cE+B

d

dy

)

&
iguardare ‘a dirittura le A, B, C come le tre
ioni delle a, y introdotte dal metodo, ginceh

1 esse potremo
indeterminate fu
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sono tre del pari che le indeterminate 4, v, . Queste (3
coincidono, quanto alla forma, colle trovate dai moderni Geo
metri seguendo le viste loro. proprie ( Cauchy. Exercices des
Mathématiques. T. TII, pag. 246. )3 ma il metodo lagrangiano
oi scopre ben altro orizzonte pel caso che nelle equazioni (42)
tenessimo conto dei termini scguonti: coco n
riori. studj.

oteremo che facendo dipendere nelle (53) le A, B, G da
un’ unica indeterminata A nel modo

dzva = d= 1 dz\a
J.(;-..(d'_‘)); C=—a17%; B=2(+(%))
esse si possono facilmente ridurre a quelle date da Lagrange

per le superficie clastiche in due luoghi della M. A. Tom. L.
149.

cria per ult

seguente

Non mi estenderd: piiy oltre: giacehé spero. di avere rag-
ginnto lo scopo propostomi sul principio di quest’ nltimo Gapo.
Terminerd con riflessioni generali analoghe ad altre sparse qua
nel decorso della Memoria. Dopo che Lagrange ha ridotto
della Meccanica razionale al calcolo delle va
oni, volere persistere a far coloro i
quali per le che di alta geometria, piuttosto che correre
a volo giovandosi di formole prese dal caleolo differenziale e
integrale, si ostinano ad andar pedestri col sussidio de’ metodi
sintetici. Cosi procedendo i fa poco, e " incontra grave peri-
colo di far male. Conviene persuadersi che le dimostrazioni
sempre pitt ammettono qualche sospetto di errore, quanto mag-
giore ¢ il tratto nel quale sono appoggiate al semplice ragio-
namento: ché la portata intuitiva della nostra ragione & assai
limitata, ¢ facilnente ¢’ inganniamo appena gli- elomenti della
questione crescono a notabil numero e si complicano fra di
loro. Abbiamo bisogno di metodi potenti i quali essendo come
I‘nspr:. fone § unlnm e compendiosa di molti principj, ope-
e non con quello di uno per volta,
che & ~|u.'mm avviene d'ordinario nel ragionamento logico:  di
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ati e immutabili, non ¢i
cosi fatti la nostra va-

e i suoi di n quanto ne riconosce veri i
i, e giuste le applicazioni: sebbene non le sia il pin
delle volte concesso conseguire un’ intrinseca evidenza relati-
vamente alle conseguenze a eni arriva. B per tal mado cf
nella ricerca della veriti faceiamo quei grandi viaggi, ai qual
il ragionamento  dirctto & aflatto insufficiente, tornandoci esso
poi vantaggioso quando; giunti a certe mete, vogliamo esten-
dere il beneficio delle ottenute cognizioni. Une appanto fi
piit poderosi degli indicati meazdi & il dalealo delle var
per la meccanica. Gia vedemmo nella precedente Memoria co-
pia di risultati che se ne deducono, ¢ toccammo di molte teo-
siche che potrebbero rannadarsi alle varie parti di essa. Ep-
pure io sento profondamente che anche tutto il presente lavoro
& ben lungi dall’ esaurire o fecondith dei wetodi lagrangiani
credo poter assicurare che con questi’ stessi metodi si percor-
rouo a passi di conquista le varie parti della fisica matematica.
Ho gid in pronto altro non breve scritto in continuazione dell’
attuale, ¢ nutro desiderio di poter produrre anche ulteriori
prove di fatto dell’ esposta asserzione: ma qualunque sia per
essere il términe a eni riusciranno le mie fatiche, tengo per
formo che il tempo fard ragioue alle parole colle quali diedi
cominciamento a questa Memoria.

metodi che ridotti a processi- determ
lasciano forviare. Anche usando mez
ne mant i tiy i
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