309
SU LA INTEGRAZIONE APPROSSIMATA
DELLE FUNZIONI.

NOTE

DEL PROF. GASPARE MAINARDI

Ricevute adi 18 Luglio 1845.

Pmssun (1) dimostrd_con analisi elegante e calcold il
resto Lh una scue data da Eulero (2) ed impiegata da Le-
gendre (3) alla integrazione approssimata delle funzioni. Molte
aluc serie ngro a questo oggetto immaginate dai geometri
fra le quali & rimarcabile quella indicata dall” illustre Signor
Professore Venturoli (4). L’analisi- del Poisson si presta anche
in questo caso per c.onscgnirc il medesimo intento, e cid nel
modo’ seguente.

Si-debba calcolare! integrale /2 ¢i().dx? Figaro percio
coordinate

la linea rappresentata dalla equanom. F=p(x)
rettilinee ortogonali 2 ed y. Divido ciascuna ase

2, A=l

in ; conduco dai

1 numero sn-~1 di parti eguali ad, ——
St

punti di divisione le ordinate alla curva, e gli archi di essa
i fra le_rette rappresentate dalle, coppie seguenti di

r=—0, x=0; 2=, 2=30; =30, x=563 ..... 3

T=—, a=—30y &=—230. t=—50

si considerino come appartenenti a parabole coniche di cui le
rette date dalle equazioni

(1) Istituto di Francia. Tamo VI.

(3) Istitut. Cale. diffsrant. Tom. I, pars. poster. Cap. a.
(3) Trattato dello trascend. |cllittic. Tom. 11, pag, 57a.
(4) Meccanica. Tom. I. Cap. 13. Terza edizione
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=0, x=30, A=40 L0 =20, a—=—4@, ...
siano diametri rispettivi. L'area terminata dall’asse d
x, dalle rette a=—a, z=n, e dall’arco parabolico interce
sard espressa dalla formola

e

3 [ pl—o)+4p(c)+5l0) |

epperd la somma di tutti i trapezi parabolici compresi fra le
rette rappresentate dalle equazioni a=a, x=—a verri data
dalla funzione

= [Pl—(en+1)o)+49(—ane)+p(—(an—1}o) ] .
[ pl—w) 4 (c)+p(r) ] + [ Flo)-+4p(2a)+p(3a) | + -
+ [ ((an—1)0)+4f(2n6)+3 (an+-1)a)] |
=3 | 4plo)+4 2= [ Plaro)+p(—ara) |+
a2 [ Glar—n)obpi—{ar—1)s) | 4 @la)+F(—a) | -
Col mezzo della formola di Fourier completata da Poisson; cioé
Gla)=25 2 plidu 5 f2, Pl duiZ oo
al cui primo membro dobbiamo sostitnire

L[ ¢la)-+pl—a)] 5

allorquando 2=a, mediante questa formola’ avremo

‘% il "‘% o P du ST e
ek [Pl du B Rcos
+2 [5 Pl)dn = a0 S
+ 4 7 pl)du

~+ €05

= P )
=1 a

il
w8

ir{aro-tu) ]
@

20 (wde B EED [eos

if(ar—1)o-u) 1s
e = [

=+ €os
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e siccome = a=an
208 L’:"'"‘ -+~ ¢os ‘“‘:":""’—nso: ARy
quindi
Ll o S H 2 10 py.du 277 (aes m)mﬂ‘
II' —_— =
e 4 .4 i n arixa (ar—1)iza
w8 g =T (1w;~p—+ms =) {

Essendo. poi
§=s

E coesimibl oy [ﬂn—"lh-m % Bl

0
'

fintantoché i non & multiplo di an-+1; e quando sia i=t(2n-+1)
si ha

s
08 (ar) - cos(arm) bx E m' =

0 Lo
o (a-t-cosi) o0 <=

i oy

da che a=(an-+1)a; avremo quindi

= 2 Pl)du42 12 Plu)dus = (a-+cosix) cos =
(m—l]v
= 2, Plu)du gy u,m,f_atp(u)du B § 3e0s ey os i
Integrando ora il secondo membro per parti si ottiene
. ; =S x
£ (viov=a) 220 ( S+ )

— & (#e—s—a) 2]

Tt =)

.5 {ﬂi'h)—-ﬁ'(-al) 2

m{_ﬁ__‘* L] )
=/ gt GiF @

2 f P T S
= @ e
o (2i—1)mu g

1
* i
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Eulero trovo (1):

({n%’w:m) ==

=) =

avremo quindi per ultimo

4 n_§ ol ple)gi=a)]—oict o [9(a)—g"(—a) | -
=72, Hodu g {0 L oioopd - S LB s |

ove ¢'la), $"(a)..., indicano i valori corrispondenti ad r=a
dglx)  dpla] A
dx) % da¥

dei coefficienti differenziali

2. Argomento di non minore importanza si ¢ il caleolo
approssimato degli integrali duplicati; ‘al' quale oggetto potrd
essere utile la formola, che passo a trovare. E noto, che qua-
lunque, siano, i limiti frd 1 quali si deve| estendere un inte-
grale duplicato, questo puo ridursi ad altro integrale i di cui
limiti siano quantitd date fra loro indipende: Supponiamo
percio che si debba_calcolare la funzione seguente:

a g
Lo de [, dy.pley).
Suppongo che la cqm?mnc z=p(x,y) r\ppmscnu una super-
ficie riferita ad assi rettilinei ortogonali, & che si abbia a tro-

%

(1) Tntrodtict. in acall infiait. Tom. I, Cap. zo.
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vare il volumedel solido!'¢he ha peribase. il rettangolo com-
preso fra gli assi a,y, e le due parallele, date dalle equazior
B=0,' #=a; £=0, ¥ ed & terminato da quella superficie.
Si dividano, il lato a i 5 ed il lato

n parti cguali e sia %

b in ri parti’ eguali ¢ sia %:{); quindi - dai punti di- divisione
siano  condotte le parallele agli- assi. coordinati, @y le quali
divideranno  I" area el rettangolo /in.molti -altri., Da tutti i
vertici i questi tettangali, si fingano innalzate, le pm‘:\!i(:le
all’asse z fino nll mmmtra delld, super
finalmente tutti i prismi
di detti rettangoli, e per spigoli normali alla base le cr;anu.
della superficie che corrispondono-ai vertici di essa. Rappre-
sentata con, P (g,4) la somma dei voltini di detti prismi, fa-
cilmente comprenderemo essere

Ho,0)4-,05o )l By

¢oé piane, aventi per. basi ognuno

i

rgu,b}:%" = [ flro0lgirod) J-+2 [ 7l a0} |

BT BT

nella quale-espressione-entiauo uiia sola volta le ardinate della
superficie che corvispondono ai vertici del rettangolos due volte
ciascuna ordinata corrispondente! al contorno; & quattro volte
quelle dei punti interni al rettangolo mede

e nella: ricerea-che ci ocoupn: vorremo seguire il metodo
di Eulero formeremo le espressioni

0 Hat-0,0)+- o b+, B)

wa x’="" Erﬁ(wu]+ﬂm;})]+ﬂﬂm}+¢m H't

off
Plato b= e
e s T VT O

Tl z’:”'”‘ 3 I o glast) {

Plaeo)rpla-rol i lae-Hal)
3
+2 2T

Tomo XXIII.

Plaod=Pla) =
s=m—rt

E P lava,0)—f{a,0) !...41 Hayity
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Pla-o,l-0y=Playp-+0)~Pla-+ub)+Plal)y=
4 ?" § Plat-0,b--0)+-pla+-0.b)+p (@b O -plat) i
da_cyisi desume

8P AP i [ pdadb s [ St oo

PR TAE

¢ quindi ricaveremo la espressione dil Prin serie ordinata se-
condo’ le' potenze 'eresc nti «di w0y @ Malquesto | metodo, per
altro assai speditos non fornisce la misara dell’approssimazione;
il ¢he: conseguiremo coll” analisi'seguente.

Ricordiamola formola ‘di Poisson (r)
1433 ( cos % ogn BZ gy 12 opy S )
{i e I w s 3 i
Pl g [y Lo A8 ) p
e 3 cos o oe L2 cos B oo, I
42 E o1 = eos T cos 7 oot o

ove gli integrali finiti indicati dalla lettera Z si riferiscono ai
endono dallo zero all’in-

possiamo trasformare la

simboli di numeri interi i, j, e si ¢
finito. Col mezzo di qiesta equazion
funzione P (a,5) nella seguente maniera

: o lis 3 =
B oot s Lo 0 A0 E) LR s
P it i
e o e o i cod 2
a 0 T

i ey

—t g it
g 3 (1-tevs jr)cos T o 5 cos = cos -
P @ a $

. Jix ju
j (1+ecosia)cos == 4 o (u!JT o

adtp () 2}

(1) Theor. de la Chalsur. pag. arr.
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Y cof = oo A 4= 003 i .coLfx

b (PR B ook

= sl
i | 48 (1 oor i) BT o 30
cas i : ]
b

28 2 dudi g B

+ 4 z’="" cos X
=m—1__jxsl
)< }:'|=1 Gl

:l:‘f: ji dis . dep(ust) [ 1 - (n—=1) 4 (m—1) + (n—1) (m—1) ]

§ireainga = w0 |
&
v (== 0 Yoo 2
0 R R B
i fo o i (v o 5 el |
b ok B :
(12 ) e
g =1
Yot-c0s inei-cos j--ood li-t-cos jx
+=(..m.,,,z’:”‘ s
of 3 % 00 st - jarsl i) an
P A T TOTE +A(=-4-ws!'r)2 cor B2 | oo B s 2

Per, ridurre ulteriormente fuesta formola_distinguiamo i
casi in cul i wwmeri i, /. sono primi ovvero multipli rispetti-

vamente di n ed'm. Quandg sinno primi siccome

L r=n- i :
1otz o, cotjarn B e S
=t a =1, [

facilmente ‘riconosceremo che i termini secondo e terzo del
valore di. P(a;5) s anunllano. Supposti poi i=kn, j=km avremo

Plah)y="20 [2 [h (ust) duelt
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m ( r-vooshnnara =" oas e ) o

2ofl b
i f:«f(u,!)ind: z‘:°

T=rm—1

O s m)

1o cosling 4 cos kmx +
+ cos hnx . cos kmx

+a »«wwn;z’*"*' cos hr

ol S hmt  kmu
"':Taf fb'ﬁ[n fdudi 2 2 Veos — 005

+a(|+ca.iu..z)2jf: cos ks

+4 "v_‘"_lnu! har X

—m—1
cos kxs.

Considerando il secondo termine ¢sseryviamo ¢

e R LM
=t
1-4=cos(2i--1)mr—+2 7 cos(aid-1)sm=0
e £
da che cosaimm=1, 2TV
cos (2i-1)ma=1 ,  ZZT " cos(ai-t1)sm=—1 se m & paris
i—t

cos (2is1)mar=—I , cos (2i+1) st=0 se m & dispari

epperd detto sccondo termine si riduce al seguente

"l'i"."-a 0 _,t'L dudt @ (ust) 27 (co:ﬂ—-}— cos 2’;")
1o, ad ‘ésaminare il terzo termine della funzione
emo chie 'se h=ai) .L-i_,u-l, o viceversa il coef-

€os ’5%" si riduc

Passy
P{a, b) not

g !
ficiente del prodotto cos

come segue

)
F=ni—1

1 - cos hngt 4= cos Kt - 005 hust cos kT -+ 2.(1=4-cos km= ) 2 cos hrx

PR E

e afutedoring) B ! b kiR 4

:4—.—4(n—1)—4ﬁ4{1¢—13=n se'm & pari:
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¢ si.annulla ancora quando m & dispari. Se poi %, & sono
dispari entrambi il valore di detto terzo termine 'si annulla
siano a7, # dispari o pari in qualsivoglia maniera. Goncludiamo
da tutto cio che il terzo termine della funzione P(a,b) sussiste
unicamente: nel caso in cui /i, £ sono entrambi pari, e si riduce a
dt-b{n—1)+4(m—1)+-4{m—1)(n—1)=4mn

onde 'si avrd

Plad=r2 f;w:,r;ddr+-}f: f;.fm Pty 2 (m.ﬁ.‘. cos j#

2 e g 3 2 oy ML,
Integrando: per parti i termini secondo e terzo, e notando
3
essere

aiza ajab,
sen J= = sen aian = o, den - = sen Bfwm =0

otteniamo per ultimo la formola

Hen=1y Joptuniutirs (2Y /2 fdcpion—dmpton fauz §
4 (Aﬁ) " ;.J._.g_ i | . =5
43 A rrtno 3
*4(=—"n)' {;’L)‘ (zé)' %

X | Pimanm P =0 PPz =, P iy = B }

ove di= P (:2) indica il valore del coefficiente differenziale

d
=% cor

ispondente a t=a, ecc.....
Dunquela funzione P (.5} offre un valore approssimato
dell’ integrale [ /* @ (w.t) du.dt, e potremo caleolarne altri

valori ancora pii prossimi collocande in cjuelia formola in luogo
degli integrali semplici le loro espressioni date dalla formola




318 Su ra INTEGRAZIONE APPROSSIMATA €c.
trovata nel ‘paragrafo antécedente. La equazione da noi ofte-
nhita pud.impiegarsi ancora alla sommadi ‘serie ‘a doppio in-
gresso, comie ficero gid Eulero e Poisson perle serie semplici
nelle opere citate.

3. Fra i varj metodi immaginati dai Ceometri per il cal-
colo approssimato degli integrali. commendabilissimo ¢ quello
di Newton e Cotes perfezionato dal sommo Matematico  Sig.
Gauss (1) In questo paragrafo espongo con breyitd ([u(,l me-
todo, per ottenere direttamente le equazioni alle quali I’ Au-
tore giunge per induzioni, e per indicare alcune formole no-
tabili, ed altre che possono giovare volendo estendere pin
oltre le tavole numeriche date dall’ insigne Geometra.

j”"'b Gla)dx? A tale og-

Si debba calcolare la funzion

getto poniamo . a=a-+bE per cui

T G dy= [ larb) By ds
Si divida la grandezza & in pitt parti le quali indicheremo
coi simboli seguenti

by (t—a)by (Gt )byos (Gi—aai) bye ey (B—0,—) b

ove @, =1.

Siccoms: * gllaa-dt) =2 1 ) €90)
s i

sto
a) " rra

=P,

sard Plaby =2

s por breviti.

A =
P,. Siponga plo+ba) = ":T 4

Si formi il prodotte

(t=a){t—ai)(—t) . oo (t—0k
e supposto “22— F'(#) la funzione
Y@=2

dard Y (@)=

Essendo  poi i e

(1) Nuovi-Atti della

Accad, di Gottinga. Tomo 111, anvo §t4-15.

o
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(C=ry g

fintanto ¢he F<im--1  per cui

sard per conseguenza

Yit)= 2
yuindi
foost). = BTR o p
= s i=n ol
LTa=2T" L P 3T p 3, G

@ [, [larb) =T (]t = z;:fH L

epperd quando il secondo membro di questa equazione avra

un valore traseurabile, la funzione f; F(t)de si approssi

all’ integrale /7 ¢ (a-+-bf)dt attnalmente cercato.
Nel caso di Newton e Cotes sono

=0, o ="
7

quindi

Ey=1

o= LT

1+ E(t); E'a,
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1l Sig. Gauss osserva che i numeri arbitrarj ., o, 6,5
si possono determinare talm che spariscano tanti terr
dal secondo membro della equazione () quanti sono quei
meri, e cid eol fare che sia

= R R T ) WL

b z -t =
® bl e et
per tutti i valori di r=n-r1, n~+2,.... an:
Supponiamo E(#) =+ -8, " +at" " . o Bt P
e moltiplicato il primo membro della eqnazione (&) per fl’_‘],

se me faccia la somma da r=0'ad r=c=. Avremo

r=0o SEu)
=0 (rr1ju

Efw) 1 Et) = _E()
@ Ty e ot S ey e

Affinche la equazione (4) abbia luogo per tutti i valori
di /=0, 1, 2, 3..... fino a an, bisogna che nello syiluppo
della funzione (c) ordi ccondo le potenze deérescenti di
i spariscano tutti i termini moltiplicati per

u, w—,

ma le potenze ne;
termine della fun

5 AV
dero due di queste equ.
le quali siano

risultante il* fattore ——

vi elimino £, ¢ soppresso nell vy

comune a tutti-i-suoi termini; si ‘Gttiene




S
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la quale 'si verifica per tutti i valori di r superiormente in-
dicati. Consideriamo nuovamente due prossime di queste equa-
zioni, e siano
st ity

{ir i 1 (i r—i2)

Ba (1) i

’ SE +

......... =a

T

H+.ee=0

elimino da esse f., ¢ tolto nella risultante il fattore

T . g
oy s1 othene

Eliminando da queste equazioni successivamente 3, sy e
giungeremo a conseguire risultanti della forma seguente

Gebtnln—n).o(o—tbs) (i)
(AFrFij(naraa) o nmerten) T (i)

) g,
]

i=n—tet (nmice)
& (=it

ossia  (d) b}

i

Da questa equazione e dall’altra che si ricava cambiando
7 in r+-1 eliminiamo il primo termine a sinistra, e tolto dalla

i e : <

T il fattore e avrd
gt (i p—mimta)
=1 [ r—io1). - (e rimf=43) =

Da questa e dalla seguente eliminato g, si ottiene
imn—t4r (i

ed eliminati di seguito f., f3..... avremo risultanti della
forma che segue
= (i) (i) .. (imtern)

=k T ey e

Poniamo in questa equazione r=i , i=n—t e si ayri

tar et
T B S Bes=04 3
cioé fatto n—s=t, B =— g,

Tomo XXIII 41
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Se nella equazione (d) supponiamo n—i=0, r==I $i-cava

L
oy

(b1t (r—seta)

cosicchi (—1)¢ __,___,_..—5‘ TR )
3 F ()= (mtrP g
(V2] E(f)=rre— e 2 o

(n1)* e
1.2 (an—a){an-+1)

che & la equazione ottenuta per induzione dal Big. Gauss.
La formola (¢) fornisce intanto I integrale finito definito

ot

< (n—
LSt ey e

a*

(nerp . i
=)

T.a..(i—hjan+

Dalla equazione (f) si desume

(ni

B =2 (i) (i) (o mer
e A e
=1} (rerinln=ry’ i ) )
i e St Gu ey (mwwa}i‘

Rappresentiamo colla lettera N; il coefficiente di 1=+
in questa funzione, e poiché

4 i (ra)atn—1) . .
.";mw +i— cosifh.dp= etz

el [Vcosprsdp
avremo
1"? N\ cos et dp= éf:‘," d cos P42 X
% [ (atkcos @) —r(aucos gy —" cosP+.... ]
e fiw dp - cosr—r+2 (nucasqﬁ—eﬂ/:‘ )' G
Yot
e cnppaﬂt‘o tang = (2u—1)tangy ne scgun

Lo

+ {mumnﬁ~er

cos=—+>  eos

iz
b (s (a1 en"s !,]""’

(&) N 17 asperritp=

e g
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Di qui caviamo intanto il valore dell’integrale definito
seritto nel secondo membro, il quale appartiene ad una classe
di formole studiate da Eulero, Legendre ed Abel.
Fatto w=1 abbiamo

(k-1

i
{anra)- . (an

A

gl, ,'i“ cop Rt s il =

cosgensa g

XA ot g

quindi la formola notabile
o { rlr—1). .o {r—iss) {ne1jn
i

(m—it1) _ (aaer)n. . (n—r2)
Lan—it1) T (an-a).. . (an—r43) |

ret-o)

. 3 I L I s o aRT e FLLLE Pl
R ) el e o e

E(t)= (—r)+ E{1—t);
epperd ad ogni radice della equazione E(f)=o un’altra vi
corrisponde la somma delle quali eguaglia I’ unita.
Dunque se # ¢ dispari, quella equazione ¢ soddisfatta da
t=} per cui

G A Y i) Ll Ll 2l HiR
= [ ey Ty g e (e

La equazione E(f+1)=o avri le radici due a due eguali
e di segni opposti: e siccome fatto w=1 dalla formola (g)
caviamo

N,f!;"mww.da: J S fi’(uw(—u}']ms«,ﬁ“"“"mnﬁ.rlp;

quindi se r & dispari N,=o, se r & pari
R R
L

T gos Pt sen . dp

= :3 VAR e
2 el T o et g,

Essendo poi

S cngnerdp =

5...(ans1) =
) &

» X

3. (an—rt1) 7

Lol S PR
X kg M L ey e S
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ne segue

¢ le formole osservabili

co(nicn)  F{r—t) . (r—ise)
Tan—ird) T

aizo

=y o heBiBele)
| {En1)(an). .. (an—r+3)
quando r sia pari. Caviamo ancora la equazione del Sig. Gauss

{nrr)nfa—1). .. (n—b 50
PO H ST o= R T

Le radici della equazione E(f)=o sono tutte reali posi-
tive, mentre se potesse essere f=r(cosfits/—Iseng) ne ver-
rebbe di conseguenza reosg=1, ciot ¢ irl/: seng,
e la equazione E(¢+})=o avicbbe radici della forma
rseng/—i, il che non & avendo i segni de’suoi termini al-
ternativamente positivi e negativi. Ormai non restano. che a
risolvere I’una o I’altra delle equazioni

E(t)=0, E(f+t)=¢c,

a calcolare la funzione ,l"; Y(¢)dts ed a determinare I’ errore

che si_commette assumendo il valore di questa per rappre-

E(t+})=Z

P b=

sentare Uintegrale cercato [ @ (a--be) . dt .

Essendo
EO o B 0 e i a) 1= o Bt o)
E¢ T fis
epperd i !:')irﬂ= (;: +5
ML 5
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ripa=3=" (4 £

—_—
Al nei

ayremo J’; R

i o ) (L 2
=0 ' “r=o \imit1
ed abbiamo ancora
i=n wt o E@) ,_g=n ¥ i=n art+
32 g B a=a T (e e ) 2

Ea)
risolvere la equazione E(f)=o potremo valerci delle formole
seguenti ; essendo

E)=t+" 8+ ...

E () =(nt1)t'+nf tr=" .. ...
(m-

Abbisognando di calcolare le funzioni E} senza

i
posti ’:I_—-L,

ey,
e

-, colla divi-
sione effettiva troviamo

il
E5— net

§ b, = (b2D,) = (b o 2b, botebo) =2+

“+ (B30 0 2l by b+ by )

= (B, 48, b 3,2 by 3b, b 2D, by 2B, By+by) £
ot (B8 o 5B AD, b= 5,3 by 6D, b2 4= 3B, by = 6D, b, by -+

= ab, b2k, by by + b b ) 0

T -'_E[5!1!+b,r¢’...-+bnil’")1

= = B
G

T —

A persuaderci di questa formola noteremo, che supposto

by 2=

M & =T 2 it
deve essere my=b bty =D

qu di

e
=

ove nel secondo membro si devono attribuire ad @, @....a,, &
tutti i valori interi positivi, non escluso lo zero, i quali rendono
Oy~ 20, = 30l ARG = by Oy a, =l
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Diffatti ponendo nel secondo membro del valore di m le
espressioni 'di m—, , M—,.... formate con by, b,....; e rac-
colti i tevmini che contengono il prodetto b bex ... b s

ottiene

b b= b b +

T2 (1) T8, G T

< 5.0, (=1} By bad bt bow ..

by bo b ... Bae—i

ut (GGt 8

— byt b b

ne che vi corrisponde nella

eguale’ identicamente al terr
espressione di m,.

1l passaggio poi dall’una all'altra delle formole indicate
superiormente & pressoché manifesto.

Ma nel caso di cui ei occupiamo la funzione

b Ely, s puo caleolare speditamente nella ma-
i=o E'(a) o i=ai

niera che passo ad esporre. Consideriamo la funzione

= AEW,
G (—a £ ey =

=2

) e

to =By Ui -

g B i :
Sl e a(u—u‘)

eyl el DU I T il i
fodtes §Lm ‘{“E =/ T dt =
fa :
2 +‘:+;£:.‘.+3.)+u(%+'f_i s ) oot | )

= [ A4+ u+d,—u*...+u"]: E(u) per brevita di serittura.
Supposto quindi

: : i
ARG RO GO
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avremo le equazioni che ‘segnono

Cot-Bi=4,, Ct-C, 8+ .=, C+C:8,+C, 0+ Bs=4s.
se r>n

CBiri +Cop Bt Copa By oo+ Oy = 0
Dalle quali ricaviamo

i =}, C=1
(1)
} G = L0 g

(1P 1 (nrrprd (e
a)(an1)  an Ta(an-aj(antt) | an—i 1.8 (an-a)ane1)an
R s e et G e
TS 1.8 n(@nka). . (nad) T ndE Tias(nai)ana)s. s (nea) |
Per sommare quest’ nltima serie poniamo
(mer)t Pne (nr1frt ety
o (3na)an) xn(m+a)uwHJ(=n) 1,83 (an42) ... (an=1) {
Iicl' cui avremo
(n2p (ndeaP () 0,
For = Gned)en3) T T Lalanrgian3)anrT)
L s N () j(na»:)‘ B () e ;
dx .~ (an+q)antd) | (anrd)an3) L anta - Daan-rajanti) s
bk — (g i (n1) .
e siccome = i Jz—ﬂ = : e R e
iy (i1 (At
= (wu) - ; & = Ta(an-rajane)
concludiamo la equazione
a(an-+-3) "‘V“’ -

RS —{n-pn)t TP - 8 (ner)(n0) g = Heten s

Per |::tegnar]a, poniamo y, =P, T

afan+3) P,.

¥+ —— , ove P, non
4 Aner) ?

dipenda dalla variabile x: e fatta la sostituzione ne segue

i et P Y

T - a(na)n) P g =
- i Afas

Si suppongano "4

ciente a determinare
tiene z né n

- r‘i"—k > essendo £, un’ coeffi-
ny poi

¢ troviamo Z._n—x", ove C non con-

2 (27+3) P, + (n2){ant1) P, =0
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v .3 (n
epperd BNt g,J,.._.;;m-HJ (1D,
(1) '
G = (:Ul-px)a‘ ar "'a(uq-.] >

essendo C, D, E indipendenti da z e da ».
Supposte n=1 troviamo dover essere F—=o, epperd
1

Conks = 553

onde zg(—:)‘m%%m et
Avremo poi  Cues=— = for o fam o it

ossia Cimsaz= o) (1) n® (l\_ti_ll:(u—i” .....

= (@nrap | re(eneafanar + La3 ansajanr)Eny
di cui facilmente calcoleremo il valore allorchd 7 sia deter-
minato. Se poniamo

e L St
@nta) Ta(anra AN
(asinp (nsr i
arda ety = R
& 7 £
e Y[ o, dp= et 17 car g dp —

ot Az ([ (am—1)eosd =] T wAg T ] 4 :
=Lt [(ﬂ‘.}comﬂ/fmaw-]] } corgrn.dp

Supposto tang §=(2x—1) mnnp ne viene

i AR T Ix _ cosrt. 008 (nr1)
(o= ) 15 e do= o EPgrE—iywyr
e quindi
b 1 ank)
(=n+s = s anta) &

= i o e _corgrrt cosnan g _
= a—'w f L Gk fn @or §+ (a1 P e o) a5
ed abbiamo cosi le espressioni di due integrali definiti notabili.
Siccome poi
Je_coprtianineny corjrrt "

P i Faap T Y M <fu (Gory (e




Note peL Pror. G. Musanor 320
e questo secondo integrale colla: posizione
tang P =(2x—1) tang si riduce al seguente

n

1 cos g+ (sep p+ (aa—1)* cos* )

T
.
(=l
cosi che per essere
sen® P+ (2x—1)" cos* =1 —4z I——.l)-"«'ls Pnon > 1
per tutti i valori di x dallo zero fino all’ unitd, avremo

(ane1) = ( '
Pr |

) 5 —C..+]) 2,,. f dr 2 (ax—1) _,'- cosprrt.dp.

Ma se n = dispari,
i 1ie2s 4l m L "
OVVEro = TS quando n s pari;
X e wdnad
ed Sy Bt e de = oy

onde ayremo per ultimo

15 (nj—_&
s = ) L) | WeSnkd

)
u+s rer A i) - (1), et (BB T1)

quando 7 sia dispari: e se n & pari

ny* et
(Z) P g e < lnrr)
i T e () T

1.2%.3

-"'-"5-'01n+3< o

Tomo XXIII. 4o




