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DI UN GELEBRE TEOREMA DI ABEL, E JACOBI

DIMOSTRAZIONE DIRET

DEL PROFESSORE

GASPARE MARITARDR

Ricesuta adi 3o Luglio 1844.

L,uggcuo del presente articolo & dichiarato nel parag
che qui trascrivo da una classica Memoria del celebre S
TJacohi: « Novimus olim Ill. Lagrange in commentationibus
« Accad. Taurinensis, ab ipsa aequatione: differentiali
dx &

Vot pd e+ Parlodrrert) —
inter duas variabiles profectum per methodos directas in-
tegrationis ad ipsum ejus integrale. completum algebraicum
disse, atque ita methodo nova ac singulari demonstra-
visse theorema Eunlerianum, quod ei tantam ipsius Eule
excitavit admirationem. Ita etiam operae pretimn fore cre-
dimus, duarum aequationum differentialinm inter tres va-
riabiles

as
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« dua integralia completa algebraica per methodos directas
« integrationis investigare, atque ita noya mec minus singulari
« demonstratione theorema Abelianum adornare » (1).

(1) Journal fir die mathematik ven R. L. Crelle IX Band. Seite §o3.
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Ignorando, che altri si occupasse dell’ argomento, offro
in questo articolo la integrazione diretta di quelle equazioni.
Suppengo  a-+br-ca*+dui+exi+a'=X, ed indico con
Y, Z i due polinomj che si hanno cambiando mella funzione
X la variabile # in y e z. Le equazioni ad integrare saranno
le seguenti

=0,

A tale oggetto supponiamo

dr dt dy dt ds dt

VAT U= T ek 2 )
essendo £ una nuova vaviabile: e fattane sostituzione nelle
equazioni (@) avremo

()

:
=== " =) T

le quali sappiamo essere soddisfatte identicamente,
Dalle equazioni (1) intanto derivano le seguenti

e VX %4 vZ
rikate )| gy G e
(pbadrloae )y b=y vy s =

5 X | T o E g it
=3 " =) G—e—r)

ove i coefficienti del differenziale d¢ devono essere funzioni
di questa variabile. Posto quindi

'

[led VT
G + Tir—a)
Differenziata questa equazione, ed eliminati i differenziali

dx, dy, dz per mezzo delle equazioni (1), si ottiene

dt
B) dr= Gy X

[ (=P Xz Toap—y P24 ] (e iy—2){z—2) ]
—a [ (et ymz) Kot (otzmty) e} P (rbr—az)iz—p )2 ]
ove X, ¥, Z¢ rappresentano i cocfficienti differenziali delle
funzioni X, ¥, Z rispetto alle loro variabili z, y, z. Siccome poi
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Xe=abebextpdxdaextar®, X =laocra-3da®-dent+-buch 1
indicato con 7 un numero intero qn.lluurlue, e supposti

(=)
@ 1(% P+ )y -v-(x—:'J"']ﬁ—Q,
(y+z—2z) y—: )y r—fe=P=
(=—'e ¥
=
uvrﬂmu

= ( PO 2030 Oio- 50U (P PPt AP PP ).

Ma le formole (4) sviluppate, e ridotte debitamente for-
niscono

() Po=o, P=1pQu, Pa=mplQs, Ps=1p0s, Py=2i0s,
Py=3p0s—1p% Pe=5p0s— (whr+3)p*
per eni si ottiene dp =1} dx.
La prima equazione (3) si riduce alla seguente
dlz-y-+s)=3p.dp

da cui, indicata con 4 una costante arbitraria, si desume
T integrale completo

e Vx VT
G

VZ Y4
J"‘ia-:)tv—n)

Prendendo ora a considerare la seconda equazione (2)
poniamo

Differenzinta questa formola rispetto a #, ed eliminati i diffe-
renziali d, dy, dz mediante le equazioni (1) avremo
d

'
TS
l [ Gt=)ly=2 Xt (o) (22 -?”-*-(r-v—:rl(r-—y)’-?’ 1p
=3 (y+2)lyz—aa) ) X o=y )=z Y- yz] )
VXT VXZ VTZ

+ e

e e O s R P U
e siccome dalla equazione () si hanno

B e B e
cosi sard
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(6) o=

P2 ] p
'+(.+z—f))’;(»—:l)7}’+ti+)’" )CA—f)’ﬂJ

[[( )X He—s oy
—a [ (rz—az)(y—s)®
< [ [t)—x)nX+ ﬂ'-a-(x—n':z] 3
Fr [ (retz—az)( ,»- S Xty () oy Ty —
z

ezt |

Y
b ( (J*JI'L-IA' Y o —) T )
In questa equazione, il coefficiente di p*—4 & quello stesso
di dé mella equazions {3), epperd si riduce all’ uniti: 1L coef-

A it

5 Lb X ¢ :
ficiente di —; nel secondo termine non & altro se non se
2p

{ POi4-200s 3405420505 pmnla Pt Pact-cPs-d Pyt Ps--Py )
= — (aQu b0 e Qs+ 0s4-eQytQstap syt L )

= [ (r=aP X (z—x P F{z=y ' Z ]| peapHzy ez )

e cid in forza delle equazioni (
equazione (6) & uguale a

I’ ultimo termine della

' - 5
= L (X Yl 2
5 (=X le—al PrleZ )
per cui quella miu'wionr si riduce alla seguente
S 3 e gay— L
-—-;7' (Eryrzrie) = = (P+e)

ossia
dg= (p+e) dp

e finalmente, in
smo integrando

ata con B una costante indeterminata,
a

© 7= (ip*+e)p+8 = [} (Btrstdyrs |V ety e de B
che & il secondo integrale cercato.

Dalla equazione (3) col soccorso della (¢) desumeremo un’
altra formola integrale, conseguente, ma che & meno semplice
di quelle superiormente. ottenute.

Il medesimo processo di caleolo si applica pure alle equa-
zioni simultanee generali che il sommo Jacobi desumeva dal

celebre Teorema Abeliano: ma finora non ho potuto ridurre

le fo

mole di trasformazione analoghe alle (5) a forme rego-
il ché spero di esporre in altra Memoria, nella quale in-
dicherd varie formole integrabili singolari, siccome & la seguente

"

—r
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Note del Prof. Gaspane Marsaror

Sono tuttora controverse fra gli idraulici le opinioni sulla
possibilitd. del moto lineare (1), e sulla permanenza delle mo-
lecole liquide alle superficie solide che le rattengono (a).
Nelle note \enti, ammessi i principf assunti a fondamento
della teoria idraulica, dimostro che le molecole fluide aderenti
alle pareti non possono abbandonarle; ¢
quida possa scorrere con moto lineare in un condotto di forma
determinata.

1. Tm
a tre assi ortogonali

che una ma: li-

1gino una massa liquida in attvale movimento,
rifi indico con x,y, z le coordinate
di un punto dello spazio assai vicing ad uma parete solida,
che rattiene il lignidos con Az, Ay, Az i prolungamenti di
quelle eoordinate fino all’ incontro della parete: con u, v, w
le velocitd secondo le rette x, y, z della molecola liquida che
ocoupa quel punto alla fine di un tempo ¢ Considero il te-

g

o pag. 101. Opuscoli maten
( Meccan, Analit.
Non os

() 11 Dalombert ( Trattato dei fluidi. N° 17
T. VIII, pag. 76
Tomo II, pag. 323) lo ammetto unieaments in un tubo esilissimo

) gindiea verosimile 1 moto Lineare. Lag

cib
pressoché tutte Ia apero d'idraulica teorica si aggirano senza limitazione intorno
quella mal fondata dottring.

(2) Meceanica Analitica T. I, pg. 3rg. Trattato di meceanica di
adiz. pag. 6Br. Sig. Cauchy. Memoria premiata dalla R. Accad, di Ps

Poisson. 2.*
. T. L 18
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traedro, di cui gli spigoli sono le rette estremamente piccoic
Az, Ay, Az, ed ha la faceia ipotenusale nella superficie so-
lida. Nel tempuscolo At seguente al ¢, movendosi il liquido
si intramettono nel tetracdro per le faccie paralelle ai piani
coordinati, volumi i quali differiscona dai prodotti
1ay. JAz.Az AL, | Arby At

di quantita del terzo ordine 0 a Ax, Ay, Az

Supponendo, per speditezza di caleoli, il liquido incom-
|1l(-iali)llc, siccome le mol culp <he potrebbero abbandonare
la ell’ interno del tetraedro,
ta una delle facce gia
considerate, rimangono ad occuparne la capaciti, pe;
essere

o V]Cn\'(‘.la‘l, se non ]muno attrave

0] At [ 0. Ay Azbv Ar Az Ar Ay ]+ =0
essendo & una quantitd del terzo ordine rispetto a Ax, Ay, Az.
Indichiamo ora con @ Parea della faceia ipotenusale del
tetraedro, con p, g, r le coordinate secondo. gli assi :v, Fs'B
di un suo punto: supponiamo 1-- (dr) -+ (ﬁ) s OVe
o 7 i
dr d)

r . 4dr . . PR
——» —— Tappresentano i coefficienti differenzia
I’ d

funzione di p, ¢ dipendentemente dalla natura della superficie
@: siccome le differenze
dr
wAz—a (T AL Az
}AzA u(dp) 1 Az.As
sono quantitd del terzo ordine rispetto a Ax, Ay, Az; e le
differenze

parziali di r

depr Ay—ol
20 b aray—edl

1 P g =2 K il
lo sono del primo ordine; percio attesa la indeterminazione
di quegli incrementi Ax, Ay, Az e di A, la equazione (1)
fornird la seguente

() :%u(.v,w.l) -+ jiv(z'sw-l )+ wl(ppnt)=e
ove u(p,q, 7, ¢) rappresenta il valore di u (x, .2 £) cor-
rispondente ad x=p, y=g,z=r; ¢ quella equazione dimostra,
che qualunque molecola aderente ad una superficie, non es-
sendo animata da velociti normale alla superficie medesima.,
deve scorrere perpetuamente lungo di essa.
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2, Per raggiungere lo scopo che ho di mira colla mag-
gior speditezza di calcoli, considero una lamina liquida piana
verticale, il cui piano sia determinato dall’ asse Ox orizzontale,
e dal verticale Oy (Fig. 1*). Supposta quella lamina mossa
dalla propria gravitd, sia OAN la linea percorsa da una mo~
lecola N, HM quella descritta da un’ altra M. Sia NM=g
normale alla curva OAN, 1" arco OAN=p, o 1" angolo della
retta @ coll’asse Ox, e le coordinate

00=p, NQ=r, MP=s, OP=x

per cui
prgions emn— a9 core, 2L e,
dp i =
Indicate con #; w le velocitd di M secondo le direzioni
Ox, Oy, e con p), @ ... i coefficienti differenziali di p, @...

rispetto al tempo, saranno u=x'= (:—qs“';_”)p'smm—n-ji'cosm,
ap
] ( r—;ﬁ‘:io plsen o—g' sen @, e le velocitd di M nella
dp

direzione NMM' e perpendicolare ad essa

' da
s, 10 T S TR ST IR b
% (=23)e

Siccome
g cmmindy = & _ s dx_ &
T g =—wao, = ( -t ) e, o= ( -5 }mw
(d;ﬁfij_!ijfkiu_ d: du ds

FraT) dﬁ'd;')flr'" T &H G

("_” o "j)*L" o
ap’ d§dp)ids T @ dp

do dz . du

do.
G5 5= (=R E= (e =5r)
dr doy gt
‘== i

d= dy' da. do

Supposte per brevita

('—“%)%—(w’%*—ﬂ%’w')n‘:&(l—v@ Eoa DR

) dr
Sono u'=Jdseno-+Acosw, w=J5cosm—Asenaw.
Tomo XXIII. 23




Surr’ IpropINAMIGA: €CC,

ta poi- con P la pressione sofferta dalla molecola liquida
M, preso: per uiita il peso specifico del fluido. omogeneo, le
equazioni idrodinamiche note

ap apll
Dol BET &8 1

ormeranno nelle seguenti

 dengdp g do . do
0 (AN - (Gt
dB _ e dP_
" i 7=
ossiano
4P o
LN ANV (P |
6 ol = (-pp N eomect)s
Se la velocita che sollecita i punti della retta NMM' ad
allontanarsi dd ‘essa, ciod/la funzione ‘T”) p b indic
dp

pendente dalla variabile @, ‘siccome esige il moto lineare; la
equazione (1) ossia

5 (6ol g e

integrata rispetto a @ fornisce

o aal(—3) ]+ o[ —5]=e

a introdurvi costante, da che per le molecole obbligate

s€l
alla linea OAN sono contemporaneamente =0, ¢ Se la
lamina liquida fosse limitata da una linea rigida H'M', sup-
posto. per essa NM'=i) funzione mota di p, siccome 1/ i;‘l p

P

la equazione (%) riportata ai ‘punti, che scorrono I ngo :|ur]1.|
linea H'M' sard

SO B) )= (=51

la quale integrata rispetto a p conduce alla equazione di Castelli

@ V()
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essendo g una funzione indeterminata del tempo.

Flp,t) fi

Poniamo 1—p :’1,_::=0. op' ione indipendente

da @

e

e dalle equazioni (2), (3) avremo g}'——f

_ L, g B anl 0l
T,. goews—egk —a G FF, + Teo,, o gune— Pt

e siccome
g B
v =BF e

7

F' FF P
G e, gy dous

; pr a
= —«F«-“r--%.-r L
quindi ne vengono
48 1 [
o= leeme—IF —FF P,
o AP Foog o Fp FgL gm. g
O Gg==geno=ro+f }‘u,m Fjojian g2 B, = B,

te queste equaziom, la prima rispetto a ¢, rispetio

a p la seconda, ed eguagliati i valori della fanzione -4t |
0. dp’
moltiplicata 12 equazione risultante per 0%, ¢ postovi g="—2

si ottiene

— b P P (1=t 0,0, F 83 (1=0)

a2 —0%0} (F2a), +
31—l Fy, ( Fo,—F,0 ) ]
8,0, FF, +F,F,) +
0(1—6) 0, (FF, 0, +3FF, 0,—aF, F,u—aF}0,)

+ P (1—8) o,

o
la quale, per essere F ed @ indipendenti dalla variabile g,
deve sussistere per qualunque ‘valore di @; cosicché
il coefficiente di ogni pot abile.

ard nullo

ia

di quella vs
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1l termine che non contiene @ fornisce o, 7
ciot F =0; ovvero o F—oF=0, vale a dire F=o0.4, e
sendo 4 funzione solo del tempo. Se F=o0, il coefficiente
, ¢ non cercando il caso in cui s=o, nel quale
la equazione (6) non esige ulteriori condizioni, supposto
avremo ancora dalla stessa equazione (6) 0@ =o epperd @,
Se finglamo F'=p 4, i coefficienti’ di % ¢ 0 lineare ci da
le equazioni

A (60,0, ot} =5, o, (@, 8= %, 1=2

ne segue A
1o di nuovo F'=o,

cosicché fatto wo —o’ quindi

eosupposto © 3
Dunque il moto lineare & possibi
sia @=0 oppure @ =0, epperd gli strati rettilinei devono es-
sere perpendicolari ad una retta, ovvero ad una circonferenza(1).
Supponiamo _costantemente a=a, ¢ dalle equazioni (5)
caveremo

unicamente quando

=1, p'=F(p,t), P=—pF,, ii; = goosa—F'—FF,,

giena-g(F/+FF,—F?)

Quest’ ultima equazione integrata rispetto a @ fornisce
P=—gpsena~+§¢ (F'+FF —F?) “+f(p, t); essendo
Flpst) la costante rispetto a @ richiesta dalla integrazione.

Quindi

P

A gesamFFE= (R FE—F2), + i

b
¢ poich questa equazione deve essere identica, e la variabile
@ si trova unicamente esplicita, & forza che sia

(] F/+FF,~Fi=x(t)

essendo 7 (2) una funzione indeterminata del tempo. Quindi
o %zgcua-—F’AF)"“ P=—ggsena+igtwlt)Hf{pir
Alla equazione (7) dobbiamo aggiungere quella di Castelli

(4) ciod 1 p, =g, per cui posto SL":T(P) 5 sard

(4) Lagrange. Memoric della R. Accadorsia di Tosine. 174,
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p=F(pt)=p(t):7(p), e la equazione (7) si riduce alla
seguente

@ sr—tpdr =B,

uperficie libera debba essere piana

Fingiamo ancora che la
la pressione costante

ed orizzontale, e che ivi s

P=1garf(pt)—gp wna=p
per cui a=o, m=0; quindi B=o, 77—t +dr=0 la quale
A
e
sendo C, D le costanti vispetto a p introdotte dalla integra-
zione. Dunque le linee rigide fra le quali discende la lamina
ponno essere unicamente quelle rappresentate dalle equazioni

T A C
s UCp+D)=1, v'(-C+Dsp)=r
cioé una retta verticale, un’iperbole conica, ovvero una lo-

garitmica.
Per ultimare, semplificando i nostri calcoli, fingiamo il

+l3e"p, e=Cp+D, v=D: es-

ammette le soluzioni =

5 G :
moto ridotto a permanenza, e 1——/3.‘—0—.')5 " Affinche
p'=g(t).zp sia indipendente dal tempo deve essere

quindi

F=uDi%, =L

i ¥
5 &% y=—upog?,

%E:g_ F,, P=fzgp—iF*aE.
Seguendo ormai il movimento di una molecola le cui coordi-
nate iniziali siano p=o0, g=p, integrate rispetto al tempo, le
equazioni
gl

avremo per quella molecola

— Gp=log(1—uDC.1), a:gg_c":,f:‘( t—u D),
o
wDGr
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cosicché la medesima descrive una logaritmi
convi I’ asse della lamina, e la velocitd orizzontale co-
stante & diretta contro I’asse.

Supposto che Iz l-\m‘um trattenuta fra due logaritmiche

che volge la

simetr T +1’)c ? affluisca da una luce cui corrispondono
p=a, p==b. Se ove p=o0, f=cc, avremo

e dovendo essere alle sezioni estreme P=p, quindi
n 203

E=palpt D*=p—ag+ip* D¢

le velocith verticali alla superficie libera, ed alla luce saranno

rispettivamente
n«nf
a0 = l/ ; _M)

sag

so=y/ (s
il che concorda con quanto & dato dalla teoria comune del
moto lineare medio (1)

Dall equisione g=ge- Fl, laiha AP __ o, ep-
| 7 7 { I

dp el ac
dp = €~ blloge
le direzioni del moto di tutte le molecole concorrono
quel punto dell’asse, cui corrisponde 1" ordinata

ﬂ:n("*:r!:;r,)'

ogni molecola affluente si cliesse dalle altre per
. libera, indicata con 4 una di esse (Fig. 2"), con AH
one del suo movimento, con OPH T’ asse della lamina
izzontale in cui si trova la Iuce, e
4 che verrebbe descritta da
coordinate MP, MQ parallele
A verticale d’afflusso, avremo

perd alla luce ove  p=a—f:

ato, con 0QA I«
finalmente con AMK la parabo
quella molecola ;3 condotte
ad 0.4, OH, chiamata v la velo
le equazioni

(1) Venturoli, Elementi di Meeoaniea. Vol. a% pag. 64 3" odizione.
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Ca

d " 2
AQ=t.v.tangi, OP=tv+ig, d—ﬁ,‘:iﬂng: —Cf.¢
MP=04—vttangi,
dalle quali fatto MP=o0, desumiamo AO=vitangi: e siccome
AQ

quelle parabole convengono nello stesso punto dell’asse OHK

; 1 { :
" malt AOQ.coti=— o concludiamo che tutté

minato dall’ ascissa  OK=

Dalla nostra analisi ¢ provata la possibilita del moto li-
neare in una massa a dimensioni finite, qual sarebbe un ci-

considerata. Emerge ancora Iorigine della: vena contratta: la
probabilita che si formi un nodo nel getto affluente, e la va-
bilitA della contrazione all’ abbassarsi del livello superiore:

i
le quali leggi naturali nessuna teoria aveva finora direttamente
confermate.
Notiamo per ultimo, che non & P=p--gp. come si sup-
. i’ 1
pone generalmente, a meno che sia. D=o eppero np—;f- ed

il binomio p'.dp+¢'. dp=u I)(J,u—ﬂ’fj(!q'ijec" non & un
differenziale esatto.







