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Ricevuta adl 23. Ottobre 1837.

Si;mu r,p due variabili reali, #, y due funzioni reali di r,p
(1) z=x4+y—1

una variabile immaginaria,e f{z) una funzione reale o imma-
ginaria di 2. 8i potranno considerare &, y come rappresentanti
un sistema di coordinate piane, le quali, per fissar le idee,
noi supporremo rettangolari ed 7, p come rappresentanti un
sistema di altre coordinate, per esempio di coordinate polari.
Inoltre si avrd evidentemente

ds
o drag] 4z
TRy 145 o WLE i
Sia v il valor comune delle due fum:m i che cosmmscuno li
due membri della equazione | Immagini inoltre

(*) Queita Momoria seritta i lingua Franceso & stata tradotta in Tealiano del
Segrotario della Societh per uniformarsi agli Statuti.
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che nel piano delle z, y si segni un contorno chiuso 00'0"...,
o che si determinino col metodo generalmente seguito nel
caleolo infinitesimale i valori degli integrali doppj

(3) [ fudpdr
(] [ fvdrdp ;

supponendo estesa I’ integrazione a tutti i punti contenutiin
questo contorno vale a dire, a tutti i sistemi di valori di r e
p che possono rapprescutate delle coordinate di questi mede-
simi punti, Nell'integrale (3) la prima integrazione relativaap
deve essere effettuata fra limiti che saranno generalmente fun-
ioni di r, ¢ la seconda integrazione relativa ad r fra limiti co-
stanti, mentre che nell’ integrale (4) la prima integrazione re-
lativa ad r devee fettuarsi fra limiti che saranno funzioni di
p ¢ la seconda relativa a p fra limiti costanti. Ora siccome la
fanzione v & al tempo stesso una derivata esatta relatiyamente
a p e relativamente ad 7, egli & chiaro che gli integrali doppj
qui sopra ricordati si trasformeranno in integrali semplici, in
ciaseuno dei quali il coefficiente di dr ¢ di dy sard ordina-
riamente la differenza fra due valori particolari della fanzione

@) Al
o pure
©) 125

ridotte a non esser pin che funzioni della sola variabile 7 o

¢ corrispondenti ad uno dei punti situati sul contorno
000" ... Aggiungasi che i valori trovati degli integrali (3)
e (4) saranno equivalenti fra loro,se la funzione v resta finita
e continua per tutti i valori di re dip compresi fra i limiti
delle integrazioni. Ma se aceade il contrario, la differenza fra
I integrale (4) e I'integrale (3) sard nna certa espressione A,
il valore della quale potri essere determinato sia per meszo
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della teoria degli integrali singolari, sia con 1 ajuto del cal-
colo dei Residui.

Concepiamo, per fissar le idee, che le funzioni z, y re-
stando finite e continue per tutti i punti contenuti nel con-
torno 00'0". . .. I” equazione

@ m=o

ammetta delle radici reali o immaginarie z, z,.. cor-

™
vispondenti ad uno o 'piti di questi stessi punti, ma che la
fanzione f(z) ottenga per tutti gli altri punti un valor unico
e determinato fra i limiti delle integrazioni. Se d’altronde il
binomio

dz dy _ dr dy
® Pl S iy

conserva sempre un valor positivo si avrd (¥)

(*) Infatti eatendo 5 fra le radici dells cquazions (7) una di quelle cho corri-
spordono 8 un punte contenuto nel contorno OO0, , . . lal parte di A corri-
spondente a questa radico sarh un integrale definito singolare che si potri ridurro
al prodotto

. 1
Kf:ﬂ [a—\oqm.x-o-;/—nmq i a(-t—ps.ai.v-l—l/—unn.x:] da.

indicando K il residuo parsiale relativo alla radice che si considera e pleos.e-+,/=180:7)
il valor corrispondente del rapporto

dr de Ay dr (¥ @y de @) s
FHOE e e = Pl e O V—1

(&) +E)

Ora esprimendo 1 integrale

t '
f[u—ﬁmu-y—mu.a)_ G pleos T/ —15e0,
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) A= am/— LE(A(E))
estendendo il segno E ai valori 5 z,....2 della variabile

m

= Se per questi valori, o per alcuni di essi, il binomio (8)
divenisse vegativo converrebhe mutare i segni dei valori cor-
rispondenti compresi nel secondo memhbro della equazione (7)-

8i pno ricorrere alla formola {9) sia per determinar A
quando si conoscono le radici 2,, 2,. .. Z_j sia per determi-

m

nare queste radici o dellp funzioni di queste radici caleolando
direttamente i valori degli integrali definiti che A contiene.
Allora conviene rovesciar la formola (g) e scriverla cosi

(o) E((fi)= 5

Se yuolsi ottenere nn limite superiore al modulo della somma
rapppresentata da E( (A=)

Basterh osservare 1.° che con le sostituzioni convenienti
si possono trasformare gli integrali definiti contenuti in A
per wmodo che trovinsi tutti presi fra gli stessi limiti, e in con-
scguenga esprimet A per mezzo di un solo integrale defini-
to. 2.° che il modulo di quest’nltimo integrale non sorpassera
I differenza fra i due limiti dell’ integrazione moltiplicata per
il valor piti grande che acquistar possa il modulo della fun-
zione sotto il segno [+

per maezzo dei logaritmi , #i conoscerd tosto che questo integralo proso fra i Jimit
— co, + o5 8 riduce a

afLip/=1) = Li—}/— 1] = asl/=1

i [L =Y =2 —

secando che la quantith peons, o cib che ¢i riduce allo stesso la quantith

e\ fir\]_dz dr __ds dr
Rt

& positiva o negativa

oppure ¥
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Per mostrare un’applicazione dei principj che abbiamo
stahiliti supponiamo tosto

r==x, p=y

ed ammettiamo che essendo z, y coordinate rettangolari, il
contorno Q0'0’. . .. si riduca al sistema di quattro rette rap-
presentate dalle equazioni

(r1) =z, r=X, y=y, =X

nelle quali Z 5 X5 Yo Y rappresentano quantita reali soggette

alle condizioni

(12) z<X, »r<T
Si avra 4
(13) E (=t

(1) A=— [ oYy ) flarrr /1) de
1 fjo[ Xt/ —1) =l 3/ =)l dr-

D’ altronde nella formola (13) si pud senza inconveniente sup-
porre z ed y fra loro vincolati dall” equazione (15)

=y, _ ®==,

b= =
chie rappresenta la retta condotta dal punto ( :ru,yu) al punto
(X, Y), poiche allora ai valori estremi zs X della variabile
 corrisponderanno i valori estremi y , ¥ della variabile y.

Cid posto, se si indica con @ il valor comune dei due rap-
porti che costituiscono i due membri dell’ equazione (15) si
troyerd
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06 Am—(Xea) [ [l 1=0H 05T 1) I
—/lz 1 —0)+ 0K+ /—1]]d0
¥y /= P =0+ 6T)/ 1)
—flx =y (1—0) Oy )/ —1140.
In conseenenza il modulo della espressione (13) sard inferiore U
al valor T»iin grande che acquistar possa il modulo del prodotto ?
(¥ =y JAX+ (3 (1 —0) +00)/=1)
—fle o+ (1= O 85 /= )]
-i-tx.—xﬁ){f(.ﬂJl—ﬂ)+ﬂX+Y‘/—-'[J |
— fle (e = 0} Ky — 1)} =

quando ivi si fa variar 0 tra i limiti o, 1;0 cid che torna lo stesso
al valor pit grande che possa acquistare il modulo del rappoito

(A )5 o ]+ ot T =)=y =l =1 |
s

quando ivi si fa variare z fra i limiti z , X ed y frai li-
o

miti y , Y, ma in maniera da verificar I'equazione (15). Dua- FI
o

que a pid forte ragione il modulo della espressione (13) sard H]

inferiore al prodotta che ottiensi moltiplicando la quantiti |

(19) X —z)+aY—y) |

ciod a dire il perimetro del rettangolo al quale si riduce |
nel caso presente il contorno 000" ... .. per il rapporto |
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<= o per il valor pitt grande che possa acquistare il modulo
della funzione f(z) per i puntisituati sul perimetro di cui trattasi.

Immaginiamo ora che il contorno 000" . .. non si ridus
ca pilt al sistema di quattro rette e sia una curva chiusa qua-
lunque. Si dovranno nell” integrale

GO [ty flay =l

che racchinde I’ equazione (14), rimpiazzare le costanti T ¥

con funzioni di z,oppure se la curva cessa di essere convessa
si dovrd rimpiazzare la differenza

Sl Yy —1)—fla+y )/ —1)
con la somma V di piit integrali della forma
SF(e)dy

presi fra i convenienti limiti. Sia d”altronde P un punto scel-
to arbitrariamente nell’ interno della data curva ed s 1" arce
di questa curva contato positivamente a partire dal punto O
in un senso tale che queste arco venendo a crescere il rag-
gio vettore condotto dal punto P all’estremitd dell’arco,abbia
nel piano delle x, y un movimento diretto di rotazione intorno
al punto P. Denominismo finalmente ¢ il perimetro intiero
della curva 00'0". . . . e snpponiamo che nella funzione

fE=fle+n/—1)

si sostituiscano ad x, y li suoi valori relativi a un punto qua.
lunque di questo perimetro espressi in funzione di 5. Sicco-
me I’ ordinata y di questo punto non potrd crescere, senza

: ¢ : Iz
che la sua estremitd entri nell’ interno della curva se :f &

Tomo XXII. 13
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= dz = g
positivo, e senza che essa ne sorta se 7-@negativo egli & chia-
ro che Pelemento Vdi dell’ integrale che dovrd rimpiazzar

I’ espressione (20) sard la somma di tanti elementi della forma
(21) = ﬂ—?f—‘- . ds

quanti saranno i punti situati nel contorno 000".. .. nel
prolungamento dell’ ordinata che si considera. In conseguenza
converri nella equazione (r4) rimpiazzace I” espressione (20)
con 1" integrale

{a2) - /;‘%{L ds.

Si provera parimente che nella ipotesi ammessa, devesi all®
espressione

) [/~ &
sostituire 1" integrale
(a4) [irei s

essendo le coordinate %, y sempre espresse in funzione di s.
In conseguensa si otterrd invece della formola (r4) la seguente

(25) A= fo ) =,
e I’ equazione (10) potrd essere ridotta alla
(26) E(mz)))zg—‘f(z)%ds.

Ora il modulo dell’ espressione immaginaria

dz _ deaedyfmt
e
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essendo precisamente I’ unita, poiché generalmente si ha

driemedy>
(a7) r =

ne segue dalla formola (25) che il modulo di A non sorpas-
serd il prodotto del perimetro ¢ per il valor piu grande che
acquistar possa il modulo di f(2) corrispondente ad un punto
situato sul coatorno Q00" . . . se si rappresenti questo valor
pin grande per mezzo della lettera caratteristica A collocata
davanti alla funzione f(z), e se si generalizza cosi 1’ uso
che noi abbiamo fatto di questa caratteristica in una prece-
dente Memoria, il modulo del residuo integrale

(28) E((f(=)))

non sorpasserd in modo alcuno
(29) Z Aflz)-

8i pud dungue enunciare la proposizione seguente.
Primo Teorema. Siano z, y due variabili reali considerate
come rappresentanti coordinate rettangolari; z=zx—+y,/— 1
una variabile immaginaria,
E((7(=)))
il residuo integrale di f(z) esteso a quelle fra le radici della
equazione (7) che corrispondono a punti contenuti in un con-

torno dato 00'0". . . . ed il perimetro di questo contorno. Il
valore esatto del residuo integrale

E((£(=)))

sard determinato dall’ equazione (26), ¢ il modulo di questo

residuo avrd per limite superiore il prodotto di -é per il pe-
rimetro ¢ e per il pill grande dei moduli di f(z) che corri-
spondono a punti situati sopra questo perimetro.
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Bisogna osservare che le formole (25) (26) ed il teorema
12 s estendono anche al caso che il contorno 000", .. .
fosse chinso dal sistema di molte porzioni di linee rette o
curve. In questo modo specialmente il teorema 1.” continua
a sussistere_quando il contorno 000", .. .. & il perimetro di
un rettangolo, il che combina con quanto si ¢ detto pil sopra.
Immaginiamo adesso che nella formola (20) pongasi

X=reosp, Y= rsin.g 3

inoltre immaginiamo che r, p rappresentando delle coordinate
polari il contorno 000", . .. siriduca al sistema di due rette
e di due archi di cerchio rappresentati dalle equazioni

(30) r=r, r=R, p=p, ="

nelle quali 7, B sono quantith positive assoggettate alla con-
dizione

(31) r<R

e P, P sono archi di circolo scelti ad arbitrio fra i limiti
—m, +x in modo da adempiere alla condizione

(32) p°< P
Si avrd
(33) o =
® @ T
@ o e ==

R e b L

T o L )
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Gid posto, ragionando come qui sopra, si proverd che il modulo
della espressione (34) ¢ inferiore al piti grande dei valori che
riceva il modulo del rapporto

P—z) " [ T—r s, ]

o

(36)

(Il—ro) [eiv_'f(rem/"j— S ._p"(re"‘y_I )].‘I/—‘ T
L

o

quando si fa in esso variare r fra i limiti » , R e p fra i li-
o

miti p . P, ma in modo che si verifichi la condizione
o

(37) b=

T=r,  Pp,

Dunque a pii forte ragione il modulo della espressione (34)

sard inferiore al prodotto di i per il perimetro

(38) R(P—p, )7 (P—p J+2(R—7)

del contorno 000", ... e per il piu gran valore Af(z) che
possa acquistare il modulo di f(z) per dei punti situati sopra
questo medesimo contorno. Del resto questa conclusione po-
trebbe essere dedotta immediatamente dal teorema primo.

Se si facesse

(39) TG, PEs, P=x
I espressione (36) sarebbe ridotta a
(40)  Cadie ) ¥ i)

e il suo modulo massimo a
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(41) RAf(z)

essendo il valore di =

(42) PR

Dunque il modulo del residuo integrale

9) M ((£(2)))

(e) (=x)

ha per limite superiore il prodotto (41) il che si accorda col
teorema 1.° e con la proposizione stabilita nella precedente
Memaria

Egli & heno Posservare che potrebbersi facilmente dedur-
re dalla formola (25) le formole (14), (35) ed altre dello stesso
genere. In fatti per arrivarvi basterebhe sopararc I’ integrale
che racchiude la formola (25) in piti parti corrispondenti alle
diverse parti delle linee rette o ourve delle quali componesi
il contorno 00'0"..... poscia trasformare ciascun integrale
particolare sostituendo alla variabile s una delle variabili x, y,
r, p eco.

Supponismo ora che le fanzioni f(z), f'(z)s Flz) essendo
finite ¢ continue per tutti i valori di s comispondentia pun-

ti situati vel contorno 000", ... si prenda

@4

I" equazione (7) sara ridotta a

(43) fle)=o

e se fra le radici della equazione (45) quelle che corrispon-
dono a punti contenuti nel contorno 000", . . . vengano rap-

presentate da
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sioavrd
I

(46) B(z -+ Flz )+ .. +Flz )= E{(55 Fl)):

poi si concluderd avuto rignardo alla {formola (26}

: < £ d=
=/ reE @

Inoltre in virti del teorema 1.° la somma

(47)  Fls)+Flz . +E(z

Flz)+Flz)+ - ... +FE)
determinata dalla equazione (46) avra per limite superiore Ia
quantith

5
) 2A(£576)-
Se si prende F(z)=1 la formola (47) dard

@ &

(o) == [ e
e I’ espressione (48) diverrd

L)
(5¢) =u(55)-

Se al contrario si prende F(z)=z, la formola (47) dard

{51) e R ety
e I’ espressione (48) diventerd

. [ Ley
(52) =4 ( ] 7(-:3)

8i pud dunque iare la seg) prop
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2,% Teorema, Siano z, y due variabili reali,
z=x+y/ —
una variabile immaginaria e
fa), Fz)

funzioni reali o immaginarie di 5, le quali restando finite ¢
continue come pure la derivata f /() per- tutti li sistemi dei
valori di 2, y adatti a rappresentare le coordinate rettango-
lari dei punti situati in un contorno chiuso 00'0". . . . Siano
inoltre

quelli delle radici delle equazione

fla)=o
che corrispondono a simili valori delle variabili %, y3 e ¢ il
perimetro del contorno 000" ... 1l numero m di queste

radici, la loro somma

FAZ .. +B
aiiea m

e la somma
F(z)+Fz)+ .- +F(zm)

delle funzioni simili F(z ), F(z) S F(Zﬂ) avranno per valori
esatti li secondi membri delle equazioni {49), (51}, (47), e per
moduli dei numeri inferiori alle tre quantitd (5¢), (52), (48),
indicando la lottera A il pilt gran modulo che acquistar possa
una funzione di z per dei punti situati sul contorno 00'0"...

Immaginiamo ora che le variabili @, y e in conseguenza
la variabile z essendo espresse in funzioni di s abbiasi
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(53) LRA=96)+v/—1206)

indicando con ¢i(s), z(s) due funzioni reali della variabile s.
Si troverd in conseguenza

(54) LR E =50+~ 1409

e la formola (49) dard

i © Fla —1 )
) B=mr=r | o fai—aan ©
Ora sard g Ilmente facile il determi i valori dell’inte-
grale

E gl —=12(s)
(56) fu e 4
Per giungervi consideriamo tosto una parte di questo integra-

le, per esempio quella che si riferisce a valori di s contenuti
fra i limiti o=y, s=s, 3, essendo <5, ed 5 < ¢ Se la fun-
o 1

zione g(s) non cambia di segno fra i limiti §=5 5 =8 i avrd
f

G0 f e =t /()]
— L@{s) +1/— 12))

oppure

6 | [Em e =t-gt)y/—ie)
— L= g/ — i)

secondo che g(s ) sard positiva o negativa, ciot a dire che si

avrd nell” uno o nell’ altro caso

Tomo XXII. 14
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g/~ )
59) f " T
”_"ﬁ]-o—L['_ ']-L[‘_‘*f’ﬂ"/_‘].
bl 5 Eo)

D? altra parte essendo il contorno Q0'0"..... per ipotesi chiu-
so,le variabili reali #, y, in conseguenza anche la variabile
immaginaria z ¢ la funzione £t} riprenderanno per s=o gli
stessi valori che per s=o, di modo che si avrd in generale

lo) /= 1l0) = Ple) + 17— 1)
lo)=le)s zlo)= el

Dunque se la funzione @(s) che rappresenta la parte reale
della f(z) non cambia di segno fra i limiti s=o,s=¢, la for-
mola (59) dard

Ol =10 g —
() [ =,
|
e si avrd percid
m=

D’ altronde fl#) essendo funzione continua di z, gifs) non pos
trh cambiar di segno fra i limiti =0, s=¢, senza diventar
nulle nell’ intervallo. Dunque il numero m svanird allorquan-
do I’ equazione
¥ (61) flo =0
non ammetterd punto radici reali. |
Immagioiamo adesso che 1’ equazione (61) ammetta radi- l
¢i reali. Supponiamo inoltre I intervallo dei limiti s,
oy
piccalo abbastanza, affinché la funzione @(s) svanisca una sola
volta in questo intervallo e chiamiamo ¢ il valore di s che
essendo compreso fra 5 ed 5 coincide con una radice reale
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semplice o con molte radici reali eguali dell’ equazione (61).
Allora rappresentando con ¢ un numero piccolissimo si trovera

BT m? A0 PO L 0 a0}
{Ga) [ 5y FPH—H0 di=f e P

o

P =) g
52 e Forrir—ig & 3

poi si concludera
R a=Ligle /=120 L9l /=12l
—L[lerte)/ =1 gletel L fle—d—/ — 1],

se la funzione gi(s) passa dal negativo al positivo, e

SRR =gl 1))
—L[p(s )/ — tzls ]— L=l -+ &) —1/— 1zl +¢]]
+L{gls—e)+/— 12—

se la funzione g(s) passa dal positivo al negativo. Si trovera
al contrario

Gzt de =Ligls) v/ =t )]

—L[ls )/ =105 )] = L{ls+e) +/— 1 ple-+e)]
+L{gls—ej+/— 1xle—e)]:
se la funzione §(s) & costantemente positiva o nulla fra i Li-
miti s, 5, ¢
[ i de= = gls)—v/~ 12l
—L{gs,) — 1/ — 12(¢ )] — L[— @lee) —1/'— 1 zc+-¢)]
+L[—gli—e)—1/— rle—e)]:
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se la fanzione g(s) & costantemente positiva o nulla fra gli
stessi limiti,

Gib posto chiamiamo E la parte dell’ integrale

Ay /=)
f , T é—uw ds
o
che contiene il numero . Siano inoltre 205 i valori di z
corrispondenti ai valori 558, della variabile s. Si avra in ge-
nerale
4 SO =) e .
63) 5 WJJ:L(*—;J’LI” Lixf(=))+E
&
(64) E = L[== (gls—d) -+/— 1 26—3))]
— L[z (lo-e) -1/ — e
dovendo ciascuno dei due sezni doppi che contengotio i lo-
garitmi essere ridotto al segno - od al segno —, € dovendo
essere effettuata questa riduzione in modo che la parte reale

della espressione affetta di doppio segno diventi positiva, Sotte
questa condizione 1a formola (64) potri essere ridotta a

@) - B=L [———’*X““V'" ]— L[_——""“;’“ﬁ," ‘].

#ls=e)

Ora risulta da quest’ ultima che E svanird se Ia radice ¢ es-
seado comune alla equazione (61) ed alla seguente

(66) ) =0
il valore del rapporto

= A0
(67) o

corrispondente ad s =¢ & nullo o solamente finito. Se questo
valore divenisse infinito, il ‘che accade per esempio, allorché
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s=¢ non & radice della equazione (66); e se il rapporto (67)
non cangiasse di segno passando per I’ infinite, E svanirebbe
ancora, Ma se passando per I’ infinito il xapporte (67) cangia
di segno, si ricaverd dalla formola (65)

(68) E=L{—/—1) —Li/—1)=—m/—t
oppure
(69) E=L{/—1)—L{—/—1)=m/—1

secondo che questo stesso rapporto passeri dal negativo al po-
sitivo o dal positivo al negativo.

Supponiamo ora che la funzione ¢i(s) svanisca pilt volte
fra i limiti $=5, 5= . Allora dai principj che noi abbiamo

stabiliti si dedurrd la formola
(o) [ A= L))~ L))
= a(m'— m)y/— 1

m', m essendo mumeri intieri che indicano, il primo quante
volte il rapporto (67) passi divenendo infinito, dal negativo
al positivo, il secondo quante volte questo rapporto passi di-
venendo infinito dal positivo al negativo.

Potrebbesi ancora alla formola (70) evidentemente sosti-
toir la seguente

i A=)
(@) f e
= Pl H-z(: )V—-f]__ [H-)cﬁ /=t ]
R W o) ()

(= )= 1.

Allorche si prende s =0, s =¢ si ha
f
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Lis) =11=):

In conseguenza di che Ja formola (70) di semplicemente

Y Y120 gy — nloe— Y —
) f St = s my
e il valore di m determinato dall’equazione (35) si riduce a

(73) m="

Egli & bene 1" osservare 1°, che se si fa per brevitd

(74) — 2= (),

A1)

il yalore di B determinato dall’ equazione (65) sara sempre il
prodotto dell’ espressione imaginaria

(79) m/—1
per la semidifferenza

Al g _fed ]
(9) a L yAfirar VU=

essendo ¢ un numero infinitamente piccolo: 2.° che espres-
sione (76) non differisce da zero s¢ non nel caso in cui si
prende per ¢ un valore di s capace di rendere la funzione
fls) infinita, vale a dire nel caso in cui prendesi per s una
radice reale dell” equazione

(77) ﬁ:m

¢ che allora questa espressione riducesi sempre all’ una delle
tre quantitd — 1, 0, + 1. Ora essendo 5 una variabile reale, e
£(s) una funzione reale di s, il valore della espressione (76) cor-
rispondente ad una radice reale ¢ dell'equazione (77), sard ¢id
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che noi chiameremo ormai, I indice della funzione relativo a
questa radice, Noi chismeremo indice integrale della funzione
la somma degli indici relativi ai diversi valori di s che ren-
dono la funzione infinita, e noi indicheremo questa somma
collocando la lettera caratteristica I davanti la funzione rac-
chiusa fra doppia parentesi cosi come segue

(28) I((F9))-

Se la funzione si presenta sotto la forma di una frazione, un
termine solo dovrd essere racchinso fra doppia parentesi al-
lorché indicar vorrassi la somma degli indici corrispondenti
ai valori reali di s che rendono questo termine nullo se &il
denominatore, o infinito se ¢ il numeratore. Finalmente se
uno dei termini & decomposto in fattori, uno solo di questi
fattori dovrd essere racchiuso fra doppia parentesi,allorche si
vorrd esprimere la somma degli indici corrispondenti ai va-
lori reali di s che rendono questo fattore nullo od infinito.
Di pit, se fra le radici reali dell’ equazione (77) si conside-
rino unicamente quelle che si trovano comprese fra due li-
miti dati LR la somma dei valori corrispondenti nella espres-

sione (76) sard indicata da
(79) H(U9))

Cio posto ciascuna delle espressioni (78), (79) sard forma-
ta dalla riunione di molti termini corrispondenti a diverse
radici della equazione (77). e delle quali una qualunque sara
equivalente a - 1, se la funzione f(s) passi dal negativo al
positivo, a zero, se questa funzione diventando infinita non
cambia di segno, ed a — 1 se questa passa dal positivo al
negativo. Apginngasi che se il limite 5, divenga una radice
dell’ equazione (77), il termine corrispondente ad s=s_nella

somma rappresentata dalla notazione (79) dovra esser ridotto ad
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g flgrn
P
(g

(6o)

ciot a dire a § 0 n —%, secondo ché la funzione fs) di-
verri positiva o negativa per dei valori di s superiori a s .
o

Parimente se il limite 5 divenga una radice della equazione
{77), il termine corrispondente ad s=s nella somma (79)

dovri essere yidotto a

1)

ot a dire a —4,0d a 4} secondo che la fanzione f(s) di-
verra positiva o negativa per dei valori di s inferiori ad 5 .
'

Queste diverse convenzioni sono analoghe a quelle che noi
abbiamo ammesse nel caleolo dei residui, e cosi da analoghe
considerazioni sarebbesi condotto ad adottarle. Se nella nota-
zione (79) si suppone s =—o0, 5 =00 si avrd evidentemente {

)

(82) 12 () = HLF9)-

In virth delle convenzioni che abbiamo ammesse le formole
(70)s (72}, (78) diverranno

©) f ,; HO 0 g e f e )| — L =1
—m/— 1" ((%)) !

o

@y Lo go g 12((%{%))

o glrH/—L)

@) m=—ir((22) =11 (W)

o\ ¢
Si pud dunque enunciare la proposizione seguente.
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3.° Teorema. Poste le stesse cose che nel teorema 1.,
Se si snppone z espressa in funzione di s e

Sle) = ls) + /= 1705)

indicando con (s}, (<) funzioni reali di s, il numero delle
radici dell’ equazione (45) che corrispondono a dei punti col-
locati nell” interno del contorno 00'0Q". ... saranno precisa-
mente la meta dell’indice integrale

(22
-1 ()
essendo ¢ il perimetro dello stesso contorno.

Supponiamo ora che la funzione f(z) sia il prodotto di
pinr altre funzioni f](z), L(z). ec. delle quali ciascuna resti

finita e continua, come la sua derivata per tutti i puntirac-
chiusi nel contorno 00'0"..... Si avra

(86)

© per conseguenza

o et

IR IR

Dunque la formola (4g) diverra

(68) m=m -+ m -+ eco.

essendo i numeri m , m ec. determinati rispettivamente dalle
i

farmole

Tomo XXII. 15
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(8a) Ny,

m= — pral=P
' w1 o )
ecc.
ed indicanti in conseguenza quante radici le equazioni

(g90) SlA=o _f(s)=o, ecc.

considerate 1" una dopo I' altra offrano corrispondenti 2 dei

punti contenuti nel contorno 000" . Era d’altronde facile

il prevedere che la somma dei numeri m , LRERE cost de-
x

terminati riprodurrebbe precisamente il numero 7. Se uno
dei fateori f(z), £(2) ¢+ - si riduce ad una costante reale o
=1

immaginaria, la sua derivata sard nolla, e fra i nomeri m ,
i

m..... quello che carrisponderd al fattore di cui trattasi,

a
svanird. Ora se si indiea per  un arco reale e costante si
avri identicamente

Flz) = (coszrty/— 1s5in7) #’_M

Dunque stabilendo

= ft=) = 2
(91) ;fl(z)_m‘;:v_mw o _f,(z]_cnm-i-;/ 18607,
si troverk m =m . D’altra parte se si metta invece di f(z),

§{s) +1/—12(4) nella prima delle equazioni (g1),se me caverd

(9a) f, ‘[z):gi(s)w:os.z—}-;;{s)scn.t+[;;(s}cm.x—fﬁ[:)senm].l/ —1

ed in conseguenza la formola (85) dara
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o plasen.c—li)robg
m=t f ()
Si avrd dunque anche
) m=14 f ({0

In quest’ ultima formola I’arco reale 7 pud essere scelto ad
arbitrio. Se si prende 7=o si sari evidentemente ricondotto

alla formola (85). Al contrario se si prende t= % si trovera

(94) A= f ((}T;) “—5f ((m))

Supponiamo ancora che la funzione f(z) essendo divisa in
due parti TI{z), a(z), il modulo del rapporto

(95) e
resti inferiore all’ unitd per tutti i valori di 5 corrispondenti

a dei punti sitnati sul contorno 000", ... per modo che si
abbia al tempo stesso

(96) Jlz) =1z) ~+ al)
(97) L

Per tutti i punti dei quali si tratta, la parte reale del binomio

(93) 1=+ ﬁl(‘r‘%

conserverd lo stesso segno del primo termine 1. Dunque se
si faceia
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(99) FR=10), =1+ s
si avrd m=0
in conseguenza m=m .

Si pud quindi enunziare la proposizione seguente.

4. Teorema. Poste le stesse cose come nel teorema 2.%
se la funzione f(z) & divisa in due altre T1(z), m(z) per modo
che si abbia

w(z)
Amm <t

le radici corrispondenti a dei punti racchiusi nell’ interno

del contorno 00'0".. ... . saranno dello stesso numero per
¥ equazione (45) e per la seguente
(100) T(z) = o.

Nell’ ipotesi che abbiamo ammessa I equazione (36) ridotta a

(to1) 5 =1() [: +

dard evidentemente

wiz)

e

[0 me (""
(10a) o ol

In conseguenza se si dicano

O TR

m

dono a dei

quelle radici della eq (roo) che corrisp
punti situati sul contorno 000", . ...
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Ty Beesas B
R m

essendo sempre quelle radici che adempiono la stessa condi-
zione per l'equazione (45), si ricaverd dalla formola (46)

(108)  Flz )+F(z )+ nt-Flz )=F(E JF(E - HF(E )

ca(aln))

D’ altronde per tutti i punti situati sul contorno 00'0". .
il logaritmo

Blz)
(1e4 Llieis
sari sviloppabile in serie convergente con la formola

atn) | _ =l T o
(1e5) L Il 4-%] n_xzi_é[ﬁ} 4-}[@] - 8c,

Dunque se col mezzo della equazione (26) si trasforma
1’ espressione
]

w0 x(alED)

in un integrale definito, la funzione sotto il segno integrale
/ sard essa pure sviluppabile in una serie simile essendo il
termine generale di quest’ ultima serie

(107) o ran L [is

)

= w‘"“” )
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o cid che torna lo stesso \

(108} e (v i3))

si avrd dunque

(r09) F(zl]-l-lf(z’)q-....+F(zm)=F(El}+F(E,)+...+F(2m} !

»
— (s )+ () e ) oo

Aggiungiamo che in virti del primo_teorema il modulo del

termine generale, vale a dire del nesimo termine della serie

sard pill piccolo della quantitd

(ri0)

(re1)
Dunque se i fa per brevita

(r1a) Afd=M, AFGE=XN,

il nesimo termine della serie che rappreseata lo sviluppo della
espressione (r06) avrd un modulo inferiore a

n
(113) SN

TR
o la somma formata con questo termine e con quelli che lo
seguiono, ossia il rimanente della serie offirh un modulo in-
feriore al prodotto
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N o e
(rid) ,—x[T-c-Tﬂ_-o-m_amu. .

Per altra parte essendo M < 1, la somma

S e
(115) T ey s, O
e e

& evidentemente inferiore non solo alla segnente (110)

43

AE = W Ly

(116) ﬂ-f—‘i::
T

ma ancora & quest’ altra

M MEEES D = 1
1 B i D e
(117) [ T = {x=1)

Dunque il resto delle serie che contiene il secondo membro
della formola (109) avrd per modulo un numero che non su-
pererd alcuno dei prodotti

(118) Ll .1\1"1,(;_), e e

2. =M 8% =B
Se si prenda F(z) =z, la formola (rog) dard

(r19) s g et 2 =8 b b

= () + e ({(R8)) -+ = () )

ed il resto di qnest’ultima serie avrd per modulo un numero
che non supererd alcuno dei prodotti

I
? ax =)
si puo dunque enunciare la proposizione seguente.
5.° Teorema. Fatte le stesse supposizioni come nel Teo-

-

=)

(120)
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rema 4.°,se si chiamino LA quelle fra le radici dell’
equazione (45), e El,in. ee Em quelle fra Je radici dell’equa-
sione (100), che corispondono a dei punti contenuti nell’in-
terno del contorno 000", .., la differenza fra le due somme

(121) e 3+ E=+...+§”

oppure anche fra le due seguenti

(122) F(zlj-v-I"(z’)-f-....-kF(am) 5 F|‘§I]+F($,)+...+F£{m)

sard sviluppabile con la formola (10g) ¢ (r1g) in una serie
convergente, di cui i differenti termini potranno essere espressl
in funzione delle radici & , 52. ...t ediresidui di queste
v "
due serie offriranno dei moduli inferiori a ciascuno dei pro-
dotti (118) o (120).
Se prendasi
m
N{z) =(z—a)

indicando @ una costante scelta ad arbitrio, I equazione (45)
si ridurrd a

(128) (z—a)“+ alz)=o0

e le formole (rog), (r19) daranuo

(124) F(zi) +Fz)+. .. .+F(5m)
= mFla) + oo P i (V) B
= o T et 8
(125) Lt g +3
& ata)™)

2=t




DeL Sic. Acostive Gavory 121
purché sia

(156) =(z)

(z=a)

S

Se I’ esponente m si riduce all’unita I’equazione (123) diventerd
(r27) z—a-+az)=o

e per determinare la radice z di quest’ ultima equazione, o
una fanzione F(z) di questa radice si avranno invece delle
formole (124), (125) quelle che Lagrange ha dato, cio¢

(198)  FE=Tla)+2_ [_]_ﬂﬂl Py ]
=
(129) z—-a-t-z ""3 d"-x L) i
il T

Queste ultime sussisteranno purché abbiasi
(=)
(130) A=<n

Finalmente se si faccia a=o I equazione (123) e le formole
(124), (r25) daranno

(131) ' als) =o
(132) Flz J4-F(s )+ . +Fz ) =mF(c)
2 S
(x33) B 5
=2:::° (_:.'“ ;mu—.) ‘fm_l [NJ

indicando & un numero infinitamente piccolo clm dovri ridursi
Tomo XXII. 16
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a zero dopo che si sard effettuata la differenziazione, ¢ la
condizione (120) diventerd

(134)

Allora anche I’ equazione (1ag), le formole (128), (120) e la
condizione (13c) si ridurranno a

(135) z+olz)=0

(136)  FemRey oo [l ]
Pt

n=t T

dm—l ot

(137)

=1 Ta..t
n=1 a8

(138) AZ <.
| Per facilitare I” applicazione dei teoremi 1,2, 3, 4, 5
| noi-ci occuperemo adesso a determinare delle quantitd della
forma Af(z) e I:‘ ((fls))) supponendo che la funziene f(z)
o

|
N resti finita e continua per tutti i punti situati sul contorna

8 000", .+ <
I : Noi osserveremo tosto che s¢ si rappresenti- con f(s) la i
funzione di s in cui si trasforma |

| fle) =flz+n/=1):
quando per uno qualunque dei punti situati sul contoroo 000"...
si esprime

z=a+n/—1

in funzione di s, la quantity

M)
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cioé a dire il piit grande dei moduli di f(z) che corrispondono
ai punti di cui trattasi, sard al tempo stesso il pib grande dei
moduli di f(s) che corrispondono a dei valori reali di s com-
presi fra i limiti s=o, s=¢. Dunque se si rappresenti con la
notazione

(139) K

il piti grande dei moduli di fs) che corrispondono a dei va-
lori reali di s compresi fra i limiti s=s; s=34,'si avrd ge-
+

neralmente

(140) AfR=AfLe).

Sia ora ¢ una variabile che cresca o decresca costantemente,

mentre si fa crescere o decrescere I’arco s fra i limiti, s=s ,

=, Rappresentiamo con 2
s=T

il valore s espresso in funzione di ¢, e con

i valori estremi di 2, essendo # < # cosi che si abbia
6t
=t per s=s; e t=t per s=s,
o
oppure

=t per s=5;¢€ =t per s=9¢,
© s 1 o

secondo che :—fsan‘a positivo o negativo entro i limiti

8i troverd evidentemente

(141) K=K

e
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(142) LAUN==LU D)

dovendosi ridurre il doppio segno al segno + o al segno —
secondo che la variabile T crescerd, o decrescerd per dei va-
lori crescenti di £, Aggiungasi che se f(s) rappresenta cid
che diviene una funzione reale

Wz, )

delle coordinate , y, quando si suppone che queste coordi-
nate siano espresse per mezzo dell’arco s, f(T) rappresenteri
b che diviene la stessa funzione reale, quando si suppone
‘che lo stesse coordinate siano espresse in funzione della va-
riabile £, D’ altra parte, se fra i limiti s=o, s=¢ si introdu-
cono nuovi valori di s che siano rappresentati da

(143) 308 S e ;s

¢ formino una serie crescente, il perimetro ¢ del contorno
000" ... si troverd diviso in molte parti

00'=

o si riconoscerd facilmente 1.° che il massino modulo
(r44) £ 19

& la pit piccola delle quantitd positive

(149) AR F( KA A e

2.2 che I’ indice

(146) ()

si decompone in molti indici simili col mezzo della formola
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(4] LW EN = LGOS+ e+ LI 6)):

Si potrd dunque ridurre la determinazione delle quantita
(144), (145) a quella di altre quantita della stessa forma cor-
rispondenti a dei valori ultimi di s, dei quali la differenza
sard minore , ed applicare alla valutazione di queste ultime
quantitd le formole (141), (14a). Si potrd pure nell” applica-
zione di cni trattasi, prendere successivamente per ¢ diverse
variabili reali distinte le une dalle altre, il che abbrevierd
di molto i calcoli, come noi lo dimostreremo con degli esempi.

Immaginiamo in primo luogo che il contorno DO'0". ...
si riduca al sistema di quattro retto rappresentate dalle equa-
gioni (r1).

1 valori di = corrispondenti ai punti situati sopra quat-
tro rette saranno

(148) z=w-rp/—1, 7=X+p/ =1, s=2-+Yy/—1, 2=2 b/ —1.

e se si prendono per valori corsispondenti di ¢ quelli che
seguono

(r49) t=a, t=y, t=2, t=y,

allora supponendo 1 arco s compito a partire dal punto (z ,
PP pitoa p I o)

si trovera successivamente
(150) 1=z s, 1= =Xz 4y 5, t:aX—;:u-p-Y—y —s,
LR °
t=aX—ax + a¥—y —s;
in conseguenza la variabile ¢ crescerd o decrescerd per dei
valori crescenti di s, secondoché si considererd un punto si-

tuato sull’ una delle due prime rette o sopra I’una delle due
ultime. Cid posto il modulo (t40) sara la pik piccola delle
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quantith positive

(151) A flameyy /)y F S/ =), A fle /=)
by fle /= 1)

od ammettendo che abbiasi per tutti i punti situati snl con-
torno 000" .. . ..

(153) £ls) =¥z

si cavera dalle formole (r4g), (151) riunite

(159 L(AM=TL e 7 )+ Iy (V0 )
— £ 1) = Iy (¥, 8,

o cid che torna lo stesso

(54 TR e T (¥ )
Y
— I (s YN =T (e -
Imaginiamo per fissare le idee che ¢ indicando un arco reale
si abbia
(153) )= s
essendo le funzioni reali gs) zls) dedotte dalla funzione ima-

ginaria

Flo) =+ /=)

col mezzo della equazione (53).
Allora se si dicano
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Pl ¥)s gl x)

le due funzioni reali di z, y, che determina la formola

(156) Flan/—1)=p(x, y)+/—1 gl y),

di modo che ¢(s), e z(s) siano precisamente cid che divengo-
no @z, y) e gle,y) quando si esprima x ed y in funzione di
s. 5i avrd evidentemente

__ gtz y)sena—gix, y)eost
(157) W, y)= Loimen s,

se si riduce I'arco 7 a zero 0 a Z I’ equazione

(137) diverrd semplicemente
el r)
(388 = =)
oppure
3
(159) ‘P(m,j‘):i\:j}.

Allorché la funzione fis) si presentn soito forma reale, I’ e-
quazione (156) seco trascina generalmente la seguente

(160) L=/ —1)=glwy)—/—1z(%: )3

si ha dunque allora

A j(H.n/—ﬂ:itr—Jl/—t)
(161) -
Siern/—n=flz—y1/=1)
Hon="——psi— |

e in conseghenza
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Bl ir)o0s 2+ glsy)sene= B AR i
Sl Smve

(162) o
Bl sen.—pgl,y)cos.T= i ‘IV"*;’ )
=

i modo che le equazioni (157); (158), (139) possono seriversi
cosi

(163) W)= A et e o e MV
V’_‘_ﬁ!-ﬂl/—w-o-c']/”f —f—1)

[/ =n=fa—n/—1)
06l Yo=Y

O S
e (e

=1

Tmmaginiamo adesso chie r e p essendo coordinate polari il
contorno 000" . ... si riduca al sistema di due rette 00,
00", & di due archi di cerchio 00",0"0 rappresentati dalle
I valori di = corrispondenti alle quattro linee
("0 saranno rispettivamente

(165) ()

equazioni (3o
00, 00", 0

o 2 PY— .
7o/ ,, z=RCFV ’, IS l,z:rnc”/

(166) =z=re® z=ie 5

e se si prendono per valori cortispondenti di ¢ li seguenti

(! (167) t=p,

i
b allora supponendo I’arco s contato a partire dal punto 0, che
ol ha per coordinate polari 7, p si troverd successivamente

(168) e:rn+:ﬂ,z=—1+.:\€+pu+%, t=aR—ar +R(P—p )=

1 R
z=r_-(7°4 1)4— - (P—p )+ P—-;
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in conseguenza la variabile # crescerd o decrescerd per dei
valori crescenti di s, secondoché si considererd un punto si-
tuato sopra I’ una delle due prime linee O0', 00", o sopra
I una delle due ultime 070", 0"0.

Cio posto il module (r 40) sard Ja piit piccola delle quan-
titd positive

B,

(169) A ™), Ay AR T, A e

a7,

ed ammettendo che la funzione f(s) verifichi per tutti i punti
situati sul contorno 00'0" la formola (152}, si caverd dalle
equazioni (147), (151)

(r70) i((f(’)” = ffo((‘l’(rccsuvo, rsen 2 )})
s I;,((\Y( Reos.p, Rsen.p))) — I::((‘F(rcos,P, rsen.D)))
= ];n((‘lf(rnnas.p, ros-cn.p})).

Se la funzione fiz) presentandosi sotto una forma reale il
valor generale di W(x,y) & determinato dal sistema delle for-
mole (156), (157), (160), o cié che torna lo stesso dall’equa-
zione (163) si ayra evidentemente

A= PV ) VP

J|/-—u
"V—_‘[:r.ﬂ/ [ e T i)

(171) ¥(rcos.p, rsen.p)=2

8i pud facilmente esprimere con 1”ajuto delle notazioni di

cui abbiamo fatto uso il numero m delle radici della equa-

zione (45), che corrisp a dei punti racchiusi nel con-

torno Q00 .. .. allorché questo contorno & formato dalle
Tomo XXII. 17
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quattro rette; o dalle due rette e dai due archi di cerchio
qui sopra ricordati.

i In fatti dall’ equazione (85) congiunta alla formola (153)
o (170) si otticne nel primo caso

h ¢

¥

L (Vs )+ (0005 ]

(172) m=} D C
. — (¥ ) = I, (¥ 02 )

e nel secondo caso

L ((¥rwos,» rsen,po]})ﬁ-I: ((¥(Reos p, Rsen.p))
: o

3
=
=
A

— 1} ((Wreos.P, enP)— 17 (0 oo or 360 7,)

essendo i valori di W(v,) determinati dal sistema delle equa-
zioni (156), (157), che potranno venir rimpiazzate, se la fon-
zione flz) si presenta sotto forma reale dalla sola equazio-
ne (163).

Se si vuole determinare il numero delle radici reali, o
] immaginarie della equazione (43), che offrono dei moduli in-
foriori a R, bisognerd ridurre il contorno 00'0".. .. alla cir-
conferenza d’un cerchio descritto dall’origine delle coordinate
col raggio R e la formola (r73) dard

(174) m=}I"_((¥(Reosp, Rsenpl])

Se voglinsi determinare il numero delle radici reali o imma-
ginarie che offrono moduli inferiori ad R ad un tempo e parti
positive reali, bisognerd ridurre il contorno 00'0"....a un
semicorchio descritto col raggio R, dalla parte delle = posis
tive ed appoggiato sopra quello de’ snoi diametri che coincide
con I’ asse delle y. In conseguenza si dovrd porce
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= pe % s
Ty P= AN )

nella formola (173) dalla quale si otterrd

L3

m=i 1 ((F(Reon,p, Ren p+T, ((¥orli—T, ((¥(o:r)

o cid che torna lo stesso

=

(178) m=d1 4((¥(Reos p, Rsea ) =L 1" (¥(os )

Se al contrario vuolsi determinare il numero delle radici reali
o immaginarie che offrono ad un tempo moduli inferiori ad
R, e parti reali negative, si dovrd far successivamente nella
formola (173)

= =
P=—" P:—-?, r°= 08 P =T P=n, r= 0,

poi sommare i risultati cosi ottenuti, o cid che torna lo stesso,
{ i il A w2 1
fare lmmedlatamentepn_-;-, P = ru_o, e in questo mo-

do si troverd

w

(176)  m=11 ((¥(o, 7))L ((¥(Reos p, Reenp))).

Se si volesse ottenere il numero delle radici, nelle quali le
parti reali, ed i coefficienti di /—1 sono, astrazione fatta
dal segno, inferiori ad R, bisognerebbe mettere nella formola
(172)

2=—R, X=R, y=—FR, Y=R
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e troverebbesi in conseguenza

(1) m=iT (e =R E L (Y (R)

—iF (U ) — £ I (R, )

Se fra le stesse radici considerar si volessero soltanto quelle
nelle quali la parte reale & positiva o negativa, si avrebbe
nel primo caso

(7B m=il (=R ()
R R
RS )
e nel secondo caso
(7)) m=hE (W =) +ET (Vo)
—10 (e R — £ 1 ().

Allorché il numero R & scelto tale che superi tutte le radici
della equazione (45}, ciascuna delle formole (174), (177) de-
termina il numero totale delle radici reali o immaginaie ;
ciascuna delle formole (175), (178) determina il numera totale
delle radici nelle quali la parte reale & positiva, al che ag-
giunger devesi, se le parti reali di alcune radici syaiscono ,
la metd del numero di queste ultime; finalmente ciascuna
delle formole (176),(170) determina il numero totale delle ra-
dici nelle quali la parte reale & negativa, aggiunte, se vi &
luogo,alla metd del numero di quelle di cui la parte reale si
ridurrebbe a zero,

Se si volesse deteyminare il numero delle radici reali, di
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. ol

cui il valor [ i ad R, bisognerebbe mettere
nella equazione (172)

xn=—]1, XB=R, ed y=—z Y=¢

significando ¢ un numero infinitamente piccolo di modo che
si avrebbe

2 (eI ()
(80) m=1 £ : ;
—1_ (¥, e))—T(((=R.y))

Parimente il numero delle radici positive, e il numero delle
radici negative accresciuti ciascuno della meta del numero
delle radici reali, se ne esistono, saranno determinati dalle
equazioni

2 (D)1 (R )
(181) m=} *

— 1" (e~ (¥ (es )

(=) +T_((¥lo,r))
(18) m=}g . ; :
—1 () =1 ((¥(—Bop))

se vogliasi limitare a considerare le radici il cui modulo &
inferiore ad R. Poiché le formole (18c), (181), (18a) si esten-
dono, la prima a taotte le radici reali, e le due altre a tutte
le radici positive o negative, basta che il numero R superi
il valore numerico di tutte le radici reali.

Del resto le formole (180), (181), (182) &i trovano com-
prese nella seguente
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ri“,(mftxa—em-ur‘_i«w:x,fmz

(33 m=} ;
— (e a)=1" (¥ ) Y

che si dedace immediatamente dalla formola (172), mettendo
y=—t Y=2¢, e che da il numero s delle radici reali della
equazione (45) comprese fra i limiti « , X,

1 valori di 7 che si determinano con le formole (t81),

(18a) sono equivalenti a quelli che si dedurrebbero dalla for-
mola (172), riducendo T, @ Zero, e mettendo

p==t P=¢
p=n—c P=g—+-e.

In conseguenza il numero delle radici positive inferiori ad
R & ancora dato dall’ equazione

n

I ({¥lroos.c, —rsﬂn.z))]+]:'((‘F(Rcoaf:, Rsen.p)))
(184) m=F

- j‘]:{(‘l'(rcos.s, rsen.e)))

ed il numero delle radici negative, i valori numerici delle
quali sono inferiori ad R dall’ equazione

II: ((¥(—reos.c, rsen-5])]-4-.’::((\l’(ltcos.p, Rsen.p)))

~— fi\{f'l’(ﬁmus.s, —rsen.g)))

o cid che torna lo stesso, dalla seguente
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I? ((\[l(—rcos‘g,:scn‘s)))—l‘_‘((‘!f(—ﬂcnsp, —Rsin p))
(185) m=1 i
— 1 ((¥(—rcos.e, —rsen.c)).

Sommando il secondo membro delle formole (184), (185) si
riprodurrebbe il numero totale delle radici reali della equa-
zione (45) o almeno di quelle il valor numerico delle quali
& inferiore ad R.

Allorché la funzione ffz) presentandosi sotto forma reale
1’ equazione

(186) fla)=¢

non offre radici reali eguali fra loro, questa stessa equazione
non ha radice alcuna che gli sia comune con la seguente

(187) FE=s

e in conseguenza f'(z) non svanisce allorquando si attribui-
scano ad x valori reali che faceiano svanire f(z). Egli & fa-
cile il concludere che il valore di ¥(x,y) determinato dalla
formola (164) potri nelle formole (183), (184), (185) dove la
quantitd y = rsin.p diventa infinitamente piccola, essere rim-
plazzata da quest’ altro yalore

(188) Ve, )= 4

Cio posto il numero m delle radici reali dell’equazione (186)
dedotto dalla formola (183) sard nell® ipotesi ammessa

(t69) m=1 (7))

mentre che si ricavera dalle formole (184), (185)
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) )
n=1, (fr3)> m=—L (=)
o cid che torna lo stesso

(190) m:II: ((%—&J)) &

(rg1) m=— Iu_n((%g:)).

Se si sottragga I’ ultimo valore di 7 dal penultimo, la diffe-
renza che io chiamerd u sard

(192) u= I:( %(j)) s

e rappresenterd 1" eccesso del numero delle radici positive sul
numero delle radici negative, supponendc che si considerino
soltanto le radici i cui moduli sono inferiori ad R. Del resto
per stabilire direttamente le formole (189}, (rga) basta osser-
vare che se si dica a uoa radice reale semplice dell’ equazio-
ne (186) , prendendo per & un numero infinitamente piccolo
st avri

Lt fra) a—t)
Tarn —g@= 5 L=

e che in conseguenza venendo a crescere , la funzione

(193) T

passera divenendo infinita dal positive al negativo.Se I’ equa-
zioue (186) ammettesse un numero i di radici eguali aventi
@ per valor comune, si troverebbe
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AL
e

e
Sla—sy

Llla+e) i1

e

Dunque divenendo infinita la funzione (193) passerebbe dal
negativo al positivo. 8i deve concludere che generalmente il
valore di m determinato dalla formola (189) rappresenta non
gid il numero totale delle radici reali dell” equazione (186)
contenuto fra i limiti xo,x, ma solamente il numero di quelle
che essendo comprese fra questi limiti sono le une dalle altre
diverse. Parimente il valore di m determinato dalla formola
{192) rappresenterd generalmente la differenza fra il numero
delle ra positive diverse e il numero delle radici negative
differenti, se si limitiamo a considerar quelle fra le radici po-
sitive e negative che danno dei valori numerici inferiori ad R.

Ritorniamo ora alle formole (85) e (94). Da queste for-
mole paragonate fra loro risulta che il contorno 00'0".
essendo gualunque, e indicando con la lettera ¢ il [:er;ml‘[ro
di questo contorno si avra

(194) fren=—i{(z))

Ora egli & facile di generalizzare la formola (194), e di sta-
bilire la seguente proposizione.

6.° Teorema. Indicando f(s) una funzione reale dis, che
ottiene sempre un valore unico e determinato fra i limiti

ed essendo 55, la somma delle due radici

(195) raens 1{(7))

Tomo XXII. 18




138 MEMORIA SUI RAPPORTI BC.
sard equivalente a1, od a— 1, 0 a zero secondo che le
due quantitd

(196) Fle)s =fls)

saranno amendue negative, o amendue pothwa., o I" una po-
sitiva e " altra negativa, di modo che si avrd

Gon L (i) )=if1la -1 02 ]

Dimostrazione. Infatti se si applicano alla determinazione
degli integrali equivalenti

gl e U S AU
f,a Eoes e "r S 25

i ragionamenti di cni abbiamo fatto uso per determinare le
formole (70), (71), (83), si troverd immediatamente

(198) Sl L g L1 (s W — 1]

5 ) =1)

— LAl /== L (6D
. T el ]

i)

(199)

dovendosi poi ridurre ciaseuno dei segni doppj al segno —+ od
al segno —, dovendo essere sempre effettnata questa -
l]I.IZII)ne., in modo che la paite reale della espressione affetta
di doppio segno divenga positiva. Ora sotto questa condizione
la differenza
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L[+ £l /= )= L= [fs)—v'=1]]
si riduce ora a

L= =2 y/—1
ora a
Lm/—mt)=—Z /1
secondo che f(s) sard una quantitd positiva o negativa; di
modo che si avrd
(200) LI'+f(“,l‘/_']“1‘[::ﬂf,]—l/—l]]=21|/ “,ﬂ:) 2

[[57)

si troverd parimente
(s01) Lfs-tfls )/ LA (s )m/ =il I= 3/ =112

Dunque se dalla formola (198) si sottragga la formola (199)
si concludera dividendo i due membri per m/— 1

et L))
[1 :((:1) }:Sl‘) ]_0

Ora I’ equazione (202) che pud scriversi ancora come seguc

et a0 ==L (r)) - 5~

non differisce dalla formola (197).

Se coll’ ajuto dell” equazione (203) si trasformano Ii se-
condi membri delle equazioni (189), (192), esse diventeranno
rispettivamente
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() 1 Le)
(o) imEts (( f'(zw) "'2["(cxwm (T
L3 S _fm fi=R)
(208) u=—1_ u((mf(x) )) +5 [1 @r® + 1 ]

Se d” altronde il rapporto

L-(K)

Fim

cangia di segao quando si sostitvisce — Rad R in modo che

si abbia
[ fER)

(206) :L‘“) Ef‘(—l‘f— ©

la formola (205) si ridurrd a

BofLe)
(207) w=— "_B((;W )

Le formole (204), (205) che potrebbero anche dedursi dalle
equagioni (183),(184), (185) unite alla formola (165) racchiudo-
no due teoremi degni di osservazione, di cui ecco ’enunziato.

7.° Teorema. Se la funzione reale f{x) resta finita o con-
tiona fra i limiti & #aa= X, per conoscere quante radi-

ci reali abbia I’ equazione
i"(x) =0

diverse fra loro comprese fra questi limiti, basterd cercare la

differenza fra i due numeri, che indicano il primo, quante volte

per dei valori crescenti di x contenuti fra i limiti z , X la

o

funzione
Si=)

208 i

(208) e

passa divenendo infinita dal positive al negativo; il secondo

quante volte la stessa funzione passa divenendo infinita dal

negativo al positivo, poi aggiungere a questa differenza 1, —r,

o zero secondoche le due quantitd
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m Az
{209) % ~TE

saranno amendue negative, o tutte due positive, o I* una po-
sitiva, e |’ altra negativa.

8.° Teorema. Se la funzione reale f(x) resta finita e con-
tinua fra i limiti =z, & =X, per determinare la differen-
za fra il numero delle radici positive, e il numero delle ra-
dici negative della equazione (186), che essendo diverse le
une delle altre, ci offriranno dei moduli inferiori ad R,basterd
cercare la differenza fra li due numeri che indicano, il pri-
mo, quante volte la funzione

f2)
(210) AT

per dei valori crescenti di = contenuti fra i limiti 2z, X,

£
passa divenendo infinita dal positivo al negativo; il secondo
quante volte la stessa funzione passa divenendo infinita, dal
negativo al positivo poi aggiungere a questa differenza 1,
—1 o zero secondo che le due quantitd

B fi=R
(211) > Pl

saranno tutte due positive, o tutte due negative,o 1" una po-
sitiva e 17 altra negativa.

Il teorema 7.° applicato all’ equazioni algebraiche & stato
per la prima velta enunciato dall’Abate Degua nelle Memorie
dell’Accademia Reale delle Scienze. To ho enunciato per le
stesse equazioni supponendo R=co il teorema 8.° nel Giornale
della Scuola politecnica,¢ partendo da questo teorema ho di-
mostrato io per il primo, che per qualunque equazione alge-
braica si potranno trovare delle funzioni razionali dei coeffi-
cienti, i segni delle quali somministrino il meazo di deter-
minare il numero delle radici reali positive, ¢ il numero delle
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o

radici reali negative. Mettendo nel teorema 7.

0, X=22,

o
si conclude che il mumero delle radici positive di una equa-
algebraica non pud superare il numera delle radici po-
sitive della equazione derivata che di una sola unita, e nel
caso soltanto, che il termine costante ¢ il coefliciente della
prima potenza della variabile z siano affetti di s
Mettendo —  in vece di « si conclude che il numero del
radici negative della proposta non pud superare il numero
delle radici negative della derivata che di una sola nnitd e
nel caso soltanto, che il termine costante e il coefficiente
della prima potenza della variahile siano affetti dallo stesso
segno. Da queste due osservazioni deducesi immediatamente
teorema di Cartesio,in virtd del quale il numero delle ra-
dici positive di una equazionc algebraica & eguale, o minore
del numero delle variazioni di segno, che pud offiire il pri-
mo membro; ¢ il numero delle radici negative & uguale o mi-
nare: del numero delle permanenze di segno. Se i coefficienti
di molte potenze della bile di un grado inferiore a quel-
lo della equazione data si riducono a zero, basterd per im-
pedire che svaniscano , di sostituire ad z,z+¢, indicando &
un numero infinitamente piccolo, e in questo modo si pro-
verd facilmente che nell’ applicazione del teorema di Carte-
sio si possong trascurare i termini che scmnparisnmm‘, quan-
do trattasi di valutare il numero totale delle variazioni di
sagno. Iisulta ancora dal teorema 7.* che il pumero delle ra-
dici reali di una equazione algebraica comprese fra due

miti dati @, X non pud superare i

ni contrar

numero delle radici real

della derivata comprese fra gli stessi limiti, che di una sola
unith, e nel caso soltanto in ‘cui, dei due rapporti

Li=,)
P )

X)

(213)

il primo & positivo, ed il secondo negativo, cioé a di
cnso in oui sostituendo w+z ad x s ottiene una trasformata
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in z,nella quale il termine indipendente da z ¢ il termine pro-
porzionale a z sono affetti di segno contrario; o dallo stesso
segno, secondocht si suppone x=a , ed x=X. Lgli & facile
di concluderne che il numero delle radici reali comprese fra
i limiti =, X, & sempre eguale od inferiore al numero delle

o
variazioni di segno che prende la trasformata in z, quando si
passa dalla supposizione =z -z alla supposizione =Xz,

Questa conclusione contiene il teorema che il sig. Budan ha
dato nella sua Memoria pubblicata nel 1806 e che trovasi
nell” opera postuma del Sig. Fourier intitolata: dnalisi delle
equazioni determinate. Del resto osserviamo che seguendo per
dimostrare questo teorema ¢ quello di Cartesio il metodo qui
sopra indicato, si suppongono tacitamente le radici reali della
equazione (186) semplici’ e diverse le une dalle altre. Ma per
far vedere che gli stessi teoremi estendonsi al caso in cui
1’ equazione (186) di delle radici uguali, basta sostituire alla
formola (204) quella che si dedurrebbe dall’ equazione (183)
combinata con le equazioni (164)e (203), oppure anche, attri-
buire alle radici reali che fossero fra loro eguali, degli au-
menti infinitamente piccoli e disuguali in modo di rendere
tutte le radici veali diverse. Poiché eperando cosi, non si al-
tererebbero che infinitamente poco i coefficienti positivi o
negativi della equazione in », o delle sue trastormate in z ,
e per conseguenza non si altererebbero i segni di questi coel-
ficienti.

Agglungasi che se nelle equazioni' in 2 e z di cui trat-
tasi, aleuni dei coefficienti si riducessero a zero, converrebbe
vece di x, T X; a4, %+, X—¢, essendo il nu-

mettere
mero ¢ infinitamente piccolo, e poscia prendere gli aumenti
infinitamente piccoli delle radici, in modo che potessero venir
traseurati in confronto di ¢ e delle potenze di ¢ delle quali si
dovesse tener conto. 8i potrebbe a cagion d’esempio, suppor-
re questi anmenti-proporzionali ad una potenza di ¢ di cui
1" esponente superasse il grado della data equazione.
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Del resto la formola (205) somministra il mezzo per de-
terminar facilmente 1’ indice

L)

ogni volta che la funzione f(s) si riduce ad una frazione ra-
zionale. Infatti supponiamo

(ar2) f(s):%%

B(s), 'lll(s) essendo due funzioni intieve ¢ reali di s, Se B(s)
& divisibile esattamente per ® (s) si potrd ridurre f(s) a on

polinomio intiero, e per conseguenza siavrd
.

(ai8) LH(f)) =05
o

se al contrario non essendo g(s) esattamente divisibile per
 {s) si chiami

D (s) il resto della divisione di ®(s) per @ (s}

'Iﬁa(s) il resto della divisione di  (s) per o),

‘1‘4{;) il resto della divisione di @ (s) per ¢3(s)1 ece.

I’ ultima delle funzioni

o), D) D) D) @) eoe.

che indicherd per

0(s) |

sard il divisor comune pit grande dei due polinomj
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2(s)s L),

e si ridurrd se questi polinomj non hanuo divisor comune
ad una quantita costante.
Allora si avrd pure evidentemente

TN 0,0)
(a14) Irn((w o )) = ((.,, u)))
e si caverd dalla formala (214) congiunta alla formola (205)
L0 s ®
e C A
% EXT) @ (cslwntsu)
8i avra parimente

(e G e oo
EANTNE) T3 sty gy

o
S f Ty & [ [ Pals) Oa(s) Dol 2}
(= e (6 R E s
D50) Ao i W%L_J,'}_ [((-}(04(:0\
eco.
))4—4 I"‘i—;";’_‘y“’s.-:(’ol]
LOme) e

Al et

Finalmente essendo ¥ (s) il pitt gran divisore algebraico
i

(a15)

delle due funzioni ®(s), m‘(s), dividera ¢, x(s) e si avrd in
conseguenza

(@16) (=)=

Cid posto & chiaro che dalle formole (ar5) moltiplicate
alternativamente per i fattori +1, ¢ — i, poi sommate in-
sieme si conclnderd definitivamente

Tomo XXII. 19
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o5 a0e) )
g RS 0 gt it Ly i S TR 1_‘_—"_
farg) 4, ((w,.-r)) ‘{Imwﬂu‘) @ = (e

?,(1,) (1) i,
i[f —f 2 =) T

(€] _I
@) Ogl) o es) &

Se si volesse ottenere il valore di
Z{()
20\ )

esseado il grado di ®(s) superiore a quello di @ (s), allora alle
'

formole (215) bisognerebbe aggiungere la segnente

@ ,(5) @ (e, ) (1)
8 = o
(81, (( @ )) 1 ((‘“‘J Uion po e oea

© si avrebbe in conseguenza

o) g Outn) iy S)
@G (Tt )

M e
;5 |

e )
= [; Sl
@, )
Se di pitt calcolar si volesse il valore di
o
)
1 \\ "0

vi si potrebbe arrivare sia immediatamente, sostituendo la
fonzione st (5) alla funzione ®(s) nella formola (219), sia com-

binando I’ equazione (203) con altre equazioni dell’ una delle
forme
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(aa1) 2((22) = 2(G=)
PACE] 5
ls)
()
I.‘((onm‘)) e
PA\ewol! A oo

Allorche flz) & un polinomio intiero, basta sostituire nella
formola (219) la variabile z' alla variabile J=7B!1 alle funzioni

(), c]:xi‘;) le funzioni fl=), fl=) per ottenere il numero intiero
m che determina I’ equazione (180), ciok a dire il numero
delle radici reali e diverse dell’ equazione

_f(r):o

comprese fra i limiti = =, 0= X. Cosi ci troviamo ricon-
dotti al teorema che il ch.Sig. Sturm ba dato in una Memo-
ria presentata all’Accademia delle Scienze il 13 Maggio 1829.

Osserviamo ancora che se la funzione fl) & algebraica,
si potr calcolare con 1’ ajuto della formola (217) i valori di
m somministrati dalle equazioni (172), (173), (174):(175), (17%)
(£77). (178), (179) ecc. e per conseguenza il numero delle
radici della equazione

fla)=o

che corrispondono a due punti compresi in un rettangolo, o
in un settor circolare. Infatti nel caso di cui trattasi, il va-
lore di #(x,y) determinato dalla formola (163), (164) o (165)
sard evidentemente nna funzione razionale di ciascuna delle
variabili %, y, e se si ponga

(223) tang. L=1¢
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il valore di

Klreosp, rsenp)
determinato dalla formola (171) sard ancora una funzione ra-
zionale non solamente della variabile r, ma anche della va-
riabile £. Avvi di piti: con I”ajuto delle formole (85), 0 (94),
(142), (147) © (217), 0 (210) si potra calcolare immediatamente

o . . .
il numeron delle radici reali della equazione

fla=o

corrispondenti a dei punti contenuti nel contorno 00'0".. .
sempre quando questo contorno sia soltanto composto di linee
rvette e d’ archi circolari. Infatti in virth di queste formole

si potrd scomporre il numero cercato
o
m=1 I (£(s))

in molte parti della forma

RN
o

corrispondenti ai diversi punti del contorno 00'0". ... D’al-
tra parte la funzione f(z} essendo per ipotesi algebraica, f1(s),
ossia il rapporto fra il coefficiente di |/~ 1 nella funzione
[E), e la parte reale presa col segno — sard una funzione ra-
zionale di #, y. Ora per ciascuna delle porzioni rette del
contorno 000", . .. le variabili z, ¥, s saranno fra loro vin-
colate da due equazioni di primo grado; in conseguenza f(s)
diverrd una funzione razionale dise si potri ancora mettere
in suo luogo una funzione razionale di = o di y.

Finalmente se nel contorno 00'0". ... si considera una
potzione circolare che sia precisamente un arco di cerchio
descritto con un dato raggio p, le z, y diventeranno funzio-
ni lineari di
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=
cos. —2 e sen.
”

i

indicando s il valore di s che corrisponde all’origine di quest’
o
arco. Dunque se si fa

e

-,
(224) tang. =
/8 si trasformerd per la porzione di cui trattasi,in una fun-
zione razionale di ¢ Cosl in tutti i casi allorché la funzione
1z} sard algebraica ed il contorno O0'0".. ... unicamente
composto di rette o di archi circolari, la determinazione del
numero delle radici della equazione

S6)

corrispondenti a punti contenuti in questo contorno potra es-
sere ridotta alla determinazione dii di funzioni raziouali,
o cid che torna lo stesso, avato riguardo alla formola (217)
alla ricerca del massimo comun divisore algebraico delle fun-
zioni intiere di una sola variabile.

Generalmente, se il contorno 00'0". ... & composto di
molte parti di linee di una natura tale che, ascissa = e P'or-
dinata y di eiasenna d’esse parti possano essere rappresentate
da funzioni razionali di una terza variabile 2, la determina-
zione del numero m delle radici corrispondenti a punti con-
tenuti in questo contorno, si ricondurrd immediatamente al
caleolo degli indici di molte funzioni razionali di ¢,e sc per
ciascuna porzione del contorno 00'0".. .. la variabile £ cre-
sce o decresce costantemente, mentre 1’ arco si aumenta, al-
lora per ottencre 1’ indice della frazione razionale relativa ad
una data porzione, basterd cercarc il massimo comun divisore
algebraico delle funzioni intiere di # che rappresentano i due
termini di questa frazione razionale, poi sostitnire questi due
termini, ed i resti delle divisioni parziali alle funzioni indi-
cate nella formola (217) da
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Ritorniamo ora alla condizione (g7); alla quale & ben sovente
utile il ricorrere nella teoria delle cqu.lzioni algebraiche e
trascendenti, atteso che si & sicuri, quando & adempita questa
condizlone , che il numero m delle radici corrispondenti a
punti compresi nel contorno 00'0".... . resta lo stesso per
le due equazioni (45) e (100), 0

e [(z) + ol

(225) (=) =

Da quanto si ¢ detto qui sopra, se il contorno QUo.. .. s
riduce al rettangolo formato dalle rette che r'\pprasenrano
b cquwone (1), la condizione (g7) si verificherd quando si
ayrd al tempo stesso

X aley /=) A =
—_— X
g S, Ty 7 —=1] Skl g I =1 £

Totoalyr=i) L

Ve T =1 7, W 37—

(226)

nelle quali la
coefficiente di

Allora il numero m sard quello delle rad
parte reale & eompresa fra i limiti z X, ed

/=t fra i limiti y Y. Se il cmatorno 000", . .. si riduce

al sistema di due rette, e di due archi di cerchio, rappresen-
tati dalle equazioni (30), la condizione (97} si verificherd
quando si avrd

R, Po ? =1
% ytmﬁ 1 =11 <1 A ’me}.y_:‘ <1
"olfra Op/—1) Torrms y

P sir )

A

i)
Pollr,oPY ")

B
un(r:‘l )
ed allora il numerc m sacd quello delle radici per le quali
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il modulo r ¢ compreso fra i limiti r, R, e I’ angolo p fra
i limiti Py P. Se il contorno 00'Q". ... si riducesse alla eir-
conferenza del circolo descritto col raggio R le condizioni
(237) dovrebhero essere rimpinzzate da una sola ciod

e S
(228 e
) L
e il numero m sarebbe quello delle radiei che offrono un mo-
dulo inferiore ad I,
Allorche si fa successivamente

=2 0=z,

rappresentando m wn numero intiero qualungue, la condizione
(228) si trasforma in queste due altre

(a20) AT e o
St

(a30) AT o
e

che si possono egualmente dedurre dalle formole (138) e (134).
Se d’altronde la funzione o(z) & sviluppabile in una serie con-
vergente ordinata secondo le potenze ascendenti di z di modo
che si abbia

(231) oz =a+az+azt. ...

& se si dicano
7S Y. SRR e
o

 Johiai

i valori numerici, o i moduli dei coefficienti reali o immaginar]




MEMNORIA SUT RAPEORTI CE.

(e B A G i
G

i troverd
(@39) A" o(Re” )= oppur <A +4 ReA R+

In conseguenza la condizione (a20), o (230) sarh verificata se
si avrd

A +A R+ A R
(233) ——— e <
o
AR4+AR
(334) b T e <t

IO
D'altra parte se lo sviluppo di o(z) contenga al tempo stesso

dei termini d’un grado inferiore, e dei termini di un grado
superiore ad m, il rapporto

b A+A R+ R
(235) it 2 4

'

AR R A R A A R

o Mt m ek
otterrd un valor infinito positivo per R=o, decrescerd inse-
guito per dei valori crescenti di R e crescerd di nuovo inde-
finitamente mentre R si accosterd al limite oo, o almeno al
limite per il quale la serie

(236) A,AR, AR ecc.....
e S S

cessa di essere convergente. Dunque nell’ intervallo questo
rapporto che varia con R per gradi insensibili diverrd un mi-
nimo per un certo valore di R. Ora questo valore di R potra
facilmente essere calcolato, poiché sard la radice positiva unica
della equazione
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(537)_mA°R‘"‘"-(m-u)A-In‘1

i ‘oui il ptimo membio ¢rescerd” incessantemente’ con R Se
si'snppone in particolare m=r, I’ equiizione (237) ridotta alla

AO
(238) = A’— AR —ecc....=0
somministrera il valore di R corrispondente al valor minimo
del rapporto

R
(a30) At A R4 &

Allorché facendo

A
w=_2% A+ AR-ecc....
® AT

= Rtw_' i
si pud scegliere I’angolo p in modo che abbiasi identicamente
(240) a+ f’x‘ BT

= (Aa+ A R+A R+ ece.)(cos.T+ V*' 1sen.7);
rappresentando 7 un arco reale,la formola (232) si riduce alla
(4 A R T)=A AR AR,
e il valore del rapporto (235) oppure (239) corrispondente alla
radice positiva dell’ equazione (237) oppure (238) & precisa-
mente il module principale della funzione

hill w(z)
m oy

Questo ‘& cid che accaderd particolarmente, se li coefficienti
Tomo XXII 20

AP RT4A oA Rtu=o
m-1 meT M2
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sano | quantitd, reali dello: stesso segno, o alternativamente
positive, ¢ negative, poiché si verifichera la formelz (240) nel
primo caso ponendo

g=R, z=0, oppure a 75
nel secondo caso prendendo

z=—R, v=0, oppure a x.
Concepiamo, per fissare le idee, che si prenda

olz) = acos.z

essendo @ un coefficiente redle e positivo.
L’ equazione (238) ridotta a

+ o

R4 b
4

(a42) 1 =¥ -+ 1'—J
ammetterd una sola radice positiva ciod |
(248) R = 1,199678. . ..

¢ il ‘nibdulo principale’ della funzione

sard

{244) Tt

Dungque la radice z della equazione
(a45) 5 acosz =0

o l¢+fuiizioni i~ qnesta: radice sarannosvituppabilitin
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convergenti per mezzo della . farmola di Lagrange sempre
quando si abbia g

(s46)" 1 & <Llo, 6barda’t |
ii che gla sapevasi. , 3 : i

Immaginiamo ora che nei teoremi 4.° ¢ 5,"'si rid
ad una funzione intiera di z, di modo che abbiasi

(247) [ e -'o-'aﬂz’-p aza,
1isb ot vina | 10 amisinos i Siale
rappresentando m- un nuimero, iatiéro qualiaque; alldra: pren-
dendo per TI(z) uno dei termini dei quali si compone quella
funzione intiera, si stabilird . facilmante la seguente proposi
zione.

9’ Teorewa pid)

1ol T T "
(248) 2+ um"lzl

m—1i

iy ba-Hioi
-0-4..4-'4‘,9’-»- @z =0
j ;

una equazione in z di grade' m wella quale i coefficienti @ »
o

By @ yine e B posson ssere reali o
CHEY — i T B

ngag'\nnrj. S¢_per
un certo modulo R attribuito alia variabile z il medulo di
un termine diventi maggiore della somma dei moduli di tutti
gli altri, I” esponente di z in questo termine sard precisanente
il numero delle. radici della equazione (248) , le! quali offrono
dei moduli inferiori ad R, e si calcoleranno facilmente .con
I’ ajuto di serie convergenti i coefficienti di una puova equa-
zione che non avrd altre radici che quelle di cui trattasi.
Dimostrazione. Infatti siano

AR v
o T

—1

i valori numerici, o i moduli dei coeficienti
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a, dyiil ven
b Mt

e supponiamo che per il modulo R di z il moduto AR’ del
termine @z divenga superiore alla somma dei moduli, ed a
maggior, ragione al modulo della somma di totti gli aleri
termini, cosi che abbiasi
4 1 2
(ad9) ARSA +A Roth R -+A R4 R +R".
T (T J—1 T m—1 :

Se si riduce il contorno 00'0"..... al cerchio descritto dall®
origine: delle coordinate col raggio Re se si ponga

1
| M(g) =az,

il numero delle radici della equazione (248) Te quali offrono
dei moduli inferiori ad R sard in virti del teorema 4.° eguale
al numero ! delle radici dell’ équazione

(250) =0,
se d’ altronde si indicano le prime con
(251) & Byl x{

si'poted i’ virtir del teovema 5. calcolare con 1'ajuto delle
serie convergenti le somme

ZAZA e Z
' a
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e per conseguenza i coefficienti della equazione che avrebbe
soltanto le radici B e .z . D'altronde si potrd con I'ajuto
delle formole (118), o (120) fissare i limiti degli erroti com-
messi nel calcolo numerico delle somme (252).
Corellario 1. Siccome la differenza

(253) Rm-{Au+A‘R+ i md s R

(s e e
R FOm

A, )

e

& evidentemente positiva allorché il numero R supera la ras
dice positiva unica dell” equazione

4 A A
— Sa—i : o
(254) n__n_+......+nm_,+n_m,

di cui il secondo membro decresce. incessantemente e passa
da un valore infinito a un valor nullo, mentre che si fa cre-
scere R entro i limiti R=o0, R=co. Egli & chiaro che se il
modulo di z diviene superiore a questa radice.il madulo R"
del primo termine supererd la somma dei moduli di tuite le
altre. Dunque I equazione (248) ammette sempre m radici
reali o imaginarie, ciuscuna delle guali ha per modulo un nu-
mero inferiore o tutto al pin eguale alla radice positiva della
equazione (254).

Corollario 3.° Siccome il modulo Aadcl termine costante

supera la somma dei moduli di tutti gli altri termini, quando
il modulo R di z diventa minore della radice positiva unica
dell” equazione

(233) An»« A’R - A,[‘\. .

dal teorema 9.° ne segue che tutte le radici della equazione




158 MEnORIA SUL RAZPOATL €C.
(248) offrouo dei moduli superiori alla: radice . positiva della
equagione (255).
Corollario 3.° allorche per
&

z=Ry 055 Rc”/
il modulo del termine @,z supera la somma dei moduli di
tutti gli altsi, una sola radice dell” equazione (248) offre un
modulo inferiore ad R. Questa radice pud essere immediata-
mente determinata con |’ ajuto della formola,

n

(256)

che deducesi dall’ equazione (2a37) in y mettendo invece della
funzione w(z) il rapporto

(257) &+ az

e nel quale = rapptesenta” un mumero infinitamente piccolo
chie devesi ridurre a zero: dopo la differenziazione. Aggiun-
giamoche, sé si limiti o calcolare gliz primi termini della
somma che costituisce il secondo ) membro:della formola (256),
I’ errore commesso non sard maggiore del pint piccolo dei va-
lori che acquistana lo espressioni (120) quando si suppone
¢ = azR, vale a dire della piti piccola delle due quantiti

RM™

: -
(a58) RM L( -

essendo il valore di M

—(m—t),

—a
I e

(259)

az

A maggior ragione I’ errore commesso non supereri i
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valori delle espressioni (258) corrispondenti al valore di M
determinato dalla formola

A A R e +Lormi i g

(260) M=

T

Affinche la formola (256) sia applicabile alla determinazione
di una radice della’ equazione (248}, basta: che il pil piccolo
dei valori di M, dedotti dalla formola (259), cioé a dire il mo-
dulo principale della funziove (257) sia inferiore all’ unita.
Del resto quando 1’ uniti & maggiore del valor minimo del
rapporto, che forma il seeondo membro della formola (260),
cioé del valore corrispondente alla radice positiva unica dell”
equagione” ) «lon ;

(261) A= AR+aA R e ()R

pud limitarsi a prendere per R la radice di cui trartasi. Per
mostrare un’ applicazione delle formole  precedenti conside-
riamo in particolare I’ equazione

(262) 410z —1 =0,

siccome in questa equazione il coefficiente 10 della prima po-
tenza di z supera la somma dei valori numerici degli altri
coefficienti 1 ed 1, si pud affermare che una sola radice of-
frird un_modulo inferiore all’ unitd. Per, determinare questa
radice col mezzo di una seric convergente basterd ricorrere
alla formola (256), in cui

dalla quale si ricava
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5 \1e i 15
o) == [ =)+ 2 () -5

00008 fr)ae
+ =7 % GRS

€ per conseguenza
(265) 5=0, 099999000490996500004 ...

D’ altronde siceome le formole (259), (a60) daranno 1'una e
1" altra

a==RS
ok *

M=

si potrd prendere per M e per R nelle formole (258) il ‘mo=
dulo principale della funzione

7t

o
¢ il valore corrispondente di R, ciod la radice positiva unica
dell’ equazione (261) ossia

1 =4R%
Cosi si trovera

R= V} ='o, 7578.... "8 M=o, 1649....

Ora il secondo membro della formola (265) essendo il valore
approssimato di z che somministra I equazione (263), quando
si trascura nella somma indicata dal segno Z il termine cor-
rispondente ad n =26 e quelli che seguono, 1’ errore che si
commettera prendendo per z il numero

0,0909990000499996500094. + 1+«

composto di ventidue cifre decimali sard pinr piccolo della
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seconda delle espressioni (258) nella quale il prodotto

af
Ty (0:76493...) =(o,0349.

26

(o,10493...
Ora il logaritmo decimale di guesto prodotto essendo
— 2340, 1926....

ne risulta che I’ errore commesso sard minore di

{1y

In conseguenza nel secondo membro della formola (263) la
21° cifra decimale & anche esatta.
Corollario 4.° Allorché per
—pl ot
z=R, o z=Re "
il modvlo AR® del termine aﬁz‘supar:\ la somma dei moduli

di tatti gli alui termini, due sole radici dell’ equazione ({248)
offrono dei moduli inferiori ad R. Se si dicano z, z  queste
ity

due radici, la loro somma, e la somma dei loro quadrati po-
tranno essere immediatamente espresse in serie convergenti
col mezzo delle formole

oL S pa AT m
an—t (o ta pbagtp e, T Y

=
d

A0 i[gfa - sragelbara, e M

Ba—1
dr

che si deducono dalle formole (13a), (133) sostitnendo alla
funzione w(z) il rapporto

Tomo XXII. at
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a0 g, T

(268) o
e nelle quali ¢ rappresenta un numero infinitamente piccolo
che deve ridursi a zero dopo la differenziazione. Aggiungiamo
che se ci limitiamo a calcolare gli » primi termini delle due
somme che costituiscono i secondi membri delle formole (266),
(a67), I’ errore commesso non supererd riguardo alla prima
somma il pii piccolo dei valori che ricevono le espressioni (1a0)
quando vi si faccia ¢ = 2aR, vale a dire la piu piccala delle
quantitd

(269) KM"L(;) o

g A=)

essendo il valore di M

e
80 B 05T g

(270) M= A__.._g_; ”

e rignardo alla seconda somma il piil piccolo dei valori che
acquistano le espressioni (118) quando vi si faccia

c=aaR; N=A23)=2R

cioé a dire la pi piccola delle quantita

™ t aR=M™
T aleM L(rm} S
A pi forte ragione gli errori di cui trattasi, non supereran-
no i valori che ricevono le espressioni (a7v), (271) quando
si attribuisca ad M il valore determinato dalla formola

(272) e ey

AT

4 A S ReAgRie R R
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Dopo di aver calcolato con I'ajuta delle equazione (266), (267)
le somme Z+z, 50+ * si determinerd facilmente il valore
a

del prodotto @, 3 per mezo della formola

Gy )
(273) g

si conoscerauno dunque allora i coefficienti della equazione
di secondo grado

(274) z'— (z'+ z]]z ~+z 2z =0,

la della quale inistrerd immediatamente i va-
lori delle radici z , z . Osserviamo d’altronde che potrebbesi
il

determivare immediatamente il valore della differenza z —z
¥ A

per mezzo della formola
(a75) (z—z ) =2z +z)—(z+2)

e calcolare in segnito z , =z, per mexzo delle due seguenti
i

(a76)

Affinché sussistano le formole (266), (a67) basta che il pin
piccolo dei valori di M dedotti dalle formole (270), cioi il
modulo principale della funzione (268)sia minore della unita.
Del resto quando I’ unita supera il valor minimo del rapporto
che forma il secondo membro della formola (a72), vale a dire
il valor corrispondente alla radice positiva unica dell’equazione
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abedhi. Ora questa superficie abod & facile a determinarsi re-
lativamente a-quella dell’ intiera mezza sfera. Prenderemo per-
cio per unitd il raggio della sfera, e indicheremo eon = il rap-
porto del diametro alla circonferenza facendo passare pei punti
@, ¢ 'arco di circolo massimo ac, si avrd abed= abe—+ acd.
Ora abe, ¢ la superficie d’una porzione di segmento sferico,
che sta a quella del segmento sferico intiero (1—cos.s). 2,
come I’ arco be sth al circolo beehf, o come mi sta a ax, o
come 1” angolo sferico abe o I’ arco che lo misura sta allo stesso
ax. Quest’ angolo abe & il complemento dell’ angolo dac, e
I’ angolo dac si determina per mezzo del triangolo sferico dac,
rettangolo in d, in cui si conosce il lato ac=s, e il lato ad=s,
donde cos.dac =cot.s'tang.s =252, o per conseguenza anche

Gogs?
"‘““,). Si ha dun-
tang.s

:, ossia bac=are. (sen,

que, secondo quello che sopra si & detto,

ag:are. (scu.: e )
Tang.

e quindi questa superficie

i (1—ocos.s)am: superficie abe,

s
tang-¢ |
Quanto alla superficie del triangolo sferico dae, essa si troverd
osservando che si ha I’angolo ade, retto, essia =43 P'angolo

— cos.s'jarc. (scn

dac=arc. ( cos.

,) come sopra abbiamo veduto; e per
Tang s

meazo dello stesso triangolo sferico acd, I’ angolo

acd=arc. (sen. = %)’
poiché la superficie di qualunque triangolo sferico & rappre-
sentata dalla somma degli archi che miswano i suoi tre an-
goli, meno la semicirconferenza;
avremo la superticie di questo triangolo
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A

A =8 43'4-‘..+(m-s).u.m_lu”'"wuua;n’”"[.

si potrd limitare a prendere per R la radice di cui trattasi,
Per mostrare una applicazione delle formole precedenti con-
sideriamo in particolare 1’ equazione

(278) P 10zi— 1 = 0.

Siccome in questa equazione il coefficiente 1o di =° supera

la somma dei valori numerici r, ed 1 degli altri coeflicienti,

si pud accertare che due sole radici z ,z_offriranno dei mo-
i

duli inferiori all’ unita. Per determinare queste radici per mez-
0 delle serie convergenti basterd ricorrere alle formole (266),
(267) nelle guali

i \B o By
Tao@—nn \ie] T et

4 AN il i )
=TT ) =

dai quali si ricaveri

\3
e =— 5] =z

(280)

e per conseguenza
5 5= — 0,0010000700099. - « - .

(281)

2+zt= 0,10000350030 . ..+ 5
f

si avrd dunque
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(z — za)'=2(z“+ E:’)—[s’-i- zJ‘:o,zuUcm}.Gunﬁo sSna
f

e supponendo z < z
T

— 0,447218068284.. .,

(282) z—z:

poi si concludera dalle formole (281), (282) congiunte alle
formole (276)

z':—o,223559050637u.“
(283)

.= =+ 0,223659037640......

a

Per altra parte siccome le formole (270), (272) daranno I'una
e I’ altra

ke
M=t

si potra nelle espressioni (269), (a71) prendere per M e per
R il modulo principale della frazione

1=af
6ar

o il valore corrispondente di R vale a dire |"unica radice
positiva della equazione (277), ossia

r=3R®

si troverd cosi

i ll=/_§ =o08027 ...., M=o0,2009...-

In conseguenza la seconda delle espressioni (271) ed a
maggior ragione la seconda delle espressioni (269) non supe-
reranno il prodotto




Mexoria sut RAPPORTI €C.

s

(284) (041625...,.) 208

Ota i secondi membri delle formole (281) sono i valori ap-
prossimati che le equazioni (379) somministrano per le quan-
titd z 4+ z, 8457 quando si trascureno nelle somme in-
dicate dal segno 2 i termini corrispondenti ad n=16¢ li
susseguenti, ed allorché nel prodotto (a84) si fa n=16, esso
diventa

¥ o)

Dunque nel secondo membro di ciascuna delle formole (281)
e in conseguenza nel secondo membro di ciascuna delle for-
mole (283) I’ undecima cifra decimale & ancora esatta.

Egli & importante 1’ asservare che se la fuzione f13) al-
gebraica o trascendente & il prodotto di molti fattori

Lo £

le formole (36), (87) trarranne seco non solamente I'equazio-
ne (88) ma ancora la seguente

00 g L1409 45
—— = ds+ —
o L@ L&

dsis

Cio posto immaginiamo che le variabili reali z, y, o quindi
la variabile immaginaria z=x-y/—1 essendo espressa in
funzione dell’ arco s si abbia non solo (53)

=) + 1/ — 1%l

ma ancora
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L= 300 +1/— 17,6
{265] Ll =@ () +1/—15,(0)>
ece.
rappresentando

Pl Bzl 2

come pure @(s), x(s) funzioni reali di s. Siano d’ altronde z,
e z, i valori di = corrispondenti ad s=s, ed s=s. Dalla
o i

formola (83) si ricaverd non solamente

@) L s Llr -G, )]

sy TEE

—vs 1)

ma ancora
=) s
L) ~ U ()
1,(‘)
syl ((?m)
(288)
,:,(:) &

AL N—L{=f(=)]

=== Li(za)

ecc.,

ed in consegnenza I’ equazione (285) dard
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8 Lifle -Lifle lom/—1 2((45))
= Lfle AL (o - )]
2% 5 £ 5o f Al
L (e I/ [IJG((W}) 5 Io((m))] :
D’ altra parte si caverd dall’ equazione (86)
(29¢) Sle)=hle) fE) e
e in conseguenza
(a91)  Lifle =L o LS (o )l
purché la somma

55 a5
(292) arc. tang. Al aro, tang. o i
#,l5g) Paldg)

resti compresa fra i limiti —%, +%si trovera parimente
(393)  Lizfie =L, (o I LEEL e )1 e

purche la somma

(204) are. tangA ') are. ung,fi‘;.

sia pur essa compresa fra i limiti — %, + =
Dunque se le somme (292), (294) offrono valori numerici
inferiori a § =, I' equazione (287) potrd ridursi a
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o) () =1 (55D - mAG) -

Imaglmamn per fissare le idee, che la funzione f(z] venendo
spezzata in due parti I1(z). #(z), si prenda

LE=0E), flE=1+55.
Se i valori di II(z) corrispondenti a F=5, ed a =z sono
tatti due reali si avrd
zl) =00 zls) =0,

¢ in conseguenza ciascuna delle somme (292); (294) essendo
ridotta ad un solo termine offrird un valore numerico pit

piccolo di = . Se d'altronde la condizione si verifica
P s 97)

per i valori di s contenuti fra i limiti =, =3 si avrd

e
a0y
e in conseguenza la formola (295) dard

(296 r((E)=63)

essendo e;]l(.s), ZJ’) funzioni reali di s determinate dalla formola

(297) O{g) =3 (s) +/— 17 (s)-

Se essendo la condizione (g7) adempita dai valori di s com-
presi fra i limiti 5, s, i valori di I(z) corrispondenti a que-
'
sti limiti, non presentassero parti reali, allora sostituendo =
Tomo XXII. 23
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L=/ =) Ll —1=—pl+/ —190);
T (/= B T/ === (/=15 ()
e sostituendo in conseguenza alle fuzioni reali

Pl 2l P Lh ()
le seguenti

40 9 —z s 20

si otterrebbe invece dell’ equazione (290) quest’altra formola
({40 ) — a,(( X )

(208) 1‘0((1“))) (32

Tmaginiamo ora che essendo fl) una funaione intiera di z

determinata dalla equazione (a47) si prenda

(99)  Tle)=z"> w(z}:am_lsm_‘ ekl 50

1l numero g delle radici che offriranno contemporaneamente
i moduli minori di R ¢ delle radici reali positive sara rap-
presentato dal secondo membro della formola (173), nella
quale si potra prendere per valore di #lw,¥) uno qualunque
di quelli che somministrano le formole (158), (159), per con-
seguenza uno qualunque dei due rapporti

OO

Tt e’
D’ altronde se il modulo R supera la radice positiva unica
dell’ equazione (a54), la condizione (97) si troverd adempiuta
da tutti i punti situati sulla circonferenza del circolo descritto
dall’ origine col raggio R, cioé per tutti i punti corrispondenti
a coordinate della forma
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& = Recos.p, y=Rsen.p.

Finalmente egli & chiaro che a quei punti che saranno situati
sull’ asse delle y corrisponderanno dei valori di z della forma

z=—R/—1, s=R/—1;
2 O . o 4 2limoa vk
in conseguenza valori reali di z o valori imaginarj di z° senza
parti reali secondo che m sard un numero pari o un numero

dispari. Dunque in virth delle formole (296}, (298) unite alla
formola (r75) si avrd primo

b wmmt (s (23)

se m & numero pari: secondo

o) s it ()1 2L((52)

se m & un numero dispari. Ora nel primo caso si troverd

(302) I::-E ((M)) =—m

coa.mp

¢ nel secondo

o) ((:::, =)

Dunque si avra per dei valori pari di m

X sty ((G5):
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e per dei valori dispari di m

)]

Tali sono le formole, che per una equazione algebraica di
grado pari o dispari determinano il numero delle radici delle
quali la parte realo & positiva, 1l valore di R che in queste
medesime formols superar deve la radice positiva unica della
equazione (254) pud essere, se si vuole, supposto infinito. Si

avrd dunque ancora per dei valori pari di m

w ez
e per dei valori dispari di m
wr e )

In queste diverse formole

Plos 7). alos 2)
sono funzioni reali di y determinate dall’ equazione
(3¢8) Lo/ —1)=plos )+ =1 2(022):

Aggiungiamo che dalla formola (197) si ricaverd

oo 1 () - 2GS ==

dovendosi il doppio segno ridursi al segno + o al segno —

secondo che il rapporto

®osy)

aes ¥}

sard positivo o negativo quando y = cs.
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Per mezzo di raziocinj simili ai precedenti potrebbesi
determinar anche facilmente il numero delle radici della equa-
zione (248), delle quali la parte reale & superiore a un valor
dato 1:0 della variabile z. Del resto siccome ponendo

s= U,
o

si stabilisce fra le variabili # e 5 una relazione tale che la
parte reale di  diviene positiva o negativa, secondoché la
parte reale di z & maggiore o minore di xe,egl'\ & chiaro che
per ottenere il numero cercato bastera sostituire nella formola
(306) o (3c7) alle due fanzioni

Plosn)s  alesy)
le seguenti

Pl o)

Dunque il numero w delle radici della equazione (248) che
offriranno delle parti reali maggiori di @, sard per i valori

pari di m
) zt:m)
G = q-i[_m(( [es) )’

e per i valori dispari di m

#Hz )
3 =24 (( ))
o) B —\\ G2
D’ altronde si avrd, qualungue sia il numero intiero m,
(3ra) ~ (( ),":ﬂu-f))) w® (( c;stxo-y))) R
—o\\ 7=, —aa\\ 27 )

dovendosi prendere il segno + o il segno — secondo che il
rapporto
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Hz o)
Hzg)

i4

diverrd positivo o negativo per dei valori infiniti di y. Per
mostrare una applicazione delle formole che abbiamo stabilite
consideriamo 1* equazione del 7.° grado, che il Sig. Fourier
ha presa ad esempio nella prima parte del suo trattato di
analisi cioé

{313) 27— 23%— 32 4= 5z b6 =0,

e proponghiamoci di trovare il numero g delle radici che of
frono parti reali positive. Questo numero dedotto dalle for-
mole (3e7), (30g) sard

s D ) J )

(314) y.::r-{-'f ”—’-E’—i—) 341 wﬂ%,——— 4.
Dunque quattro radici offriranno delle parti reali positive, e
Ie tre altre delle parti reali negative. Fra queste ultime si
troverd necessariamente una radice reale negativa. Si potreb-
be pariments con I ajute della formola (311) determinare il
numero delle radici della equazione (313), di cui la parte
reale non superi un dato valore di z.

In generale sc la funzione fl5) essendo reale e determi-

nata dalla formola (agq) si ohiami f () il coefficiente di s
nello sviluppo della funzione f(z--y), per modo che si abbia

(318)  flar)=fl r)+yf(.|:)+)‘f(x]+ +y ':'r” @+

et
si concludera

(316) f’H“)'l/_l)‘—f () —1f ()= (=)

/=) (1)+lr|/—ﬂ
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In conseguenza si troverd per dei valori pari di m

m

o, =L (o))
(17)

L e OB o Rt A )

E per dei valori dispari di m
m—r

e (o)) ¥

i)

(318)

P L LA A TR e R B
Cid posto se si rappresenta con ¥

£ o bl

2 — m—1
cio che diventano le funzioni

PSR LE oo L@
per un valore dato di #, il numero p delle radici che offrono
parti reali superiori al valore di cui trattasi sard in virtd delle
formole (310), (311), (312) per dei valori pari di m

1%
3 =P _iplm—r
(319) i i
o

i (e ey

—

y(:‘m'?m_i—y”‘_ifm_# ..... +=1) £
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e per dei valori dispari di m s spens

e L ) =

P o )

2
T MR ) R A

si pud d'altronde ridnrre la formola (319) alla

m e it
(=) e=3 45 oy,
L B |
-l-lm y = [ﬂ_o-p....-p-[_n I |
e w ™

Uy faer framgt e ‘a-(—x)l_fln

s
<
-,
’y
L
d
i
L
i3
o

Ora da queste ultime formole si concluderi attribuendo ad
m successivamente i valoti particolari 3, 4, 5, 6, 7, che il !
numero p delle radici delle quali la parte reale supera il va-
Tore dato di % & per una equazione di terao grado

i oy f=1f

- gy TSR
(323) e=t—tlgr =4 =5

per una equazione di quarto grado
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3 —a—3rB gl Tl
(Ba ESe=a s {on “fU"V TRl ChL—I)

per una equazione di quinto grado

T A e
(a8)  w=i—ilgy - S

per una equazione di sesto grado

rf 0 Y=yt fibrfi=f
326! =3— 1—5 == ] JT‘_.
(), L oy e
finalmente per una equazione di settimo grado

bz B ey =1
(Bs7)  p=3—ilgy — Imﬁiﬁm-

o cid che torna lo stesso

e T AR
(328) p=i—tlgmr — 1= um %I_K&f;
Pyt fs+afyfy

i ;
B e e e AT A Tl

Se si voglia applicare la formola (328) all’equazione (313) si
troverd,

Tomo XXII a3
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Flo)= 27— aa—3at+4fu*—50-6, 3

f:(:r): 7xi—1024—02"+8x—3,
)‘;(x):m::‘—un::’—gx*éa

£ {¥)=35xi—20z*—3,
)‘4(:}:351#-‘01 |

fJ::):uz‘—-n

si osserveri d'altronde che le diverse radici della equazione
(313) devono offrire dei moduli inferiori alla radice positiva
unica della equazione

(329) 21—227 =Bt —fa*=5x—6=0 |
e per eonseguenza superando il numero 2 quest’ nltima ra-
dice, avranno tutte delle parti reali comprese fra i limiti —2,
-+ 2.
Ora se si faccia successivamente
=T, #=0, =1

i si otterra 1.° dalla formola (3a8) per  =— 1.

© yhrgyirayal 6

e=b—l Sy = 0
2.° dalla formola (327) per x =0

= = 4r=F 23 N3P e
p=A=1 ey =4+ Lo =4
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3.° Dalla formola (328) per x =1

= 22 g¥—1gytde 12y
s=3=1, )

Dunque 1’ equazione (3;3) ammetterd una radice reale nega-
tiva contenuta fra i limiti —2, —1, e delle altre sei radici,
due offriranno delle parti reali negative comprese fra i limiti
— 1, o, due offriranno delle parti reali positive comprese fra
i limiti o, 1; finalmente due offriranno delle parti reali posi-
tive comprese fra i limiti 1, 2. Ritorniamo ancora all’equazio.
ne (248), ¢ supponiamo che il primo membro o la funzione
fl=) essendo decomposta in due parti Tl(z), o(z), si indichi
con g=a una delle radici della equazione

(100) T{z)=o;
se si faccia z=a-+u, I’equazione (248) diventerd
(330) H(a~+u) +v(@-+u)=0;

se d”altronde per un certo modulo V della variabile imagi-
naria z la condizione

(331)

si verifichi, il numero delle radici che renderanno il module
della differenza z—a inferiore ad V sard lo stesso per I’equa-
zione (248), e (100). Cid posto ammettiamo che tutte le ra-
dici della equazione ({100) diverse da a rendano il modulo
della differenza z —a superiore ad V, una sola sadice della
equaziono (248) sard della forma

a—+u

essendo il modulo di z inferiore ad V,e questa radice potra
esserc sviluppata in serie convergente dalla formola
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% =0 (gt stau) |7
(33a) s=a+d =i e

essendo il segno E relativo al solo valore u=o della variabile
u; o cid che torna lo stesso dalla formola

(333)

Aggiungiamo che se si esprime la variabile u in funzione di
un’altra variabile » di modoché abbiasi

(334) ns v

rappresentando V una funzione di v, all’equazione (332) potrd
sostituirsi la seguente

(335) r=a -;.zm(ﬁ_n(((_u "d_‘-’))

n=t 1 Ta+s) ] @

essendo E il segno relativo al solo valore di  che si ricava
mettendo nella formola (334), z=o. In quanto all’ errore che
si commetterd se nelle somme che contengono le formole
(332), (333), (335) si trascuri il termine nesimo ed i seguenti
esso non sorpasseri il prodotto

(336) "

(i=M)

essendo il valore di M

o slamw)
(337) M= e
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Torino, 8 Agosto 183e.

Postscriptum. Applicando all’ equazione (313) le formole
(3a7), (328), noi abbiamo coeluso che questa equazione am-
metterd una radice negativa compresa fra i limiti —2, — 1
e che delle altre sei radici due solamente offrivano parti reali
comprese sia fra i limiti — 1, o, sia fra i limiti o, 1, sia fra
i limiti 1, a. Se saper si volesse quali sono fra queste ultime
radici quelle che restano reali, basterebbe ricorrere alla for-
mola (18g). Tn fatti in virth di questa formola il numero

delle radici reali della equazione (313) minori di un dato nu-
mero X sard
(338) = _‘." P T I

= e (=T =5z 0) !

o cid che torna lo stesso riguardo alla: formola (203)

X Goari—qoxt-riadr—163r-+10

00 (B35 T3 —1 266 °+-38307—2983))

(339) m= 1

Xt XA KotX 8 ) paXPbXisoX—i8X—ar 1
B 15 i ey e el Tt 2 o pre

1 GaXA—70X 4123 K5m163K 410 & _§ I_G_ng)ﬂ— 1266X34-2880X—2933 _L

1 %= St —
i =ik (7)) XA 7o X 13X~ 163K r10 " (D)

D’ altronde 1’ equazione
(340) 629X’ —1266X*+2830X—2933=0

non ha che una sola radice reale atteso che le due radici
della derivata sono imaginarie; e questa radice reale minore
del numero 2 supera il rapporto 4, la sostituzione del quale
in luogo di x rende negativo il primo membro. Ora, siccome
questa medesima sostituzione rende positivi li due binomj

Gaxt— poa®, 12327— 163x
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ne risulta ehe si avra
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X pacé—gosta1adzmtbizrio
(341) I_ ettt

se il numero X & minore della radice positiva della equa-
zione (34c); e

103t - 3t 16324010

(34a) P e e

nel caso contrario. Dunque se nella formola (339) si ponga
successivamente X=1, X=2, se ne concluderd
per =1, m=1, e per X=a, m=3.

Dunque I’ equaziene (313) ammette solamente tre radici reali,
ciot una radice negativa compresa fra i limiti —2, —1, e
due radici positive comprese fra i limiti 1 e a, oppure fra i

limiti 1, ed 1,55, a motivo che il polinomio

(343) fla)=gt—22t—35+4z"—52+6

che resta positivo per =1, e z=2 e diviene negativo per
::”’T’ =1, 5, riconduce un valor positivo per z=1,6ed

anche per £= 2208 — 1, 55,

Gid posto siccome indicando con  una delle tre quantiti
— 23 I3 ;09
e prendenda l'l(z =1 (a), @(z)=/[lz}=fle} ,basterd attribuire il

modulo % o : alla variabile u=z—a per verificare la con-

dizione (331), cosi le tre radici reali della equazione (313)
potranno essere sviluppate in serie convergenti col mezzo
della formola (333) o
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A & B fla)y ) f fla)\*
244 2 =0 — 75— 7 (70)
1) (ﬂ-))s

~Fal )=

dalla quale si ricaverd per a=— a2, z=1,9625..... per a=1,
F=1,107....; per a=I,35, z=1,9378...... y




