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SOPRA

I’ANALISI LINEARE
PER LA RISOLUZIONE DEL PROBLEMI DI L* GRADO

MEMORIA L
DEL SOCIO PROF. GIUSEPPE BIANCHI

Ricevuta adl 3. Gennajo 1839,

I Quanto piit riesce all’Analisi di raccogliere, stringer e rac-
chindere in poche verita o principj le varie parti e dottrine
della Matematica, tanto pili questa Scienza ne acquista di
unitd o coordinazione, di generalitd o ampiezza, e di utilita
o applicazione agli usi. Un siffatto intento & stato per molta
parte con profondi studi conseguito dai moderni Analisti ne-
gli oggetti e nelle trattazioni del calcolo superiore; ma mei
rami inferiori di questo, sebbene pitt facili ad esaminarsi, ri-
mane tuttora a desiderarsi per avventura qud e li una mag-
giore connessione e generalita di cose, che comprenda ogni
maniera di casi e questioni relative, e che inoltre faccia co-
noscere il legame o il passaggio dalle elementari alle teoriche
dell’Algebra le pity elevate. Mi & sembrato quindi opera non
perduta I occuparmi di uno degli argomenti pilt ovyj e sem-
plici, qual & I’ analisi lineare, nel quale io non so aver al-
tri mostrato, come da una sola proposizione derivino tutte
le indagini e determinazioni particolari spettanti ai problemi
di 12 grado. E tal & il soggetto che io mi propongo di co-
minciar a svolgere nella presente Memoria.

2. Indichiamo un numero m d’incoguite diverse con )

ZaLae0, % L8 siano esse vincolate fra loro con m equa-

zioni lineari, come segue
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4 Xo=d X e Xaaad=r 2 =8
SR i S R o Tm—r o
G x+b x +e XTAaiiotr @ =g
() R 47 ( m=t 1
G x+b x4 ec. ecor
m—t0 me—r T me1 8 =t

Io dico ricavarsi da queste equazioni

A B
=y T=y;:

G _R‘.
Vi ec. ec ¥ =

(2)...

ove con A, B, C....R, V s’intendano altrettante intere e
determinate funzioni dei coefficienti @ , & ,ec.5,a b ec.s
() o1 x 1

ec. ec.a . b ec. § .
[ S m—t

Supponiam infatti che questa proprieta si adempia e sus-
sista nel caso di un pumero m— 1 di simili equazioni e di
altrettante incognite. Dalle (1) eliminando la » si hanno le

o

seguenti di numero m—1

(@ab—ab)i+(@ac—ac)r+eciar—ar)s =—as—as
1o erx “ie ona o o T 0 e

o

—z ¢ Iz -r-e[:.—i—'(a
a m—

(& b—a ) +(
o m—1 1 \ mei 0 0 met

r r %
m—1 0 Lo 0 met

=a S—as
m—i 0 O m=1

E proseguendo in queste I’ eliminazione , se ne traggan dun-
que per ipotesi i valori

x

B
v ec. &

Sostituiti questi nella prima delle (1), e posto per brevitd

S=bB~+ ch +ec. ec. +r R
Tomo XXII. a4
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si ottiene

as o+ _VS_ A onde x=
Ora dal modo, sécondo il quale si & formato V ed §,& facile
il dedurre che st I"nna clhie Paltra di queste quantitd risulta
moltiplicata e divisibile quindi esattamente per .zu.'["m.lu per-
cid .__a;&: A, ne viene xﬁ:% ,ove A e V sono ciascuna
)

funzioni intere dei coefMoienti delle (1) Ma tali pure si sono
supposte B, C, ec. R: dunque I’ enunciata proprieti si adem-
pie altresi per m equasioni ed incagnite: cosicchd sussistendo
essa, come pud verificarsi, nel caso di due cquazioni , sussi-
sterd quindi anche nel caso di tre, quindi anche per quattie,
o jufine per un qualunque numero 7 di equazioni lineari e
& incognite. In questo semplice teorema tuttd si racchinde
1* analisi lineare, ed io mi accingo a svilupparnela.

3. Poiche dalla scambiovole permutazione degli @ nei
coeflicienti & per le equazioni (1) la z cangiasi nella = ¢
questa in quella, corrispondentemente A dovrit cangiarsi in
B e Bin A, senza 1-ig|mrda al seguno. Avvertasi perd che il
ocomune denominatore ¥ & una funzione di tuttii coefficienti
a, by 0., r la quale nella scambievole permutazione di due
qualunque fra essi non mutandosi’ di-assoluta quantitd, mu-
tasi nondimeno di segno, come tosto si scorge per dne eqna-
sioni ed incognite: appartiene ciod V a quelle che Iillustre
analista Cauchy denomina funzioni alternate, anzi ha la forma
della pitt semplice di esse qual & a=b. In conseguenza di
ohe, titenuto nelle (2) che V abbia sempre lo stesso valore
positivo, sotto I’ indicata permutazione. scambievole A si can-
gerh propriamente in — D e B in —A. Oltre a cio avendosi
identicamente

—=aA+bBa4rCtec+rR
o o o o
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se ne deduce

3) V=

A, A4b Betec G+ 0. +r R

E qnui si osservi che, dipendentemente dal modo praticato in
formarlo, il denominatore V non contiene alcuno deir termini
ché tai termini contenendosi in ciaseu-

L =1

no dei numerato

A, B, G ec. R, nella funzione 2 A+b B+ec,
i 0
=+ 7 R doyranno elidersi da s¢ i termini affetti das ,s5. ec.,s
a 1*7a 1
¢ solo vi resterd, come fattore dell’intera quantitd, ¢ . Qnanto
o
infine ai numeratori A, B,ec. R, scorgesi facilmente che cia-
scun d’essi cangiasi in V, senza mutazione di segno, solo dal
permutarsi li 5, 5, 5, ec. s in una specie dei coeflicienti
o et

a, bu, ec. r; e che nell'inversa permutazione V cangerebhesi
&
rispettivamente in uno di guelli. B per esempio V si cangeri
in A, sostituendo nel primo 898, ec s inluogoe rispetti-
1 it

vamente di ¢, @, ec. @ 3 oppure in B, surrogando s
ol s o o
5, €C, 8 ab,b,ec.b ;e cosi via discorrendo.
A L ket & i v . .
4. Date pertanto le m equazioni lineari colle m incognite
erse & , T ec. 4 5 fino a che i noti coeffi a b ec:
CEE, m—t o' o

F ,§ig €C. ec. non avranno particulm'i valori e saranno af-
o

fatto indipendenti fia loro, si otterrd sempre dall’ eliminazio-
ne ciascuna incognita, e sussisteranno g (2), in ecui A, B,
G, ec. R, V sono quantitd generali bensi o algebriche, ma
pienamente determinate. Sotto questa condizione e in questo
punto di vista ci si offre generalmente e propriamente 1'anal
dei problemi determinati di 1.° grado. Ma quando pure si ab-
no 7 incognite e altrettante equazioni diverse di 1.°grado
fra esse, dipendentemente dai particolari valori dei coefficienti
numerici ¢ dalle relazioni che pe risultano, puo accadere uno

isi

de’ seguenti casi: 1.% che i rapporli%, L | ec. conservino

v
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ciascuno un valor finito e determinato, nel qual caso ’analisi
e il problema saranno bensi dererminati, ma particolarmente:
2.” che una o pilt delle quantita A, B, ec., R diventi nulla;
¢ allora insieme annullandosi una o pitt delle incognite, e
yimanendo lo stesso numero m di equazioni, quindi maggiore
di quello delle altre incognite, per queste |” analisi e il pro-
blema sard piucché determinato. Percid inversamente un pro-
blema piucché determinato puod riguardarsi in gencrale come
un caso di analisi determinata, ove fra m incognite un nu-
mero m' di esse abbia per ciascuna il valore zero; e perché
in particolare la soluzione sia possibile e tutte le m equa-
zioni fra le m—m' incognite siano soddisfatte, e non si con-
traddicano a vicenda, & necessario che (ra i coefficienti a s

SOPRA L’ ANALIST LINEARE €C.

b oec.r,5,a ec. €c. sussistano le m' relazioni A=
a o

B
ciascuna un valor finito, si trovi

. ce. ec: 3.2 che A, B, C, ec., R conservando tutte e
veoe V=o; nel qual caso

ciascuna delle incoguite ha la forma = ¢ sigaifica l'impos-

sibilita del problema per tutte le incognite a un tempo. E
tale & 1" espressione della quantita immaginaria semplice o di
primo grado; vale a dir essa ¢ costituita nella forma che ap-
pellasi dell’ infinito, la quale offre in sé "assurdo ‘e la con-
traddizione di un rapporto che non pud come tale sussistere;
poiché non pud aversi relazione calcolabile se non fra cose
della medesima natura; ed essendo A di upa data specie qua-
lunque, astratta o concreta, lo zero non & di alcuna specie ,
né concreta né astratta: 4." che insieme a V=o; si abbia
A=o, B=o0, ec., onde ciascuna delle incognite prenda la for-
ma %; ¢ dovranno prenderla tuttea un tempo; affinche per

una delle A, B, ec. R che non fosse = o, il problema non
sia impossibile, come nel caso 3.° precedente. E in questo

caso di tutte le incognite eguali ciascuna a - si ha propria-

mente ¢ generalmente a rivolgere I’analisi indeterminata dei
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problemi lineavi. Quindi I’ analisi indeterminata & anch’ essa
un caso pumcolare dell’ analisi determinata; e cosi, pei pro-
blemi di 1.° grado, tutto si riduce a considerar un numero di
equazioni eguale a quello delle incognite, coll’ unica distin-
zione, dal determinato generale agli altri casi, che i coefficienti
numerici delle m equazioni sieno fra loro indipendenti, op-
pure vincolati da relazioni particolari. Ora veniamo allo svi-
luppo dell’ analisi lineare nei differenti casi avvertiti, Jimitan-
doci colla Memoria presente alla parte dei problemi determi-
nati e piucché determinati.

§ I
Analisi lineare determinata.

5. Tutta I’arte del calcolo per la determinazione di m
incognite da m equazioni di 1.° grado, a coefficienti sciolti e
indipendenti fra loro, consiste, per 1’eliminazione e per le
cose premesse, nella formazione di una solamente fra le quan-
tita A, B, ec., R: perocché trovata una di queste, se ne de-
duce di segnito ciascun’ altra mediante la rispettiva e vicen-
devole permutazione di alouni dei coefficienti a, lan, e,

a , ec. fra loro, cangiato il segno a calcolo finito, ¢ se ne ha
i

dipoi V per la (3), ovvero dalla permutazione reciproca degli
a negli s per la sola A, o dei & negli s per la sola B, o ana-
logamente per ciascun’ altra (nnm. 3. ). Posto cio ed elimi-
nata dalle (1) la = 2 nelle m —1 equazioni che ne demranu
indichiamo per bu:nla i coefficienti di esse con & ,c d €c.

L i b ec,; onde abbiasi
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a a 7 s
b x+4c¢ x4d xpeccHr a
0l 10 0-a o =0 o me

a & a a
b & +c zed xotecotr x
s o 3 1+ m—

a a a P
b z4c x-4d  zAeCAT oz = 2
i —a 3 m—3 3 Mt =i M2

Del pari eliminando & dalle precedenti m— 1, e chiamando
3 s

¢,d,ec s, c ec. ec inuovi coefficienti delle risnltanti
o Ciier

m—2 equazioni, si avrd

b ] 3

]
¢ x4d xAeCHr T s
o TR e T o “mel o
b 3 3
¢ z-d z-ectr
{ B Tl e T

I3 ‘b B
% ~d  wkec.+r .z
' m—33 =3 m

m—3

E cosi proseguendo a eliminar successivamente le incogpite, e

e ¢ P o ° G

indicando i coefficienti successivi con & , e, § , d ec;
o o

d e : o :
£, 86, §, €, ec. e, siarriverd infine all’equazione
o o

quindi sard

)

e le m incognite ne verranno tutte determinate. Non trattasi
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dunque piit se non di formare coi coefficienti primitivi a_,
4 Fa {
b, ec. s, a, e ecc il valore di 5.
o o 1 o
6. Per meglio conoscere la compasizione del valor prece-
a
dente di R, osserviamo quella dei successivi termini by
s g ec. ec 8i ha pertanto, dopo le sostituzioni € riduzioni

opportune,

b : a 55 o
= =) — ;
el et D e el
a b a b
—a bc +a boc)s
5% “mm3 T et Y0 "' 70

H & b a b a
¢ —s b e—sbc 4+s bl
m=3 "1 m—30 % 0 m=3 m—1 00
J“__ b ey o
Bl Feb g dm—q'_“; G du—a: a’e dnx—:(
o B0
+a b cd—abca’, +a.bc
1 “m—a Yo e
a b e b
+a b cd —a bed
3% "o Tm=g m—1 o0 o
L e
) s bl a b o
o sbed —sbhe dv-nsbcd
R e e S R
«
Sgibioel d—s b c 8_4"'591’:,""; 34,
a e
-|-sbcd —s  bed
3% %o Cogl Tm—1 600
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ab ¢

e nbdbli abd ¢ 4 d
= a [

ety he e e b c Al st i g
ab ¢ d ab cd a ko @

+abe de—abcde +4abcd e

P Cn=3% % "1 s %t mms 1 a0 med o

d a bod a b e

~abecde —ab cde—abecde
xaenma)xm—acucznlx-mi

ab o 4 g bed e b e °
+a b° <, dm_‘eo-o-a: ccndu s oo bncm_acl

ab sd a b e d a b ed
-szcnri e, —abecd e—abecde

o0 1w

80 O P 4 0 o g b

ab ¢
-/ sbede —sbecd e—sbudc
PR T T I B B T ) m—5
ab  ed b ¢ a
+slblcm_3d°ca—sib=codle "'Sb"'dHn |
ab ocd o ab o d
5, bie d e —s b cdoe—:bcde o

d at ¢ d a b i T
+sbr.d e-gbiede —shao de b
m—t o' a0 3 0 m—b a0 m=3 09
Qb e ab e d 2 ddc 4
—_— —_
ybede —abod o tbiede

ab ¢d
+s bede
m—1"0 0.0 0

e cosi di seguito. Si concepisce tosto come derivino e slt.mn-

b
pcnuano similmente le une dalle altre le funzioni &= sy § by

.x . 5 ec., e ordinando Pultimo sviluppo qui esposto secondo
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i coefficienti s ed a, facilmente se ne ravviserebbe la forma-
sione successiva nel numero, nei segni o nella singola specie
dei termini, ciascun de’ quali & di m dimensioni nella funzio-

ne s'= R. Piii semplicemente perd e piti presto si scorge la
o

formazione medesima nel modo che segue.
7. Pongasi

(6) R=X:—Ya
S

indicando con X la funzione ﬂagli @ e con Y la fanzion®
o o
degli s nel valore di R. Con X ) rapprcsnntisi la X', ove
o
siano permutati gli aneglis, e el pari con YQ * Ja funzione

Yo permutando in essa gli s negli @ rispettivamente. 8i ha

(Ja")

il ovvero. ¥ =X

@ X

° o

a 1 aa s
Pongasi ancora.... X = Xa=Yh,ore X indica una funzione
:
e e o L AN
dib,b,ec,b ,eY unafunzione dia,a,ec,a
gl m—a’ x o Ai—

(5,
e sin qui pure XI )

L a
la funzione X permutati entro essa &
i o s 3

inag, b ina,ec,? ina ,eY la funzione Y
2’ “a 3 me—a e 1 '

+ . . a . L . a

nella quale si permuti @ ind,a, inb,ec,a ink
5 N e Nt p—t - m—

8i avra

(Fhay) _a (a,,0") B
X "*=Y, ovvero Y ° =X.
B 1 1

Ehx da 3 ¢
Faceiasi di nuovo....X =X & — Y ¢ , intendendo per X una
ARty a

Tomo XXII. a5
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. Ligh oy b i : silgica
funzione di ¢, ¢, ec. ¢ e per Y una funzione di 4, b,
o Y M3 s a 3
4 B ) | o A
ecbi L oeiain XD la funzione X allorché in essa can-
i a
a b a 2 a
st = : : : o Fin-
giasi ¢ in b e in b ec o in B, significats Iin
LR )
versa operaziong in Y con ¥ . Sard
a
b .a @ b
epdy) ¥ {
X " *=Y, ovvero Y
o

£ a

a b
Lt e

3 &

L i W
X e—Y,d , colle simili permutazioni
f o

¢
Parimente posto X
si ottiene

b

(29,F) ¥ YI::, !
= ovvero
3t 3

- A LT S o
E similmente fatto X=X d—Y ¢, si ha
80 e g S

d o e 4
(e5ds) & (da,87)
{ = X =X 5
4 Y4, ovvero " 43

e cosi di seguito. Pertanto, sostituendo le poste funzioni suc-
cessivamente nella (6), avremo
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a 3 a (2:9)
B) B=X s—Y a=X s—X &
T e

(x

o

(@9 ¥ (38,) 1)
—X a=(X a—X " b mX(“a
o e, oo

Il

(X b-—Y c)a

b’,a)a 3
Lot b).r—X:‘”aa
of o o

o

I

(. :5 ) & 2%, %
((x b"_x”‘ e '“”’.r)“),—_x(”}a
el joesb i,

b e
a (n‘,bﬂ) b (I;‘,a_‘: a (a,4)
= ((‘; c—Y )z,’_xﬂ c)a—X b)s—X "a
Eb (ad) o a (,Jb w)a
(( o—X, ”d}b s oja—% " )s
(@39
—X a
(u,d‘) d b ‘,cj ¢ a : a:; b
(((x L R x ap— c)a,

: (#%a,) @ (@)
2 -x v? o)u—X a
of ST G

; e
s n 'Vr.l’ ) p i (4%, v“ Y @

=( NG S )",-Xmis 7 )Z--ec)
_X(“)J] 7.E 5‘71

8. & manifesta di qui la legge, onde formasi s: ossia R.
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Imperocché risalendo al primo dall’ ultimo precedente valore
di R, si ha tosto e semplicemente

p o hE) m
4 3 =
(9) X =

e poscia facilmente si troverd

Lﬁfﬂi) L p bopy

m—3 n4,""Y,

Gy, g ms Temiip iew abem P

xm—g = b= 13"’!!) g ja_ ),

(1.‘ Tt
[ )pl (i u—x lz ]q

[ie n =iy "JP—(‘ n—-in!P]q

(¥%,a)

¢ cosi di mano in mano, fino a X 5 supposto che i coef-
-

ficienti dell’ incogpite nell’ equazions (1) s indichino per or-
dine, dall’nltimo al primo, colle lettere r, ¢, p, 1, L iy b ec.
Se pongasi ad esempio m =6, si avrd

oo dayd s @y e
(id) n—('((x i, )c!—en.) b

d hal)
e colle sostituzioni successive di e per X ,dl rl per X ' Yeci,
o1

s¢ ne ricaverd il valore (5) di s B 'lnlccedenn,mr.‘nta svilup-

pato ¢ in cui facciasi m=06. E qui osserviamo che il primo
elemento, a cosi dire, di Redel valore dell’ incognita T

& la quantitd q , tisultandone da immediata e acmphca per-
i
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o A . Iy
mutazione il secondo p , e con regolare andamento i termini
a
o elementi consécutivi. Ma la proprieth essenziale o caratte-
ristica della soluzione di un problema lineare determinato si
& la forma stessa Xsoh«‘fa di R, e consiste nella derivazione
o
per semplice permutazione di ¥ da X, di una metd dei ter-
mini di X dall’altra, ¢ cosi via discorrendo; lo che pero &
naturale consegnenza del metodo usato di eliminazione.
9. Resta che determiniamo i valori delle quantitd com-
= a b o Ll et
pendiate 5, ¢ ,(f, ec., espressi pei coefficienti 2,5 , ¢, ec.,
o’ "o’

7, a ec. ec. dell’ equazioni (1). Osserviamo percid che si ha
o’ 7y

dall” eliminazione

a
b=a b—"5 a;
Coa T

b=a b—1b a;
] 2"

d de —ecd  ec
=4 o m=3 o m—3"
B0 . . .
& osserviamo pure che dalle b, 4, ec. si deducono rispetti-
o' Tx
a a ; :
vamente le ¢ , ¢ , ec., permutando nelle prime & in ¢; e pa-

5
rimenteled , d ec. derivano dalle ¢, e permutando in
o Ty
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queste le ¢ in d, e cosi di seguito. Quindi tutto il problema |

e e a

si risolve nella forma e nel valore delle funzioni &, & , ec.
oF 1

Pongasi per brevita

b=ab—b a =(a,b)
o

a c—e a°=(a,c)
d= b c—e b =(bc)
ec. ec.
Si ha da queste relazioni
(11) (a:8) == (B, a); (B )=~ (6, &); ec.
ed inoltre fra otto coefficientia , Eza, e do,a’,ec.sussistono
le formole di semplificazione o riduzione
(e B)ed) + (bead) = (a.c)bud)
(b.a)led) + (cb)ad) = (c.a)(bd)
(1)) + () = (asclidl)
(Ba)(dse) + (c.)dut) = c.a)(b)
(b)) + (blad) = (a)Ood)
(@h)(ed) + (e da) = (a.0)(0:d)

(13)

delle quali avverandosi identicamente o per se la prima, le
altre ne vengono per le (1), Similmente per abbreviazione
pongasi
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(o) = (bd)e {b-0)d, = (bl
(13)
(exd)a — (a.d)e =+ (ase)d = (a.cod)

ec. ec. ec. ec,

le quali potrebbero anche scriversi con segni tutti positivi
nel modo seguente

(e:d)b = (d2)o = (B.e)d = (Bre:d)
(C,d):za-t- (d ,a)cn+ (u,r}d2= (ase,d)
ec. ec. ec. ec.

ove nel 1.° membro ciascun termine deriva dal precedente
con ordine e concatenazione costante di lettere; ma torna
piu comodo attenersi ai segni alternati e alla forma delle (13).
In quest’ ultima posizione di quantith si effettuano pure le
seguenti permutazioni e relazioni

(14) +(bresd)=+ (eud Y=+ ()= —(dsc ) =— (bodse)=—(c,b.d)
ec. ec. ec. EC. ec.
e si vedri essere ancora
(@.c.d)(b.c.e)—(ac.e)(bioud)=+ (a:b.c)c.d.e)
(15) (@.0,€)(0,.d)—(a,b,d)(b.c.€)= ~-(a.b,c)(e.d.B)
(a:be)(ac d)—(a.b,d)(a.c.0)=—(a:0.0)(@:d.e)
0. ec. ec.

delle quali una sussistendo e avverandosi per sé, le altre ne
derivan per le (r4). Pin oltre si faccia
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(), —(b ,d,e)ca-i-(r‘)hc,e)ds—{ln,c‘d)e =llede)

(g (c,a!,eJas—(a Jdse)e 3+{a,a,e)als—(a,s,d]a?'=fa Jcid'e)
ec. ec. ec. ec. |
Similmente
(17) (e )b —bodief Je bS] M —(bedfle ﬁ(hs:d,e)f,‘
=(byesdotsf)

¢ cosi successivamente ; adempiendosi poi anche nelle (16),
(17), ec. propricti o relazioni analoghe alle (11) e (12), (14),
e (15).

10. 8i ha ora e si trova dalle premesse considerazioni
e formole {

m—1 =t
b =ba -— a

m—a o me—1 om0

b
cm_'3=[(b,c]am_14(n,c)bm_‘—o-(rx,ﬁ)cm_[] a

(18) d‘m _=lbedia_ ~luedt +Hadde,
—(a.,b,p)dw_l][a,b)n’a
£ =lbedels,_—wedals_Hobdde,

—(ab ,c,e]zlmt*—(a.b‘c,d:lcm_)l(a,b,c)(a Lyat .
ec. ec. ec.

E manifesta la formazione progressiva o la legze di questi va-
Tori che possono continuarsi fin all” ultimo coefliciente r delle

. e . . . g8k
incognite nelle date equazioni. Riguardo ai valori b,b, cc.
o1
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¢, ¢, ec., essi contengonsi nei precedenti (18),in questi ba-
o
stando porre, in luogo di m rispettivamente, gl’indici 1, 2,

3 cc., eavvertendo che nei secondi membri non si cangiano
fuorche 2 , b ¢ ec.; onde sard per esempio
i’ ey’ “mer

a
eoz[(b,c,d;e)a‘i-—- (n,c,d:e)b“-f- (a.,t':,d,e)r:q—- (a,b,c,ejd'!

+(ab.c.d)e 4](a,b,c,}(a,b)"‘aq4=(a,,b,e,d,e](a;b,c)(u,b)‘a:.

Quindi ancora, essendo r,g.2.7, Z ec. gli ultimi coeffi-
cienti delle incognite, avremo

q

r=[edecra  — (aodecaab e ..

(19) Elabiesceq)r  Nabies.p)ades... .l)'..‘.(r,-,b)'m_“i.cz;m-a
[a,b,z:,.,.r)(a,b,c,....p](a,b,c,....!)‘(...{a,b}’Ma S

©

valendo nello sviluppo del primo fattore di il segno + dell’
o

ultimo termine per m dispari e il = per m pari e non am-
mettendo le potenze negative del 2 nei fattori susseguenti,
Cosi abbiam eziandio immediatamente ottenuto il valore di
V, denominator comune delle incognite, attesa la ().

1. Trovati i valori diR e V, formiam ora quelli di A, B, ec.
Q; onde ne sia esplicitamente determinata ciascuna incognita,
e cid (come si disse num. 3) mediante le reciproche per-
mautazioni dei coefficienti @, & . ec. A tal uopo richiamiamo

)
il valore (8) di R; ed essendo indifferente che la prima in-
cognita dell’” equazioni (1) a sinistra sia piuttosto la £ che
una delle altre = s % ,€c., supponiam che prima diventi snc-
'

cessivamente la %, la z, ec Ritenuto nel resto l'ordine delle

Tomo XXII. 26
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precedenti operazio avri
i o (as1)
i R=X s—X &
o’ ‘o
s {5)
=X s—=X b
te a1 B
3 (€14}
(20) =X ¢+—X ¢
2% a

‘:r 4:9)
_‘(m_ 8 —_ q,

L) q u
denotando con X , X , ec. X quello che diviene X col
s m—a )
permutar successivamente a in&,in € ee., in g e inver-
o o o
samente. Dagli m—1 valori di R, permutando in essi ciascuna
snccessivamente delle @, & , ec. g _in T ciascuna delle a,
o o o

isulteranno i valori di

b,ec. g inr, ec. e viceversa,
; T

— A, —B, ec. — Q; onde sard

r (red)
=—X s +X r
L AR e

T (>0
==X s +X r
T oG MR
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Ora essendo V; = Aa - -+ BB -+ Ce €0 =+ Rr , e i termini s
non cun(enendon né in V, né in alcuna delle funzioni X >

3 . 3 i ) .
X, ec, Xt , dovra identicamente sussistere 1 equazione
' o

(r8) (ra) (rs) () (C)
(22) X a+X b+X c+ecX g—X a=o
i Ppitishen s R o m—ado” "o o

¢ resterd pit semplicemente
a - 2 - r
(28) V=X r—(X z+Xb+X c+eotrX  g)

altra Bapressmne del valore di V che in fondo & la stessa delle
(3) (4) e (rg),e riuscir deve una funzione alternata dei coeffi-
cienti @ .4 , ec. r,a, ec.

o o %

12. Nel fin qui esposto e nelle precedenti formole tutta
si raccoglie la generaliti e lo sviluppo dell’Analisi lineare
determinata; poiché, senza ammettere particolari valori e re-
lazioni dei termini 5, 5 ec. ¢ dei coefficienti a, bhec.r ,

a ec. delle incognite, uguali in numero alle equazioni (1) »
3

abbiam trovato ed espresso il valore di ciascuna incognita.
Niuno, ¢h’io sappia, degli Autori e Trattati di Algebra ele-
meutare, offré tale generalitd e sviluppo sino a formarne il
valor esplscun dell’una o dell’ altra di m incognite dedotto
da m equazioni di 1.° grado. Il Gramer aveva bs!lsl ravvisata
nell’ equazioni lineari a qualunque numere d’incogoite la re-
gola generale per formar il valore di ciascuna d’esse coi dati
loro coefficienti, e stabili ben anche le avvertenze circa i
segni dei termini che costituiscono il numeratore e il deno-
minatore di quella; ma egli non fondd questa regola che su
Ia semplice induzione, dall’ osservare cioé la forma del valor
delle incognite nel caso che il numero m sia di due o tre
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soltanto (*). Per la risoluzione di simili equazioni Eulero segue
il metodo di eliminazione che dicesi di confronto, e consiste
nell’ ugnagliar fra loro successivamente i valori di una stessa
incognita ricavati dall’equazioni diverse; ma sebbene un tal
metodo possa praticarsi, qualunque sia il numero delle inco-
gnite, ove nondimeno sia questo maggiore di tre, avverte il
medesimo Eulero che I'nsar di quello esiggerebbe calcoli
grandemente prolissi, e propone percid di ricorrere ne’ casi
particolari ad artificj e mezzi di abbreviamento , de’ quali
egli era si fecondo ed elegante inventore (**). Non trascura
il Ruffini di spiegar il metodo di eliminazione ¢ giovasi all®
uopo degli apici per facilitare colle permutazioni la deduzione
del valore di un’incogaita da quello di un®altra; su di che
anzi egli aggiunge una regola pratica per formar immediata-
mente il valore di ciascuna incognita , risparmiandosenc il
processo ¢ la fatica dell’eliminazione: ma questa regola ezian-
dio diviene assai complicata e brigosa oltre il numero tre
delle incognite, onde I’Autore si limitd a indicarla nei primi
casi di due e ditre incognite (***). Frattanto I'esimio Geome-
tra Cauchy, cui tanto deve 1’ analisi moderna in ogni parte,
dalla pitt elementare alla pii trascendente, ha proposto e di-
mostrato un metodo elegantissimo, col quale il valore di una
qualunque delle 7 incognite dell’ equazioni (1) formasi per
un semplice cangiamento di algoritmo, ¢ senza bisogno aleuno
di eliminazione. Il qual metodo per avventura non essendo a
tutti noto, io mi reco a pregio di qui riferirlo brevemente.

13. 8i consideri la piii semplice delle funzioni alternate
in riguardo ai numeri a, b, ¢, ec.,r ¢ chiamata II tale fun-
zione, sia percid

af)  M=(b.a)(c—a)(c=b) {g=1).

X(g—a)lg—b)g—c]

(") V. Introdution & Vanalyse des lignes courbes. Appendico. Note 1% pag. 658,
() Elemens d"Algibro, par Enlor, trad. do I'Allemand, T. L §. 615,
(**%) Rufini. Algebra clemencare, pag. 97.
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Esegnito il prodotto del 2. membro, se ne lm un polinomio,

m=—a mer

cizscun termine del quale ha la forma a" 4" ¢"....q
variando perd ne’ diversi termini I’ esponente di ciascuna let-
tera fra 0 ed m—r1, e distruggendosi a dne a due i termini
per la permutazione reciproca di due lettere in uno di essi
e non nell’ altro. Se ora gli esponenti si cangino in apici,
ovvero in indici situati al basso di ciascuna lettera, e si chiami
A quello che allora diviene la funzione I1, sard A un aggre-
gato di termini della forma a b c

.r ,che avrd le
m—t

stesse proprietd di IT relativamente alla permutazione delle
Inttere. E vorri dire, per natura delle funzioni alternate, che
se in tutti i termini della A permutasi una delle lettere in
un’ altra senza vicendevolmente permutarvi questa in quella,
necessariamente ne verri A=o. Facciasi

(25) A=A a+A o+ A ga-+ec.+A
ERe e T TS

o
e quindi
A b+Ab+Abtec.+A b =0
e i e Gy it ez
(26) Ae+A oA ctect+A o =o
G R S i Smes
P i s T
i R w1 m—1

ognuna delle quali sussiste identicamente. Ora moltiplicata la
prima delle (1) per A la seconda per A 2 ec.; I’ ultima per

Am_,, e sommando nnsnemc totti i proﬂam, in conseguenza
delle (25) e (26) si ottiene
Ar=A s+A s-+ec +A R
O B m—

1 e
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¢ percid
o e T
7 -

ove il numeratore non & altro che A, cangiati in questo sol-
tanto gli @ negli s, come indica la (25). Poiché dunque ik
A, effettuando il prodotto (34), ¢ a prodotto eseguito sost
tuendo gl* indiel o, 1, 3,...m—1 agli esponenti della stessa
cifra, potrd il valore z rappresentarsi come segue:

(28) x_.(-’—')lﬁ-'l'—al-‘-‘4-'1‘10'”&)(:'_'- (3—=r)
' = (s fe—alle— ) A g g —ONg—2)-g—T)

¢ questo chiama il Gauchy un valor simbolico dell’incognita,
non sussistendo esso difatti se. non colle accennate condizio-
ni (*).E dopo cid sard facile il persuadersi che la funzione A
secondo il Cauchy non & altro che il comune denominatore
delle incoguite ayvertito da Cramer ¢ la quantitd V sempli-
ficata della mia solnzione: se non che formar dovendosi questa
A o V dall’ aggregato dei termini, di numero 1.2.3
condo tutte le situazioni degl’indici o, 1, 2.
di essi,come @ boe . o di pin richiedendosi una

e
speciale avvertenza sul segno di ciascun termine, mi sembra
che nell’effettiva e pratica solnzione dei problemi tornar possa
pitt spedita ed esente da shagli la composizione del valor delle
incognite nel modo per me dichiarato. Proponiamocene ad
esempio la risoluzi quazioni che richiederebbe di
calcolar nel polinomio A settecento e venti terminis il qual
esempio potrd servire in Astronomia nel caso che abbiansi,
per opposizioni osservate, le sei equagioni lineari fra le cer-
cate correzioni agli elementi elittiei di un pianeta.
14. Siano dunque le cquazioni proposte

di sei

(%) V. Gours d'Analyse de I'Ecols Royals Polytechnique 1. partie. Ch. L. pag
278y ot 1a Notw IV pags 821
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sale, ma nel quarto di non ebbi reazione alcalina di sorte al-
cuna, e cosi ne’suceessivi sino al ventesimo quarto giorno, in
cui al primo tuffarsi della carta arrossata apparve incontanente
la tinta azzurra. Questa differenza di tempo occorso ne’ due
sali diversi per avere lo stesso effetto ol palesa che I' energia
dell’ azione chimica adoperata dalla calce anidra nel carbonato
sodico anidro sta a quella della calce verso il carbonato po-
tassico:: G: 1. E siccome il carbonato sodico vuole dodici
giorni per darci il coloramento citrino della soluzione, cosi
qualora I azione chimica dal cominciamento dell’ esperienza
sino al termine di ln'ovlnrl‘r: la reazione alcalina, e da questo
sino alla generazione del color citrino avesse proceduto di
pari passo, avremmo dovuto avere, nello sperimento col sale
potassico, I’ apparizione del color citrino dopo 72 giorni dal
sio cominciamento, ma in contrario ci venne veduto soli 16
giorni dopo la reazione alcalina, che vale a dire 4o giorni
dopo che I’ esperienza fu. instituita. Questo fatto adunque di-
mostra che quell’ azione chimica ch’ & nulla, od al tutto im-
percettibile all’ atto della mescolanza & che vienc appresso
manifestandosi con procedimento lentissimo, subitoche perviene
a tanto di energia da rendersi chiaramente visibile, allora va
innanzi con forza assai maggiore e pii vigorosa. Questo fatto
si pubd accertare anche in altra modo si mel sale potassico
che nel sodico, tenendo conto, ciod, della quantiti di aleali
puro contenuto nella soluzione aleoolica al momento ch’ essa
ci la reazione alealina e paragonandola poscia alla quantitd
contenuta nella soluzione citrina.

Tutta questa differenza di azione notata, che adopera la
calee anidra nei due sali, non potendo dipendere, come a
biamo accennato precedentemente, dalla differente affinitd,
onde I’ acido carbonico ¢ rattenuto dai due alcali, essa dee
percid venire da altra qualiti specifica di ciascuno di essi, e
potrebhe essere 1" opposta affinitd che palesano per 1" acqua
messi a contatto dell’ aria ambiente. Io sono certamente. lon-
tano dal presumere di poter qui render ragione di qual maniera
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& 2 4b x4 x4d v 46 z+f 2 =3
L R R e e I T e o
8 x+b x+ecx+d x+ex+fr.=s
o e R R e B T T
a @ +b 1+cx+z.!x,+e z+f.-:=:
a, :+bz+csz+rlgz+ex+f::—.f3

aﬁr-(-b .r+c4r+d4r}+e414+fz 5

a4,z b -6 %t T, x+f51.-5_:

Prepariamo le quantitd come segue
(ad)=a b —a b
560 e
we)=a ¢ —a
AR

(ad) =a, dq —a.d

(@.8) = g ao e
(ef)=a, /=1,
(b:c) = B oo = f'u <,
Gd)=bd—1bd

(29) (be)= b‘ i l’o e,
wh=0,7-5,7,
(ed=¢c d —é d
(ese) = o e —c e
(f)=c f,—c f
(@ =4,

@ =2f—df

(ef)=e f—c,f

e —d e
O alhageat




(30)
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(@b )= (b,c]a.: = (as0)b ~+ (ab)e,

(asbid)=(b,d)a,— (@b, + (@b)d,
(esbie) = (Bre)e,— (a,2)f,+ (adle,
(enf) = (0:f )3~ (@:f o, + (@,
(a..d) = (e.d)a, —(a:d Je+ (a,c)da
(a,ci8) = (c,e)ex= —(ase)e, + (a.,c}en
(a:2:f)= (e:)a, — (@ fe, + (az)f,
(eide) = (s, — (), (o,
(a:d:f) = (d,f)s,— (@), =+ (@:d)f,
(aef) = (e,ﬁan —_ (agf‘}en+ (ae) j;
(o) = (et — (budle, + (1),
() = (el = (atle, + Orcle
(breof) = (eif )b — (b:f)e, + (),
(Bsdse) = (dse)l, — (Be)d + (bd)e,
(6,2 )= (o )b, — (Bof ), + (B f
(bief) = (o1, = (e, + (B0,
(e.die) = (d,e}c= — (o), + (cxd)e,
(eadf) = (e, — (e, + (oA,
(csf) = (e e, — (ele, + (e,
(def) = (ef)d, — (@f)e, + (del]
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(a,ll,c,d]:(b,c,d)aSH(a,c,d)bS+(a,&,d]c3—(a.j,c)a‘s

(a.b.c.e)=(b0e)a —(@c.e)byt(abrele,—(a:bicle,
(@b f)=(bicf)a—(ac /)bt (abfle—(abe)f,
(@ brdsel=(bd ) —(asile)b +{abe)d ~(ab d)e,
(ab-dfj=(bsdf)a;—(ad f )b+ (@b f )d —~(ad A,
(@bsef)=(bseof)a;—(@se;fb,+(a,bof Jo—(abme)f,
(@seide)=(e.dse)a,—(adse)e +(a:0.0)d,—(ase.d)e,
(B1)  (aedf)=le.dfa—(ad:f Jep{acs)d—(ac.d)f,
(@scsef)=(c.ef)a—(ae. e +Hac fle,—(acielf,
(e fy=(dse-fla,—(ase:f i Hadf)e,~(ade)f,
(bede)=(ed,e)b,—(Bue)e +(b0.0)— (B0,
Gsesdsf)=lo:dof Yo, —(bsdof JeH-(b.of )~ (Bieid)f;
(eef)=(ceef)b—(bserfJe (Dot f Je,—(bicie)f,
(budse.f)=(de ), —(bs0:)d b, flo,— (Bl

(e ,e,f):(d,e‘f}cs—(c,eJJda-@-(c,deea—(c,d,e}fa
Tomo XXII. 7
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(mbedid) = (biedhele,— (aediell + (@bdsle,

— (abie.e)d foa (a,b,c,d)c4

(asbesdof) = (I;.‘c,d,f;a‘;— (a,o,(lJJb4+ (n,b;l,ﬂerq

-_ (mb_,c.ﬂd“-o- (a,b,r:,d]fq

(@bycsef) = (b,c,e.f)mq— (a,c,e.j’)la“-v- (u:,.‘;,a.j')c’i

. (a,a‘),c,\ﬂeq-»- (a,b,c,elf;

(32)  (ahidesf) = Bdesfla— e o (@b,

— (@b e+ (aibidelf,

(ase.dief) = {c,d,c:fjaé— (adef)e+ (a,c,e.f)z{_}

- (a,r,d,ﬂeq-)— (a,c,d,e}_ﬂ

(hedied) =(edelp— (bdesfle,+ (beedd,
—(beidfle,+ Bedlf,.

Con questi valori si otterrd
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cu=[(b_,c)a1— (a,c)bg+(a.b)c:] e

b
o = {lhele— (el (o e ],
S=llba — @b+ (able]a,

a

c=((le)a— (@ap+ (a2,

d=[(bedia—(awedb Ha b de —(abe)d o) ®
(36) dj:[(b,c,d]:z“—(a,::,dJb4+(a.)la,djc4—(a,b,c)d4](a,b)a;

Ll (@b ) ~(whod Jlab)a *

cj:[(b,c,d,e)m4— (el o+ (@bdele— (@i,
o6, +(¢z,b,c;d)c4](a,b,c](x,b}'aﬂi
¢ =[(bie.die)a— (a el + (abidele —(abs.eld,
Habesd)e J(ah.c)ab)at
e finalmente
Fi={besdef o= (asdieif Yo+ (@ bdesfle—~{adcf)d,
(37) +labedofe—(abecdefJabed)abe)(abla®
={asb.cidse.f)ahie.d)abe)(ab)a ‘=Y.

Dalla quale, permutando gli f negli s, ricavasi
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s =(bedesa—(@cdebHabdese ~abees)d,
(38) Hab,eudsle—(abe.de)s abed) (@bl abfa?
=(ab.c:des)(abiod)abc) (aba *=F,
onde
(39) s=f= (ahadies)

5 = [kedef)”

Per la scomparsa del comune fattore (g,b,g,dj(a,b,c)’[a,g)mon

il valore cosi ottenuto di EA ridotto algebraicamente a’ mi-

3 e percio nelle applicazioni particolari ¢ nume-
sempre di antepotlo al risultamento dell’elimina-
zione ordinaria, quando il numero delle incognite sia maggiore
di tre. Dal medesimo valore, mediante le reciproche permu-
tazioni di £ in e, in d, ec., in @, si ticaveranno quelll delle

altre incoguite x 5 %y €0y e, ponendo attenzione ai segni, si

trovera facilmente in questo modo

Mabed fin) .'r.‘ — D __(aberfis),
T abedef) ‘V_ @hodef)’

= (ahadaf)? i W

bdiafs) | B {emidinf)
= abaden)

15. I chiara di presente laregola e operazione pili sem-
plice da seguirsi per comporre i cercati valori (39) e (4o).
Nascono questi e si formano come viene indicato dalle (37) e
(38), le quali derivano e si compongono successivamente dalle
(29): (30), (31).e (32). Si cominciera quindi il calcolo dalle
quindici formole (29), che sono il fondamento delle altre, e
ciascuna delle quali entra quattro volte nelle (30), corrispon-
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dentemente per esempio ai prodotti della (a,0) per o dz, €
f. Ciascuna similmente delle (3c) ripetesi tre volte nelle (31),

a
corrispondentemente ai prodotti di una, come (a.b.c), per ognu-
no dei coefficienti d!a’ea’f:‘;' E del pari ciascuna delle (31) si
ripete due volte nelle (32), contemplandosi in queste i dne
prodotti di (a.5,c) per 94,)’4. Da tutto cid si riconosce il mo-
do per giungere speditamente alla formazione e al valore delle
sei incognite. Il numero dei termini da calcolarsi nelle {29),
(3c), (31) e (32) &in tutto di cent'ottanta, val a dire la quarta
parte di quello che richiederebbesi per comporre distintamente
ciascuno dei prodotti @ & ¢ d. eqf costitnenti la mostra V, o
013348

la A del Cauchy.

16. Concludiamo dalle precedenti considerazioni che in
generale si ha il valore delle 7 incoguite dell’ equazioni (1)
espresso per le formule

2 = lahesegs.

-t (Wbiesee-gur) T3

o Geeeg)

v (@boeeigr)

kS

valendo nell’ ultima il segno + per m dispari e il — per m
pari. Questa forma o rappresentazione parmi la pii semplice
che possa darsi, nen occorrendo che di scrivere i coefficienti
coll” ordine alfabetico progressivo; e lo sviluppo di tal forma,
sino ad averne il valor esplicito ¢ determinato di ciascuna
incognita, procede sempre a un modo, né richiede altre av-
vertenze fuorché di conservar i segni alternativamente - —
ai termini successivi, e di scendere gradatamente dagl’ indici
pitt elevati agl’ inferiori. Nel caso per esempio di tre sole
incognite T & LT, ritenuti i coefficienti @, &, ¢, 5 come so-

pra, si ha

faba) . P ) I — thew)
LT @t BT T wha Tk
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o sviluppando

(s 9 Ho b,
3 Trea,—{aeiiHabe,

(e, 913, —taun)e +(be)s,

T Tl e,

(o= e, +b, 0,
th:)nm—(u;ba-.-u,m;

¢ in fine

Gy =) e (e, —o) b et —aby)s,

5 Ty Rt o Pt P = o) e

(0, 4y = €1,) 0,= (8, 3, = a5} 6, 0,0, =D 8.} 3,

I O XA DX e T A L CR AN

ol (gx"o— ‘u"|”1— &, Jn—an‘J o+ (blno =k,

x 7
T T e OO R LR TR R LR N

Questi ultimi sono i precisi yalori che i troyano mediante
I* eliminazione; ma essi ci sono qui scaturiti da una forma e
proprietd che & generale.

17. Tale & dunque la soluzione generale, completa ed
esplicita dei problemi lincari determinati. Per un solo caso
particolare supponiamo i coefficienti di nna delle incognite
uguali rispettivamente al termine noto dell* equazioni (1); &
sia per esempio

r=1s5 r=sjecr gy,
A R m—t_m—i

s
Ne viene di conseguenza ( num. 7.)

r (r,s) z (rs1) r
G ¢

= 5 Loy

o o B T )
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amate quindi le (21), (22) e (23), da esse tosto si deduce
, € ciascuno degli altri numeratori A, B, G, ec., Q eguale
a zero; per lo che sard

x =TI e zx=
o

E gia, dall’ essere in questo caso x
be anche altramente dover annullar:

= 1, si conchindereb-

ciascuna delle altre in-

cognite; poiché le equazioni (1) rid dosi pel supp alle
4 x b %4 wrecCbg & =0
CIR R g B o e
@ x+4b x-4c xeccHg T =0
i R &3 © s

ec, ec. ec. cc.

queste non posson sussistere per valori liberi e qualunque

siano dei coefficienti a, bﬂ, ec., a meno che non sia x=0;

% =0; ¥ =0; ec. Divise dunque le equazioni (1), ciascuna

rispettivamente pel suo termine noto, e riuscendone qualunque

ogni rapporto n’_c' = ec.,si ha la proprietd che le equazioni
a to

V¥ x +c z4ecotx =1
x0+ ° 1 o & 5 =1

z +b x4 2 ecw =1
o i R -

' x4b  wd mereodx =1
m—1 O me—t f me—l 8 1
riduconsi necessariamente alla sola z 1.
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§ 1.

Analisi lineare pincché determinata.

18, Abbiansi m equazioni, m—m' incognite. Queste deter-
minate da un numero m—m' di quelle, se gli ottenuti valori
delle incognite sostitaiti nelle restanti m’equazioni le rendano
identicamente soddisfatte, il problema sard possibile e risoluto:
in caso diverso il problema & assurdo e impossibile. Quindi, o un
numero m'di_condizioni del prablema pincché determinato ri-
sulta identico alle altre m—m' condizioni, e percid inutile, o le
m' condizioni contraddicono alle m—m', e il problema & assurdo.
Tal & il comune ragionamento su la natura e risoluzione dei
problemi piucché determinati di 1.° grado, e in & il discorso &
giustissimo. Ma quali sono i criterj analitici e le generali formole
da considerarsi per riconoscere se sussista I uno o Faltro dei
due casi, Uinutilitd o Passurditd di aleune condizioni, Ecco cid
che a mio avviso deriva e pud dedursi ancora dall” analisi
precedente, onde I’ analisi lineare pincché determinata imme-
diatamente congiungesi a quella dei problemi determinati,
anzi & in essa compresa come suo caso particolare.

19. Siano in prima le incognite di numero m—1, ed m
le equazioni. Ritenute per questo e pei seguenti casi le equa-
zioni (1), potremo in esse considerare che una delle m inco-
goite, per esempio la x .+ sia =o. In conseguenza di cio

li m coefficienti della z, ciog r M@0 s, restano quan-

titd indeterminate, o pmuosm arbltrarle. Ma g!l altri coeffi-
cienti non sono pitt affatto indipendenti fra loro, come nell®
analisi determinata; peracché avendosi R=o, per questa re-
lazione uno di tali coefficienti diviene funzione degli aleri, B
si avverta pure che li 7 non entrano per nulla, dipendente-
mente dall” eliminazione , in R, Ora se dall’ equazione R=0
prendasi il valore di un coefficiente, per esempio di s e si

sostituisca in A, B, C, ec. ), dopo tale sostituzione tutti gli
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altri coeflicienti che restano in A, B, ec., Q saranno fra loro
indipendenti, e i valori delle incognite & 28 4 00, X

m—z""n o

5
si troveranno reali e soddisfatti, come in un problema lineare

1
det

Pertanto richiamato dalla (1g) il valore di rq,

o
ossia di V, che cangiasi in quello di K colla permutazione
di rin s, ed ommesso il fattor comune di R e V, si ha

R=(a.b.c.d.e..q:5)

=(bodec.gsle  —(acdecgs)p  —ecE(ab.cdsec.q)
percid
(41) s

(Bedsec.)a,

ey (E0deC g )b e,

Me=T ﬂ:(ﬁldy’-'!m"ﬂ
Questo & il valore da sostituire in ciascuna delle seguenti
Q =— (abie, ec. porys)

(42) P =+ (a6, ec. nyg,r.5)

A= (B ec.npigris)

valendo sempre il segno superiore per m dispari e Vinferiore
per m pari. Nel denominatore V non avviene alcun cambia-
mento, non contenendosi in esso lis; ma tanto in esso, come
in ciascuno dei numeratori Q, P, ec., A abbiamo le arbitra-
rie quantitd, 7 di numero, ToTsec.r le quali gioveran-

no a semplificar le-espressioni. Pongasi a cagion d’ esempio
=o ciascuno delli 7, r ec., uno eccettuato; mentre se tutti
o

e

trebb’ esser qualunque, distruggendosi non pertanto i termini

R R N At s e quindi_pongasi 7 = 1.
=

fossero nulli, I* incognita =5 che si & supposta =

2 x
o m—i' 1 me—t m—1 m—1

8e ora si osserva che tutti i termini dello svolgimento di @,
P, ec; A e di V contenendo uno delli » debben per ipotesi
Tomo XXII. a8

s
e

=0

1
i
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annullarsi, meno quelli moltiplicati per r  , si vedra facil-
m—1

mente risultarne

Q== (a.b.c.ecp.s)

P==x (a‘b,c,ea.niq;s)
A= (b,c,ecln.;:,'q‘s)
V=xx{ab.c;ec..p.q)
“col segno superiore pet m dispari: o & quanto dire si avra
U=Z(bceops)a _ —(aceops)b  +ec.
:(.:,,b,c,ec:,_p)sr_l_m 1
(43) P==[(boecngs)a  —lacecnqgslp  -ec

Habeomgs 1

{(c.ecnp.g ,s}'bm__a—(b,ec 7D, ;rj,s)cm_ !+'em
Flbecenpgls, |

V=beecqle,  —(acecq)h  -eo.
{a.bic.ec .p).;rm_J ii

e quindi
= A |

€0 & =T
2

g
zo=iw T

e AT g
Né & difficile il vedere che i valori (43) sono tali, quali si
avrebbero per eliminazione dalle prime date e di numero m—1
equazionij e sussistendo con essila (41) il problema ne verra
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sciolto & men ripugnante colla emmesima equazion data. Ma
i valori (42) di Q, P, ec, A, che racchiudon s ed i coef-

m—1
ficienti r , r, ec. 7, sono percid appunto pilt generali de-
i —1
gli oltimi,

20. Siano m di numero le equazioni ed m—a2 le inco-
guite. Oltre la = si potrd supporre anche la » =o.
: mi—1 ‘m—a

Quindi per le R=0, Q=0 sard

(b,c,ac.q.s)am_l — (a,c.e0. g,s)bm_‘ ~+ec. =(a,b,¢,ec.4)

§
m—1

— el ==(a. » =
{Il,cyec.p_,r,i)ﬂm“ (fl,ﬂ,Lch,ryfjbm_l+ec ==(a.b.e ec p,r)sm_‘

per mezzo delle quali determineremo tosto due coefficienti,
per esempio s, r _, ed avremo
=1 1

= = (Jt,c,ut‘g.s)an_J—(a,c,u:‘g,r]bm_,i-m.
m—1 = byoreg)
__ Gosepria,  —(eegopnil, e Hadeep,
m—r

Habeseop)

ove nella seconda si ponga il valore di s tratto dalla pri-
S

ma. E piu semplicemente, avendo. fatta =o ciascuna delle
arbitrarie r , r , ec; r elar 1, 8i ricavera s dalla
o’ 1 m—3 * m—3

Q=0 e si avrd

(44) s e, —leesopib,_ved .
s Efabor00.p)

= o anche ciascuna delle arbitrari % .
elle arbitrarie ¢, ¢, ec. ¢ e
la g =1 se ne dedurra
oy




220 Sorni L7ANALISI LINEARE €0.
T e
P _..:L'{a.,b;cgcmu,r)—_l(b,c,ec.n.,;]am_s--(a,c,ecn,:}&m _gee

i[a,b,c,ec.ﬂ)sm_gl

=mabecolps)=Fbecopsle  —(acecpsb ec.

i(a:l',c,ec.p)rm_a] 2

(43) © :

‘=zk(b,e,e0.1,p,) :n,;»,:)bm_a—(b,ec.ng:,s)z: g €0

(e

£ Z(besecpls ]

V'=z=(a,b,c.ec. 1))5-_'::(b,c,ecg:)am _;:,_(“15’“'.”)5,,, e
i{a,b,c,ec.ra)pma]

e saranno le incognite

X %
= o0 a=1,
)

. tT

P
=T A, ST

e per m equazioni ed m—3 incog
cora & =0y si dedurrd dalla P'=o. .

e (boeenla, e=(aceensl, gec.

(46) e

medT T apeen
'onde fatto ciascuno dei p ,p . p,; ec. P eguale a zero e

P_g= iy 8 avid
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N"=zz{a.b.e.ce.ls)= =£[(b,c.ec l,s)am_é—(as,c,ec.i’,s]bm_q-f-ec.

) il

{3 PR

"= (b,0,ec.n5)

[(c,es.rz,:)bm_é—(b,cn‘JJ,s)gm‘_"+ ec.
.—.:{b,c;ec.n):mq]
V'=zx(a.b,c,ec. n)==x[(b,c.ec.n)a o (a.0.ecm)b H+ ec.

G

A

o = %, ee. &=
Ed estendendo il discorso ad m equazioni ed m—m' incogui-
te, se ne determinerapno i valori di s .5 ,ec. s 3
m=1" “mea O
© si otterranno come sopra i numeratori e il denominator co-
mune delle m — m' incognite, i quali gid non sono che i
valori di esse dedotti dalle prime date m—m' equazioni e
che, sostituiti nelle restanti m' equazioni., debbon soddisfare
al dato valore dei coefficienti s ;s yecis . mon ins
1’ “m—a i
dipendenti fra loro come tutti gli altri.
2r. Ma per abbracciare la massima generalith e per in-
cludere nei valori delle incognite li m' coefficienti che dipen-
dono dagli altri, poniamo per brevitd

Elabeee g)=o ; Fabcecps)=8 ; labicsecn.gs=y;

abse.ecpri=a ; 2=(a,b.c.ecpsi= l;i(tz.,,b,c.t:cu,r,f)n

(48) =={a.b.c.ec.n.q,r)=a s {abyeec.ng,s) =03 5 (@:bscsec )=

={b.crec.q.0) a _s=(bed, ec.q,'s)q.‘?m_n:‘r_(b,c e .p,}-,s):ym_] ;
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In conseguenza di cid avremo
R=a s ~+7 ~+EC.+,
o Tl aﬂ '?m—l /0 Pm—l pn &

= -ec. a
Q= e R T ey

(o) " P=a s B o kg g Fecchp

Ben itk oy “eC.+y 1

g e PR AT e R

ove i coefficientidis  ,¢ ,ec.a  non sono tatti sciolti
el T e

fra loro; ma si ha &', —{:’ﬂ-, ‘Ba =13 7=y 00 Essendo

pertanto m di numero le equazioni (1) ed m—m' le incognite,
potremo supporre = o ciascuna delle ' ultime incognite nelle
m equazioni, ossia potrd farsi v oy = O3 GO
sicché avrassi R=Q=P. o, ¢ quindi le (49) porgeranno un
numero m' di equazioni ‘per determinar un egual numero di
coefficienti s~ .7 .q. ,ec Indicate percid con =5 |

o e L e

i

— Gy =0y BC. =g le somme dei termini che nelle (49)
' a !

non contengono alcuna delle m' quantita s 4 Tyt B si
et

avranno le seguenti equazioni

aﬂ 5m_'~|- ‘?u 7m—-l+
8 =
a s B r + e Pl

1 m—1 1 m—1

(50) a, sm_l‘-!»l?E T

q

et =t

a §
et m—1

e se ne ricaverd
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C,
o

Vo

ec.

B
P peifiy 0 . —
B = s T i =

Li quali valori di s, r , ec., sostituiti nei numeratori
m—1’ et

e nel denominator comune V delle m—m' incognite, le ren-
deranno di necessitd soddisfatte e sussistenti, generalmente
parlando.

22. Le equazioni (50) sono un caso speciale di analisi
lineare determinata; poiché in ognuna di esse manca una delle
ricereate quontita 1, ¢, ec. e lasola s ritrovasi in

1’ L et m—t

tutte. Per ottener in questo caso col nostro metodo sopra
esposto i valori di A, B , ec. VD delle (51), scriviamo le (50)

come segue

@ s+

o =1 o m—

q (-i-c‘)‘c P, ren=r

qm—|+ a‘l

@ e

a s 48
e i

dalle quali viene

(53) (a8, ec.o)

Go: =+=(a.3,0.ec.0)
ec. ec.
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col segno superiore o inferiore, secondo che m' & dispari o
pari. Convien perd ayvertire LIIB negli sv:!uppn delle (53)
debbon mettersi le quantita segnate d’accento §' ,:r ,(?' 4€0: y .
& jec.d’ 42 BC e che a sviluppo compiuto deve farsi ﬁ 3

’.70 .
regolaritd manifesta.
23, Ora, per un esempio, snssistano-le sei equazioni del
num. 14, ma colle sole tre incognite z ., ,x ;e sard que-
o a7 e

Enz 7 oo b|= r3e cosi di scgu;to, con

sto come il supporre nelle equazioni stesse TS

Avendosi quindi ' =E=D=o, dai valori di queste quantitd

recati nel detto numero si trae, per determinar o f;, e

an:—(a,b,c,dl,c}; 8= +abeds)s y = —(@,bc.e.5); ec
(54) a=-+(abedf); 8 =—labedss y=+abe.fs)s ec.

a==(ab.ce;f); § =+labo.es) ¥ =—labef); ec

o =—{ledes)elacd b —{obdese Habeesd
(53) o= (bedifus)a—lawd:f)b +labdfs)e ~ahbofs)d,
—{bees fs)aHascef )b —{abie.f sle.

a

Formate percio le tre equazioni
as -t-ﬁ f+y e, =0,
(56) a '§c+ ﬂ, fa-!—‘;"l e =0
et R

si avrd da esse
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S L e
ST N mr 2 )

—  (oy.0)

67) = @
B (570}

ST @R

E sviluppando, col porre infine ﬁ'o 03 7 ﬁu',g—'l=n,$i troveri

V,le, B, 6)5,4,6, 1,
A (o, 0,0, 88,0, 1,
(8) ,
B=la,0,a, 0 )8 +lo,0.~a, )y,

C=la, crceaiu 0 )8 —a, o—a, a')ﬁg‘

Dipoi sostituiti questi valosi di e, £, s negli sviluppi di 4,

B, C, V del num. 14, ne risulteranno le tre incognite

determinate da tutte insieme le date sei equazioni lineari; e
i coefficienti di esse, che compongono A, B, G, V, tutti sa-
ranno indipendenti fra loro, come nel caso del problema lis
neare determinato e generale. Tnoltre di questi coefficienti
sedici sono totalmente arbitrarj, e sono essi j'c,f[, €c. jq,
e yeec. end,d ec. d. E generalmente essendo m di nu-
ol ¢ et 5

mero le equazioni; m—m' le incognite, nei valori di queste
formati col metodo precedente si avrd unmumero m(m—1)==1t
di coefficienti' da determinarsi a placere.

Tomo XXII. 29
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a4. Pertanto vei problemi lineari pit che determinati,
affinche Iment: i & non ripugnino insieme le
m condizioni o equazioni fra le m—m' incognite, & duopo che
il termine noto o sia tale da soddisfare la prima delle (31),

eouale ciod alla funzione degli altri termini o coefficicnti in-
2 4

" A, . . e
dicata da _VL-, ¢ inoltre che opportunamente si assegni il va-

o

lore ad un numero m'—3 dei coefficienti arbitrarj, introdotti

dal considerar nulle ' incognite nelle m equagioni , e val a

dire chesi prendano r 5 g, €c. tali da soddisfarne le
i’ dmes

(51) susseguenti. Dopo di che nei valori delle m—m' incognite
effettive del problema resteranno ancora le quantita o i coel-
ficienti arbitrarj in numero di m/(m—1)-+1. Queste condizioni
soddisfatte, potrebbe accadere che la soluzione o il problema
fosse tuttavia non trattabile © assurdo; ma cid avverrebbe
particolarmente e in conseguenza dei valori speciali numerici
attribuiti ai termini e cocfficienti noti dell’equazioni, qualora
ne risultasse eguale a zero 1'una o Paltra delle quantitd V
il qual caso verrd in appresso esaminato. In riguardo

e \"u
poi alle condizioni o equazioni del problema pidi chie deter-
minata che sono dette superflue o inutili, quando non vipo-
gnano colle altre, e che realmente non servono che a confer-
mar i valori delle incognite tratti dalle ultime , tntto cio &
yero finché si considerano e distingnonsi le quantitd del pro-
blema in date e incognite; nel qual caso tornerebbe anche
svantaggi oV plicato il metodo prece-
dente di formar il valore di ciascuna incognita, traendolo da
tutte insieme le uqmzinni proposte, come di necessita deve
farsi_nei problemi determinati, Ma se lo quantita si distin-
guano e si considerino altre variabili, ed altre costanti, ¢ si
vicerchi di esprimere quelle per queste, allora nelle applica~
zioni dell” analisi_pit che determinata & di molta importanza
il tener conto di tutte lo equazioni e di farle tutte comcor-
rere nel valore di ogni vafiabile. Imperocché le costanti es-
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sendo somministrate dalle osservazioni, e rinscendo percio al-
terate o affette dai piceioli errori probabili dell’ osservatore
& degli strumenti, coll’aumentare il numero delle osservazioni,
e quindi anche quello delle equazioni di condizione impiegate
nel caleolo di ci variabile, diminuisce error probabile
finale del risultamento. Quindi ancora in tal caso le costanti
arbitratie, che abbiam riconosciute nella generale soluzione
del problema lineare piti che determinato, possono per avven-
tura utilmente adoperarsi all'oggetto di scemar Uinfluenza de-
gli errori primitivi e proprj delle osservazioni nelle quantiti
calcolate che ne derivano, come a tal fine giova la correzione
o il metodo de’ minimi quadrati, Riserhandoci ad altra ocea-
sione di entrar in queste indagini nlteriori, proseguiremo in
una seconda Memoria lo sviluppo dell’Analisi lineare dietro i
principj nella presente dichiarati.




