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MEMORIA

DEL SIGNOR MARCHESE LUIGI RANGONI

Rivevnta adi 29 Ottobre 1834.

Il soggetto di questa Memoria fu gid da me trattato altrove (*),
pero in modo assai diverso da quello che mi propongo ora di
seguire. Derivai allora, almeno per la massima parte, le for-
mole generali che mi venne fatto di stabilire dai principj del
Calcolo delle fanzioni generatrici; ma mi fu in seguito facile
Payvedermi che potevano bastare i metodi dell’Algebra comune
per giungere talvolta anche pit semplicemente agli stessi ri-
sultati. Percid gindicai opportuno di ripetere per altra via le
stesse ricerche coll'intendimento di renderne pin elementare
il processo, e dotarne di pit facile evidenza le conseguenze,
Cosi presentando sotto un aspetto pure alquanto diverso le
espressioni prese ad esame, spero di aver potuto conciliare alle
formole quindi ottenute quell’assenso chie per una parte non
costi molta fatica, e per Ialtra giovi ad estenderne le utili appli-
cazioni, Abbracciando poi tali formole tutti i casi e le condizio-

(") Veggui In Memoria pubblicata vel 1857 sulla Decomposizions ¢ Trasfor-
masiaite delle fanzioni algcbrichs frazionarie inserita ol T. L. delle Memoria della
R. Accademia di Scienze, Letters ¢ d'Arti di Modena.

Tomo XXI. g




66 Suiza Decodrosizione ece.
ni diverse secondo le quali pud essere proposta una espressione
algebrica frazionaria razionale, quando special si

i fattori anclie semplici del suo denominatore, credo che per
esse venga a perfezionarsi il lavoro da- me dato nella Memoria
inserita fra quelle dell’ Accademia Modenese, nella quale forse
venne ommessa qualche particolare considerazione cui ho dato
luogo nella presente. Pertanto Je applicazioni delle formole
stesse alla decomposizione di una data frazione sembra che
sempre meglio possano raccomandarsi non meno per la loro
varieti, che facilmente si rileva, quanto per quella semplicith
clie a differenza di ogni altro metodo conosciuto le riduce a
pure sostituzioni, ed operazioni numeriche.

1. L7 espressione generale della frazione che ha per nu-
meratore nu polinomio qualunque in 2 con coeflicienti costanti,
@ per denominatore un altro polinomio analogo ed in cui la
pitt alta potenza di x superi almeno di un’uaitd la pit alta
potenza di » nel numeratore, pud, quando per z—a,—a', ece.

(Bl i St STt 5
z—a si indichino i fattori di prime grado del denomina-

tore, rappresentarsi per

q 4 /ot il
T ey -ysz]Hec +c[[+_ﬂ+p ~eeetp! 1 i-v-}H—pH—coc +p' 1
(=]
) b (n—3) p
£ (x—) (g=l) < oo (F=i )

nella quale le G, C, ecc. abbiano un valore qualunque, com-
preso anche lo zero, & le ¢, p, p'ecc. sieno numeri interi e
positivi qualunque, ed in parte pure possano essere eguali
allo zero. Trattasi quindi di risolverla o decomporla in altre
pit semplici, locchi perd importando soverchia complicazione
a farsi nella sua maggiore generalitd, richiede che cid si operi
in tutte quelle speciali generalita che corrispondono alle di-
verse supposizioni che essa pud ammettere. Se quindi suppon-

(=t
=ece.=p:

gasi primieramente ¢ = p=j = I espressio-

ne generale proposta diviene
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(n) n
oz

(I) B v C-Clz4-C >

H{z—ama’

o, ritenuto perd

Variando la supposizione col porre g
1)

© come prima, prende essa Valtra forma

{n—1) n—1
(a) C+-Oz+OntccetG

(== . 3 5

):o, siavra la forma
(p=1) p—:

® GOl pUarracet- O 8

7 s

(x—a)
la quale, se si pongano = o i coefficienti costanti tranne uno,
prende la forma

(_(") r
3
LRSS T e —
(z—a)
in cui r pud essere un numero qualungue <p fino a zero
inclusivamente.
Se anche nell’ espressione gencrale proposta si ponga
B (1 ;
p=p'=cce.=p i o0, essa prenderd la forma
{gep—1) gp=1
(5) e
S R g P
& (g—a)
la quale, supponendo nulli i coeflicienti costanti del numera-
tore tranne uno, si riduce all’ altra
) r
(i g A LR
(6) L,
> (r=a)
in cui sempie r< g +p, e pud anche giungere ad esser ze-
ro. Panendo poi nella stessa cspressione generale
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pl=ecc. :p‘"’"’: o la formola riesce

(prp=) prpi—t
G oot O %
GpCetloreed® 2,

(7)

Era
(7=—a) (2=s))
e pitt sempliccmente

Mnr
z

(e e e =

' 2
() (i

che abbraccia tutti i casi di =0, ¢ dir < p-+p'. Si potreb-
bero ora con nuove supposizioni estendere molto piit le for-
me speciali che derivano dall’espressione generale proposta
aumentando anche il numero de’ fattori del denominatore; ma
siccome, secondo cid che si vedri in seguito, le regole che si
trovano per la decomposizione della frazione che ha la forma
7 d a quella di qualunque altra frazione. analoga
che abbia nel denominatore un maggior numero di fattori ,
cosi basterd limitarsi alla considerazione ulteriore della forma

(ppp'—1) pp+pl=1
-+ UL 2ot eo0.+C x :F-FP ?

.

(g SERERE: T
(z—a) (z—) (z—a")
e della pilt semplice

) r
o) o x

5 ? 7
(x=—a) (:v—u'}p (z=—a")

che ben facilmente si vede come nascano dalla generale. Al-
tre due forme nascerebbero pure dal fare nell’espressione ge-

u (m—1, = - =
nerale p'=p"= ecc.=p - o, e dal sopprimere in seguito
tutti i termini del numeratore tranne uno, che riuscirebbe al

i @
solito espresso per ¢, ave pero sarebbe r=o, e sempre
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r<q+p-+p; ma Te stesse forme sono: date col solo cam-
biamento di qualche lettera che non influisce, perche di ge-
nerale rappresentazione e col porre nelle (g), (10) a=o0. Resta
indi soltanto ad avvertirsi che 1’ espressione generale pro-
posta si riferisce alla supp che tutti si i fat-
tori del denominatore, nel qual caso come pure si vedri, se
ne ottiene la completa decomposizione. Non cosi avviene quan-
do I’ ostacolo dell’ irresolubilitd in geverale delle equazioni
superiori al quarto grado impedisca il conoscere tutti i fatto-
zi di un poli che sia il d i di una data fra-
zione, Allora se niun fattore possa conoscersi, la decomposi-
zione, come & evidente, sari impossibile, e quando se ne co-
noscano aleuni, essa soltanto avra luogo , come si vedrd par-
zialmente ed in corrispondenza ai fattori conosciuti. Quindi
una frazione algebrica qualunque soggetta a tale condizione
potrd rappresentarsi per

e Al et)
ce. —
o [ P ) phploscenty et
(r) s B
(n—3)
(n—2)p (m) &

P : (]
(x=a) (z=a) wufr=a ) ([D++Dz+D'r*scctD = )
cambiando nell® espressione generale propasta p{h') in m, e
(n=1)

sostitnendo al fattore (;c—a("_)np

il polinomio
l)+D’:c+D“a:’+ecc.+D(mJ:.—m, che si suppone risultare dal pro-
dotto di fattori tutti sconosciuti. Supposto poi anche
A iy TS ) B B

(m—1) m—t
(12) CCrtCmboce+C

% i P
Det-Digt-DeecesD =

la quale & indecomponibile. Variando perd I'ipotesi riguardo
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al polinomio D+D‘:¢+ecc.+D‘mJ:‘:m, & supponendo che esso
sia il prodotto di altri due o pit polinomj tutti di grado su-
periore al quarto, ayri pur luogo una decomposizione della
frazione della forma (12) limitata al ritrovamento di altrettan-
te frazioni pit semplici che abbinno per rispettivi denomina-
tori 1 fattori stessi, ed equivalgano nella loro somma alla fra-
gione proposta come & facile dimostrare.

s, Prendendo ora a considerare primieramento 1 espres-
sione (1) dell” articolo precedente si pud stabilire 1’ equazione

s X 2
ik S IS i A
ittt e e
Mz )dza ) &0

in cui A, A, ece. AM sono costanti da determinarsi, le quali
realmente si determinano avendosi percio, levate dalla propo-
cta le frazioni, altrettante incognite quante equazioni. Molti-
plicando quindi la proposta stessa per &, poi fatto ¥=0, si ha

o
S = *

—a. —al = g00. —a

¢ moltiplicandola per #—a, € fatto w=a st ha pure

mn
O Clat Gl tee 4+ a
A
{a—a )

A=

a{gmaYam—"
Gon metodo analogo si trovera il valore delle altre costanti A",

[\'”,wc.A("),e poich? ciascun termine delsecondo membro dell’e-
quazione proposta, se si eccettui il primo, pud rappresentarsi per
{r)

A e S
= esprimendo per (r) generalmente un numero d’ apici

2
non < 1, & mon < 1, i avrd sempre per ogni caso partico-
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. L0 v ; ¢ 3
tare il valore di A7 dall espressione del primo membro dell
. . ol o o I . .
equazione stessa sostituendovi @ in luogo di @, e soppri-

. : e (—1) o
mendo nel denominatore di essa il fattore z—a ), Sia aca-
gion d’ esempio 1’ equazione

A A AV
= o) — = e T
che confrontata colla proposta di G=17, C'=5, C'=3, ed

a=—a, a'=— 1. L espressione generale trovata per A da

, e la sostituzione successiva di — 2,

in questo caso A

a

ne-Sraednt
FHzra)ar)

— 1 in luogo di z mella f ne , considerando co-
me non esistenti rispettivamente i fattori x+-2, x-+1, produce

— 5, onde finalmente

1 i
L

9
Gt e " EF

H|n

Se ora si istitnisca I” equazione analoga alla precedente, cioé

{n—1) m—1 o
it A Mgl
(=)

(g—a)(zmd)lr—a )

C+Clx+0f

A A
e O i e
S i oo =1
-

di cui il primo membro & I’ espressione (a) dell’ articolo 1.°
& facile a vedersi pel detto che ognuna delle costanti

o

3 [T e e i e il
A, Aljece A sard rispettivamente cid che diviene il pri-
mo membro dell” equazione stessa, se in esso si ponga succes-

(n—3)

sivamente a, a',ecc.a in luogo di z, soppressi prima e

= 2 i (A1) a0
corrispondentemente i fattori 2—a, 2—a',..... x—a . Siha
quindi la regola sicura per decomporre una frazione della for-
ma data dall’® espressione (2) dell’articolo 1. in altrettante
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frazioni semplici quanti sono i fattori di primo grado del suo
denominatore. Cosi se: venga proposta la frazione

1—Br—r 0 oY N AT
= _1‘—|+x-vn+:(+-‘i’

==

si avrd, ponendo nel primo membro di essa 1 in luogo di ,

soppresso prima il fattore z — 1, A =Ts ; e ponendo 2 in

luogo di @, soppresso il fattore x—a, A'=— 2. Da ultimo

soppresso il fattore x -+ 3, e fatto & === 3, si ha pure

R ¢
A== ed in conseguenza:

1=dr—zt T G
“b=gara a0 \z—1 a2 T3’

3. Trattisi ora di risolvere 1’ equazione:

(p—1) p—1
[ A

i P
(z—a) (s} (=)

ossia di determinarne le costanti A, A', ece. AT con el si
ottiene la pitt semplice decomposizione dell” espressione (3)
dell’ articolo 1. che & il primo membro dell’ equazione stessa.
E facile a vedersi che avendosi da questa, levate le frazioni ,

N " o ‘ (p=1
altrettante incognite quante equazioni, saranne le A,A'ece.A

sempre determinabili, come si rende sensibile nell’uso del
metodo ordinario de’ coefficienti indeterminati con cui, perd
anclie con caloolo sommamente brigoso e prolisso, si ritrova-
no ne’ casi particolari. A determinarli perd generalmente non
uno & il metodo che pud seguirsi; ma quello. che agli altri
sembra preferibile, consiste nel prendere primieramente a
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{nr
2 = che ¢ la(4) dellarticolo. 1

(w=—a)

risolvere l'espression , giac-

SR . e :
che Gz in cui r pud prendere tutti i valori da o fino a
p—1 inclusivamente pe’ due estremi, rappresenta tutti i ter-
(=) p==t
St B T s ol
mini del nella frazione ————— "+

7 s
(z—a)
sione sviluppata di

e quindi quando siasi rinvenuta I’ espry
Jr
S

, variandola dentro i limiti di r, e raccogliendone i ri-
(s

sultamenti in somma ordinata secondo le potenze di -

avra 1’ espressione (3) dell’articolo 1.° decomposta in altret-
tante frazioni pitt semplici, cioé co’ numeratori costanti, quan-
te sono le unitd in p. Gid posto essendo

(] (]
€ x G g
== = (a(z—a))=
(r=a)  (r—a)
()
r —
7 ( & +r{z—a)a
(w—a)
rirt 3 g
-+ "—;;"—“)- —afa eoc.+Hz—a) ):
o a e '
G ( AR T ’-r-ccc.-i-A—-r);
(z=a) (z=a) (x—a) (z—a)
i r
: i g . Oz .
se &l ponga ora nell’espressione trovata di successiva-
(z—a)

mente r=o, r

» ecc. r=p—r, sommando i risultamenti, ed
5 A
ordinando per rapporto alle potenze di i

Tomo XXI. 10
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74
iy
D s i s r |

P
(x—a)

b
(r—a) (=g}

ecc. le somme dei coefficienti

rappresentando per A, A',

parziali delle potenze di —

Ad ottenere perd in modo diretto 1’ espressione generale
() . 0
di A'che pud rappresentare ognuna delle costanti A, A, ecc.

1 N = B
i A% Giova richiamare 1’ equazione

W r =t P
C« 7 a a rir—1) & T } '
et =l = cpne=r) 3

7 7 = s = =
(x—a) (5—a) (z=a) {x—a) (z=a)

o ponendo 7+ n in-luogo di r:
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(rn) 1+ rn retni—1

5 ‘"M)(——“ +(r+n)——77H
{x=—a)

(x=—a)

(z—a)f
s
L (eeniran—z) a (rbn)rn—t)rrn—) a

=) 3 —
(x=—a) (Zm—a)

ren—3

3 +ecc.

n
rn){rkn—1).clikt) @
et k] ) ) et
Tadr p—r

s
(@=a) (w=af

Ora se si supponga r--r posto dentro i limiti inclusivi di o,

p—1, ¢ si rifletta che i) rappresenta generalmente

1 coef:

ficiente di

nello sviluppo della frazione

P
(x—a)

o
e S

(=a)

secondo le potenze di z—a, ¢ che percid deve essere la som-

ma de’ coefficienti di ——— nello sviluppo parziale di
(x—a)
o (B T
C = C )a' ece ks
TH | e e i gl
(x=a) (w7} (a=a)

se ne inferisce facilmente che, se nel coefficiente
(=+7) (r- 1), z i -
O e e, S qnello di——-—— nellosvilup-
BB =
(#—a)

(r+n) rn
x

po di

.81 ponga successivamente n= 0, 7= 1, 6cc.
(x—a) Y
n=p=—r—1, sommando i risultamenti, si ha
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! N e S e ] ‘
(r+3)

-+ #——‘*33":;"”’” G @+ ece.

Da questa espressione risultano quindi, posto snocessiva-
mente r=o, r=1, ecc. r=p—1i, i coefficienti dello sviluppo di
una {razione qualungue della forma dell” espressione (3) dell”
articolo 1." Sia per esempio proposta la frazione

o (e, . (o) PP I
¥

N AN
T e

(=

L’ espressione di A avendosi in questo caso p=3, a
= —a, C=0, O'=1, d&, fatto r=0, A=—a+9=7;
3, A'= 1. Sard dunque

\ Y
H fatto r=

bl Py
il (=,

come puo verifica

4. Prima & inoltrare nella decomposizione delle fra- |
sioni ¢ d nopo qui dimostrare a guisa di lemmi due propo-
sizioni che saranno di molto uso mel seguito. Colla prima si

asserisce che supposti al solito 7, r numeri interi si ha sem-
pre 1" equazione
plpenlpha) .. (prr=y) _ plpridpea) . -« (perr=a) )
AT B S =)

{ p1)p{p1 ) ptr=3) +(p—1l(P—l!F--frPh—4)+EcB+l
a8 (1) [ ) g
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Per provarlo si riflette primieramente essere

(1) v Fpttylpbr—1) _ (peihplptidoelpbrms) o plpoteadpia).c (ptr—a)
TaB.ur LA T8, (rm=)

come & manifesto per un facile artificio di calcolo. Ora se si

indica per Fﬁ . I” espressione ”f""';‘},""”'*w‘f;'), sard
Gl g
= =t
Hoosecs
Pt

poiche riguardo a queste tre espressioni & manifesto non es-
sere la seconda, che la prima in cui siasi sostituito p—1 ap,
e la terza non essere che la prima in cui siasi cambiato rin
r—r. Si avrd dungune variando anche la sola p, cioé ponendo
successivamente p—1, p—a, ece. in luogo di p

F_=F +~F
P P=r Pt
f =F +F
= =3y P—1p—t
F +F
Pz =3 =1

p—mr— F—(H‘P”ﬂ'-.- p=n—t

Sommando quindi queste equazioni, e rignardando n come nn
numero qualunque intero perd mon > p — 1, si ha

= —+F L)
Br—1 potr—x pan

-acc.~+F F H
e

& quindi fatto n=p— 1, onds F

F o, ed
Py o
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=1, viens I'altra:
o

pir—1 1,

()22SR

= ~+ +F - eco. + 1,
b g pee P

che & I’ equazione proposta a dimostrarsi.

La seconda proposizione che vuolsi ora dimostrare quasi
come corollario della prima sta nell asserire che P'espressione
(BhF FtF LT —pE & —E = oot

T =t potr—=t ="
nella quale F F »F 5 8 , ecc. hanno la stes-

pr’ g1’ peig—t payei
sa significazione che fu loro attribuita nella proposizione pre-
cedente, & generalmente divisibile per 7—b. Sostituendo per-
cid ad FW il suo valore testé ritrovato per la (a) essa diviene

~+E00.~+ x}w‘p

(F. - %F +F
et T e e
| ]
_iF ofTpF 4 —BF —eoo— Y=
e e m
1 — 3
PTUE (et T E (P
el

Pt
7

-+ ecc. + = =

che, divisa per x — b, di il quoziente

i s -3
FUE () (bl +eco.

5 +F
it T et i

P -3 1
“+ bx o’ ece =
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1
(F +F +F +ecc,+l]xp_
Pt peiger | peaget
a
=+ (I +F +F _ 4ecc -+-|)[:rp_
p—rir—t Pmag—1 " pe3pe

=3
t-ece.4-1)5

=+ (F

i +F +F
Pty p=3,r—1 o

R e L o e

Ora essendo qui il coefficiente di o’ il secondo membro

’ 2 - X . pa
dell’equazione (2), il coefficiente di 2" o stesso secondo mem-
bro in cui siasi posto p— 1 in luogo di p, il coefficiente di

—3
b2~ 1o stesso secondo membro cambiato p in p— 3,
manifesto che il ritrovato quoziente si riduce alla

-3
@ . B HF b el o dece ¥,
P P=ryr =3y

da cui, fatto x=b=1, si ha il secondo membro dell’ equazio-
ne (a), cambiato in essa 7 in 7~ 1. Percid il quoziente me-

desimo viene allora espresso da

e lo sarebbe da

F

pr1

per la sola ipotesi di =
Nella supposizione

=2 "espressione (3) div

F &—iF &7 o mece— 1,
e T p—ra
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e quindi divisa per #—b secondo la comispondente applica- )
sione della formola (4), di il quozient

p=3 —
+F bf  +F 0 doere b

F %
o p=rp .
che, posto z = b, risulta secondo 17 equazione (2)
T B R
pd E

quoziente dell’ espres-

Cosi quando si suppone r=3,il
er x—b, e fatto

sione (3) applicata a questo caso © divisa p

in seguito 2 =5,

sulta

o 2 =t
F o plprn) (pad (p8y P
P4 ¥ 54
Resta per cio che dee dirsi in seguito a farsi 1" osserva-
sione, che se nell’equazioue (a) si ponesser=1, cssi pitt non
snssisterchbe secondo il significato attribuito ad F__ che in

questo caso risulterebbe F_= p, mentre il secondo membro
.

erebbe la forma di quantitd infi-
nita. Quindi in questa ipotesi non avrebbe luogo neppure cid
che si & dimostrato in generale circa la divisibilita per x—&
dell’ espressione (3). Perd supposto che essa sia

dell’ equazione stessa prends

-t —a p—3
P bl == B — eoo.—
sard pure divisibile per 2—b equivalendo essa come facilmen-

te si vede all altra

P =1, LPL v P -3
SR R L b eoc+ L—1°

— (et T ) T B scons —

evidentemente divisibile per x—1b, essendo I'espressione del
quoziente che ne risulta:
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PeE =3 =3 P
7z + (p—1)bz + (p—a)b'z -+ ecc.+b ,
,r”"'

« 5. Secondo 1’ ordine sla}uln:o nell’srnwlu 1.% trattasi ora
di prendere in esame I’ espressione (5) dell’ articalo stesso, o
pinttosto la (6) che la rappresenta, come apparisce, in ciascu-

or
= T in cuir <<g-+p. Sequin-

x (x—a)

it P{}H—

il quale, posto =5, divicne F b

no de’ suoi termini, cioé:

() r—g

di si supponga ¢ < r; divenendo essa ove necessa-
(z—a)
riamente r— ¢ <p, si riferisce all’ espressione (4) dell” arti-
colo 1.° gid considerata per 1’ opportuno syiluppo. Se poi si
n

supponga g > r essa diviene > di cui potrebbe cer-

& ()

carsi lo sviluppo con metodo diretto perfettamente analogo a

quello con cui nell’espressione (8) del suddetto articolo 1.° fatto

=0, sl ottiene,come si vedrd in seguito, la decomposizione della
(O]

frazione - » @ cui si riduce per particolare supposi-
(x—a) (xr—a'
[C)
: 5 G
zione anche la decomposizione di —
= (z—a)

Torna percid opportuno, fatto anche per semplicitd

G = 1, ricercare la risoluzione della frazione =
(x—af (emd)
Posto pertanto

(p—r)

A
TRCo, S

1)
B B(F'

o — €0 A ——e |
{a—a)

Tomo XXI. 11
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0 ’ &} 4 2l .
essendo al solito A, A', ece. A(‘p— ,e B, B, ecc. B“ )coﬂ:m-
1i da determinarsi; se si moltiplica r equnzioue per (xfa)p,
e 9 i 3 ' '
poi si feccin x=a,si ha subito A= —— =" posto an-
a0
che @ — a'=b. Se inoltre si ponga ¥ —
sca il valore trovato per A, I’ equazione proposta da facil-

mente I altra:

=2’ ¢ s sostitii-

U]

=——ecl
=

7or
(=) & =2) A
7 oy ¢
(z=a] = (z—a)

T—a

la quale, a cagione &i 27— 1 divisibile per ¥t =z o,

diviene:
N —3 —
([) + bl & B’fy—l» 0:1:.-3-&
=1 7
(x—a) ¥
} 5 = (#=1
——— st + +‘!7+_T'+eu‘+_m7’
(xr—s) & )f
che moltiplicata per {x——a)’ , e fatto x=a, o cid che & lo

lo stesso 2'=5, di
f—1

-1y

—x) pb

e R

vyalore che sostituite nella (I) di pure:
7=

: e 7
p'xy_u:xP4- prl a erb)

i =
% (:—alp
(p--1) (7=1)
e et A R
= S A e F+ — F et
< N

(x—a)
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Ora il numeratore della frazione, che & il primo membro
di questa equazione, avendo la forma considerata nel fine dell’
articolo precedente, & pure divisibile per z'—b, e si ha percié:

—t it —3 P
i (et e i
2 i

AM=F.L _ S el WL SR
P’,‘;.u%- i ‘17'4»2 (=0 IP’:’ s
s Plp+r) t
e
i
Moltiplicando ora I’ equazione (IT) iscr(x—a)"—’ idicando
per 8 la somma B-+-Bz'+-B'z"-+-cco.+ =P e sostitui

to in essa il valore trovato per A", si ottiene pur Paltra:
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¥ T2as 7= ’
11 [P & —& e S
oy . f ( e L or S pp e i )

= xf ( A"z — a)+ ece. 4+ Alpmf”z —a )P_S } +Sx[x~4a)P_

Ora il primo membro di questa equazione indipendente-
e s 2
: o Tiferendosi. all’espressione. (3)

mente dal moltiplicatore

dell’ articolo precedente, in cui posto p' in lnogo di p, &' in

luogo di z, abbiasi r = 2, & divisibile per a'—b—=x—a, come

i lo & pure il seconda membro. Effettuando perd la corrispon-
dente divisione dell’ equazione, a cagione di

Pt P p—3
Faza+F bils F Fa+ecc. +5b,
P p—in P

come si ha per questo caso dall’ espressione (4), e fatto inol-
tre x=a, ciod z'=b,siavra:

Pt

come si ha pure :hl['eqmr‘sanc (2) dell’ articolo precedente,
ponendo in essa p' in Inogo di p, e fatto r=3.
S'intravede pertanto la legge che seguir debbono i coeffi-
cienti A, A", A", A", ecc.,ed argnmnuandola gia per induzione
conviene dimostrarla direttamente ed a rigore. A cio conduce il

v (] b
supporre che un coefficiente qualunque A ) abbia la forma
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n
(=) plp+i)... . (ptr—
7 T T ST T

supposizione che come si raccoglie gid detto si verifica
rispetto ad A, A", A", Quindi qualora si pluvl che la stessa

formn appartenga al coefficiente successivo A vale a dire,
che I’ espressione di questo non sia che quella supposta per

A”, in cui ad 7 siasi sostituito r -+ 1, sard anche provato co-
me facilmente si comprende, che la stessa forma appartie-
ne a tutti gli altri cominciando perd da A' inclusivamente.
E pmclm 1* equazione (III) per cui si de ina il valore

i A" pud supporsi appartenente ad una forma generale, cosi
in quesla stessa. supposizione quando trattisi di dererminare

) .
A" deve valere I'equazione:

(F T wo R o

Pl—1r—a

Fyo0 (r+1) (p—1) =
2 (A A e arete A (o) )+s (=
|

la quale, fatto in essa r=3, diviene la (IIT), e sard pienamen-
te giustificata, e passerd dal supposto al dato certo quando
da essa altra ne derivi perfettamente simile per determinare

(1) RO : . . il ,
A", in cui ciod compariscano gli stessi termini in funzione

non pit di r, ma di r+ 1. Dividendo pes rtanto la (IV) per
z—a=a—bdi (3)s (4) dell’
articolo precedente, posto in esse p' in luogo di p, ed r—1
in Inogo di 7, ed 2! in luogo dix, si avrd:

temente dalle espressi

r P=r p—n =3 b d
(=1} (F g+ F b’ 4+~ F b2 4+ ecc. +0 )
7

LN s Pty pmapet

A\“lgﬁ\u-k(lrma)q-ﬂ (x—a)*~+ecc. +A (J:—a) )-0—5 (r—u:{_r
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Da questa equazione, fatto @=a, onde z'=b, siricava

F +F <+F +e:c.+;)

Poret pte pleay—1

(pir=r)

secondo e formols (1), (2] dell’ articolo precedente. Sostituen-

- ’ v . 4
do pertanto questo valore di A™ nell’equazione ultima da cui
si derivo, dopo aver posto in essa z=a, nasce quindi 1"altra

L p— ¥
V.- ‘i_{F £ —4F o —PF ece. — b ]:
&J"*" P Pr=t Petr=t
(r+1) (r-+3) (p=1)  p—r—1, p—r
,"'(,1 le—a)-A  (z—apreco+A (—a) )+s (e—a)
=

la quale & perfettamente simile alla (IV). Quindi si conchiu-
de, che se nella successiva eliminazione dei coefficienti inde-
terminati o' incontra, per determinare uno qualunque di essi

() 3 S g =
A”. una equaions della forma indicata dalla (IV), oltre al de-
terminarsi per essa

(f

’
(=) P04 (b =1)
! s s

P 18T
5

se ne ayrd sempre un’altra simile quale & appunto la (V), &
da questa si ricaverd pure analogamente
, 1
A‘:‘J (1) PUppn). . ()
S abene)
finché perd sia rnon >p—i, essendo Paltimo de’ coefficienti

=
iodroaty ALl
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Con cid rimane dimostrata la leggze de’ coeff
dentemente dalla supposizione della forma attribuita all’equa-
zione (IV), la quale, come si vide, verificandosi nel caso di
r=3, ciot quando s’ incontra |’ equazione (Ill) per cui si
determina A", dovri pure verificarsi per ogni altra equazione
analoga data dalle successive eliminazioni. Percid ponendo nell’
equazione (IV) r=p — 1, si avrd ancora I’ equazione giusti-
ficata

—a 3
—ecc. —b )
3

P—1
F a2—=IF a1 —86F
Pp—s Pip=3 =

F (=1 i
=2 A (v—a)+ S (x—a),
o

— b, di I altra:

Ls quale, divisa per & — a =

{1—. Pt =1 73 P
F =+ F b+ F bz’ - eco. 40
T e P=—ip—s  poap—a

P (p=1)
"A +8

—a),

come si ha applicando opportunamente le espressioni (3), (4)
dell’ articalo precedente. E poiché

1 Pt
{r=1) P e (Pp—2) _ (—1)
L (1) a{"+.‘"" i
se ai sostitnisca questo valore nell” equazione ultima da cui

direttamente ricavare, si ayrd ancora tras-

anche potrebb
ponendo opportunamente:

(—“’(F S UF & — BF

RN Rl P2 P=
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x'— b, da:

equazione, che pure divisa per ¥ —2a

? it =3 —3 P
i ( i R e ol & ece.+b ) ;
Fri\ e o P 5

ovvero, restituendo il valore di Sz,,
s i i % d p—t
__L{i- 2w F bi+F b ecc.Hd )
=t =1 p=np=rt P2t

=) pmr (P9 = (P=D) p=S
z + x + B

2’ + ecc. + B'2'+B,

ove & manifesto che dovendo eguagliarsi i corrispondenti coef-
ficienti delle potenze di 2 ne’ due membri di quest’ ultima

equazione si ha

(—

; r B
Pl

(#—1)
B

FE
=t
Ty

B =

Per le cose dette si fa quindi manifesto, che Vequazione
del presente articolo rimane pienamen-

proposta nel prin
1e determinata, ¢ si ha:
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(T 5 it S
B p S i
ey T S R

f=1)
- o m— e BCC Pap—i
P (e 3

B
Pipear T

6. La formola precedente (VI) presenta la forma de’ coef-

ficienti delle potenze di - diversa da quella de’ cocflicienti

delle potenze di —. B perd evidente che trovati gli uni,

gli altzi debbono essere perfettamente analoghi, e quindi de-

a—a

terminato gid il coefficiente generale di ﬁ in
{x—a)
r
AT (=1 PP ()
1.2.3. r :

T
T

s¢ ne poteva legittimamente inferire

(r)
B =0 e
= T
(]
ciog il coefficiente generale di -l.ﬂ’_-" espresso inversamen-
(z=a')

te al coefficiente A( ), quale ciot si sarebbe trovato diretta-
mente, se invece di cereare dapprima il coefficiente di
Tomo XXI. 3
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reciprocando la

s : S
e fosse cercato quello di =
(w—a) (—a}

P colla p, ed a—a con d—a= Ora come & facile a

vedersi la detta equazione (VI) dit generalmente

r i
)o@ 1) (retn)lrea)lrp—t)
T g T P B =}
riferendo sempre secondo la posizione delle lettere r+1, p—1, la
F alla Fdell’ articolo 4.", cioé ponendo nell’ espressio-
rLp-t P

ne di questa 71 in luogo di p, e p—1 in luogo dir. Osser-
vando poi essere

2 ? ,
(=) _ (=3 = ' (=D
T prr. pr 7 P pr ?
L] (=) =) =t} (=F) =7

sari pure

L repe1)
(rF=1) 2

ed essendo r, p indeterminate, potra essere r>p—1; ovvero
r<p—1. Nel primo caso & evidente che 1 espressione di
F potrd anche indicarsi per

Pebi pei

plpt1)ecorfrti)r+a). . (rep=i)
o (p=1pl ey %

e nel secondo per

(Pt (1
Hrr 1) p—1)

(et ) T3 )

cosicché in amendue I’ espressione si riduce a

plptr)..o. (pbr=i)
1.3, s X




Der Bre. Marcuese Rancomn
Itronde si vede anche facilmente essere

= (aea) . ey
128 (p-10  °

php) - (pebr—1)
SR

Pmci"- supposta questa upuz:onc, e levate da essa le frazio-
i due membri di essa ricscono mm]l[usl'nur'uu. identiei ,

percid sono identiche le due espressioni di 57 » ed adottando

uella di

-
qpbr=1) _ (=) @

(G} Y
f= ==

(=)
si avrd |’altra equazione

(R -
(z=a) (z=a')

=Y ow

2
5 PR (et (!

Riesce poi qui opportuno I'osservare che lcqnazinuc

dimostrata
(bt S rpmr)
Beeen =1}

tradotta ai segni funzionali & la stessa che
=
Py LT

in cni il secondo membro masce dal primo sostituendovi
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71 in liogo di p, e p—1 in luogo dir. Se si pone per esem-

pio r=a, sara F =F , come appunto richiede 1" identita
:

P
de® coeflicienti di ———, nelle formole (VI) dell’ articolo
=

o)
precedente e (VII) del presente. Intanto se nella (VI) si pon-
ga a'=o, onde b=a, ed inoltre ¢ in lnogo di 7, nasce I'al-
tra equazione

(VII)- e

BF (z—a)

: (=)

=
— _gect——F .
5 2 = —
LY S g

P
I R

== —=
TEE ey
= ' (=3
S ELR et F —_—
T5 i T T

la quale da lo sviluppo dell’ espressione (0) dell’ articolo 1.%
"

e O : o
cioé 4I|-7I-'——, posto in essa r=0,€ G =C=1
= {x—a)

Se ora per fare un confronto colle formole assegnate nel-
la mia Memoria sulla Decomposizione ¢ Trasformazione delle
funsioni algebriche frazionarie si ponga nella (VII) @’ in
Inogo di z, e si osservi che il primo membro della stessa equa-
zione diviene allora

P
3
TR 7
@ z (1—az)

5 ¢
oz (@z—a)
¢ che ciascun termine del secondo membro che contenga una
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delle potenze di a’x—a pud rappresentarsi generalmente per

r p—r
: =1 (=1

a gr P
W (wa) | 4 4

Bl

B (1=}

F - 3

—
ar {x—n!);‘

espressione in eni 7 pud ricevere tutti i valori o, 1, 2, ecc.

p— 1, purché perd si consideri F =1, si ottiene 1’altra
a0
equazione
p
c—r)' : =
ag+p " 7T A
(1—az) .z
' :
= e e e ROs D ‘,‘)
92 (1—az) &1

? 7
+(—llp ' (=1} F =1 g x
PHaq T g prag—t '
z @

my— C g
i sy

P
ey i

== BCC. == T
a

a:p=1

&’ onde finalmente i ricaya:

(X

r
2 (1—ax)  (1—ax]

+F

Y (1) 22 (1—ax)

+F

: a @
e e ]
Tp—t s ap—t Py
gt
a
“+ece.+F . —,
gp—t
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equazione;; che si vede facilments identica a quella che fu
determinata al n.” r1. della mia Memoria soyra citata stando
qui z in Inogo di £, e ¢ in luogo di m.

Se ora essa si moltiplica per #" si ha:

g—t §—
dz*+ecce+F a @
.

=1+F ar+

; 3
(1= oz =t a.p—
s o s
-+~ ~aaiti e e —+F
(r=maz) B (r—gx) 98 (1—gz) -

ossia, rammentando che come si & dimostrato in generale
F =F 5 8L ayra ancora:

B rLpet

——=1+4F ax+F a2'+F dw’+ecc+F o =

.<_.n," By e P Pi—r
11 n 1 ]
+a (—7 +F T — +F S ece.+F
(1—ax) ' (1—az) 48 (1mmaz] gape=1

i casi per

equazione, la quale pud ottimamente seryire in mol
a in cui

determinare la somma di ¢ termini della serie iofir

' = .
secondo il canone newtoniano.

si svolge 1’ espressione 5

)
Di fatto i primi ¢ termini del secondo membro dell” equazio-
ne (X) sono gli stessi di quelli che di lo svolgimento della
tiva

potenza 1

R iy (pigay gt AT
BB ooy g e BRI 0 T gce,

x {g=17)

—— =1 +pas+

{1ema}

Dunque se por R si indichi il residuo di questa serie in-
finita, e per
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3 g1 gt
8 =1+F az+F a'2*+F a‘a‘a-cr.c +F a x
7 2 P P P

la somma de’ primi 4 termini di essa, si avra anche:

71
R:a:ﬂ( =-tE ~—-—,+1< a2
(|—u:) 1»‘:-—.;:; 9 (fumaz) Gp—r
ed
8 =———R
= 5 5
4 (r=az)
{ OVVero
§ =—" 5
4 (1=ax)
L = " F i
= = L p =
a % inat e = b —+ece+F L —
(1—az) 2 (1—az) DB (1—az) P
Per fare un esperimento di questa formola, oltre & si sup-

ponga p=2, e lasciando indeterminata la g, per questa ipo-
tesi ¢ per le cose dette si ha

4=1
§ =1 =2x+ 32" +ecc.+ 4%

=1
Ik Tekmaeecedx  —gx

3
Fecc bz 1)
=1 S

Questa espressione diventa > quando si suppone inoltre

z = 1, quantunque si sappia d’altronde che essa deve essere

#a+1) S ottiene perd questo stesso risultato riflettendo che
a ;
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q g

i — (% + x4+ ece.+aw+1),
&, cambiato p in ¢, e fatto b =1, I'espressione medesima

P (i i P
pr —bx — P — Py = ecc. — b,

divisibile per & —b, e considerata sul fine dell’articolo 4.5

poiché essendosi trovato il quoziente di tale divisione espres-
1 1 S 5

so da ri-",il b’": che, posto anche b=1, si riduce am’:‘ ):se

ne raccoglie che nella stessa ipotesi risulta similmente

§ =10} . Perd ad evitare generalmente I'incontro della
1

frazione > che sempre ha lnogo qualunque sieno i valori di
S

P> q nel caso di x=a=1, basta osservare che si ha sem-

pre allora

Sq=r+p+-*m%’i+acc.+w=

Tadnlg—t

1+F +F +ecc.+F = F +F + F —ecer,
PP PA—T =T foLP—1 g=tp=t

ossia S nel caso presente si ridnee nlla forma dell’espressione

(4) dell’articolo 4.° posto in essa g in luogo di p, e p—1 in
luogo di 7, e fatto inoltre x=5d=1; ¢ poiché per la somma
de’ termini della stessa si trovd nell'ipotesi pure di a=b=1,

F o= plpen).
e

Lper)
el e e
pr Gzl

sarl al presente

_ glgn)ca(gapmit)
= T8 '
g -8 ”

Sia per esempio p =2, ¢ =3, e sri F3!==




Der. Sro. Manonese Raxcont a7

Sia ancora p=4, ¢ =2, e sard F

4
7 Ripigliando. I"sspressione "8} dell’ articoly. 1.5, ciod
0 s

7> © SUpposto per maggiore s

{x—5) (x—a")

inoltp 0, r<p-p/, ciok essends rnumero intoro o minore
almeno di un’ unita di p+ ¢/, trattasi pure di risolverla in que:
sta pii generale condizione, Ponendo pertanto r = 7'+
pud anche supporre 7 non >p, r'< p, loceht equivale al di-
re che essendo il maggior valore che possa darsi ad r quello
di p+pi— 1, & anche evidente che 7 potrh sempre pariirsi
in due numeri I'uno # non maggiore di p, I"altro 7 minore
di p', come viceversa. Gio premesso, secondo la prima di queste

supposizioni, applicando qui Ta formola di svilappo di —=—

(w=a)
data all’ articolo 3°, ¢ posto in essa successivamente r, ' in
. & FE T g ()

luogo di r, se inoltre vengano indicati per D, D', D' cee. D

i coefficienti costanti ne’ tormini dello sviluppo di—2—, o
T

. LG I . e 5 -
5 I, ece. I 7 gli analoghi coefficienti nello sviluppo di

si vede facilmente essere:

& . . 7=
{x—a')
B
(z-—n)P (x—cl)pl_l (a—a’ }P =
Quindi & chiaro che la decomposizione di ; 5 i ri-
(5—a) (#=d)
Tomo XXI. 13
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duce a quella di - -, vssendo di questa forma mol-
(z—a) (z=—a)

tiplicata per una costante tutti i prodotti parziali in che es-

sa si risolve secondo 1 espressione data dall’ equazione (XI).
1l Ora siccome ciascuno di questi prodotti parziali puo general-
" () ()
i mente esprimersi_per ;::’ = in cui g, ¢ sono nu-
| (e-a) (z—a)
) meri interi ohe rispettivamente possona ricevere tutti i valo-
i Gy 1, 3, €CC. Iy € O, I, 3, €CC. 7', si trattera pure di tro-

: : i ' =
vare generalmente il coefficiente di ———=, nello svilappo

(M (xma)
71‘ @ @)
i i ‘“‘__}T”fT—F—T’ essendo » un numero intero tale che
i (o) {z= '} - . ! !
§ »—r non sia > di p—g, ciod n non < di g, Ppoi-
I 2—4 gs P 1

ché lo sviluppo medesimo: non pud contenere una potenza

iore di -—'—T Ponendo pertanto nell” equazione (VI)

(p=a)
dellarticolo 5.° p—g in luogo di p, e p'—q in luogo di ', 5i ha

' (=1) L
BT ey

— —j P =
& p-a}: bi { dan £ (’!‘ajp

omettendo di notare i termini contenenti le potenze di —a';

onde s comprende facilmente che il coefficiente di —Ig
(z=a)
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By
L =0 r - -cosioehs
P=in—e

< o Sjenis g
in questo [ e il ricercato @
¥

D(#)F (g )( o ,"—4'

=y n—q

3 P—fn—q =iy

Percid qualunque de” coefficienti delle potenze di x — & nel-

lo sviluppo di e ordinato secondo quelle essendo
(F—a) (z—a)

Ia somma de* coefficienti paraiali rispettivi delle potenze me-

desime che si ottengono dallo sviluppo de’ prodotti indicati

dal secondv membro dell” equazione (XI), si rende evidente,

che 1" espressione trovata pel coefficiente di —ﬁurilﬂ svi-
{x—a)
(7). (g}
s E :
luppo di = Servird al trovare generalmente la
(e—t) (a=—d)

somma di tali coefficienti parziali, quando sempre si suppou-
83 1 non <g, e siattribuiseano successu"\mentc ag. g tut-
valori de’ quali sono suscettibili entro i limiti i stabi-
Quindi fatto successivamente nell’ espressione medesima
=1, =2, ecc. =1, si avrd la somma de’ cocfficien-
richiesti, dipendentemente dalle variazioni della g,
espressa per

(E]'+LDI<+bEr+e|c+!aLl< )
Pr—q Pty pean—g F—rhn—y,

la quale poi di la totalitd dei coefficienti parziali di

(z—a)

nello sviluppo di — 5 cguale alla somma di tutti

(£=a) (x=a')
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i risultati che derivano dal porre in essa successivamen- )
te g=0, g=1, ecc. g=r. Cosi il coefficiente totale di

si troyera generalmente espresso da

prt
(x=a)

")
F -+ JEF + PEF g0 B BIF ) |

Pn F=1n F=2n p=r'm, |
et L
D=0 (EF + JEF + FEF ewc+bEF )
Pt P—tn=t 3T Pt )
L ]
(1:1-' + bET + BEF +ecc.+bEF }
Pon—a Pt iea P—an—a P,
() n=r' ’ . ¥ ()
e ] F + (EF <+ OETF 4 ecc. +0EF
T\ F=tn—r  p—an—r' Pr=r"y=r’]

Prima di venire all’ applicazione di questa formola per la ri-
soluzione della proposta frzione conviene primieramente av-
vertire che posto =0, trattandosi allora di determinare il coef-

'

ficiente totale di 50 la formola stessa diviene

(e=a)
L)
EF + BEF + WFE'F ~+ecc.+3EF )
P =10 P=a0 =y

la quale ; considerando ', F , ecc. F  come esprimenti
¥ o

" Po
P unitd, secondo cid che fu stabilito nell‘articolo precedente:

si riduce a
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come appunto deve essere, giacch il coefficiente di ——
(=)
L =l .
in——————— non pud aversi quando non sia g=o, e
(O

quindi solamente in = =] da cui ricavasi espresso
2 (z=a) (7=}
&)

per

, cosicché la somma dei coefficienti parziali che

D
7

derivano dal fare successivamente g=o0, ¢'=1, g¢"

A DE
& appunto Bl
')

ecc.

q=7", ciot il coefficiente totale di

(z—a)
DE' ‘o 2 u
—=r+ece: +—W.Qualunquc poisian, incontrandosi nelle par-
(3

ticolari zpphmmm Iespressione funzionale F ,m cui 7" pud ri-

—r"0

cevere tuttiivalori da o fino ad #inelusivamente pe” due estremi,
essa deve considerarsi come esprimente l'mlil:\. Questa regola

& conforme al significato che fu attribuito di sopra ad F

P=gn—q

nell’espressione F che rappresenta il coeffi-
P—iin—g

ciente di ——— nello sviluppo di i o da

(=) (z—a) (z—a)
cui fii dedotta la Icvrge de? L\’thfuﬁllll delle potenze di
' i
— dog e B
= dopo. quello di = che &
(z—a) b
pone n=0, trattasi allora di determinare il cocfficiente di

. Ma quando si sup-

in locehe non pud farsi senza sup-

P
(z—a) (=

.V--f >
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1] porre g=o , percid in tal caso si avranno due espressioni )
verse di tale coefficiente, cio® si avri:
8] o
! (=) 1 s
i =y _» onde F =1.
‘ b ¥ o ] 1o
|
i Srat K 7
i [ Lo stesso si dimostra facilmente qualunque volta sia n=g.
i Resta ora solamente da osservarsi che I espressione (2) si
| e adatta anche alla ricerca del coefficiente generale ¢ totale di
L —» essendo 2 un numero qualunque non Sp—1,
W (x=a')
a r f
| nello sviluppo di ; , giacche basta sostituire in es-
i (z—2) (e—e)
' sa p in luogo di p', 7" in luogo dire oversa, e —b in
| luogo di b=a—ad', & supponcndo pure a vicenda /' non >p' ed
i r'<p;reciprocanda inoltre fra loro le D, D', ecc. D c le E,E,ecc.
1 R )
i\ E , intorno alle quali, per I articolo 32e per le fatte sup-
posizioni, si sa essere:
i T o () {
D=z, D=ra , rr" ”m,ecc D=1
it
i
u_.l - i (o
i E=d, E E'= E =1
7.
Sia ora proposta la frazione
= : A A A B

- A2,
=

N
il

i M TN e L iht

& | T P i1 (AP Ay

essendo A, A, A" e B i rispettivi coefficienti “delle potenze

o di — che debbono determinarsi mediante la for-

0, 4=32, 4

s
mola (2). Posto percm p=3, p'=1, "
i 1; e fatto successivamente n=0, 1=
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u-—*ziu—}:: I, siottiene dalla (2)
(x—a) (x=2)
APl — k1=

A=— DEF 4+ D'E=—a'43do'=

11
— DEF +D'E=23—3.2°+ 6=

18 11

A'= DE

Resta ora a trovarsi soltanto il valore del coefficiente B, il
quale pud ottenersi col mezzo della formola (3} eambiando le
supposizioni, cioé ponendo p=1, p'=3, r=1, F'=2, a=1,
d=3 ed a—a'=5=— 1. Per tal modo, fatto n=o0, riesce:

B=—DE+DE—DE'=—2"+2"—1=—1.

Conseguentemente, fatte lo sostituzio)

A1
(== =

come pud verificarsi.
Sia ancora, per altro esempio, la frazione

$ s = A Lo W A"
[F=ry e e oy ey A T
Si ponga primieramente a=1, d'=— 1, p=38, p'=3, r'=3,

F'=1 e b=a—a'=3, ¢ fatto successivamente p=o0 , n=
n=2 nella formola (a}, si ha:
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Trovati questi coefficicnti, si potrebbe compiere la risoluzione
della proposta frazione determinando per mezzo della formola

(2) anche quelli delle potenze di —— in modo analogo al
F==

praticato nell” esempio precedente; ma in molti casi, come ap-
punto nel presente, si possono questi ottenere pilt semplice=
mente per altra via. Di fatti, sostituiti i valori di A, A’ A",
dall’ equazione

t ' : et 1 B i
= ey B e e P e
'
moltiplicata per (z-+1)" e fatto 2= —1,siha B=

e quindi sostituendo questo valore nell’equazione stessa si ha

i
= T

I e
[y s W ey e

-
T ?

onde, fatto = o, viene:

el =
E=1pE+1,

i 8 e

]

(7=

A questo stesso risultamento avrebbesi potuto pervenire non
impicgando la formola (a) che per la determinazione dei sali
due coefficienti A', A", giacché anche la A poteva determinar-
si in modo analogo all’ adoperato per determinare la B.

v

=

7 7
" (e—a) (z—e1
pre vuolsi intendere Ja determinazione di una nuova espres:

8. La risoluzione della frazione per cui sem-
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, € successivamen-

sione ordinata secondo le p potenze di

T—a

—L. conduce facilmente ad

te secondo le p' potenze di

una analoga decomposizione dell’espressione (10) dell’art, 1.2,
Gk i : 2]
cioe d'—,/_ fatto per semplicith C =1 e suppo-
(z—a) (x—al] {
-+

sto r<p+p-p". Si vede pertanto che puod farsi r=r'
ed inoltre stabilivsi 7' non > p, r'<p', ¥ non >p'. Cio po-
sto, si ha:

(p—1)
& 7
= b ey L st
(i—a)  (e—a)
(p'=1) £

B
P

7
(=) (a—a) (e—a)

e

indicande genericamente per A, A", ece. e per B, B, ecc. i

G
— in qualun-
=

rispettivi coefficienti delle potenze di

f=—
que sviluppo, dopo di avere osservato che in questo caso es-
si possono considerarsi determinati mediante la formola (2)

dell’art.® precedente, essendo —= - I identica frazione ,
(t==a) (wmea')

il cui sviluppo fu considerato nell’articolo stesso. E quindi

chiaro che quello della frazione ora proposta dipenderd pri-

mi dalla determinazi generale del coefficiente di

1 Lase .
7= » indicando per n un numero qualunque intero non
(z—a)

> p — 1, nei parziali prodotti

Tomo XXI. 14
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o o
Ax A R
=y 75 CC. 5.
i Ty Pt P
(za) (x—a) (r—a)  (z—a] (2—a) (z—d")

Ora questi, come & visibile, non sono che altrettante frazioni
della forma di quella considerata nell’art.” precedente, verifi-
candosi anche r'< p—g -+ p', espresso per p—q uno qualun-
que degli esponenti p, p— 1, eco. p— (p—1) = 1; poichd
essendo per ipotesi #” non > p, sard #'< p'+1, e molto pilt
r'< plaea, p'+3, ece.; dunque il coefficiente totale di

i la somma dei coefficienti della stessa potenza

\‘ I

l {x~—a)

H nello sviluppo di ciascuno di detti prodotti parziali ricavato

il dalla ripetuta applicazione della stessa formola (2). Torna qui
opportuno 1" esservare che se nella frazione proposta si sup-
ponga r =0, si ha:

(=)

‘

T
(v—a) (zmma) (e—a}

o
! ” = a
i =) () (=)

ma allora i coefficienti A, A, ecc. B, B, ecc. appartengono

allo sviluppo di ———— ¢ sono per
(e=a) (z=s') — oy Mool
‘ ne (VII) dellart. 6. e lo stesso dicasi de’ coefficienti corris-

dati dall’ equazio-

pondenti delle potenze di nello syiluppo de’ prodotti

i parziali \

(—1)
! A A A
55 BCC. s

(x—a) (z—a") )ln

A =
(s—a) (s—a) (=a)  (z=a")
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de’ quali la somma di gli analogli coefficienti totali nello

syiluppo della frazione -
(xma) (it

Passando agli esempj, sia proposta la frazione

=
DiEiE—a)

24

sostituito qui lo sviluppo della frazione ottenuto

=i

nell’ articolo precedente. 8i ponga primieramente
! g2 |

o e "
el F=rrag

=, —=
(=i (r—a)

=1

trattandosi di determinare A, A’, A", B col mezzo della for-

mola (2) dellart.” precedente. Posto in essa p'=t, r'=1, r'=0,

essendo in queste caso Uesponente di # nel numeratore della

frazione proposta r=1 ed inoltre a=r, a'=2 ed a—
v

=
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Resterebbe a determinarsi la B,locché si otterrebbe cambian-
do opportunamente i valori nella formola (2) succitata, ma &

pitt semplico il ricavarla immediatamente dall’equazione stessa

LS T A
(= [E ]

(

Fr=3)

la quale moltiplicata per = —2, poi fatto x=2,diB=2, ¢
diviene anche per

=

[Ty = R T A ]

Decomposta cosi una delle parti della proposta espressione
— :_‘:” =i potrebhero determinarsi anche le altre col sus-
sidio della detta formola (2), ma essendo esse tutte decompo-
nibili con fi artificio, sembra questo pre! bile nel caso al
wmetodo generale. Si ba di fatto secondola regola data nell’art.*.*

a

=z e o n E
G=ija—a)  #=1  &—a’ (a+ifF=3
Posto poi

= A

(r==e = =

& moltiplicando successivamente questa equazione per (z—1)%
x—a, ¢ fatto pure successivamente x=1, ¥=2,4=0 si ha

A==1, B=

A'—A-JE =—12,
3

e quindi
= :

e @y

Similmente si ha per analoghe operazioni dalla posizione



Dev Sie. Mancuzse Raxcos: 109
A A B
[rrey R —

€ percid

(z41

Riassumendo pertanto tutti gli sviluppi parziali e sostituendo-
1i nella proposta equazione, si ha:

Per provare I’ esattezza di questa formola non sembra inop-
portuno di cimentarla con un esempio. Si ponga pertanto
=13, e si avid

5 43 1 19 128
A s e A

ovVero
5 B e
3““_4_4(’_17“"T+9_+F’a'4—243’

come deve essere riuscendo appunto I’ equazione identica.
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Sia ora I'altra frazione

'
TPy

che & pure della forma della proposta al principio di questo
articolo, quando si suppone r=0. Essendo per 'equazione (VII)
dell'art. 6.°

e ey e AT =1 g

(e P Br=ary 1"1‘.. =
(=t . ; 9

s Fg,',_. ey = Fs,: 5

—1, b=a—ad=a,

posto ciod in essa p =3, p'=3,
si ha pure:

:
(& =Pz +ip(=

e i
T R a6 ael) a—a

Quindi la tisoluzione dell’ equazione proposta si riduce alla

1 I
1 pello
=" nel

determinazione dei coefficienti di G_IT)“
sviluppo dei parziali prodotti

7

' ' '
T T Ere—a) 16 " Ta—ija—a) *

come anche dei coefficienti di I, - nello sviluppo del
(eip ? T4
prodotti
' i 3 '
T o % EriE—

Ora il valore di tali coefficienti si ottienc facilmente svilup-
pando i prodotti stessi con nuove applicazioni dell’ equazione
(V1) dell’ art. 6. Di fatti posto in essa a=l, a'=3, p'=1 ©
, ¢ fatto successivamente p =3, p=2, pP=1,
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Se ora si pone nella detta equazione (V1I) dell’art. 6.° &
d= 13, onde b=a —a'=—3, p'=1, e saccessivamente p=a,

P =1, si ha pure
: s oruita Lt
EEpE—a) — 3 = 9

:
e

S =

Sostituendo pertanto nella proposta equazione lo syiluppo de’
prodotti parziali sopraccennati, si ha

T

—?(_ﬂ =

Sile e IUR AR B T
“ERP 9 Txdr | g "z—a

i TER = s
36 o=t T 88 (mrip 169 " Ei Ty r=a’

Anche qui ponendo a cagion d” esempio x =13, e sostitnito
questo valore e levate le frazioni, si ha per I’ appunto un’
equazione identica.
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Sia ancora la ftazione

Ty — T

=1 ?

e fatto per maggiore semplicitd V—i1=a, si bha pure

per esprimere la proposta {razione, che a eagione

f ' . T : r
ditr =t = g shiduce o
L. i Sitratterd dungue di applicare ad
; la formola generale (VIII) dell’articolo 6.°, fatto in '
)

a g=3, p=1 & posto —a in luogo di & per I’ applicazio- |

ne rignardante — Cosi si ha, avvertendo che a*=—1,

+a) ©

y X
o )
¥

g. Per generalizzare il modo di decomposizione della fra-
: = 7 oratd 1 =
sione ——————— giova considerare la pin generale |

(a—a) (r=s) (z—0
r

B e
S T =)
— (a=2) p
(w2} (r—a) - o (z—a )
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per cui puo asserirsi che essendo per supposizione r< p -+ p'+

(n—z) ; .
ecc. +p  ed essa decomponibi tanti termini frazionarj
che col numeratore costante abbiano una delle potenze di

csima
#—a fino alla p  inclusivamente o una di quelle di x—d
esima ! x A
fino alla p' , cce. per denominatore, se si moltiplichi per

o
&
=y

@
@=1) p
= )

5 =) e
supposto che sia ¢ non >p . la nuova frazione che nasce-
ra sard riducibile alla stessa forma, cio® sard essa pure decom-
ponibile in analoghi teymini frazionarj, Di fatti essendo

r v
=

=
; = : P

P n—2) p (n=1) p
e (o) o () (#=a )

’ (n—1)
= a

=
(n=3) p {a—1) p
em e L fz—a )

i
A #lr=1) s
= 1 =)
(p=t)p =1 (n—1) p —
(x=a ) (r=—a ) (g=a )

secondo I’ articolo 3.% & chiaro chei prodotti parziali ne’ qua-

li si decomporrd il secondo membro di questa equazione, an-

che per le fatte supposizioni, saranno tutti della forma
Tomo XXI. 15
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(7—a) (r—a

qualanque sia M, purché costante, ¢ qualunque sieno lea, a,
p» P Dunque ciascuno degli stessi prodotti potrd secondo la
formola (VII) dell’art.” 6.° risolversi in altrettante frazioni
col numeratore costante , quante sieno le unith in p~+p'; le
quali abbiano per rispettivi loro denominatori le potenze di

(nmt
x—a, x—ayecc. Per tal modo, e supposto sempre ' non >p ;
vede subito che

n—a) =]
(=1} p
%)

P
(z=a) (z—t} + . -(r—s

sara decomponibile in modo analogo ad

(=]
S =3}
(g} (=) . . (z—a )
i
2 AL 3 ¥
Quando poi fosse 7'=p , allora =
(r=t)p —r
(x=—a )

ad 1, i prodotti parziali ove pud entrare questo termine non

avranno d’uopo di ulteriore sviluppo, perché saranno gia del-
la forma — - moltiplicata per uoa costante. Osservando_ poi |

{z=a)
che I"ipotesi assunta a fondamento di questa dimostrazione

si verifica quando viene proposta la frazione -—;;x—“ es-
(2—a) (x—al}

sendo r<p -+p', essa si verificherd in ogni altro easo di un

numero maggiore di fattori nel denominatore sempre che l'es-
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ponente di z nel numeratore sia minore della somma degli
esponenti de’ fattori del denominatore.

Intanto un altro esempio potri rendere pin chiara ove
zione

occorresse  la precedente dimostrazione. Sia la

fattori fu

, il cui sviluppo colla separazione de

)
gil trovato nell’

® precedente; se essa si moltiplichi per
a2 © le si sostituisca la sua espressione pure determinata
nell” art.” stesso, si avrd
oo
(x=1j}r—1 fa—alaa)®

e
X R P LT ey

il secondo membro di questa equazioue non
M

ove si vede che
& che la somma di parziali prodotti della forma - =
(z=a) (z—a)

eccettuando i termini ne’ quaji entra il fattore 1, che
M

possono considerarsi della forma Fe Ora se da questi pro-
{x=—a)

dotti parziali si prendano i coefficienti di

:
T4’ (Erap? oz’

le somme di relativamente a ciascuna di dette potenze
saranno i coefficienti dello svilappo di

Pl 1) (z—a )iz Fa)

a cui compete, come & evidente anche per le cose dett
forma
D o

& A 5 3 b
=

b e B
= T Ry

=ty

e
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Ora, come si & veduto in analoghi casi e come meglio eziandio si !
n seguito; facilmente si IlElB! ‘minano A, B, G, D, ed an-
che una delle quattro A', A", I, B', quando sieno determinate le
altre. Percid meglio conviene di ricercare primieramente i va-

ved:

lori dit A, A", B, cio¢ di prendere i coefficienti d

0} (__: TS 1 a* 5 T
CNTH T T e \eE ) d

i coefficienti di = in

|
S, S S IS :
‘“J""'(_q E=PTE G . = |
e finalmente i coefficienti di -2 in I
i
0. = \
Ora i coefficienti parziali ricercati sono rispetto alla (1) quel- §

Ti cho si ricavano dallo sviluppo dei prodotti

1
"{aar P E—iy (ra)

(x=1p " TFap?

Rammentando poi qu‘n secondo larticolo 7.°che in generale il

coefficiente di —=— nello silappo di L
Zn Py Py
(r—g) (v=g) (r=a)

F , sesiponga a=1, 6=w=—3, onde b=a—a'=3,
P=n—g

ed inoltre n=1, p—a, p-—n. ¢ successivamente y=
§=0, q'=1; g=I, ¢=0; g=¢'=1; i coefficienti richiesti sa-
vanno secondo 1 ordine dc prodotti da’ quali nascono

—~
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Sostituendo dunque nell’ espressione (1) ai mentovati prodot-
ti i rispettivi coefficienti da essi derivati, si otterrd

Per la determinazione degli analoghi coefficienti della espres-
sione (2) osservando che i prodotti sono

1
1Py’ T+3) " =
' 1 1
=t * (e—1jE+ay * {=1)z+z) *
si fard p=3, p'=a, a=r1, a=—2, onde b=3, n=2, ¢ succes-
sivamente g =g¢=0; g=o0, ¢ I

g =9
; ed i coefficienti ora rml:lcsn secondo

7=32, §'=0; g=3,

la r::gnl.\ data di sopra e per ordine sono:
s : a ' '
i o S D P R

valori, i quali opportunamente sostituiti nell’ espressione (2)
danno

Finalmente ad ottenere il valore di B' si dovranno prendere

li di = nei prodotti

i coefficienti parzi
i

1 ' ' : '
(e oy R ey ey R P T P = Fary B
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che si contengono I](:H'Espxekslmlﬁ (3), @ pereiod, posto p=2, p'=:
» € successivamente
13 conformemente alla

=
regola data di sopra tali coefficienti saranno per ordine

-3, —=1, 1, L

i I’ espressione (3), sostituiti ai prodotti parsiali suaccen-
nati i rispettivi coefficienti di —nrl loro sviluppo, di final-
mente

Ora & d" uopo sostituire i valori per A', A", B' uell’ equazio-
ne di sopra

233
(=P E—aNaTa)

n I

AY A B
o TR

FreEr T T e

[

di sostitniryi pure quelli di 4, B, G, D che si ritrovano
facilmente ¢ senza dipendenza dell” un valore dall’altro. Di
fatti coll’artificio altra volta praticato di moltiplicare tutta
Iequazione per (x—1), poi di porre z— 1=0 ovvero 2=1,
si ha

e similmente

B=— G

T

Fatte pereid tutte le sostituzio

by S 2 iak
ERTE a=mTE
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Fatto ora #=0 si deteimina anche D' coll’ equazione
19, s09

5

£ UPTRETR)

e si trova

cosicche, determinati tutti i coefficienti che si ricercavano,
I" equazione proposta & pienamente risoluta.

10. 8i raccoglie dall’art.® precedente essere sempre pos-
sibile coll’ uso del metodo in esso spiegato la risoluzione del-
la frazione

()7
(S
(=n)

2 V4 (n=1)p
(r=a) (z—a) . . fr—a )

@ per conseguenza anche della frazione

(n=1) (n—i1)
( pri-precetp —1) pbpeobp  —
C-Liat- Ol toce 4G i 5 )z- % <

{n=1)
) P

A 4
(z—a) (r=a) .. .(r—a )

giacche questa, come & evidente, & la somma di altrettante
frazioni della forma

W
2l F (5==1) p
(@) (e} s fr—a )
quanti sono i termini del suo numeratore, ¢ quindi potendo
anche rappresentare la generalissima proposta nell’ art.® 1.%,
solo che in essa si faccia una o pin delle a, a',a" ece. egua-
le allo zero, la risoluzione dell’una involvera quella dell’altra.
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Essendo perd d”uopo il riconoscere che il metodo fin qui spie-
gato per risolverle pud riuscire in molti casi comp
prolisso, giova qul soggiungerne altro egualmente generale o
sicuro. Se pertanto si ponga nella frazione

ti—1) (=)
(ptpbecakp =) pip L
[T v ey :
Ty
p i—1)p
e oy

Zeda— Z4b,

: (=1 (a—a)

"=z a—0"=2D', eCC, X—a Eepl—a =i--b , fatto
(n—1) _(n—a)

pure a—a'=b , a—a"=b,eco, a=z =0 , essa si trasfor-

merd in un’altra della forma

s—a=z; onde 2 =z+ua,

in cui il numeratore & un polinomio in 5 che non pud ecce-
(=t} etimo

dere il grado p+p'4-cce.+p —1 . Ora la frazione pro-

posta pud rappresentarsi anche per

(p=1)

A Ar.anis
— ke e el
(r—a)  (s—a) (x—a)

—+ecc,+S ,
=

indicando per § la somma degli altri termini corrispondenti
x

1

(w1} :
; iy « 3 o :

alle ' potenze di—, alle p* di —— seceaallep  di z_“(w,),
che debbono essere rispettivamente di forma analoga ad

o (p=1)
=2 °CC g
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Ponendo quindi anche zin Iuogo di x—a in 8 ossia z-~a in
2

luogo di z, pué istituirsi I’ equazione

P
A

— = = B0 e ——— -5

(nw=2) p H

zp(myﬂ. ()

z4a’

(51}
(n=2)p
Moltiplicandola per = (z+b) (z+b ) , che per brevita

pud esprimersi per # Q_, toglieranno le frazioni, perché rap-
presentando 8 la somma di frazioni con numeratori costan-
=+a

ti e con denominatori che sono le potenze di 2— @', 2—a',
ecc. ovvero di z-+b, s+ 0’y ecc. niuna delle quali oltrepassa ris-

: caima erima ;
pettivamente la p° , la p” , ece,, il prodotto
(1)

? i (i—2)p
2 (34B) oo (zb )
wta

deve essere una funzione intera di x. Cid posto, si ha

(p=1) p—1 P
..... P =Q (A+A'z+ecc.+A z +z85 ),
P

sa

dalla quale, fatto 5= o, si ottiene

Py
T

o

Sostituendo questo valore nell’ equazione dopo la traspos
ne dal termine Q A, essa si renderd divisibile per z, pomhe

il valore di A & dctelmmato in modo che la quantiti costan-

te che pud essere nel primo membro dell’equazione (I) si egua-

gli colla quantity costante del secondo membro, e con esso si

elida per la trasposizione. Cid premesso, si vede che effettuando
Tomo XXI. 16
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’attnale divisione per z nascerd I altra equazione

: (p=i) p=3 =i
P=QA+AzrecoA 5 42 8 ),
£ s e

in coi P& un altro polinomio in z. Anche dalla (II), fatto

z=o0, si ricaverd

Trasposto poi il termine Q A' e sostitnito nell’ espressione di

esso il valore ritrovato per A',I’equazione sard pure divisibile
per =z, cosicché, fatta la divisione, si avrd una nuova equazio-
ne di cui il primo membro sarh un altro polinomio in z che
pub indicarsi per P 8i avri quindi

(p=1) p=3 p=s
Q (A"+A"s+eccA z +% 8 ),
= s 5 wra
per la quale anal nte si determina A", Pi do con

questo metodo & facile a vedersi che si giungerd ad un® equa-
zione

(p—1) (=)
p=q(a”_... )

3 = o =)
con cui si determinerd I’ ultimo coefficiente A . Resteranno

percié a determinarsi i coefficienti delle potenze di ——,
E=

—L_, ecc. quali si richiedono ad un perfetto sviluppo della fra-
=

zione proposta, locché si otterrd con metodo simile, e recipro-
cando le posizioni come meglio si vedra per gli esempj seguenti.

3 gt : .
T2 | che per avvertirlo qui

Sia la frazione S
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di passaggio e come facilmente si rileva dalle cose gid dette ,
potrebbe risolversi in molte maniere. Volendo perd applicare
ad essa il metode precadentemente spiegato, sioavrd

i e . S
P Tt P 2

indicando per §_la somma delle frazioni che nello svilappo

della proposta comspondm:o ai denominatori (z-+1)°, x=-1, 2,
oVYero posto x—I=z, onde x=z-1, x+1=z-13, nascerd la
trasformata

(a-t1)n
) (o

¢ quindi
b -Br4-d=(a+1 ) (z-+2)(A+Az+28 ),
1

onde, fatto z=o, si ricava A=1. Sostituito questo valore nell’
equazione, dopo di averla ridotta e divisa per z,si ha ancora:

=(z-+1){z+ap(A+z S' )s

ove, fatto z=o, si raccoglic A" _—— . Collo stesso metodo po-

trebbero trovarsi i numeratori delle frazioni che

B
(x—Hl‘ ? raen?
si suppongono far parte dello sviluppo totale della frazione pro-
posta, bensi con una posizione dwm:a,faccnrlo cioé a-+1=5,

onde z=z—1, e tare la

PP PF
somma delle frazioni che nello sviluppo della proposta cor-
rispondono ai denominatori (z—1), z—1, 2. Nel presente
caso pera I’ uso che si & fatto del metodo stesso per deter-
minare i coefficienti A, A' basta per risolvere pienamente la
proposta frazione, ds dosi molto facil gli altri.
Di fatti istituendo 1* equazione
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s 4
ey +
se essa si moltiplichi perx e poscia si faceia =0, si ha C=2a;
¢ moltiplicandola per (x-1)° € fatto & =1, si ha B=—=,
Fatto poi w=2, | equazione precedente diviene
da cui si ricaya
]
e percid sard finalmente
24zt R 3 £ BTy 2
e E—p § Ce=t @ @Fr 4w el
Si pud applicare utilmente il presente metodo alla frazione |
=1
=PI E—a) Fray
anche per confermarne la risoluzione data nell’art.” preceden- )

te. Si supponga che essa sia purc rappresentata da

A

=

et -+ S: 2

indicando per S la somma delle frazioni corrispondenti ai de-
=

nominatori (x-+1)°, 41, (z-+2)° x--a ed z—a. Posto pertan-

to x—1=3, onde @—3=z—1I, x+1=5-+2, 2-+a=5-+3, si ha,

fatte le opportune sostituzioni,

(5 4+ 11=(z + 2z — 1)(z + 3(A + A+ A'2 +25 )
=1

1
S

cosicche, fatto z=0,5i ha A=— , valore che sostituito
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nella proposta coll’ opportuna trasposizione la riduce a

36374-25038-+757:5-+106026 4128733477020 +208z
= (z+a)(e—1)(z+3P(N5+A"2+ 218 ),
i

equazione, che divisa per z e fatto z=o, da

Se nell’ equazione stessa gid divisa per z si sostituisca il va-
lore di A', e si esegnisca la solita trasposizione e riduzione,si ha

19(z-a)
T

3

3(362EpaBastp5ysir 126931287 +7707-4-08)
e -+

(A"s+5‘5’4_xj(z+s)“('z—: Jz+3)"

Ia quale, divisa per s e fatto z=o0, di

Al 233786 as

B v i

A determinare i coefficienti di ———, —— nello svilup-
TP wt

po totale della proposta frazione, che trattasi di compiere nel
moda il pitt semplice anche ‘secondo il presente metodo ,
d’ uopo, cambiando posizione, istituire la nuova cquazione

B B g
G TR T 2

ey e

indicando per §' la somma delle frazioni alle quali corrispon-
=

dono rispettivamente i denominatori (z—1)%, (z—1)°, x—1, 2—3,

(w-+-2)2, z+2. Cid posto, se si pone x4+ onde x=z—1,
T—1=2—3, &— 8= z=23, z+2=z-+1,s0stituendo questi va-

lori, si ha la trasformata
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BB o ’

ovvero
(5=1)'=(B+-Bz+2'8 )(z—2)(z=3)(z+1)",

da cui, fatto z=o0, si ha subito B=— , € soslitnito

questo valore nell’ equazione ¢ trasponendo, si ha pure

(z=1)i ﬁ(z—n)’{z-s)(w 1P=(Bz+2"8" )(z—a)'(s—3)(z+1)",

=

Ia quale, divisa per 2 e fatto =0, di B'= .

Per ricavare pilt facilmente questo valore nnllu pratica & op-
portuno riflettere, che trovato nel primo membro dell’ultima equa-
zione in z il coefficiente di z,¢ inutile cercar gli altri delle po-
tenze superiori a z, poiché appartenenti a termini che debhono
annullarsi col porre z=¢. Ora in (s—1 1)7(—1)f3 ecc.
il coefliciente di 2 & 73 e nel prodotto (s —a)iz—3)(s+ 1)°
questo si troverd prendendo primieramente il coefficiente di
2, ¢ di 2 in (s—2)(s—=3). Ma questi coefficienti sono rispet-
tivamente — 3. 12z —8z=— 44z ¢ a4; e moltiplicando
—44z24 per 2427+ 1, e prendendo i coefficienti parziali
di 5, il totale risulta —§4z-+48z=4z. Trovati pertanto pei coef-
ficienti A, A, A" e B, B! gli stessi valori che si chbero
nell” art.” precedente, si determineranno anche gli altri D, D,
C couns;:mulcntnmnne: ai denominatori (z+-2)*, 42, z—2,e
cosi sal pwmmmw risoluta la proposta frazione.

11, Nella materia fin qui trattata essendosi considerati
come conosciuti i fattori semplici de’ denominatari delle pro-
poste frazioni, rimane a prendere in esame quelle che secon-
do la formola (r1) dell’art.” 1. hanno tra i fattori del loro de- t
nominatore un polinomio realmente irresolubile o che non vo-
gliasi risolvare: Questa formola potra rappresentarsi anche nella
forma pin semplice benché essa pure generale
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B
A e Crrore sl &
7 m ?
(2—a) (D-+Dz4+D"s*+occ4+D x )

essendo Ie ©, Cece.e le D, I, ecc. quantith note , giacché si

A 9 0 (m) m 7
pud supporre D+D'z~+D'z"+ece.+D = o imesolubile affat-
to, o anche risolubile in fattori fra i quali alcuni sieno della

forma (x—a). In amendue i casi si potra ottenere la decom-
posizione della frazione proposta in altre pin semplici secon-
do cid che ora & d’uopo di dichiarare. Si istituisca pertanto
1" equazione

(pet-mi) prbmeet
z

40 O esce.C
| R s 5 T
(=) (D4D'z+D'Pgpec+D = )
(pririms) primima
A BiBasoeetl
—_— g
(z—a) (D4-Diztcce4+D = fz—a)
dalla quale primi ricavasi, moltiplicandola per (x—a)’

e fatto x =a,

) ot
T el 4

A

() m
D Dia+DaPsceD o

Considerando ora la A come determinata si ottiene fa-
cilmente 1’ altra

(p-+m—1) p+m—t . (m) m
C+Clz+ecc~+C z  — A(D+-Dz-+ecc+D =z )
(ptme=s) prim—a
= (B+Bz+ecc.+B x  )(x—a)

e ponendo ulteriormente
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C—AD=E, C—AD'=E, eccc. €”—aD"=FE

si ha pure

(m) ]

; (@) m (1) mes (ptm=1) pot-mer
(2)... E+E'x+ecc+E 2 +C 2 -+ecc+C *

(p-t-mimms) prbmiea
= (B+DBa+ecc. 4B % Nz —a).

equazione, la quale se dee sussistere, richiede che i coefficien-

ti delle stesse potenze di x ne’due suoi membri si eguagline

fra loro. Percid, ordinato pure secondo le potenze di il se- H
condo membro dell’ equazione medesima, si avranno le altre

i=—Ba, onde B=—L
z

E=B—Ba, onde B= 22 —_ E+Es

Rz onde Bi— = E.+E.’:+E‘n‘ ‘
(@) (m=—1) (m) (m) IM:) (m) 2 (m) m
E—B =1 'a, onde B o= b L Ebletenck o
r: D
a
% G, M oot : ()
Sono con cid determinati i coefficienti B, B, ecc. B ; ma, co-
me & visibile, restano a determinarsi gli altri corrispondenti a
potenze snperiori di , i quali seguono una legge diversa ¢
dipendono tutti dall’ equazione
(tr)(mebr—t) (meter) 3

= =aB

supposto chic rrappresenti un numero qualunque non<i, e nou
>p—a,poichéq q PP I'eguaglianza
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richiesta dei coefficienti corrispondenti delle potenze di x su-

m mep—a
periori ad x fino ad = inclusivamente ne' duoe membri
dell” equazione (2), come & facile di rilevare per I ispezione
della stessa. Riguardo perd ai coefficienti corrispondenti di
mep—t

x 5 8l ha

(ppim1) (ptm—a)
=B .

Quindi per questa equazione e per altra stabilita di sopt
che vale per ttti gli altri coefficienti delle potenze supermn

ad z e si verifica ponendo successivamente r=p—a2a.
r=p—3, ecc. r=1,si avranuo le seguenti equazioni

(pms) (ptme3)
C =B

(pu—3)  (pm=3)  (ptm—3)
C =B —aB

(B s of pem=s) (i) (prmed)
(&4 =B —ab

(m1) (m) (m+1)
=0 —aB ,
u Pt

e o iP
le quali seryono a determinare tutti i coefficienti B,
(met-1)
B

fwiEers,
e danno ancora un’altra espressione di B .Di fatti,
primieramente visibile, che da esse si ricava facilmente

(pHm—)  (pm—1)
B =0

m=3) (ptniea) \FEm=1)
BLH (o} C

-+ a
(ptm—g)  (pm—3) (pt-m=a) (peti—)
=4 -+ al +a'C .

Questi tre valori bastano a rilevare per induzione la le,
Tomo. XX1. 17
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=)
che seguono i ricercatl coefficienti dopo il primo U i ,l la
quale pud eziandio provarsi rigorosamente. Di fatti, 'Lmumulu per
brevitd p-+m=n, potri supmr;\d\c essendo anche n' un nu-
mero non < 3 ¢ non > p—I, s abbia

(int1) (n—nia) (a=n'3) W= (n—i)

B=2GC + aC + &'C +ecetaz C ,
equazione la quale , r|u3m]u si faccia in essa n'=4, da il valo-

re sopra trovato di B . |ut1um avendosi. per le equazioni (3)

W=1) (u—n)

B

1) (i) (n=n) (n=n) (n—n'd1)  (n—mba)  #=1 (n—1)
G + aB C + aC + a&C —+ecc.+a G,

e :pmuh dipendentemente  da essa la l'or:n'l dui coefficiente

(s’

B # s‘mlilu a quella del cacﬂicmntr B Pcn.m verifican-
(v
dosi 1" espressione supposta di B m:l caso di n'=4, si verifi-

(n—n'—1)
cherd anche quella di B nella stessa ipotesi rignardo ad n'y

L t=9)
cioe B sard

(a—4)
della stessa forma di di B . Se ora in B si fac-

(n=f)
cin a'=5,se ne inferird legittimamente essere B della stessa
(n=5)

forma di B , e cosi successivamente finché si |m-1er-; n'=p—2,

onde pure si conchinde che es ssendo scmprc J] deH.; stessa

forma, essa appartiene in ultimo anche a b A a sard percio.
posto n=p —1,
(m)  (mee1)  (men) (m) P l;.q-m—-)
= C + aC + &’C +ecc.+~a C

Giova ora dimostrare Videntita di questa formola coll’altra
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(m)
+E a

B _ BwBlosE

5 (m),
Di fatti, sostituendo i valori attribuiti ad E,E', ece. E, si ha

m (mym
B‘”‘-‘ C—AD-4-{0'—A Dt r0.4-(C — AD Ja

a

(m) m ()
CtllapecetC o (D+DatroesD a A
-1 i =T

a a

() m
Cilatecetl a
At

a

(m1) (m-ra)  (me3) =3 (mAp—1)
=0 4+ aC 4+~ a'C +=ecoe.+a C o

dopo
sopra 3 loeché r
ne identica.

Si conoscono pertanto tutte le quantita che erano da
determinarsi nell” espressione

aver posto anche in luogo di A il suo valore trovato di
nde, come ¢ manifesto, quest’ ultima equazio-

(p+m—s} pr-m—a
A Bet-Blrt-neo.+B x
S

(o) 7
# Ma—a}

7
(s—e) (D+Ds"

a eui si & cercato ridurre la proposta frazione. Considerando
quindi ora le B, B, ecc. come date, la frazione
(prbitiem) pbrims
Ud»!l‘y—l»u‘rnkﬂ” -!P_F ==
mim =t
(D4Diztecct-D x Nz—a)
potrd decomporsi anch’essa in altre due della forma di qu
nelle quali fu risoluta la proposta, cosicche potrd verifi
1" equazione
T
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(phm—s) primes
e e e

T T
DD 8 Npmsh

(pbm—3) pem—md
L GG B et G s

7= K g
(z—a) (DaDisocitD 5 Kema)
Quindi anche la frazione
(pm==3) pt-m=3d »

3 ook
Sl i e o I S

T
DrDeticctD o Ko=s)

pué essere decomposta in altre due rispettivamente della forma
di quelle, nelle quali fu risoluta la proposta e che riusciranno
egnalmente determinate, essendo poi affette nel loro denomina-

tore dai fattori (v=—a), (x—a) rispettivamente. Procedendo con
operazioni analoghe, & facile a vedersi come si ginngerd al ri-
sultamento di due frazioni, 'una delle quali abbia il numera-

tore costante col denominatore ¥—a, ¢ l'altra che abbia per nu- {
meratore un polinomio in z, in cul la massima potenza dell’
() m

erima
incognita sia la m—1. , ¢ D+ D' +D'z*+ ecc. +D &
per denominatare. Percid col metodo spiegato ¢ colle formo-
ia determinate, si perviene alla verificazione dell’

le generali
equazione

)t
T -
O T

(DaDirtecctD = Ka—a)

—)

(m=1] m—i
MM z—t-ves.+M =
o

) m

@
D+-Distecc=D =z
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Per meglio far conoscere la veritd e lo spirito di questo
metodo, giova cimentarlo con qualche esempio. Sia percid I’ -
quazione

= A
EaSar)zray (o

Applicando le formole ritrovate, ¢ trascurando le lettere ck
in questo caso esprimono quantitd che sono lo zero, si avra

(p+ra—1)

=1, D=

=3 m=3;

e quindi

=
=y

8i tratterd dunque di decomporre ancora la frazione

B w0y gy
-‘-3-+31 7324'4“

(P py e

come se dapprima fosse stata proposta I’ equazione

Bt apdetg o,y
= X B T
ORI e A BaBlraBie

[ Ty ey R = S N ]
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Il da visolversi col mezzo delle formole generali gi ritrovate '
endo pertanto le D, D, ecc. lo stesse che nella soluzio-

| ne procedente, ed ealandio lo 2, m, sl ha ora

onde

A

Inoltre & pure

| Questa decomposizione della frazione

=

T
(iadaan

pué perd ottenersi pitt direttamente, e forse con maggior sem-
plicita, usando di un metodo analogo allo spiegato nell’art.”
precedente, Sia percio
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o i) i Bot-BlrBes
(e Ty T e Py plzer

e posto

x+a=z ¢ DB+Bxr-DB

si ha I altra

A 5
o) L e e x 5
e e ] o e

ovvero

(E—af=(A+ Az 15— 13) 8 =,

onde, fatto z—o, siricava A=— %, ¢ percid si ha, ridncendo

e dividendo per z,

Bz afz 3= A(2—6z15) + A(Z—62*+15z—13)+

3 . P i 6 T
& onde pure, fatto z=o0, & ricava A'= %— , e quindi, ridu-

cendo pure e dividendo per-z,
Z—Bz+24=A(z—0)+ Al(s*— b6z +15)+5 _,
ovvero, restituendo a z il suo valore x 4 2,
(z2)*—B(xt-2)+24—A(x-+2)+-6A—A(w-+a)*+-6A'(x+a)—1 5A'=S
(1—A)r (2 A'—=A—4)x+-1a—7A'+4A=B-+B'z+B"x",

Percid eguaglinndo i coefficienti delle stesse potenze di x ne’
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{ due membri dell’ equazione che deve | |
i x, si ha dipendentemente dai valori gid trovati per A, A,

1 sia

B=1a—A4fh=— 25,

16
15 7

B=oA'—A— f=—

Essendo percid identici i risultamenti che si sono ottenuti per
la decomposizione della proposta fiazione da due metodi di-
versi, 1" uno serve di prova all’altro.

Intanto potrebbe sembrare che le formole genetali sopra
| ritrovate per la verificazione dell’ equazione (1) dell’art.” pre-
sente potessero pure servire alla verificazione dell’altra equa-

I zione
1 (pimr) pem—1 (ptm—s) poimemi
3 O Clraror = Sl BiblotscoteB o
1 4. 22 e e
1 = (Da-Dirsecc+D =) o3 (D=-Dizzce+D )z
1 | derivata dal porre a=o nella stessa (1). Volendasi perd in questo
1 caso determinare colle formole mentovate le B, B, ece. fino
! () )
! a B, esse tutte avrebbero 1’ espressione dell” infinito, come
I & manifesto per 1" ispezione della formola
(m)
I} B""’_ E+Ea-Elatbece+E a
il ! e
'-I T

L me1) (me3) "
che ha luogo anche pe’ valori di B , B, ecc., B.Cio
posto, conviene determinare direttamente i cocflicienti dell’
equazione (4), la quale , tolte le frazioni, si riduce all”altra
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(prmm—t) e
‘C+Czx+ece.+C
(m) m (pm—3) pobmi—a
A(D+D'z+ecc+D x )(B+DBlrecc+D z Yz,
equazione la quale, posto x=0, di A= %-,e quindi, riducen-

do ¢ dividendo per x,

(prtin—r) peea
't C'z - ecc.+ C

{m) (ptm—2) pHin—a
A(D'+D'z+eco+D x )+ B+-B'z—-ece.+-B 2 3

ovvero, ritenute le significazioni di sopra date ad E',E', ecc.,

cior posto C—AD'=E/, C"—AD'=E", ecc. si avrd ancora
(m) w1 (uaet1) T (meba) mer (ptrmimt) pobmima.
E-E'z-ece. +E 2 +0 2+C 2 +ecc+C o

: (p+-m—3) p+m—a
=B-+Ba 4 B'3*+ecc.+B Ty

equazione da cui si ricava

(m=1) (m)
B=E, B=E', B=E", ¢cc. B=E

@) k) () (mda)  (pebm—a) (pm—1)
B=0C , =5 e00. BT="10%

Anche questo metoda pud applicarsi ad un esempio, quale fra
i molti che potrebbero aver Juogo & quello che fu proposto dal
Padre Vincenzo Riccati (*) per la decomposizione della frazione

F__;"’—';’? in due altre che abbiano per rispettivi denominatori

(*) F. Institutiones Analyficas. Bononmias; 1767. T. II. pag. 1a5.
Tomo XXI.
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| 4 sviluppare la potenza (x—a)® per ricavarne un polinomio cor-

(m) m
rispondente a D+D'x+ece. +D  x , ed avendosi qui m=5,

A BaBral o B s Bt
7 »

e T o ol

e D=—a%, D'=5at, D'=—10a%, D'=10a*, D'=—5a, D'=1;
{

ed inoltre C=a® C'=C"=ecc.= G =o; onde A:%‘;—a—, !
B=— AD=3s%, B= — AD'=—10af, B'=— AD"= 100’

B"=— AD"=— 5a*, B"=—AD'= a, sccondo le formole ri-
trovate. Sostituendo dunque questi valori, si ha finalmente

ab 8., Sab—rostetroateisbiotsdbart
(Fz—a)® = = e=all ’

Indipendentemente perd dal metodo con cui si ¢ ottenuta la

1 verificazione dell’equazione (5), pud essa rendersi identica con
| ‘ semplici artificj. Di fatti, se essa si moltiplichi per = e poi si 1
. si avra subito A a3 e sostituendo questo ya-

| lore di A e trasponendo il termine -;l nella stessa (5) , poi

ponga z:

|
i 11 liberandola dalle frazioni, nasce 1’altra
\

B R L g A
g per cui vengono determinate le B, B, kce. come prima, do-
| | vendo egnagliarsi i coefficienti delle stesse potenze di z ne’
i | guag| i i

due membri dell’ equazione,

12. Passando ora a considerare I’ espressione (1a) dell®

{m)
DDzaDreco+D x
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suppongo che il denominatore di essa sia un polinomio su-
periore al quatrto grado, ma che possa risolversi in altri due
di grado comunque maggiore o minore del quarto, ¢ si tratta
pereid di decomporla in due altre nel modo che viene indi-
cato dalla seguente equazione

(i) ai—s
B e

DD Distpeece+D =

{r=1} r—1 (e 1) Pl
AsAateceth = B Brtece+B +
T (it d
E+ErecctE & [EENER

r—1 et
in cui le sole costanti A, A', ece. Ar (): B, B, ecc. ]}( J
sono da determinarsi, essendo date tutte le altre. Se per-
tanto i due fattori del denominatore della proposta frazio-
ne siano superiori al quarto grado, e come tali general-
mente irresolubili, oppure, non essendo superiori al gunarto
grado, non si ami di decomporli per non cadere mnell in-
ciampo delle radici immaginarie, di cui si parlerd in seguito,
I’ equazione testé istituita non sembra poter
rendersi identica che con artificj, che per una parte si ridu-
cano al metodo ordinario de’ coefficienti indeterminati, locche
non sarebbe quando uno de’ polinomj, il cui prodotto costi-
tuisce il denominatore della proposta frazione, fosse esso pure
risolubile o piacesse di risolverlo ne’ suoi fattori pit sempli-
ci, giacché, come & evidente, la decomposizione dipenderebbe
dalle regole giid date. Ho detto doversi solamente in parte ri-
correre al metodo ordinario de” coefficienti indeterminati per
tale decomposizione, giacchd per mezzo di altro che mi fo ad
esporre, le quantitd da determinarsi nell’ equazione proposta
esigono solo parzialmente per essere conoscinte I'uso del me-
todo comunemente fin qui adottato. A questo si supplisce al-
meno per la meth delle quantita'da determinarsi col seguente

verificare o




1 Suria DeconvosizIoNE ece.
processo. I fagile a vedersi che Pequazione proposta, in cui
m)

si suppone ohe il polinomio D+Dg+D's*4ecc.+ D x sia

(ehr
il prodotto degli altri due E+ Baz+Ex +ecc.+E = e
(m—r)

m—r
G+G'z+G'a*+ecc.+G % 5 si riduce all’altra

(m—1) m=1 (1) T—1 (m—r) T
Calaiicodl % — (AbNadseirh o ) (GHCrveetl =
(m) m
DDt Dbecet D %
(ot} mmr=1
B4-Blzecc+B
= ) m—r
G+GlrtocctG ¥

Ora s scorge che essendo il denominatore del primo membro

B
dell’ equazione divisibile per E+4+-Ex+E'2*+eco+E @88 8i
renda tale anche il numeratore, I’ equazione potrd subito ri-
dursi a quella di dne frazioni che abbiano eguali i loro deno-

(nr,
minatori. Gid si ottiene, sesi divida per E+-Ezt+ec+E z il
polinomio

(it} (=t} (imr) =1
&)

G—AG+HC—AC—AB)r-+{C'—AG'—AC—A'C)z"rec+({G — &

perlocehé riesce il quoziente un  polinomio del grado
exioo
m—r—1. e si egnagli a zero il residuo che sard funzione
delle A, A', ecc. come il quoziente stesso, € sard pure un
esimo

polinomio del grado m—r—2 .
stesse A, A'; ecc. eguagliando pure par
ficienti delle potenze di z nel detto residuo. Con cid saranno
determinati anche i coefficienti delle potenze di x nel quo-
ziente, cosicehé, fatte e debite operazioni per ridurre il pri-
mo membro dell’ equazione coll’ diisi i coeffi-

Si determineranno quindi le
ialmente a zero i coef-
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cienti delle potenze di x che esso dard, si eguaglieranno ai
corrispondenti nel secondo membro dell’ equazione, locché fard
conoscere anche Jo B, B, ecc. e verificarsi I'equazione stessa.

Affinché il metodo si renda pitt chiaro con qualche esem-
pio, sia I equazione
A3 -5y Adh'z Bei- Bz Bz

(gt =rsra) — @rda—6 T gata

s

ovvero 1’ altra

Fht34 g — (AN 2wl paka) _ BBl B'a
(#+dr=b)(c'—7z+3) = TEi—zaa

Quindi secondo il metodo spiegato, fatto
1—A'=P, A=P, 7A%3=P", 5+-7A—aA'=P", g—aA=P",
si tratterd di dividere

PoA—P+P'a*+P"2+P" per a’+4u—6,
d’onde i trarrd il quoziente

Pa—( 4P+ P )z+ 2aP + 4P+ P",
ed il residuo
(P"'—4P"—112P—2aP' )= P"+6P "+ 132P+ 24P,

ovvero,sostituendo in questo i valori diP, P, ecc. P" ed egua-
gliando a zero nello stesso i coefficienti di # e di 2°, si han-
no le due equazioni

82A'—15A—119=0, —goA'+-32A+159=0,
dalle quali facilmente si ricava

20 Ty
a7
Avendosi percio
; ()
P=:—A=-%'{, P=A=—22,

sard




il 142 SurLa DrcomposizioNe ece.
Prt (4P Pt - 22P 4 4P P

¢ quindi

Pertanto i valori trovati per A, A' e B, B, B' debbono ve-
rificare la proposta equazione, la quale, sostituiti tali va-
| lori e fatto in essa z =1, diviene per ’appunto identica,
La frazione proposta rimane quindi risolnta nel modo che si
voleva col metodo precedentemente spiegato , il quale & lo
| stesso che pud adoperarsi quando i fattori di un’altra frazio.
] ne che pur venga proposta sieno due polinomj di grado su-
periore al guarto.
Abbiasi percio la fragione

'
4 e )
11 ¢ pongasi I’ equazione A

x A AT A A | BB B B B
AT ) P S Tahrad i

e quindi

I—{A-Al-tA 2 Sqofrt-d) _ Bet-Blr-eBrt BTl Bk

| e ey ) EEe]

|

W Percid se si istituisca la divisione di

i 1= (A 4+ A'r + A4~ A" o Aad) (28 4o+ 3)

per 2%+ 3z 4+ 1, si ha il quoziente

— Al A — A Al — (A A7)
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ed il residuo

—(aA" A"t —(2 A" A") ' —(a A"+ A )2 = (A A= 3A")r-1—2 A=A

onde le equazioni

(s e sl A=,
(a) . . - .. =—aA"=A'=o,
(£ Mo e e e W
M el . . —A—aA+3AT=0
(5): - 2 i o r—gA AV 0,

Ricavando pertanto dalla (5) il valore di A=.T'!. e sosti-

1—=5A™

tuendolo nella (4), si ha pure da essa A'=— » valore che

4
posto nella (3) da A'= i Cosi per la sostituzione di
questa espressione di A" nella '(2) si ha A"=— ’_‘“' 5 e fi-

nalmente ponendo — —= in luogo di A" nella (1) si de

termina A': 5 pereid

Si avrd dungue per le cose gii dette

——:n.‘-i-z--n-’—ﬁx-!- J.———B—v-Bﬁ.-i—B B Bvad;
onde

o B . a i o
B ey G ==

e finalmente I equazione da principio istituita diviene, fatte
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le necessarie sostituzioni,

[F= ey s

Questa equazione di fatto si scorge identica quando si penga
| & =1, x=2, coms appunto dev’ essere.
| 13. Esaminate gid particolarmente tutte le modificazioni
1111 che pud ricevere la frazione generalmente proposta da prin-
| cipio secondo le diverse ipotesi che intorno a quella possono
aver Inogo, non & forse inopportuno, prima di dar termine alla
presente trattazione, di applicare i metodi fin qui esposti ad
altri esemp] per rendere anche sensibili gli artificj speciali che.
possono rendere pitt semplice ed accomodata la risoluzione del-

i le frazioni ne’ casi particolari, ne’ qmali pud esserc varia od
I ambigua la scelta del metodo pit: opportuno, ove si renda ezian-

dio meno utile il ricorrere alle formole generali, o nel cerca-

i re I’ espressione delle frazioni componenti si voglia facilitare il

| calcolo degli irrazionali e degli immaginarj od anche evita
Sia percid la frazione

{! 1—reaxt =
| (a1t )=

a1+

P

& a1+ (z—1) (n; + ’—“:—_a) (x+ if——") i

Ia quale pud riferirsi alla formola generale dell’art.” 1.° e per
cui, come & facile a vedersi, essa si trasformerebbe in '

=i
) ey,
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espressione, nella quale per le cose dette le A, A, A", A"
essendo facilmente determinabili e quindi potendosi supporre
note, non lascia che a determinare il parziale sviluppo,o de-
composizione delle frazioni
A A7

A
P E—1)a p 1 1
T = T A

che pure si riferiscono ad uoa delle considerate ipotesi sulla
formola generale dell’ art.” 1.” Perd siccome questa risoluzio-
ne, olne la lumhsmt’l cui anderebbe soggetta, involverebbe
eziandio il maneggio nh.sh immaginarj, o' quali sarebbero af-
fetti i risultati finali, cosi volendosi questi eliminare, & d’uo-
po ricorrere ad altro metodo di decomposizione, trasformando
la proposta in un’ espressione pit compendiata ed immune da
tali inconvenienti. Si ponga pertanto

Tzt

BBtz
P pere p—g -

z

Moltiplicando questa equazione per , poi fatto x=o, sc ne
ricava A = 13 moltiplicandola per 1+ z, poi fatto x=—1,
risulta A'=— 1; e moltiplicandola per (1—z)*, poi fatto z=1

2

viene A= =-. Sostituiti questi valori e trasposto nell’equa-

zione il termine et ha I’ altra

" 3 X 3 ) el
cp ; R T—ai-b 20— - (2 2 1)
FrT) Tt 1=1) e

EleEy ey

L e b
5 A — a1

e p——y

Tomo XXIT. 19




S

[ rpssm——

Svrra Decowrosizioxe ecc.

146

& moltiplicando questa equazione per 1—a ¢ fatto x=1, si ottie-

zione e trasponendone il termine ;—, si ha:

F &' o 1= (12 1b22)

FiFa)ia- e 1=

zx"’—‘w% .1:’-(-:c-—-4T i
s ke BbEw

(a)ihata?)i—2) [ A )

equazione, in cui trasponendo il termine G et da

. Sostituendo anche questo valore nell’ultima equa-

e A (1) ) = e
T ara i—a] Trnrarz =)
¢ quindi
B
4 n\s : AR 5 )
TE=F) = F =z RE=rE o=
A L
_ETT Bine
= Tawre | drare
onde
B=—1, B

e finalmente

1mzoart . .
T e (e T R =)

ti=z
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Si perviene allo stesso visultato se, dopo avere determinati
come sopra i coeflicienti A, A', A", si prosegue a determinare
gli altri con metodo diverso ed indipendente dalle divisioni
che rendono forse alquanto piti brigoso il calcolo. Sostituendo
pertanto nell’equazione proposta i valori di A, A’ A", sl ha:

(l) P i BBz 1 1 i
T I T o R T

iR aha —a)

dalla quale, ponendo - in luogo di x, viene altra
= :

abipazd
T E—1)

Bz B
Lzl

equazione , che divisa per z e fatto x=o, di B'=A"
Se ora ripigliando la (1), posto in essa B' in luogo di A", suc-
cessivamente si faceia x=2, #==—a,si hanno le equazioni

1, Baal
=

onde

(2)

3 .
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Sottraendo la (3) dalla (2), si ha )
; 4
—p=—,
e percio
:
B T

e conseguentemente anche

A=l
B=—2,
come si cra trovato dapprima.
Sia ancora la frazione

—a
ey -y

equivalente all’altra

3

=

Er =i ta) *
a cagion di

P T P P §
Fra le molte manicre nelle quali pud decomporsi questa fra-
zione, a piti semplice ed opportuna ad evitare possibilmente
il calcolo degli immaginarj sembra la seguente, che rich
de una sola operazione di divisione., 8i ponga quindi, esp
mendo per &, g le due radici immaginarie dell’ equazione

T 1 =0, (|

A+E+C+Lx

- e
i

Moltiplicando tutto per (z— 1 )?, poi fatto & = 1, si ottiene [
A== 2, essendo (2—a)(w—@)=a"+x 1. S ora si
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trasponga il termine , sostituito prima in esso il trovato

A
(=1

valore di A, nasce I’altra equazione

B, Cw
i | St

()

che, moltiplicata per (z—1)* e fatto x=1, da A'=—% < Ta
stessa moltiplicata per x4 1, @ fatto x=—1, di pure
'

B=—+.

Per determinare le C, €', & d’ uopo osservare, che annul-
landosi pe’ due valori x=a, x=8 Vespressione z*+z+4-1, se
per questa si moltiplichi 1” equazione (4), poi si ponga z=«a
ovvero #=#, si avranno rispettivamente le due equazioni

—F

C+Ca T

C+Cf=

-t
=y ?

Sottraendo la seconda di queste equazioni dalla prima, si ha

S iy ;
Gla=f) ==+ =

Per liberare questa equazione dagli immaginarj ed ottene
il valore di C',convicne qui richiamare le note proprietd del-
le radici cubiche immaginarie dell’ unita quali sono le 4, §,
vale a dire 1. che la loro somma eguaglia I unita negativas
2.° che ciascuna di esse & eguale al quadrato dell’ altra; 3.°
che il prodotto (a—1)(# — 1)=3. Cid posto, essendo

O )= ot

T E 1 I
ey pmry Rl o e el eyl P

. —3(—1)+$a—1)
=
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%. Sostituendo ara questo valore di G nell’equazione

—5 =

i =tk
C+C8 = g = ==

si ha pure

g
C++=
L

==

da cui si trae subito

G mmfer 2
9 9"
J
Resta quindi solamente a determinarsi la A", Percid sostitniti
nell’ equazione (4) i valori trovati per A, A, B, G e fatto
=0, 8i ha
L
3
Sara dunque finalmente
- -
EFDE—1P et
Sy \
e g s
b R =) & gt
Il calcolo degli immaginarj introdotto in questa risoluzione
avrebbe potuto risparmiarsi con ulteriore divisione sul primo
membro dell” equazione (5) dopo aver trasposto il termine
A oude determinare A', trasponendo poi snccessivamente
fe=1)*
anche il termine x_%, dopo di che, eseguito il solito proces-
50, le G, @ vengono date immediatamente dall’ equazione ri-
dotta. L' uso perd degli immaginarj colle avvertenze indicate ,
sembra abbrevi tabilmente le ioni che vengono ri |

P
«hieste per quanto sembra inevitabilmente dall’ altro metodo

ear
di trasp e div
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Sia da ultimo proposta a risolversi nelle sue componenti
I” espressione
et
Gzt

1a quale, come & facile a vedersi, potrehbe decomporsi in do-
dici altre, vale a dire in altrettante quoanti sono i fattori sem-
plici o di primo grado nel suo denominatore, che avrebbero
tutte per numeratore una quantiti costante. Volendosi perd
evitare possibilmente il calcolo degli immaginarj ¢ renderne
esenti le frazioni pilt semplici che possono derivare dalla de-
composizione della proposta, giova dare a queste la forma
che viene indicata dalla seguente equazione

Ca—ad —.
ey

Ashlr BBz CiCz | DaDiz
firoif  (eE T PR T e

ove & opportuno riflettere che le quattio prime frazioni, che
costituiscono il secondo membro, possono ridursi ad una sola
della forma

MM M MY D Pt MY M M e
[l ’

in cui la massima potenza di & nel numeratore & minore di
un’unitd della massima potenza di = nel denominatore, come
£ te rilevasi, rid dole tutte al medes d i

tore ¢ sommandole , cosicchs allera & evidente che si avreb-
bero nell’ equazione propesta tante incognite quante equazio-
i per determinatle secondo il metodo dei coefficienti inde-
terminati, supponendosi sempre le A, A', B, B, ecc. e quindi
le loro somme quantitd costanti da determinarsi. Cid premes-
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s0, 8¢ si moltiplichi I’ equazione propasta per (1 +-2)f e poi
==/— 1, nasce la doppia equazione

si ponga %

A Ay/—1 _/41—;#1/-',=:|/_

dalla quale si ricava subito A=o0, A* Sostituendo questi
valori nella stessa proposta equazions o trasposendo la fra-

BB'x C-l'r
= S »
(=) [ s 1+t

equazione, che moltiplicata per (142 e fatto nuovamente
a=z/—1,dd BxB)/—1 = , ¢ quindi B=o, B==;

=
dunque

— P el =i
[fE=a k= BT ey e Ty T

_ CHC% | DaDie | E4EwsRioyd
= oy T Frey

Moltiplicata anche questa equazione per (1++#7) e fatto al
2y/—1, nasce O=C)/—1=x= -ﬁ;—‘: #: 0,
onde si ricava facilmente G=o0, C'=o0, Sard pertanto

solito

L Dbz , E+Ez+E+ENed
i) 1w frey -

ove, moltiplicando per 1+ 2 ¢ fatto pure x=2/—1;5i ha
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DD/ 1= V;‘ se percid D=c, D'=— L. Fatta I’ op-

portuna sostituzione e trasposizione, viene anche

= B o i)
3tz 142") A=) T Jlrfioe)

—rst _ w—z E+ R Bista B
T e e = Tt o

ovvero
2z =B 4B+ 4Bz 4E" 22,
da cui si ricava

E'=o, B'= T”

cosicché rimanendo determinate tutte le costanti, si ha fi-

nalmente
=i o TR = ol
U fiat) — (P P quea) e 2

equazione perfettamente identica a quella che trovd il Lotte-
ri (%) decomponendo la frazione proposta col metodo ordinario
de’ coefficienti indeterminati, che lo condusse a risolvere do-
dici_equazioni insieme collegate con maneggio di calcolo assai
prolisso e laborioso.

Le cose fin qui dichiarate sembrano mostrare sufficiente-
mente come nella decomposizione delle frazioni si possa quasi
sempre prescindere dall’ ordinario metodo pressoché costante-
mente seguito dagli Algebristi de’ coefficienti indeterminati.
Questo, oltre al non potersi spingere praticamente molto lungi
per la plicazione delle tante equazioni che si debbono per

(") V. Lesioni di Introduzione al Calcolo Sublime, Pavia 1821;Far. 1. pag. 452.
Tomo XXI. 20
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esso risolvere, non & poi atto ad indicare che per indu-
zione la legge di serie per pochi termini mostrata dai coefli-
cienti medesimi, laddove le formole generali stabilite nella
presente Memoria la dimostrano rigorosamente ed all’infinito.
Forse anche i teoremi che conducono a determinarle potreb-
bero giovare per conoscerc i residui delle serie infini

da qualohe cenno fatto di sopra in proposito i & potuto rac-
cogliere. Ad ogni modo Ja varictd dei mezzi che per esse si
hanno a risolvere una stessa frazione, come si rileva dai molti
esempj recati, ¢ la maggiore semplicita che risulta dall’appli-
cazione degli uni piuttosto che degli altri ai casi particolari,
ne raccomandano U uso. a cui d’altronde ponno mirabilmente
servire non difficili industrie di calcolo. S'intravede poi ezian-
dio che le considerazioni esposte non debbano limitarsi alla
trasformazione ¢ decomposizione delle frazioni, ma possano
estendersi ad altri oggetti dell’ Introduzione al Caleolo infini-
tesimale per tutto forse ove il metodo ordinario dei coeffi-
cienti indeterminati manifesta melle ricerche , per le quali
s'impiega,il bisoguo di piit rigorose e meno intralciate dimo-
strazioni.




