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I Geometri del secolo scorso e del principio del presente
trattarono le questioni piit generali intorno al moto ed all’e-
brio dei corpi, e a tale oggetto crearono metodi di cui
la Meccanica analitica, e la Meccanica celeste segnarono
I’ eccellenza. Ma quei metodi supponevano nei corpi la ma-
teria continua: almeno cosi fu scritto da un vivente celebra-
tissimo Geometra (*): perd considerando che in natura la di-
stribuzione della materia & spesso discontinua, si cercd dai pin
moderni Autori di rifare 1" analisi del moto dei corpi, avvici=
nandola alla realtd delle cose. Si guadagnarono alcuni nuovi
teoremi, ma si perdette gran parte dei vantaggi e delle bel-
lezze di un’ analisi elaborata con lungo studio dai nostri mae-
stri; cid prmc]lmlmcntc distaccando la meccanica dal caleolo
delle variazioni cuni era stata ridotta da Lagrange mediante
una delle pitt ammirabili concezioni che onorino I’ umano in-
telletto.

Al punto in cui siamo: mostiare come si sostenga ancora
in gran parte Ianalisi di D’Alembert, di Eulero ¢ di Lagrange
supponendo coi moderni la materia discontinua: conservare il
tesoro di scienza trasmessoei dai nostri predecessori, e nondi-

(') Mémoires da 1" Eistitae do France T, VIIL pag, 4ov
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meno progredire coi lami del nostro secolo : ecco il mio
tentativo.

Rifondendo I'analisi della mecea
metodi rigorosi, mi & occorso di trovar confermati aleani di
quei teoremi dei quali sopra ho parlato: il che potra forse
conciliare o* miei calcoli I attenzione degl’ inventori de’ me-
desimi teoremi; ma nelle applicazioni mi i sono anche pre-
sentate tali novitd, che se tutte sono vere, varie teoriche di
meccanica e di fisica matematica vanno -a subire un cambia-
mento. Do in questa Memoria Panalisi gencrale, o la sola ap-
plicazione per cuisi trovano le formole generali dellidraulica.
Sospendo la pubblicazione di altre applicasioni interessanti
che contengono un maggior numero di jnnoyazioni. Se il voto
de’ Geometri sard lavorevole a questa mia ardita impresa, mi
faid coraggio a produrre anche il resto del mio lavoro,

ca molecolare mediante

g 12

Principia generale per U applicazione del calcolo
alle questioni relative al moto ed all’ equilibrio de’ corpi.

Esporrd in questo paragrafo con qualche estensione un
principio analitico, che & per me la chiave d’ogni applicazione
del caleolo alle questioni meccaniche prese per oggetto della
presente Memoria, Ho fissate queste idee dopo lo studio da
me fatto sulle funzioni discontinue (*). Potrei perd citare al-
cuni passi tolti dalle Miscellance di Torino e dalla Meccanica
analitica dai quali appare, che Lagrange avea intraveduto lo
stesso principio: ma a’ suoi tempi le nozioni sulle funzioni
discontinue mon erano cosi avanzate come di presente dopo
i lavori de’ moderni chiarissimi geometri,

(*) Vedi il T. XX, delle Meworie di Matematica i questa, Societh-pag. 573
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1. Sia una serie di valori
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(1) RO
1 a 3

che si suppongono 1.° determinati ed anche numerici: 2.° di
un numero z grande quanto si vuole: 3.° saltanti anche senza
alcuna regola, talché alcuni siano fra loro egnali, altri diver-
sifichino per salti bruschi come piace. Tali sarebbero le di-
stanze da un punto preso per origine di moltissimi punti fi-
ribuiti sopra una retta in maniera affatto capricciosa.

Si pud sempre immaginare una funzione z(a) di una va-
riabile @ il cui primo valore si fissa arbitrariamente ( loch
mo ) e il cui aumento si fissa pure arbitrariamente ( Jo chia-
mo @), di maniera che i valori di

sici d

(2) - =) a(l+a)s x(i+aa); 2(i+3a) ;. .. a{i+(n—1)a)

siano rispettivamente eguali ai valori (1). Cosi si arriva a po-
ter introdurre un’idea di regolaritd nella successione (1), che
¢ senza regola: la forma della funzione ={a) sard il pin delle
volte inassegnabile. Non importa: vedremo in seguito che ba-
sta potersenc formare il concetto.

Per dimostrar cid si prende una funzione arbitraria ¢(i.a)
di a e di un indice intero i, e la funzione cercata z{a) si sup-
pone della forma

(3) =A W(1.a-A hla,al+A g(3.a)4

+A (na)

dove A , Aa', AS"" sono n incognite da determinarsi, e dove
i

allindice i dentro (i,a) sonosi attribuiti diversi successivi va-
lori come & scritto.
S%intendano le # incognite determinate per mezzo delle

7 equazioni
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e i valoyi risultanti sostituiti nella (3), il secondo membro di

questa sard allora la funzione di o cercata, Infatti gli stessi

valori di A , A ....che dicemmo doversi immaginave sostituiti
2!

nella (3),se si sostituiscano nelle (4) le renderanno tutte identi-
che. Ora la (3)in cni facciasi a=! di x{l)== perla prima delle
1

(4): la stessa (3) ove facciasi a=1I+a di z{I+a)== per la
)
scconda delle (4) ec.

a. Sia » numero grandissimo e maggiore d’ogni assegna-
bile, sari parimenti tale il numero dei termini nel secondo
membro della (3), il namero delle incognite A (A, A, ece.

T

@ il numero delle equazioni (4) colle qualile incoguite vengono
sopia rimane egualmente, giacché si
considera Ja sola possibilitd della cosa e non I'attnale sua ese-
cuzione. Allora volendo tener firito il valore dell’aumento a,
la quantitd l4+-(n—1)a sostituita al luogo di a nell’ultima delle
(4) sarebbe di grandezza matematicamente infinita. Siccome
perd anche @ & arbitraria, possiamo immaginare che essendo
n maggiore d’ogni assegnabile, a sia invece minore d'ogoi as:
seguabile, talche il prodotto (n—1)a sia quantitd finita, In tal
caso il secondo membro della (3) & una serie infinita, ¢ le
ALALA,.. che determinate per mezzo delle (4), sono fan-

determinate: il detto d

iti

dioni di @, 2,%

) di Z, n, &, acquistano i valori li
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a cui gli anzidetti valori continnamente s’ accostano al cre-
scere di 2 e all”impicclolirsi di a.
(Qnantanque al nostro scopo non sia necessari

,diremo che
peér nn prineipio noto nella teorica delle serie,le A LA ,Aiccc,

nella (3) non potranno diff fra loro che pel diverso valore
dell*indice, talché la (3) potra scriversi

5)

S A‘vf.(:‘,n).

Cid che pit interessa, ¢ la proprietd rimarcabile della
tunzione x(a) quando il secondo membro della (3) si fa una
sevie infinita, e che vedesi passando da upa delle equazioni
(4) alla seguente. Crescendo adi un aumento & minore dogni
quantitd anabile , il valore i della funzione
x(a) pud saltare di upa quantita finita. Proprietd questa d’im-
portanza primaria, come vedremo in tutta la segnente teorica.
L’ esistenza di simili funzioni in analisi era gid nota, ed oc-
corse anche al Legendre (*): quando perd questa singolari
analitica non fosse constatata altrimenti, la precedente dimo-
strazione la porrebbe fuori di dubbio.

Adunque non solo & possibile escogitare una funzione
#(a) che renda la serie (2) eguale termine per termine alla
(), ma & possibile in infiniti modi, stante 1’ arbitrio rimasto
nella funzione +j(i,a) assunta per comporre la (3).

3. La successions dei valori saltanti non sia pil come
nella (1) vappresentata da una serie semplice, ma da una serie
doppia

(*) Exercices de Calenl Intégral. Yol. B. pog. 178, §. Il n. 33,
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In una maniera simile a quella del n.° 1 potremo immaginare
tutti questi valori dedotti da una sola funzione (2, %) a due
variabili @, b crescenti per aumenti costanti a, §. I tevmini
della serie doppia

lym)ya{l+am)s . o o . x(lrn=—)a,m)
all,ms) 5 alia, m+8) 5 . . . alle{r'—1)am+5)

z(l,m+af); afl-+am+af) 3 o o . a(l(n—1)amal)

allm-rn’—1)B)sa{l (=) B (' — 1 )asme(n'—1)8) |

saranno rispettivamente eguali a quelli delle (6): le variabili
a, b cominciano da valori arbitrarii Z, m, e parimente arbitra-
vii sono gli aumenti finiti a, §.

La dimostrazione si fa molto similmente a quella del n.”
rende una funzione arbitraria (i, j, a, &) delle due
variabili @, b & di due indici i, j: si prende anche un nume-
ro 'n" di coefficienti incogniti e si compone 1’ espressione




(8)
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e P1a1,a.0,)+ A2 Y P(2,1,0,8) *An' ; Pn's1.a,8)

+{ad)

Plw's2,0.0)

+AM Plr.a,e.0)+ Amgi;[a,n,aib) A

'H\;,:q fi,3,a.8) -h-\’.aa}‘(n,ﬁ 2a.0) -+ +A"‘)3 Wn's

A lnta A alana ) A (e ab)

L a,n" A’

Potremo introdurre in questa al luogo delle variabili a,
b un numero n'n” di combinazioni diverse di valori fatti con
&, m, @, 8, cioé quelle stesse combinazioni che corrispondono
successivi termini della (7). Instituiremo allora un numero
an' di equazioni i cni secondi membri saranno le quantiti
modificate come ora si disse; e i primi saranno i rispettivi ter-
mini della (6). Dalla soluzione di queste n'n” equazioni inten-
deremo dedotti tutti i coefficienti, i cui valori sostituiti nella
(8) daranno la funzione ricercata,

T valori (6) ridotti alla regolariti mediante la disposizio-
ne (7) possono essere quelli delle distanze da un asse di un
gran numero di punti fisici distribuiti alla rinfusa sopra una
superficie pianaj il che s'intenderd meglio piti tardi.

4. Qui pure osserveremo 1.” nel caso che la serie doppia
(6) fosse composta in ambi i versi di un uwumero di termini
maggiore d ogni assegnabile, potremo inversamente prendere
gli aumenti arbitrarii a, § estremamente piccoli in modo che
i prodotti (a'—1)a,(n"—1)8 siano quantiti finite. 2. La funzio-
ne x(a, b), per la quale i termini della (7) sono rispettiva-
mente eguali a quelli della (6), pud seriversi

©) e S “”Aid‘btf,j, b))
i

ed essa pure & una funzione la quale pud prendere valori fra

Tomo XXI. ar
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loro differenti di quantitd finite, e che nondimeno corrispon-
dano a valori di a, b aventi fra loro differenze minori d’ogni
quantiti assegnabile. 3.° La funzione x{a, &), che compie I'uf-
ficio di rendere i termini della (7) rispettivamente eguali a
quelli della {6), non solo & possibile, ma lo & in infiniti modi a
motivoe dell’arbitrio rimasto nella funzione (i, j, a; &) assun-
ta per formare la (8).

5. Cid che pitt importa pel nostro scopo & 1 estensione
del principio analitico di cni parliamo ad nna serie t i
valori comunque irregolari che scriviamo come segue
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¢ che possono rappresentare lo distanze da un piano di un
gran numero di punti fisici distribuiti senza regola nello spa-
zio, come apparitd meglio in progresso, Si pud qui pure im-
maginare una nuova serie tripla i cui termini siano rispetti-
vamente eguali a quelli della precedente, ¢ siano totti dedotti
da una sola funzione x(a, b, ¢) a tre variabili a, b, ¢ aventi
valori iniziali arbitrarii 2, m, n, e crescenti di aumenti ar-
bitratii «, §, 7. La nuova serie tripla &

lman)s . oo e o o a{l(R—1)a, man)
allm-+gn)s - .. . v &l —i)a, m-.n)
a(lmaafn) s o 0w eoe o x{lH{n'—1)a, ma-28n)

2l =1)isn) 5 . < . o a(l(a'—1)amA-(n"—1)8,m )
:(I,m,n-p?) S ae as e o ai{n'—1)am, ny)
HLmBinty) 5 .- a{l4-(r'—1)a,m-+fn-+y)
albm+agn+y); - o afl=(n'—1)am-28,n-y)
a{lmerlf—1)B.nry)s - - oo & —1)amet{n"—1)8,n+g)
z(lman-(a"—1)y) 5 o oo . a{lH(p—1)amna-(n —1)y)
a(lm+Bn(n"—1ly) . . . x{lep=—1)amfae(n"—i)y)
a(lm4-28n--(n"—1)p) o . . allH{a'—1)amafn+(n"—1)y)

allym=-(n'—1) 80— 1)) (- (= 1) (=1 ) n+(n"— 1))
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La dimostrazione si fa alla stessa maniera; si prende una
funzione arbitraria (i, 7, £, a, b, ¢) delle tre variabili a, &,
¢ e di tre indici i, j, & si prende anche un numero n'an" di
coefficienti incoguiti da detexminarsi e si compone Pespressione

x(a;.b:c)_.‘\“ ; Y(1:151,8,5,0) = Saand) | L, {alrania,b.0)
3T, it

o Mritahe) + A e k0]

+AH3’, Pl1,3,1,a,8,) +. . "Hﬂ‘.,‘,z)x P{n',3,1,a,0,c)

A 1 tabie) +. . A, {n'n",1a8,0)

A WGehe) oA L)

(2 A lsaaade) 4o Hh glanab)

-.-.\‘1,,3‘1 P(1:3,3.a,0,) +.. ‘+ﬁ#,3,! P(n',3,2,a,b.c)

s MR oA )

A I a ) e A R ah,)

iy’ o'y

+A (e ebe) o A =
s

I W' 2" ab,e)

"

-+-A’ T P1.3,0" @ be) 4. . A P(n'3.n" aibic)
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§*intende con questa formato un numero a'a2" di equazioni
contenenti diverse combinazioni di valori di @, &, ¢ indicate
dai successivi termini della (11), e i cni primi membri sono
i successivi termini della (:0). Dalla soluzione di queste equa-
zioni s’ immaginano dedotti i valori di tutti i coefficienti in-
cogniti, e sostituiti nella (r2), la quale diventa la funzione
ricercata.

Gli aumenti a, 8,7 avranno valori estremamente piceoli
quando i numeri o', n', n" essendo grandissimi vuolsi che i
prodotti (n'—1)a, (n'—1)8; (n"—1)y rimangano quantita finite.

La (1a) potrd scriversi

— B — i —
(13) zlade)=2 I 2 A dflijhebe)
= ahk

7=

ed aved la stessa proprietd rimarcabile gid notata per le (5),
(9)- Questa fanzione x(a, b, c) ohe rende i termini della (rr)
rispettivamente eguali ai termini della (1e), non solo & pos-
sibile, ma lo & in infiniti modi a motivo della funzione arbi-
travia (i js & @, B, c).

6. Insisto perché si fissi bene in che consiste il principio
analitico di questo paragrafo! consiste nel poter considerare
gli wn'n" valori di wna serie tripla (10) non marcati per solo
ginoco d’indici ma realmente dedotti da una sola funzione
#(ay b, ¢} di tre variabili crescenti di aumenti costanti, La
compasizions di questa funzione sard in atto inassegnabile:
non importa; il suo concetio & fermato oso dire con chiarez-
za: essa ridoce in certo modo alla regolarita una suceessione
di valori saltanti senza regola.

La detta snccessione di valori poteva essere indicata con
nna serie semplice

xl,rsxs,x; cee e X

5 s n

ove n & numero grandissimo, e fu un nostro arbitrio Iaverla
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disposta sotto la forma di una serie tripla come la (o) met~
tendo indici opportuni per quella disposizione. Avevamo perd
una ragione di far ¢io, perché volevamo applicarla ad un esem-
pio in cui un nnmero » di punti fisici oi & dato da un pro-
dotto n'n'n™ di tre numeri ciaseutio dei quali & maggiore d’ogoi
assegnabile. Tali sono i punti fisici dei quali consta ogni cor-
po, potendosene contare un numero maggiore d’ogni assegna-
bile in tutte tre le dimensioni. Ben so che il numero non &
assolutamente infinito in nessuna dimensione, e che anche il
prodotto di tutti e tre questi numeri a', o, &" non & asso-
lutamente infinito, ma bisogna mantencre i concetti della no-
stra mente, per cui i diversi ordini degli infiniti non sono se
non numeri estremamente grandi moltiplicati fra loro. Se in-
veee di un prodotto n'a"a™ di tre numeri estremamente gran-
di mettessimo un solo n numero grandissimo, perderemmo
I idea delle tre dimensioni di un corpo, e sarebbe distrutta
la natura stessa del corpo che prenderebbe la configurazione
di una linea fisica: il progresso schiarird questo discorso.

7. Ora potrd il lettore comprendere a che tende il prin-
cipio analitico esposto in questo primo paragrafo. Fino a que-
sti ultimi tempi i corpi solidi e fluidi sottoposti alla formola
dell’ analisi si dissero continui, tali cioé che i valori delle coor-
dinate di ogni punto fisico differissero dai valori delle coor-
dinate dei punti circostanti meno di ogni quantith assegna.
bile. Presentemente, osservata pint da vicino I'interna confor-
mazione della materia, si ammettono fra i punti del corpo po-
1i o interstizj vuoti od occupati da altra materia, e i punti
stessi distribuiti in maniere particolari a filamenti, a falde,a
strati, ec. Per adattare l'analisi alla rappresentazione di questo
stato al tutto conforme alla natura, io non assuro aleuna ipo-
tesi: mi basta ammettere che i valori delle coordinate z, y,z
dei diversi punti fisici del corpo possano saltare in maniera ir-
regolare, ed avere distanze pilt o meno insensibili, ed anche
finite, Cid & quanto ottengo mediante V'esposto al numero 5.:
io salvo I irregolaritd voluta dalla discontinnitd della materia,
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e insieme colla riduzione delle coordinate %5 ¥4 3 alla com-
posizione in @, b, ¢ ottengo una regolarita nelle variabili sem-
pli¢i su cui riposano le ultime nostre considerazioni, regola-
Titd necessaria pel meccanismo del calcolo, quale & adoperato
da Lagrange nella Meccanica Analitica.

8. Regolarizzare i valori irregolavi delle coordinate = dei
diversi punti di un corpo (dicasi lo stesso delle y, e delle z)
mediante le considerazioni del n.® 5, supponendo cioé alle z,
¥» £ una composizione incognita e il pit delle volte inas-
segnabile in a, &, ¢ variabili crescenti regolarmente, & un’
operazione puramente mentale intorno a cuinon pud erigersi
alcuna controversia. Quantungue perd non sia necessario, pos-
siamo dare un appoggio a questa speculazione, dando nna rap-
presentazione alle variabili semplici a, &, c¢. Possiamo dire
ch’ esse significano le coordinate dei diversi punti del corpo
in una disposizione ideale antecedente allo stato vero nella
quale la materin del corpo stesso era contenuta in un paral-
lelepipedo (A—Z)(g—m)(v —n) (avendo posto per brevita
A=l —1 ) p=m(n'— =n+(n"—1)y) e tutte le @ non
diversificano fra loro che di sumenti eguali ad a, le & di
aumenti egaali a @, le ¢ di aumenti eguali a 7. E sempre le-
cito (si mediti bene ) concepire i diversi punti del corpo tol-
ti da queste sedi di disposizi uniforme; o i nte,
o in un tempo ideale, qualunque ne sia stato il mezzo, e tras_
portati a quello state di maggiore o minore vicinanza {ra loro,
stato di disposizione saltante e irregolare, in cui si trovano
nel corpo come & in natara e nel tempo in cui & sottoposto
alla nostra considerazione; le x, ¥, z coordinate attuali saran-
no funzioni di quelle @, &, ¢ coordinate ideali.

9. Prevedo un’ opposizione. A che giova, si dird, questo
complicare le coordinate dei diversi punti riducendole ad una
composizione per altre quantitd che voi stesso chiamate inas-
segnabile 7 Potrd mai cavarsi alcun vantaggio da una conside.
razione ché ci lascia una difficolta invincibile ? Rispondo, che
giova moltissimo perche, come ho! git detto, si ha in questa
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riduzione I unico mezzo con cui I* analisi si attacca alle que-
stioni meccaniche in discorso. Convengo poi che cosi si vengouo
primicramente a trattare le equazioni generali del moto: ¢ dell’
equilibtio sotto tali forme che contenendo le a, b, ¢ non sono
direttamente di aleun uso. Ma sari mio impegno mostrare in
un terzo paragrafo un altro principio analitico per mezzo del
quale si climina ogni traccia delle composizione ina, b ce
otteniamo formole a cui possiamo direttamente applicare i nu-
meti. Gost le a, b, ¢ dopo averci reso I eminente servigio di
fornirei il mezzo di serivere le attnali questioni meccaniche
in analisi, usciranno di vista quando non ¢i swranno pilt op-
portune: E stava qui appunto la difficolth capitale. Tt calcolo
voleva una regolaritd che non sembraya concessa della discon-
tinniti della materia, e I applicazione pratica dalle formole le
voleva tali da poter riavere direttamente i valori attuali delle
coordinate quantungue fra di loro differenti in maniera irrego-
lare. L astificio con cui la difficoltd si vince sta nell’nso si-
wultaneo dei due principj esposti nei paragrafi primo e terzo
di questa Memoria,

10, Ho parlato di punti fisici dei quali consta ogni coi=
po; ma non ho ancora detto bene che cosa intenda: per- essi.
Newton voleva i corpi omogenei formati di particelle picco-
lissime elementari tutte eguali fra loro, diversamente configu-
rate nei diversi corpi, impenetrabili, indestruttibili. Boscovich
riducea gli elemeati dei corpi a punti inestesi non in assolu-
to contatto. Ecco due ipotesi: sono meditazioni di sublimi in-
telletti, sono piti o meno corrispondenti ai fatti fisici, ma so=
1o ipotesiz ed & pure spincevole il vedere qualohe cosa d'ipo-
totico per fondamento di una scienza che dovrebbe dare risul-
tamenti certi. To vorrei schivare ogni ipotesi, e perd i punti
fisici, che ora chiamo molecole , sono per me gli olementi di un
corpo che possono considerarsi tutti egnali fra loro: tali che
i nostri sensi non vi possano marcare distinzioni di parti: &
in numero tale che possa comsiderarsi maggiore d’ ogni asse
gnabile, Non definisco se dette molecols siano. estese o ines~
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tese , se siano in contatto o no: Ianalisi che davo puo qui
lasciare una indecisions. Spiego di piit il mio pensiero. Un
corpo pub essere di tal natura che permetta di considerarlo
vidotto a tante patticelle tutic
ma di tale estensione che non appaja ai nostri sensi. Il m
di cui parla anche il Boscovich, & un corpo i cul
hanno una estension non isfoge
si, ma pud ammettersi per approssimazione a modo di simi-
litdine: Quei granelli, la cui estensione si suppone per un
momento sfuggevole ai sensiy sono-perme le molecole di quel
o altro corpo per ginngere gl
sginare una. inoltratissima

cgnali fra loro ed ancora estese,

sragelli

che in ver ai nostri sen-

all

nza delle

ne
fino ai- punti inestesi di Bo-

se anclic bisogno di ar
SCOVic v la divisi
momento che un corpo & ridotto a particelle
mero pud cousiderarsi- maggiore d’ ogni assegnabile, siano poi
esse estese o inestese, quelle sono. per me le molecole del
corpo. Pongo un’ altra considerazione. Gli elementi dei cor-
pi che ora mato molecole , sono anche per me ir
riahili, ¢ in ci i jeino alla sentenza del Newton: ma
questa invariabilith non & assoluta, & per me relativa alla que-
stione di cui intendo di oceuparini; &, per fare una similitu-
dine, come 1 idea della rigiditd in meccan
relativa alla grandezza delle forze conside
viabilitd & cosi un concetto puramente mentale, e non una
ipotesi fisica; le molecole sono invaviabili in quanto sono I'ul-
timo appoggio delle mic considerazioni: ma savebbe in mio
arbiteio spingere indifferentemente pitt innanzi 1”idea della
loro composizione, se ne avessi bisoguo.

rii Prima - di terminare questo pa
n nn luogo del paragrafo. seguente mi occorrerd usare
del prineipio del n.° 5. con una estensione la quale potrebl
allora fare ana difficolth che qui & bene di prevenire. 2
n.° 5. ho mostrata la possibilita di una sola funzione a:(s.l.c)
che mediante le combinazioni dei valori attribuiti alle a,b,¢

Tomo XXI. 23

To non mi caro del dove si spin dal

1ali il cui nu-

a, la quale
e. Una tale i

arafo fard osservare

re.
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nel prospetto (11) somministri I”un dopo I’ altro i valori di
tutti i termini della serie tripla (ro): ora mi bisogna conce-
pire la possibilita di una funzione &a, b, ¢) delle stesse a,b,¢,
he attribuendo a queste variabili la stessa successione di va-
non mi presenti i successivi termini della serie tripla
(10); ma quelli

. s

H ;3 ec.
RS R W S’

di un’ altra serie tripla i quali abbiano coi termini della {10)
una diversita notabile. I termini della (ro) si consideravano
determinati, anzi dati in numeri; questi nuovi B35 e
voglionsi quantitd Tetterali indeterminate e fra di loro alfatto
indipendenti. Se ben si riflette all'andamento della dimostra-
zione per provare la possibilitd della w{a,b,c) si vedra che
regge egnalmente per provare la possibility della &, &, ) -
quest” ultima avri una composizione come la x(a, b, ¢) colla
dilferenza che dove la x(a, b, ¢) ha per sue costanti quantitd
determinate, la &(a,b,¢) ha invece quantitd indeterminate. La
Ea, b, ¢) per a=L, b=m, c=n diventerd £ 5 per a=l+0,

#=m, c=n diventer) &  indipendentodalla £ o da ciz-
scuna delle quantiti simili seguenti: cosi viz via.

Avrei potuto, giovandomi di quanto & insegna nel cal-
colo delle variazioni, procedere altrimenti per sostenere insie-
me nella &a, b, ¢) I"idea di una composizione correlativa a
quella della z(a,b,¢) e I'idea di una indipendenza fra tutti i
valori da lei risultanti quando le @, &, ¢ prendono. valori
determinati. Ma potendo arrivare allo stesso scopo per consi
devazioni sigorose ed ordinaric, ho creduto meglio. non com-
plicare con tali nuovi risgnardi la mia teorica.
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.12

Vuova Analisi del moto e dell’ equilibrio de’ corpi omogenei
considerati come ammassi di molecole.

1a, Nop ammetto in questa analisi alcuna equazione di
condizione cui debbano soddisfare le coordinate dei diversi
punti del corpo. On maniera con cni Lagrange cerco di
csprimere i legami fisici e reciproci delle diverse particelle de”
corpi, parve al Sig. Poisson (1) troppe astratta: egli vorrebbe
ridurre tutte alle sole azioni molecolari. Io mi conformo a que-
sto voto non ammettendo appunto oltre le forze esterne, che
un’azione reciproca di attrazione o repulsione fia le diverse
molecale espressa per una funzione incognita della distanza.
Non & che io creda da abbandonarsi I’altra maniera nsa
ta da Lagrange, ché anzi io sono d’avviso che eziandio con
essa si possano vantaggiosamente trattave molte moderne que-
stioni, ed ho gid pubblicato un eaggio di un mio lavoro che
pud in parte provare questa mia asserzione (2). Qui perd non
assmno che azioni molecolari tanto pin volontieri, in quanto
che I' equazione generale meccanica da cui partird si attacca
cosl a quella parte della Mecoanica Analitica su cui non pud
cadere alcuua ragionevole controversia, e prescindo da tutto
quanto havvi in quella grand’ opera non ancor sanzionato dal
consenso universale de’ Geometri,

Chiamando

=4

1,83, 4,....0

i punti fisici del corpo nei quali non suppongo differenza di
massa (rivedi n.” 10 )3

(1) Mémoires do 1 Institut. do Franco, T. VIII. p. 361
(2) Opuscoli Matematici e Fi 1. Milano 183a.
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settive coordinate ortogonali alla fine di un tempo #;

7
le i

R T X, T R e
b e e s G ey
Te rispettive componenti secondo i tre assi della forza acce-

leratrice esterna alla fine dello stesso tempo #;

e s a8 e,

5 3
a

le reciproche distanze dei punti scritte ‘cosi per abbreviazio-
ne invece dei radicali

T+r—r +(= Ve —aP+(y—y F+lz =

(t4)
vl el

T e A e
ecc. £cc, eec.

e per ultimo () in generale la funzione incognita della di-
stanza esprimente 1'azione reciproca dei punti.

Dietro il solo prineipio del parallelogrammo delle forze ¢
le prime nozioni del calcalo delle variazioni & stabilisce pronta-
mente 'equazione generale del moto di tutto il sistema. Giterd
la mia Memoria sui principj della Meccanica Analitica di La-
premiata dall’ Istituto Ttaliano nel 1824 ( vedi p.34 ¢
eguenti); si pud anche ricorrere alla Meceanica Celeste di
Laplace T. L. pag. 38. L’ equazione & la seguente
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i

—H )

(=2 )Dz ...( i )3; +{ =

+9(8, )98, +7(8, )38 i+ +9(8, )8

-wr:(S:‘aj 08, 5 o

+@(S )38

nmip!nein

Si rammenti clie tatte le 9z , dy , 8z , ¥, Jy . 3z ; cc.
'

non debbono altrimenti intendersi che quantita indeterminate

e fra di loro indipendenti, i cui coefficienti si fanno separa-

tamente zero, avendosi cosi tre yolte tante equazioni quanto

& il numero dei punti. 1l simbolo J poi precedente le

3 g ey €0
nay 18 a3
(essendo queste quantitd null’altro che i radicali (14) ) indica
una differenziazione al modo solito che, quando si esegmisce,
applica la caratteristica & a ciascuna delle » , z , :

componenti quei radicali, talehd si acorescono i coeflicienti
totali delle 0, 85, ... 8y, dy,.... da eguagliarsi a zero.
Cou:ulammo la precenlcmc (15) fatta di due parti:
di una prima che abbraceia tutti i trinomj contenenti le for-
ze acceleratrici esterne per ciascun punto: e di una seconda
che comprende tulti i termini portati dalle forze interne.
Quanto alla prima se poniamo per brevitd'in generale
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2 -—-X)h-i-(—"l... Y}3y+( :“ —Z)é‘z

a

pud esprimersi colla serie

(17) A 4444 +...‘+A"

3

la quale, come si disse al n.° 6, dovri cambiarsi colla espres-
sione di una serie tripla, giacché il numero grandissimo n
egnaglia n'a"n", ciok pud considerarsi il prodotto di tre fat-
tori tutti e tre numeri grandissimi, In seguito col raziocinio
del n.2. 5. si ridurrd la serie tripla ad un’altra simile, i eui
termini siano tutti dedotti da una sola funzione AMa,b ,¢) di
tre variabili @, &, ¢. Questa A, b, ¢) non & una funzione che
debba immaginarsi composta di nuovo alla maniera indicata
nello stesso numero 5. ; essa & il secondo membro della pre-
cedente (16) in cni le @, ¥, 5 (che appajono esplicitamente
nei differenziali secondi presi per rapporto al tempo ed en-
trano implicitamente nelle X, Y, Z) si considerino ridotte
fanzioni di a, &, ¢ giusta I’ esposto ai n. 5, 6, 7, 8; e le dz,
3y, = similmente dietro il gid detto al n.® 11. A ben com-
prendere quest” ultima asserzione bisogna rammentarsi che tali
8z, dy, dz non sono che tre quantith indeterminate le quali
si indicano cost per comodo, 4 fine di richiamare le z, ¥, z
cui rispettivamente si riferiscono, ma che meglio si esprime-
rebbero con tre nuove lettere §, %, &; che queste &, 4, £ deb-
bono adattarsi successivamente ai diversi punti del sistema
diventando rispettivamente

§ oot [ w0
nra? e ? Yo gz,:,x LT

che esse ciog sono le &(a, b, ¢}, %(a, b, ¢); (e, by ) di cul si
¢ discorso al n.° 11,

Dopo cib mettendo una somma  tripla invece della seric
tripla che le & egrale, non vi sark difficolta a riconoscere che




o
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Ja prima parte della formola generale (15) eguaglia espressione

(18) zmxt’ixmg(‘%— )*"-*‘* (" = Y) 0y+(§§ = Z)az

o=l I=m ¢=n

essendo come al n.° 8. per abbreviazione
(to)  A=k{r—1)a; p=m+(w'—1)d 5 =n+(2"—1)y

Quest’ espressione intanto si intende,in quanto le nostre con-
siderazioni sono spinte all* interna composizione incoguita del-
le @, y, z per quelle coordinate a, &, ¢ che si riferiscono ad
uno stato antecedente ideale di uniforme distribuzione.

14. Per la scconda parte della (15) contenente tuttii ter-
mini portati dalle forze interne, bisogna primicramente osser-
vare che le ive linee ori li della medesima , le
quali successivamente scemano di un termine, possono ridursi
ad avere tutte uno stesso numero di termini e che quindi
tutta quella quantitd pud scriversi

1908, 105, +59(S, 05, +.+1glS, 98

1a

+ilS, 38, HIPIS, )08 (s, 1S,

(20)  +ig(S, z?Sad-kﬁ(Ssﬁ)c‘rSd#-i-, ..,+5f.c33m)ass!"

1)

H9(8, 08, HIgIS, IS, g, o8,

Cio apparirh se si riflette 1.° che i termini moltiplicati per
PP P i

DENGEe SAR00 SE8 L L el

1 23 33 i

sono introdotti per una regolarita di progressione negli indi-
ci, ma & come non vi fossero, essendo zero identicamente le
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ec. ¢ le loro variazioni, il che riesce manifesto me-

w

diante le cspressioni (14) dei radicali equivalentis 2.° che gli
altri termini nella precedente (20) possono riunirsi a due a
due: cosi per esserc

o
i due termini
19(5,,)95, +p(S, )05
equivalgono al solo rﬁ[s )5 3 similmente
19(8 )08, +19(8,,)98,

equivalgono al solo q%(S )BS 42 cosi via, via, Con queste

due avvertenze basta pDO:I attenzione per comprendere che l|
precedente (20) si contrae nella seconda parte della (15).
pubd anshe osservare cho ci saremmo con facili operazioni fo
mata altrimenti V'espressione (20), se serivendo la seconda par-
1 (15) avessimo considerata la sola azione di ogni pun-
ta sopra ogni punto senza la reazione di questi su di esso:il
importava di contemplare sempre tutti i punti per ogoi
ontale ivi scritta.

mo la (plesina delle linee orizzontali lormanti la

te del

linea ori

Prend
{ac): essa &

(a1)

it S t-bd S AP S
a”ll)ﬁ‘ - +-?[5,4,.,W 1w+ +H(SP-“)6 s

i

valori interi da 1

dove g & una variahile che prende tutti
a n inclusivamente, ¢ p rimane costante, essendo poi  espres-
siani (14))

ae) Samrlg il Sl

i

P
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Questa (21) & una serie composta dello stesso numero di
termini della (17) e come essa pud ridursi ad una serie tripla
rappresentabile quindi per una sommatoria tripla quando le
%, ¥, = si considerino al modo solito funzioni di a, &, €.Qui
perd accorrono due sorta di queste z, y, z; le une costanti,
essendo le coordinate del punto generico che agisce su tutti
ali altri, le esprimeremo per a(as b, o), y(a@, b, ¢), =la, b, )i le
altre sono variabili e valgono a percorrere tutti i punti del
corpo, tenuto fermo in vista 1" anzidetto: le rappresenteremo
per (f. g, ), ¥(f. g: ), =(f, g, k), intendendo che la compo
sizione di queste seconde per £, g, & sia quella stessa delle
precedenti per a, b, ¢. La variabilita delle £,g,% & poi quel-
Ia stessa delle a, b, ¢ nell’ espressione (18), comincia da 7, m,
n, e va per gli aumenti &, §, y fino ai secondi limiti A, 4, ».
Cosi la (2a) quadrata si muta nella

= [a(f; g, B — vl b, ) |
(a3) + Dl g H)— (e by ) T
-+ [alfs s ) — 5{as 25 I

e la (21) & rappresentata dalla sommatoria tripla

h=y

19(8)8.

=i

(24) z

f=i g=n h=n

Sein questa mettansi successivamente per a, &, ¢ i valori 4,
iy B; -G, m, B 20, m, B ec. fino ad esaurire tutte le
combinazioni della serie tripla (11), le successive espressioni
cost cavate dalla (24) saranno le somme delle successive serie
orizzontali componenti la (20) ¢ potranno disporsi in una serie
tripla della stessa indole della (r1). Adunque la somma di
tutte queste somme sarl una somma sestupla, cioé

=1 c=p f=i g=p b=y

R e s R P

o=l l=m c=a =l g=n f=x
Tomo XXI. a3

@)
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dove, la, 8 tanto in{g(S). come ju 48 ha il significato , postoci
dalla {a3)sle prime somme, sono: prese pen f; § 5 coglians
menti; s s e le seconde. peria, by ¢ cogli- stessijaumenti
@y B g

_Gosh I espressione (23) equivale alla seconda, parte, della
formola- genérale, (15}
15: Questa. formala_generale, attese le (18) (25) diventa

e )52-*(%—\')3,_,_(%_ d)pe

b=y =y,

ad d=miie=n

f=4 =y
G 1a(ss! =
. szﬂﬁ,uﬁjm% o
Una somma definita pud cangiarsi in un integrale finito, defiy
nito avente il primo limite cguale al primo della somma e il
secondo eguale al] secando della; somma ageresciuto dell”au-
mento finito (¥}, Perd la precedente formula generale ( vedi
per intendere chiaramente la notazione il Inogo citato ) si
scrivera senza altprazione

5 olaby ; o
e jrg(,j;j_x)am(%— )«3;4-(;‘_ z)az
e

(26)

f=h g=p =
+3 B 3 pest=e.

it g=m, b=n
Beco la fordiola chie ‘contiene tutta 1d meceanica molecolare:
edsa merita un attento studio, La § vi ha il sighificato (23).
Ia &8 deducesi dalla stessa (33) che da

808 = £ [ 4(fs g )= xlas bic)]

(27)

<03 y(fs g Rh—r(a; bs L= £ 6 F)—=las c)]

(%) Vedi il T. XX. di questa-Societi-pag:=68a
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avendo’ posto’ per. abbreviare F

& =l £y 1) 36 & ¢)

(agy™ R (o s R ()
E=3z(f 8. %) — 2(a, b, ¢).

Tutta la difficolta sta nella valutazione'della variazions

o[£, g h}—x(as by0) |

e delle altre due simili, giacché ivi la caratteristica & copre
un Binomio i oui-due’términi sembrano di/diverss natnra. Si
vince tale difficoltd mediante una trasformazione che costi-
tuisce uno dei passi_principali di questa unova analisi,

16. Una funzi “Z(f5 g k) i tre variabili £ g, & pud
aversi in serie per la stessa # ove al luogo delle £, g, /: siano
tre altre! quintith ‘qualunque 4,6, serie’ contiene le dif-
ferenze finite di questa seconda & per a, &, ¢, prime , secon-
de ec:ela f, g, non compajono che nei cocflicienti (*). Ee-
co la formola

ol fsg b= 2@+ L0 A e + S0 A 2oy 2

{f=alf—a—a) na U—a)g=t) A A Umalmo) A A 5
i Aaa:+ . .A..x i e A“ E
=Hla—tmf) pa o =D A ., Uillhe—y) gn
T P e o e e M ki

dove nell’ eccetera seguono le differenze terze e le pi ele-
vate, Sostituendo il secondo membro di questa equazione nella
variazione 0fx( f, g, &) — a(a, b, c) |, la caratteristica & andra

(%) Lacroix. Traité du caleul etc. Tom, TII. pag. fo.
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a colpire quantita tutte della stessa natora, ciog, giusta l'in-

dole del calcolo delle variazioni,le sole differenze Da.r, An:c,'nc‘

o secondo 8"insegna in quel calcolo potrh trasportarsi sotto i |
simboli delle dette differenze aderente alla stessa x. Pertanto

la (27) si muterd nella seguente

335=t=%A ppr b A Juith=tA 0z
& a Py T ¢

e U= EmIIAG g s UENA g s (Odp A 3y
% W e b o @

s=mIp A G g et s
L ER d

(20)

( fma fomimsi) fmi—22) ~ =0 a2
4 U=f QVsﬂlﬂf—-n = A*ﬂﬁ‘**”f a)«‘f;agall A.,Aa‘h'" oo
-+ quantitd simile con y per z, e % per &)
-+( quantith simile con 3 per &, e & per £).

Pongasi per compendio il segno

f=h_g=p h=s ‘
(30) J in luogo del segno £ 3 2 |
1=l g=m b= |
facciasi |
(31) e =14 |

e si assumano le seguenti denominazioni
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( £2) =— fUS)E(F~a)

( 252) = - [Y(8)E(g—2)

(3,2)= — [(8)E{h—c)

( 4 2) = =z SYUS)H(f~a)(/~a—a)
(B2)  ( 5a)= - SUS)EU—a)e—b)

( 6,2) == [YS)E(f—a)(h—c)

( 7:2)= 55 [HE)le—Y) [g—2=0)

(8,2)= - [H(E)E(g—E)lh—e)

( 952)= 5z SHE)E{h—c)(h—c—1)

(10,2) = 5 [HS)§(f=a)(f—a—a)(f—a—20)
ec. ec.
Si assumano anche altrettante quantita simboliche
3) (1) (25) (37) e

le quali non differiscano dalle precedenti (32) che per avere
% in vece di £; poi altrettante

(34) (158); (2;2) (3,5) ec

le quali pure non differiscano dalle precedenti (32) che per
avere £ in luogo di .
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Dopo tutte queste preparazioni, la quantitd (24) che co- )
stituisce la seconda parte della formola generale (26) sotto I'in-
! tegrale finito triplicato, prende la_forma
f=l g=p =r
T2 Jges=
f=l g=m b=

(1) aﬂr?x-i-(a ,z)Aﬁr+[3 ,x).‘lg:bc

@)

—+(4,2)A% b‘.t-i—(S,x)AaAbaxﬂ-(B,xmnAch
{7 a)A Ja+(B A A Fi+{0)A0 Fu-tte. 1
} | +{ quantit simile colle (33)! {a dndga Gell: (32)-&-dr-in{lnogs & 3x)

{ +{ quantith. similo calle (34) in Inogo delle (32) ¢ 3z in Iuogo & 8z )

© suquesta espressione, chi conosce la M. A.di Lagrange, ca-
pisce subito potersi eseguirg, le trasformazioni  dirette ad ot-
tenere termini in cui le dx, dy, 0z entrino come coefficienti
nou affetti da alenn segno di deriyazione.
17. Difatti insegnd Lagtanse i pili Taogh d anche pel
caso delle differenze finite (*) che sopra un’espressione della |
forma

(o)o-+{1)2 p+(2)A 0+ (3} 0

1 + (447 0+(5)A A BaHB)A A B (7) A, BB A b B-H{0) A% &

(36) +(10)87 o+ (11) &° Aja+(:)A° A o138 A o-H(14)8 A A
-+ EjAﬂAc'a-q-(’ (6)A‘ba+( |7)A‘BA=0-+~(x3)ANA’usi+( ro)& a-rec:

(ove i coefficienti sono simboli che possono esprimere funzioui
qualunque delle tre variabili @, &, ¢ ed o & un’altra fanzione

(*) Miscallznea Tanvinensia. T. IL p. 1gr. App. &%
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qualungue i ‘osse ‘variabili ) & sempre-laeito. eseguire aleune
operazioni dirette a trasformarla in nn’altra espressione della
forma

- Op 440 + A0 A O,
@ 14 n& 8 433

(37)
-f-AA'Oﬂ-AAO-l-dﬂU-\-AAAOH

i cui termini,*tranne il' prima , sono tutti affetti da 3egn. di
differehze -semplici-o-doppié o lrsple,e possono) quindi- subire
immediatamente una o due o tre integrazioni quando, come
“nella (26); vebgono ‘ad ‘essere’ sottoposti ad un 'segio d”inte-
grazione, triplicata. Passano allora a far parte_delle guantitd
che si) riferiscono ai limifi-del corpo, talchd sotts " integrale

triplicato. non: rimane. che) il primo terming” Ony
Le quantita O, 0 (0] . 6c. componenti 1° espr:ssmna (37)

<oniy die per Te (o), (.) (2) eerdella (36)7 Non. sard discaro
troyar q\u tali_formale ;cui bo dato maggior estensione di
quelld chic in realtd miabbisogna per le applicazioni : (ma il
principiosenalitico’ia- discorso/é-tanto interessante. che-merita
di essere veduto in tutta la sua ampiezza.

A“tatel liggette mi & dlnopo-premettere che, ponendo-ad
una quantith o fanzione di @, b, ¢ uno, due o pit apici in
alto a diritta s™intende ‘che .in Tnogo di a sidvi"a—a, ovvero
a—1a, ec.,restando b, ¢ come prima. Che con una simile no-
tazione (=, , @, , cc. ) di apiel al piede’a diritta violsi signi-
ficare la sostitnzione —8. b—2f, ec, in lnogo di & non_toc-
cando @, ¢. Per la sostituzione di ¢—7s e—3y ec. a ¢ senza

I i delle a, & siad apioi in alto a sinistra, seri-
vendo 'z, "z, ec. Dopu cid s mteuc]e facilmente anche la no-
tazione mista: cosi x,"significa‘wla—2nlb—{, ),/ "»; significa
#(a; b—af, c—y), ecc. Ecco le formole.
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0=(o)—A (1) —A fa)=A (3)+4° 4+, A,()] \

i A A (6425 (7), 8,4 18)+47 )
| —A? (10)"—A" Afun) = A fra'—A A% (13), =0 8 A (14)
‘ i —A 42 i) —A(16),—A% A (1) —A A% 8)—4* "(1g)+ee.
il (1= (4= B A (642 (10 A A (1)

r=LA,A;(mr‘«r;lsrﬁabA;(n4):+A;"<-sy—ec- 4

| +!(4)'—da(m)"—i\b(| |).’-An'(|z]'+er:.IAau+;{m)'—!:c.%A’“u-o.-cc. [
=i[a)‘—An(s).‘_50(73"-1\.;(3),+A,“( 1)+ A (13), § ;
STl A (A (16), A (17} 447, (18)—ec.
(38) +4{7)—A (13— 16)—A (17) oo A ok (16)—ee At v
=g‘ta:—A;(é)'AA;te).—a;(orﬂt’;t-z)"+§ﬂa;(v4;.' ; g .
S A 205 (17) A (1) i)t i

-ki'(g)—.’l;( 15}'-&5'(1 S],—A"‘( lg)+e°':AeO+E (1 n)]—-ec‘e)A’qucc.

0,=16)/ =4, (11}/—803),=A,0 e o

I
h 1 i )(u1)/—ee]A o-+{(13)/—ec |4 a--ee. |
| 06/~ (12)'=A,(14)—A [(15)-+e0 @ ]
1 | ' {lia)—ee A o] (15)—ex A ot [
| [ 0,=H(8) =, (4=, (12)=2 (18)+eed & ;

=+ '7)1“"':'15,“"'!'“ 8)—ec,|A a-+ec.

0 =f{14)— ec Jo-eo.
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Espongo altresi un andamento di dimostrazione per que-
ste formole che si segue senza grande fatica. Conviene tra-
sformare di mano in mano i snccessivi termini della (36), il
che non oltrepassando le differenze di terz’ ordine esige sol-
tanto sei operazioni differenti.
Primieramente si trasforma il termine (I)A“m ponendo

(1)A 0 =po + A (g0)

essendo in quest’ ultima P>'q due quantith da determinarsi,
Siccome si ha

Al(qa) =4g0+ qmﬂaa
si ottengono prontamente dal confronto i valori delle dette
7. g: quindi

s ‘ v

(NAe= —-A“(l)-mﬂkﬂa[{l)ml.
Su questo tipo si hanno subite anche le trasformazioni dei
termini (z)A&n, {3)A¢B. In seguito si poue

(420 = po -+ A (4o) + A {ro),

¢ sciogliendo le differenze ‘prima e seconda de’ prodotti in
quelle de’ rispettivi fattori, si hanno tre equazioni con cui si
determinane le tre incognite p, g, r. Cosi ci risulta

()2 "o=A 40— [2A UYal-A* [(4)'s],

sulla qual formola si i anche le trasfc ioni dei
termini (7)4 %0, [q)aa’m. Si passa a mettere

‘:S)Analﬁ=F“"'An('i"’)"‘A;,'W)"'A,ﬁ,‘:'W)
Tomo XXI. = 24
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& scingliendo come sopra le differenze dei prodotti
quatteo equazioni con cui si fanno note ., g5 %,
tato finale &

i trovano »
: il risul-

(518,450, A,(5) 0= A, ]
—A A (5) o]+ AJ(5) o]
sul quale si stabiliscono anche.le formole analoghe per b
(©)8A0, BAAL
Volendo passarc a trasformare anche i termini colle dif-
ferenze terze, si fa
e, o 3
(te)A au—pm+lﬁ(n]m)+,ﬁ n(m)q—A  s0)
© con operazione simile alle gik descritte si ottiene la formola
s ASlol” 3 (o)
(10)A% o= AGEIO) o4 [34 n(m) ‘o]
0 1 o
—A% [3A (10)'a]+A [(1c) als
chie serve o trasformare anche i termini (16)A %, (19)A 'o.
Si prosegne e si mette
(11 )ﬁ‘ﬁQl’m:j’(aﬁ-ﬂ"(qm}#—ﬂh[m}d-ﬁ:{ rm)—t—ﬁ\aAb(uojq-A '"Aatm)

dedncendone

(11)a* A=

s A (e )]‘aq—Aﬂ[zAﬂAﬁ[ 1 ),"9}"‘"3‘,[5’,( 1
_A“GEA‘( i )‘”m]_A.As[ﬁAn{ 1 )‘"s.]+A’bAu[( 11),"a] »

la quale formola si presta a cinque altre trasformazioni, ciod
a quelle dei termini



Dzr 8o, Dorron Prora 187
(12)4° & &, (13)8 A0, (15)A Ao, (17)A%4 6, (1B)A A% 0.
Finalmente si pone
(142 A A o=po-+A (qo)+A (um)-q—do (va)
+AnAb(w}+A“A‘( 5"”]+AL‘AE(Z"’]+A,.A4,A¢“”J
&’ onde si cavano facilmente i valori delle otto incognite ,
trovando
(l4}AnAbA[m=—-A“A"A"{ 14), o+ A E'laAu,(] 4)'a]
+ﬁb[A“An‘(l4),'m]+A‘E-’lpAA'f!4],'w]
——AEAJA‘ '(l4)l'm]—AnAE[A bl{ ‘4)"ﬂ]_ﬂb4£[ﬂﬂ‘( 14) o]
+A4A"Ac['(l4}'p].
Avendo cosi sott” occhio le 19 formole risultanti da queste

trasformazioni, si riconosce immediatamente il valore di O del-
le (38). Per quello di O bisogna raccogliere nelle successive
:

formole i termini preceduti da A : sl comprenderanno auche
a

quelli precedati da A',g A%, ma non quelli preceduti da
Py
BAGASA, AN, AT A, A Aq AT A,
G e el e,

perché quantunque questi siano derivate esatte per la varia-
bile @, lo sono anche per un’altra variabile, e quindi si tro-
vano contemplati a parte. Eseguite alcune ridnzioni per iscio-
gliere differenze di prodotti in differenze di fattori, si trova
la formdla seritta nelle (38). Una maniera analoga di operare
ci conduce al ticonoscimonto di tutte le altre formole (38).
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18. Mediante il principio analitico esposto mel n.” prece-
dente eseguiscansi le trasformazioni sul secondo membro del-
la (35): riterremo per brevit solo i termini di second’ordine,
ma ognuno che immam di piti, potrebbe agevolmente, viste
le formole (38), scrivere anche quelli di terzo.
La (35) pumh,m la forma

=
£ T e
f=l g=m i=n

— (1).05— (11).8y — ()=
| (39)
1 — A“E) -+ ALH -+ A{‘l'

+AAV+AAE+AATHAAAQ. |
a é a ¢ be a b oc

Non ¢i occupiamo per ora dei valori delle guantiti, ©, II
@, ecc. rhandoci a farlo pitt tardi quando tratteremo delle
equazioni ai limiti: qui noteremo solo 1 valori: delle (I) , (1),
(111} che per la prima delle (38) sono

il (I)=AH(:;I)'-;-JJb(2,m),+A '(3.x)
i l] 11 —A® ({2 —A A (5)—A A (6:2)
i
I

a

i 1 _A)L(T"“)"AALAEI(G’m)‘_A‘:('J’z)+Ec'
(=24 (19)+4,(2)+4 Gr)
| (4¢) —A" (4)'—A A, 5) =4 B Gy}
Rt || — A% (1), — A, (B A% (gg)+ec.
§ (M=
1 At
' — 0 (ph =B A B ) A (o) ee,

4 (x,z,‘-t-Ab(a,:)ﬂ-Aﬂ‘(S,:)
—4 A, &(5._;'},'—-_\“-_‘.;(6 12)
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19. Heeoei ora al punto di potere stabilire le equazioni
generalissime spettanti al moto di un punto qualungue (v, v, z)
del nostro sistema, Introducendo il sccondo membro della (39),
invece della quantitd formante il primo membro, entro la for-
mola (a6), & noto dal caleolo delle variazioni doversi annul-
lare a parte i coefficienti totali di dx, dy, 3z che rimangono
sotto 1" integrale triplicato. E giacché le altre parti dell’espres-
sione (3) si riferiscono alle quantitd dei limiti dopo una o
due o tre i ioniy avremo le ioni

i

X—22 0 (1)

(41) Y—2L () =0

Z— 2 () =o

dove (1), (IT), (TTT) hanno i valori (fo) composti di quantiti
simboliche date per le (32), (33), (34).

Queste (41) sono vere anche ritenendo indeterminati ¢
finiti gli aumenti a, B, y assunti nelle diffevenze , nel qual
caso se i numeri ', &', n" del punti del corpo secondo le tre
dimensioni (intendendo la primitiva disposizione ideale) sono
matematicamente infiniti, tali anche diventano per le (19) i
secondi limiti 2, g, v della somma tripla. 8i schivano questi
infiniti pei ragionamenti che seguono.

20. I valori di (I), (IT), (III) somministrati dalle (40) han-
uo la proprietd singolare di poter essere svolti in serie per
gli aumenti @, §, 7, restando in tali serie una prima parte
fatta di quantitd nelle quali gli aumenti @, §, y non entrano
in maniera esplicita. Tratterd solamente il valore di (I), po.
tend. inferire i diatamente le stesse pes

3 per
(M), (IH). Tutti sanno che una differenza finita Az collau-

mento a pud svolgersi nella serie
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dx, ar dix r
Az e e

Se mettasi in questa a—a per a, ovvero b—3 per b, ovyero
c—y per ¢, o anche a—aa per @, eco.: poi svolgasi di nuovo
ogni termine del secondo membro in serie ordinata secondo
le potenze degli aumenti a, §, y, si troverd sempre che gli
sviluppi equivalenti alle espressioni z.\nx', A‘z,, A'Cz, A‘ﬂz“,
e simili hanno lo stesso primo- termine che sarebbe risultato
se le quantitd sotto i simboli A,,v A&, As‘ -3"5 ec. non fossero

state accentate: la diversith si riscontra nei termini seguenti [
ove gli anmenti @, §,y formano pin alta dimensione che nel
primo.
Dopo cid & facile capire che il valore di (I) delle equa-
zioni (4o) puo scriversi
dir,) & P
n =8 Stec,
= ) S L)
(42) o= —aBr — Y
i
ading) o 20) s dNe.x) o
— B by —1 e

Seguono nella prima linea termini i cni coefficienti conten-
gono gli aumenti a, f,y a pin di una dimensione: seguono
dopo altre due linee termini ove gli aumenti &, @, y sono a
pitt che due dimensioni ecc.

Richiaiminsi Ie espressioni (32) e facendo
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[1: A =/ 9(S)E/~a)
[2, &l =/} (S)E(e—2)
[3; x] =/ P(S)E(r—c)
[4: =] =/ P(S)(f~a)
(43) [5: =] =/9(8)3( /—a)(g—E)
[6, 4] =/9(8)é(f—a)(h—c)
75 &] =/ P(S)i(e—2)*
[8, =] =/4(E)5(g—0)—c)
[9, ] =/ (S)illi—e)*
ec. o

ec.
per cui le (32) si riproducono sotto la forma

(1, 2) = ==[, o]

(@ =) == 4]

(3 &) = =[3, 4]

(o ) = = [y 2] — [1: 4]
6y 2) =[5, 4]

(6, #) =[5 «]

(7 &) = g [1s £l =552 ]
{8 5)= 318, 5]

(9 2) = [9, ==L [3: 4]

ec. ec.
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la precedente (42) assume I’ aspetto

[, dB.x

! 0= e
&3] a[6,3]

(44) —§=tt = T T e

d8.r] d'[a,r] -
e i el +V

dor

dove nell’ eccetera abbiamo voluto significare il progresso dei
termini simili a quelli scritti che non hanno coefficienti fatti
cogli anmenti , 8, 7 © colla V il complesso di tatti gl al-
\ri termini che hanno le @, §, ¢ nei coefficienti almeno ad
una dimensione.

Avremo similmente

(= L
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[t: Y] =/ (Sl f—a)

[2, ] =/¥(S)elg—2)
[ 1=/ (8)rli—e)
[4: Y1 =/ (S)ul/—a)
(46) [3; y] =/ (E)xl F—allg—1)
[6, y] =/ (Sl f=a)li—c)
[7, Y] =/9(E)nls—E)
18, y1=/18)nlz—1)(h—e)
[9: 7] =/ (Spulli—e)
ce. co.

e U una quantiti della stessa natura della V

":] S 0 IR L)

(1) = A

db u:
& T\\ =] ] d2[6,3]
) i R T

&[7,3] d&[B.=] &[0
el = 1 e W

essendo

Tomo XXI. ; a5
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(145) = FHERU—a)
(5,5) = [iE1le—)
(841= [H8K(—)

| "3‘_ (4,2 = FUSI0L o)

@) (5:5) = [HER—a)e—b)

I (615) = S S U=e)h—)

| [ (7 %)= SUS)g—0)

i (8, 5)= [ le—Dlh—e)

Ul (92 5)= HSH(imef

{ oo, ec. »

e W una quantita come le V, U.

I a1, Le espressioni (44); (48), (d7) dei valori di (I), (11},
b (111} debbono ancora subire un ultimo cangiamento di forma:

pongansi
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_['=‘]—1 5ﬂ d—‘ml+ec.
L =[2:]—} %l—i A _ g 0] e,
L=[at-j el p ey dos] o,
L e e L

I e B

2 A[6,.
M=[3,y]—} 20—

BRI L o 1L
B e e

dL JL, dL,
) = .k B =B
{ ) da 53 db ™+ de irs V
AM, N, I,
5 R, 5 T
(50) U= S e et
e N, N
1) = s 3 W
( J db =+ de +¥

2a. Rimane a mostrare che le quantitd simboliche com-
ponenti le (49} si trovano equivalenti ad altre espressioni for-
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mate di quantitd comuni e delle derivate delle &, y, = pet

2, b, c. Pongausi

(51)

A =Y~
B =/9(8)e—"
© =[S
D =/i) F—alle—t)
E =/y{8)/—a)li—o)
F =/ 4(8)g—0)—0)
€ =/y{SI—aP
=) f~ae—D)
€ =/yB/—ayli—c)
© =/ 4N a0y
&= MS(—alis—7)
&= FHS) ey
& =/HS)e—1"
0=/ 18)ig—2) (=)
6 =/S)g—Hi—el’
cm-.w{sw:—c)’

ec. €c:

(A—e)

si osservi poi che la & data dalla prima delle (28) pud aversi

in serie, essendo pel teorema di Taylor
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@
—{j‘—a) +(gH l',l +(h—e] +sz"")’ +(f—a)e—0) 55
) () 2 i f(g—8) 4 (g—B) (i) st 0
e che #, £ equivalgono a simili serie in niente altro diverse
che per esservi y ovvero z al lnogo di z. Richiamate le espres-

sioni (43), (46), (48), troveremo

[1]=A 4D E B ] 6 S20C 2 e,

[24]=D 55-+B 5 +F 52046 S24C 1% 4 cc.

[ia]=L Z4F £0F +16,2246 22 o+ ec.

(52) - [4#}=0 E+C T8 & +ce.

[islc v g0, o
[6,x]=G, !E-v-(} +Ge e ec.
[Al=C, 20 G, e o+ ec.

[8.x]=6C, ﬁ+GE “-*-G LT
[92]=6 . :':+Gg iz+ﬂ’°1:,1: -+ ec.

ec. ec.
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AL 4
[ry}=AZ-+D M-{-L‘. "+KG”“
[ay]=D E+BEaT L6 2 ie

[Byl=E Z+F Y40 Z 162246,
3 da

i
[47]= ¢ 'J“-q-(;ﬂf-‘-(‘,3 L+ et.

[By]=6,%+0,5+6.% +ec

[6]=6,Z+C, Z+C % + cc.
[14}=6 6 2e ‘i"+G - ec

4da o db

[Byl= s'ji-c.cs‘z«-c Uy ec.

[90]=C 3 LA L L e

6da " g db g0 de

ec.

diy
m-reo.

4}"" ec.

&y
Sdadp | OO
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& o i
L L I

de pds o
=Ag+D Z+E Tdar " adadb

[x

ds dz dz ds A
[2:5]=D 5+B Z+F 7+ 16, +C, o+ ce.

— 10 4= dz. dz &= iz
[Bal=F Z+F &+C = +‘5G3‘W”‘"05m -+ ec.

L0 % - eo.

dz
[4,z]=G‘ H"'Ga 2t i

5 dz dz ds
(54) [5:2]= Gm*c:; E+Csﬁ —+ ec.

s e ds
[6:2]1= CS‘.,—“+G\55-§-Gﬁ F+ e

a5 oy &
[7:2]= G4E+G772+Gs?c -+ ec.

d: dz s
[8:5]=C. 7+C, :Ta""c,]': -+ ce.
[9:5]=6 e L L S

Gda " gdb ' xgde

ec, ec.
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I manifsto che le (33), (54) sono le stesse (52) in cui & &
mutata in y. ovyero in z.

Pongasi attenzione che le quantiti componenti le (30) si
hauno per le (49), e queste per le espressiout (32), (53), (34)
formate delle (51): vedremo piii inuanzi nel § 5. quanto si
renda pit semplice il sistema di tutte questo equazioni , che
«qui doyeva essere esposto nella sua ampiezza.

23. Intanto sostituendo nelle (41) i valori (50) av
tre equazioni spettanti al moto del punto generico (2,,5)
espresse come segue

emo le

o d Wy D
X o o8 N
an db e
F
— 3 +U=0
%

aNy
— 2 4+W=¢
de

dove V, U, W sono tre quantiti che impiccioliscono continua-
mente insieme colle &, §, ¢ e diventano zero, quando. questi
aumenti si annullano.

Ora sul conto di questi aumenti ¢, 8, 7 si ragioni cosl.
Essi entrano implicitamente nella composizione delle afasbye)s
{ay b, ¢), =(a, b, ¢): basta richiamare il n? 5. del primo pars
gralo per convincersene. Lit perd (num. 2 ) si &anche parlate
delle funzioni limiti a cui lo {2, b &), ¥(a, b, ), =(a, b, c) con-
tinnamente si avyicinano in valore al diminuirsi delle @, f.7,
ed a cui si riducono quando ., f§, y sono zero. To non dird
che le (2 b ¢), ¥{a bs ¢}, 2la; I ¢) quali ci abbisognano nel-
la nostra analisi, debbano appuuto essere ‘quelle funzioni li-
miti. Cid potrehbe anche ammettersi: ¢ allora una tale suppe-
sizione importereble di dover concepire tutti i punti del cor-
po nella prima ideale distribuzione uniforme in una perfetta
continuith che li facesse corrispondere esattamente a tutti i
punti geometrici dello spazio patallelepipedo (A=) (p—)(w—n).
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* Allora eziandio le equazioni (55) diverrebbero esattamente le

giacché le quantitd V, U, W sarebbero rigorosamente nulle.
Sincontrano perd varie difficoltd volendo ammettere tale pri-
mitiva distribuzione geometrica continua; dovendo discorrere
di azioni di punti che per quanto si Yegliano vicinissimi sono
perd gli uni fuori degli altri, ed anche I’idea della densiti
(come vedremo meglio in appresso) ci troviamo imbarazzati
in quel perfetto pieno. Riesce quindi pit comodo immaginare
i ponti fisici in quella prima distribuzione uniforme non pro-
prio in contatto per mado che a, §, y siano zero , ma a tali
minime distanze che

(57)

essendo ¢ una quantitd minore d”ogni assegnabile, ma non
proprio zero. Allora nelle (53) le V, U, W non sono vera-
mente zero ma quantiti minori d’ ogni assegnabile, trascuran-
do le quali non pud mai nascere alcun errove apprezzabile ai
ostri. sensi, Tenendo la prima cousiderazione delle funzioni
iti, lo (56) sono le rigorose. equazioni gencrali del moto:
tenendo I’ altra considerazione testé dichiarata, esse lo saran-
no con tale approssimazione che non darh mai errore sensi-
bile. Non definird io qui I’ anzidetta questione: e nondimeno
assumerd sempre lo equazioni (56) per lo equazioni generali
del moto: giacché in quanto all’ efetto, qualunque si abbrac-
¢i delle due sentenze, & sempre il medesimo. Seno perd in
dovere di avvertite che I’ impicciolimento delle V, U, Win-

Tomo XXI 26
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| sieme con o-e I’ annullarsi di loro quando o & zero, involge
una supposizione che restringe alquanto I’ assoluta generalitd
| del calcolo, come verrd meglio occasione di dichiarare in pr
Eresso.

Ecco I”importante conclusione di tutta I analisi di
questo paragrafo. Le equazioni generali del moto di un pun-
to qualunque (z, ¥, 2) del corpo sono le (56) ove le L.L,
ec. hanno i valori (49) che per mezzo delle (52), (53), (54)
si riducono a dipendere dalle quantitd (51) nelle quali entra
la sola incognita () relativa all'azione molecolare.

Ben & vero, che (come si disse al n.” g.) le trovate equa- !
gioni si rapportano a quella composizione delle «, y, = in g,
b, ¢ che & ignota anzi inassegnabile; ma passiamo ora a ve-
dere in qual modo, fermato il vantaggio di formole ottenute
rigorosamente, si sormonta in quanto agli effetti I’ aceennata
difficoltd

K i § 1L
Principio generale per passare alle espressiont

di use: sue prime applicasioni.

25. Avendo, o supponendo di avere, tre equazioni per
oui lo «, y, & siano determinate in funzione di tre altee va-
riabili @, b, ¢

=y(a, b, ¢); 2=2(a, b, ¢c)

(58) z=x(a, b, c);

possiamo sempre intendere cavate da queste le inverse (%)

(59) a=alz, ¥, 5)3 =3, 5, )5 c=0(w 3, 2):
Neé 1 essere «(, a, b, ¢), ¥(a, b, ¢), z(a, &, ¢) funzioni disconti-
| nue per riguardo alle @, &, ¢ pud rendere men vera |’anzi-

{*) Meccanica analitica T & pag. 209, 12 g
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detta proposizione. In tal caso le funzioni inverse afx,y, z),
Y@, ¥, 5)s (%, ¥, £) saranno anch’ esse discontinue; nelle (58)
dando ad a, &, ¢ valori continui, x, y, z ricevono valori di
scontinui, e nelle (59) sono a,4, ¢ che prendono valori discon-
tinui quando %, ¥, z li assumono continui. Volendo che ri-
sulti per le @, 4, ¢ nelle (59) la stessa continnitd di valori
che ad essi si attribuisce nelle (58), bisognerd dare alle x, y, =
valosi saltanti: tra i quali se altri se ne prendessero, corrispon-
derebbero essi a valori di a, %, ¢ che sarebbero stravieri alle
presenti considerazioni. Tutto cid non pud turbare Poperazione
di cavare le (39) dalle (58) la quale & puramente analitica e
si fa sopra funzioni stabilite, indipendentemente da valori at-
tribuibili alle quantitd letterali. Non & qui come in nna ope-
razione d’ integrazione: 1i la continnitd dei valori nelle varia-
bili per eni si integra & voluta dal meceanismo stesso del cal-
colo, come sopra si disse (n.’ 7). e senza una uniformitd
o un ultimo siposo-sopra variabili a, &, ¢ regolari non si pud
nemmeno avera una idea chiara dell’ operazions. Del resto la
possibilita del passaggio dalle (56) alle (59), anche nel caso
delle funzioni discontinue, si comprende facilinente ‘immagi-
nando sostituite alle funzioni discontinue le serie infinite equi-
valenti; allora quel passaggio si avrd mediante un yitorno di
serie, e contraendo le nuove serie infinite per mezzo di som-
matorie, saranno queste le funzioni discontinue espresse dai
secondi membri delle (3q):

Conseguenza dell’ enunciata inversione si & che avendo
una funzione Ka, b, ¢) di cui si suppone la forma determi-
nata in a, b, ¢, pud questa, quando ce ne venga bisogno, im-
maginarsi ridotta K(z, ¥, z) funzione di z, y,z dovele a, &, c
non trovinsi che implicitamente entro le @, y, 53 la nuova
forma in z, y, z sard generalmente diversa dalla prima in
a, by ¢, ma ad essa si ridurrd mettendovi per ¥, ¥, = le espres-
sioni (58). Pud darsi ( ma sono hen lungi dal dire che cid deb.
ba essere sempre ) che la K(a, &,¢) sia funzione discontinua
riguardo alle @, &, ¢, e la K{z,y ,2) sia funzione continua
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| i riguardo alle @, ¥, 2, @ sia poi ad un tempo stesso discontinua
quanto si considera funzione di a, b, ¢ per la sostitusione
¢, %5 = delle espressioni (38)

26, L{ay bs ¢), M{a; by 0); N(a,b,¢) sono tre funzioni di
a; by ¢ che si suppongono date: tre altre quantith K , K , Ky

alle

suppongono determinate per le precedenti mediante le
equazioni

dz i€
(Ldﬂ +M x’-&-Nr‘_")
(60) (LM +MZ E)

dz ds
_T;.(Lj‘?+r\1r+m )

-

sndo H un sestinomio il cui valore ¢ il seguente

. _dr iy ds_ ds dr de
(ox) H—a,'.m & = AF da e

Ili. er d_)' dz a‘i
i e 'da B datde "W

Queste K, K, K, sono da rignardarsi primicramente come
i’ T
K (as Ba <)y Iiu(ra,b,c), K (a, b, c) funzioni di &, &, ¢ risultanti
dalle (6o) in cui tutte le quantiti, eseguite almeno col pen-
siero tutte le derivazioni indicate, siano portate all’ultima loro
camposizione in a, b, ¢y poi (secondo si & detto sul fine del
o precedente) come ridotte alle forme l(l(m,;-=z}, K (ry:2), i

K. (%, 7, 2}, 0ve lé a, b, non siano che implicite alle 2,7,z
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cipio analitico. Avendo nn trinomio come

Ora ecco il pri

L M AN
r e

pud esso trasformarsi in un’ altra espressione trinomiale ove
le derivate, prescindendo da un fattore comune, siano per
2, ¥, 2. 8i ha cioé I’ equazione identica

dL _ dM | @N o s
[68)75 S e "'T—"(F* 5 i

stando le equazioni di posizione (60), (61). Passiamo alla di-
mostrazione che & alquanto lunga, ma di nessuna difficoltd
non avendosi per essa bisogno che di un maneggio di espres-
sioni analitiche.

. Asserisco pris
versamente le seguenti

ieramente che dalle (Go) si hanno in-

: L= oK + oK + o'K
1 a 3
(63) M=K + K + 6K,

N=yK + 7K +¢'K,

dosi assunte per abbreviazione le denominazioni qui sotto
notate’ (*)

(*) Mrccanica analitiea T 2.2 pag. 391.




Cid pud provarsi in due maniere delle quali la prima e pid
ovvia,si & di sciogliere le equazioni (6o) per L, M, N, usan-

do le note formole date negli elementi d’algebra per la riso-
luzione generale di tre equazioni di primo grado a tre inco-
gnite

8i pud anche (e questo processo ci sembra il migliore )
riconoscere preventivamente colla materiale sostituzione dei
valori (64) identiche le segnenti nove equazioni
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..d:

ﬂ,--l-a. —-(-u =H
a —+a Q+a""“ =0
a -ha“i’-inau

2

T
F+8 G+

(65)

=

+§"i’+ﬁ’ =0

':;

dz gy
T ="

~

dx +?| +7"§:

~

L ety | iy
(it e i B =H

Cio fatto, si moltiplichino le (6o) rispettivamente per a,a',a",
indi si sommino: avuto occhio alle prime tre delle precedenti
(65), dedurremo immediatamente la prima delle (63). Per ot
tenere la seconda conviene moltiplicare rispettivamente le (Go
per 8, §, B, poscia sommarle e aver presenti le tre d
20 delle (65). Cosi moltiplicando 1e (60) per 7,7, 7', somman-
dole ¢ usando le ultime tre delle (63), si ha la terza (63).

28. Prima di passare alla dimostrazione della (62) esigia-
mo che si verifichino colla materiale sostituzione dei valori
(64) anche le nove
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dr s
—+0m+Ts H

il dy , g L4
o BT ="

67) o

L’ operazione & alquanto prolissa e nojosa: ma & tanta Iim-

portanza di queste equazioni identiche , principalmente delle
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(66) (di eui vedremo anche in progresso ripetute applicazio~
ni) che conviene sostenerne la fatica una volta per sempre.
29. Ora si parta dalla equazione

K (@&, 0) =K ( @,y )

che & identica, giusta quanto si disse ai numeri a5, 26; ne

disendono evidentemente le tre

dK, = k. iz 4y dK, 'f)’ & g

da a5 da PR DT et

dx. e o &, g4 ds

e £x Lo s =

(68) T e i

dy
s = e o e o =
dc dz de dy de = do

Queste si mnltlph:hmn rispettivamente per a, #, y e si som-
mino: viste la prima, la quarta e la settima delle (66) otterremo

K, K, K. K,
(69) 'ET-'-‘B‘_"T_" H'..L_

Scrivansi nuovamente tre cqumon\ in tutto simili alle (68) ¢
colla sola differ nell*adop K invece di

K : si moltiplichino rispettivamente per a'jf',y e si sommino:
viste la seconda, la quinta e I’ottava delle (66), avremo

dk,

dy

(70)

Scrivansi ancora tre equazioni come le (68) con Kiin luogo
di li si moltiplichino rispettivamente per &', 3", " e si som-
Femo XXI. a7
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mino: osservate la terza, sesta e nena delle (66) conchiude-
remo |

Adesso si sommi la (6g) colla prima delle (67) moltiplicata
per K , il risultato potra scriversi
'

HeX ) AR MK g K
da ELi FiTm = e

Si sommi similmente la (70) colla seconda delle (67) moltipli-
cata per K , avremo alla stessa maniera |
o

Wk, ) dFE, ) iy, )
e e

L cost dalla somma della (71) colla terza delle (67) moltipli-

cata per K,
dey) | dEKy) Ky
—— =

Infine si sommino queste ultime tre equazioni
che ne risulta potrd scriversi

I’ equazione

diak, + oK, 4 oKy) K, 0, + )
da db

K, K, y'Kg ) *H( &,
= % = [

© questa, richiamate le (63), si trova essere la (62) che vole-
vamo_ dimostrare.
3o. Vedremo in questa Memoria parecchie applicazioni
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del principio analitico compreso nella (62): esso & quello di
cni parlammo ai numeri 9,24 Basta richiamare le formole (56]
del § precedente per capire | come Pappli

del principio in discorso le trasforma in altre ove non apparisce
il ricorso alla composizione incognita per a, &, ¢. Daro qui
tali formole trasformate, ma prima spiegherd il senso di una
nuova denominazione che stabilisco, ed &

(72) 1 Dla, b, 6) =T( 2, 5, 5).

Intendo che mediante il valore (61) in cui immagino eseguite
tutte le derivazioni, risulti da— una funzione determinata del-

le @, b, ¢ che indico per T{a, b,c). Intendo poi che avendo
sostituiti in questa alle a4, &, ¢ i valori (5g), siasi essa can-
giata in una funzione di z, y, z ove le @, b, ¢ non entrino
che implicitamente dentro le #, ¥, . La forma della funzio-
ne I(w,y,z) sari generalmente ben diversa da quella della
(@, b, ¢) e si sarebbe doynto indicarla con diversa lettera, ma
sig ndcopemla ln szes.r.a lettera per la ragione che entrambe
le di una medesima quanti-
tih. Dlremu pil :nrdx che sia questa guantitd, e come real-

mente essa sia misnrata dall’ espressione .

31. 8i assumano le denominazioni
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L &+L 5L )

Fol G2

o, )
p—

73 0 F(M iy ["—‘+\135f)
0=" (31, LT .a)

R,'_:P{N. j“:"'N, TN ::)

EA::F(N i L:;‘g-ﬂm)

Rs:T(N ELN N, j’;)

¢ tenendo sott’ occhio To (7a), (66).

(62) si vedranno pronta-

mente le (56) summentovate mutarsi nelle seguenti

- 2. dF,
P(x—g2)- -
o dz

F(Y—-'Il)-e- =l
ag [73

By Syl
dy

Pl d

R
L7 %
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Ecco le equazioni d'uso continuo e generale per le questioni
che rignardano il moto e I’ equilibrio de’ corpi owmogenei so-
lidi o fluidi di qualungne sorta. Perché esse:consentano con
quelle date dai moderni Geometri, restauo due cose a provar-
si. La prima che 1" espressione I', equivalente ( pel n.”prece-
dente) alla frazione 'lIT’ significhi quella quantita che chiamasi
la densite._nel punto (z,y,%). La seconda che fra le nove
quantiti P, P, P, Q. G, Q B, B, Ry abbiano Tuogo le
tre relazioni

Beo QS_'R'

Vedremo il primo di questi teoremi dimostrato nel § 4.° se-
guente: vedremo il secondo nel § 5.%; talohe le (74) si trove-
ranno perfettamente d’ accordo coi- risultamenti- ottenuti dai
suddetti Geometri dietro la considerazione.delle pressioni (*).
B bene, rinssumendo il fin qui detto, osservare che le
P’,PB,PS,Q.cc.compunenu le(74) sonodate perle (73): che le L

L,L,M eo di cui quest'ultime sono formate,si hanno per le
a

(40) in funzione di quantitd che per mezzo delle (52), (53),
(54) dipendono dalle (51) nelle quali non trovasi che la sola
incognita (8) relativa all’ azione molecolare. Gome questa si-
stema di equazioni si semplifichi d’assai, sard I'argomento del
557

3a. B noto che le equozioni generali per 1’ equilibrio ri-
sultano come caso particolare di quelle del moto annullando

dz

Lot £=-: potremmo dunque dis-

Loz
a am
pensarci dal considerarle a parte; nondimeno sard utile il far~
lo, perché avremo a servircene in progresso, e per la stessa

i differenziali secondi

(") Ganchy, Exsrcices do Mathématiques. T. IL pag. sx1; T. IIL pag. 166. Pois-

san. Mémoires da I Institut de France. T. VIIL pag. 387; T. X. pag. 578,
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| ragione gioverd assumere le lettere p, g, in luogo dellex,y, =
| come espressioni delle coordinate attnali di un punto generico
del sistema in equilibrio. Queste p,g; r dovranne in generale
| essere. anch’ esse considerate come funzioni discontinue: di tre
variabili @, &, ¢ continue, che possono riguardarsi ( giusta il
detto al n.° 8.) siccome coordinate spcltmanad uno stato an-
118 tecedente di distribuzione uniforme ideale. Il bisogno di con-
”h | siderare Ie coordinate p, g, r dell’equilibrio siccome funzioni
I di altre tre variabili, mi si fece noto fin da quando trattai le
questioni di Meccanica alla maniera de’ Geometri mostri mae-
stri (*): infatti ottenni allora con questo mezzo alcuni nota- [
bili risnltati che non so se poteansi egnalmente avere senza
tale considerazione. Sarebbe anche facile mostrare ch’essa tro-
vasi implicitamente in varii luoghi della Meccanica analitica
di Lagrange. Non si conoscea perd bene, dictro le sole idee
cold adottate, una ragione di dover ricorrere ad una ulterior
I composizione anche nel caso dell’ equilibrio: ora per la dot.
trina della discontinuitd delle funzioni questa ragione & per
1 se manilesta,
| Ecco il sistema delle equazioni pel caso dell’ equilibrio in
riscontro delle finqut trovate che valgono pel caso del moto.
Porrema a riscontro delle (58), (59) le *

Nuvova ANarist ec. l
|
|

| (75)  p=pla.bc); g=gla b 0)s r=rla,be)
"5 | ¢ le loro inverse
fis (76)

Chiameremo % un sestinomio che corrisponde a quello della
(61) & non ne differisce che per essere fatto colle p, ¢, r in-
vece delle 2, y, & \

=alp,gs7)s b=Upsgs1)s e=clpgor)

(") Veggasi I Memoria’ eitata pih sopra al 0% 10,
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Zdg) g sdrid et Fdg) Sk
(72) (i i A S

dp dg dr. dp 2 dr
&k da e b da

dp ? dr_dp dg dr
‘da & da " " JB*

Faremo come nella (7a}
(78) T+ =T(a,4,0) =T(p, g.7).

Le equazioni in luogo delle (74) saranno

& & &

Xt "3 4 "3 —p
' T e
a0, a

(79) G S

] e
an an, R,

TZ + L A
(73 73 ro

Le nove quantitd P,’Pg’ P35 QI,Qn,Qs‘, Ji!,lla,Rs dovranno

riguardarsi date per equazioni affatto simili alle (73) ma aventi

5 %, g, :—gem invece delle ’-‘}:, ;ﬂl, &’{c{, % ec.

Quanto alle L, L »L,,M ec. che compongono le (73) saranno
s 1

ivate 22
le derivate 22

ancora date per le (49), ma le quantiti simboliche eguaglic-
ranno nelle (52), (53), (54) espressioni contenenti le derivate
delle p, g, r per a, b 5 ¢ in luogo delle corrispondenti prese
sulle %, y, z. Le (51) resteranno le medesime, ma la S entro
(8) non sard data dalla (23), cui verrd surrogata la seguente
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S'=[p(frg: ) —pla: b o)l
(8c) + [l /g —qlas bs el
[ r(figs B) —rlas b ]

33, Nel caso del moto disse Lagrange (*) potersi consi-
derare le x, ¥, = coordinate del punto generico alla fine del
tempo ¢, come funzioni delle coordinate proprie di un tal pun-
to in altra cpoca di tempo, per esempio al principio del moto,
¢ dello stesso tempo ¢ decorso dopo quell’epoca. Questa idea,
che & preziosa per le applicazioni, pud benissimo - conciliarsi
colla dottrina della discontinuita finora esposta.

Dicansi p, ¢, r le coordinate del punto generico pel prin-
cipio del tempo ¢ ( abbiamo adottato le lettere p.q, r perché
spesso si assume la posizione d'equilibrio per la posizione cor-
sispondente alla prima epoca). Queste p, g, 7 potranna consi-
derarsi

pla, b c)y glasbsc)s @ byc)

funzioni di coordinate a, b, o che si riferiscono ad una ante-
cedente posizione ideals ove le molecole fossero distribuite uni-
formemente. L'idea di Lagrange si sosticne col riguardare le
x, y, # composte come segue

2( plas by )y gles by €)@ 036)s )
(81) 7l plas b, ¢); qlaa b, ), rlas bsc)rt)

ol p(as by )y qlay s &) i@y byc)s )
invece di riguardarle

(8a) alay by 6 t)s ylasbyest), alaybscyit)

(*) Mercanica Analitics. T. 11 pag: 390,
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siccome facemmo sino al presente. Nella composizione espres-
sa dalle (81) si ha successivamente riguardo alla compo
delle x, y, = per le p, ¢, r viferita ad un’ epoca antecedente
reale, e poi anche alla composizione delle p, ¢, r per un® epoca
antecedente ideale; nelle (82) & saltata la considerazione di
mezzo. Ma in sostanza le (81) non sono che una dichiarazione
delle (3.’2): sono in ultima analisi funzioni delle quattro a,b,¢,¢
come le (82), e perd sta anche con esse tutto cio che si &
stabilito colle forme (82).

Nondimeno la distinzione delle forme (81) dalle (82) &
utilissima, giacch® in atto pratico non si sapra assegnare la
composizione espressa dalle (82) per le quattro 4, &, ¢, £;ma
spesso i sapranno assegnare le forme

(83) wApsgnt)y ypsgrst) #pigint)

che cormrispondono alla prima delle due composizioni marcate
nelle (81). Da quests forme (83) si passerebbe alle (82) met-
tendo per p, ¢, r le ulteriori fanzioni di @, 4, ¢ pil volte ri-
cordate. Dissimulando perd questa seconda composizione, noi
potremo alle (83) applicare direttamente i numeri. Le forme
(83) spesso saranno continue, e intanto dovranno considerarsi
discontinne qnando si riducono alle (82), in quanto s”intro-
ducono poi per le p, ¢, r forme discontinue di fupzioni in
@, by ¢. Vedesi in cid dove consiste veramente I’ artificio di
questi processi analitici. Le lettere p, ¢, r che a operazioni
finite stanno preparate nelle forme (83) a ricevere i valori
numerici dati dalle applicazioni, sono quelle stesse che du-
rante 1’ andamento de’ calcoli teorici si consideranc rappre-
sentare quantity ulteriormente composte in a, &, ¢. Finito il
bisogno, si chinde questa seconda considerazione, ¢ si ritiene
solo la prima che serve all’ uso pratico.

Tomo XXT. ab
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§ IV.

Massa: densiti: equasione detta della gontinui
teorica delle condensazioni,

34. Le molecole di un corpo, secondo la defi zione del
ne 10, sono tutte eguali fra loro per ciascun corpo. omoge:
neo , ma suranno diverse passando dall’nno all’ altro. corpo:
per esempio, uud molecola d”acqua sard diversa da una mo-
lecola d* oro. Nondimeno, corpi diversi possono confrontarsi
fra lovo relativamente ad una proprieti comune, ciod in quan=
to sono pesanti; essi in convemiente quantitd possond farsi
equilibio sni due bacini di una bilancia ideata matematica-
mente senza resistenze, Tmmagino tanto inoltrata la divisione
in ogni corpo, che per ciascuno il numero delle particelle ot-
tenute da ultimo possa considerarsi maggiore d’ ogni assegna-
biley e di pilt le particelle dei diversi corpi riescano tutte
egualmente pesanti. Cid, se ben si riflette, niente involge che
non sia in nostro arbitrio supporre, potendosi in un corpo im-
maginare pilt inoltrata la divisione che in un altro. Cosi la
divisione dell’ agqua ¢ I divisione dell’ oro deve concepirsi
inoltrata diversamente al 'segno che una particella d” acqua
quale risulta al punto dove ci fermiamo nel dividere, e una
particella &’ oro similmente, poste sui duo baciai di wna bi-
lancia come sopra, riescano in. equilibrio. Le particelle ele-
mentarl o atomi, ora definiti, non sono come le molecole de-
finite al n° 10: anch’ essi passando da corpo a corpo saranno
diversi in altre proprietd, ma avranno queste due comuni: sard
inapprezzabile in ciasouno di essi il volume, e saranno. egual-
mente: pesanti. Non havyi aleuna difficoltd a prendere queste
particelle elementari o atomi in luogo delle molecole del n.*
1o per que’ punti fisici di cni parlammo nell’ analisi dei §§.
2’ e

35. Massa & in ogni corpo la somma delle particelle ele-
mentari egnalmente pesanti confrontate fra loro e colle par-
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ticelle elementari degli altri corpi. Questa somma sarebbe per
ogni corpo espressa da un numero maggiore d’ogni assegna-
bile, ma si ottiene in maniera finita per meazo dit un vappor-
10, ed ecco come. Si prende un corpo di natura determinata
e di determipato volume, per esempio 'scqua in certe circo-
stanze e in tanta quantita da riempiere I'unitd di volome. 1L
numero delle particelle elementari di tal corpo, secondo la de-
finizione testé data, & maggiore: d’ ogni assegnabile , ma perd
determinato: esso & quello che prendesi per wniti di massa.
Posto ¢id , in ogni altro corpo il numero delle par icelle ele-
mentari, che considerata in se stesso sarebbe infinito, diventa
espresso da una cifra finita relativamente al simile numero
per I’ anzidetta unitd di massa. Un tal rapporto & quello che
si desigua colla lettera M. Dalla sola definizione si capisce
che il rapporto M ne sperimentalmente per mezzo del
rapporto dei pesi, essendo il medesimoy

36, SCOLIO, Talano obbjetterd che noi possianio concepire
le masse ( quantunque in tal caso questa parola non sia usata,
e si adoperi solo quella di quantita ) anche per le sostanze
cosi dette imponderabili, il calore, la luce, ecc. Ma altro &
formarsi il concetto della massa, altro determinarne la misnra
in numeri. Anche per si fatte sostanze (non intendendo io
poi qui di definive la questione se questo vocabolo possa pren-
dersi nel senso ordinario ) noi possiamo concepire una quan-
tith determinata di esse, per esempio quella che si richiede a
produrre un certo fenomeno, e prendere il numero maggiore
d” ogni assegnabile delle patticelle elementari di cui pud im-
maginarsi composta, per unity propria alle misure di quella
sostanza particolare. In tal caso queste particelle elementari
non possono confrontarsi con quelle dei corpi ordinarj, ma
ammettono un confionto soltanto tra sostauze della stessa na-
tura: tra diverse quantitd di calore fra loro, tra diverse quan-
titd di luce fra loro, ecc. Una quantiti di calore che produce
un fenomeno (m)uplo in grandezza di quello prodotto dalla
quantitd di calore assunta per unitd, avrd il numero m per
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sua misura. Questo fenomeno non sari una caduta o una pres-
sione, come per la materia pesante, sard di un’altra specie,
pet esempio lo scioglimento di una. certa quantita di ghiaccio.
Per legare fra loro le misure di due sostanze imponderabili
si esigerebbe un fenomeno che potesse essere prodotto egual-
mente da entrambe: in quella guisa che si legano fra loro le
misure delle masse di innumerabili corpi pesanti di diversis-
sima natura, perché con tutti si pud produrre lo stesso feno-
meno di caduta o di pressione, A maggiore dilucidazione dird
che se imo. a id ife i del moto solo in
masse di materia pesante della stessa natura,, solo. in masse
&’ acqua, o d’aria, ec. non sarcbbe stata necessaria la divisione
fino agli atomi descritti al n.” 34: bastava allor chiamare massa
ia somma deils molecole di un corpo secondo la definizione
del no 103 intanto si & definita la massa come al n.” 35, in
quanto concorrono spesse pitt corpi di differente natura alla
produzione dei fenomeni ordinarj di equilibrio e di moto.
Finche restiamo mella trattazione del moto e dell” equilibrio
de’ corpi omogenei, possiamo mantenernc il confiento solo con
corpi della stessa patura: e pero non fark urto se in questa
o in altra memoria ne. trasporteremo  le formole generali an-
che al moto del calore, della luce, ec.

37. Abbiamo ora bisogno di formarci un concetto intor-
1o la determinazione delle misure delle masse, non per un
rapporto di pesi come al n* 35, ma in una maniera pit geoerale
per mezzo di un rapporto di volumi. Quella determinata quan-
tith di materia che si & assunta per unitd, s immagini distri-
buita nell’ unita di volame di forma parallelepipeda o pintto-
sto cubica, in modo che i suoi atomi siano tutti secondo i tre
spigoli ad una stessa distanza fra loro, la quale in generale
sara picciolissima e incognita, come la ¢ delle equazioni (57)
n° 23. Se gli atomi di un altro corpo qualunque di forma
parallelepipeda avessero una eguale distribuzione uniforme,
fossero ciog tutti fra loro secondo i tre spigoli alla stessa di-
stanza o, come gli atomi nella massa nnitaria, evidentemente
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il numero U che di la misura del volume del corpo, egua-
glierebbe il numero cercato M; ciod tante volte la massa del
corpo sarebbe multipla dell’ unitaria, quante volte U del vo-
lume unitario. Ma possono gli atomi del corpo essere distri-
buiti uniformemente in un volume parallelepipedo w», tutti
ad eguale distanza fra loro secondoi tre spigoli, ¢ nello stes-
80 tempo pro questa distanza costante non essere la o ma
un’ altra 7. Allora conviene immaginare per un qualsiasi mez-
zo cambiata una si fatta distribuzione uniforme in quella
della massa unitaria, intendendo ridotte tutte le distanze
eguali 7 alle distanze eguali 7. Per questa operazione si cam-
bierd il volume © del corpo, e si ridurrd ad un altro volume
U, Dieasi p il rapporto dei due volumi », U, talche

(84) p=

el

Questa p misura una nuova quantits che nasce da una sem-
plice relazione e dicesi densita. Adunque, la densitd si esprime
pel volume che il corpo avrebbe se i suoi atomi fossera ridotti
alla stessa distribuzione uniforme dells massa unitaria, diviso
pel volume vero del corpo. Se p =1, dicesi che il corpo ha
Ia stessa densitd della massa unitaria; se p > 1, dicesi che &
piit denso, se p < 1, dicesi che & pilt raro.

Siccome, giusta il detto di sopra, il volume U & espresso
dal medesimo numero che misura il rapporto M, la preceden-
te equazione (84) si muta nella notissima

) =

Avendo M altrimenti, ciod per via di pesi (n.” 35.), ed es-
sendo facile assegnare o colle misure lineari, I'equazione (85)
¢i fornird la determinazione delle densith in diversi corpi. Se
non trattasi di materia ponderabile (. 36 ), converrd neces-
sariamente ricorrere ad altri mezzi per avere le speciali den-
sitd che allora diconsi piit comunemente. intensitd.

=
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38. Quanto si disse finora, suppone che siasi convenuto

di prendere per unita di massa quella di una determinata ma-
ile, per esempio di acqua distillata a quattro

ibuita nniformemente nell®
A di massa Ta

teria pondera
gradi centigradi di temperatura, d
unith di volume. Se invece si pigliasse per un
quantitd d*acqua che riempie la (njesima parte dell” unita di
volume, non si avrcbbe pili, come nel n. precedente, M=U,
ma M=nU, e invece della (85) avremmo dalla (84)

g

{86) p=.
nel sistema metrico n = 1000,

Se si cambiasso la sostanza, per esempio in luogo di pren-
dere per unitaria la densita dell’aoqus, si prendesse quella dell’
aria, chiamando unith di massa I’ unitd di volume empiuta
&% aria, la densiti e la massa di un corpo qualungue non sa-
rebbera pitt espresse dai numeri p, M, ma da numeri diversi
7> M. Dicasi & il numero di unitd di yolume a cui si ridur-
rebbe 1’ acqua che empie I’ unith di volume, dando alle sne
particelle ln stessa distanza fra loro che hanno quelle dellaria;
un corpo di volume v che prendendo fra le sue particelle la
stessa distribuzione di quella delle particelle acquee, riduceasi
ad un volume U, prendendo invece la disposizione delle par-
ticelle aeree, ridurrassi ad volume U'=AU: quindi per la (84)

hp

o per Ta (83)
M'= p'o=Fpv =AM.

Cosi p/, M' si hanno pei numeri p, M moltiplicati con /.
Quest” b pud anche ditsi (vedi pilt sopra la definiziono de-
dotta dalla (84)) la densitd dell’ acqua in rapporto 2 quelia
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dell’ ariaz quindi il teorema: la densitd di un corpo, supposta
P unitd di masse di una determinata materia, deve moltipli-
carsi per la densita di quella materia in rapporto alla nuova,
8¢ si cambia I unitd di massa.

89. Abbiamo date alenne formole di nso fra densitd, mas-
£a e volume, ma bisogna ritenere che la vera e generalissima
definizione della densith & quella dedotta dalla (84), Questa
formola non si altera anche dividendo per un numero gr
dissimo entrambi i termini della frazione del secondo membro,
© cosi rendendo insieme picciolissimi quei due volumi, il eni
apporto da la densitd. Senza mutare la nostra idea sulla der
sitd p, potremo coll'indicato mezzo ridurci dalla (84) alla formola

1-

3
(87) pP=1
essendo o, ¢ come si & detto al n.® 37.; 0® & un volume cu-
bico avente ai vertici otto atomi secondo la distribuzione della
massa unitaria: ¢ ¢ un volume cubico i cui vertici sono oc-
cupati da otto atomi nella distribuzione uniforme ma diversa
della materia del corpo che si confronta. Vedesi subito che
se tutti gl” innumerabili cubi z* di cni & formato v si riduces-
sero alla grandezza dei eubi ¢, il volume o si cangerebbe in U,

Per le equazioni (85), (37) Ta massa M di un corpo il
cui volume & v,e le cui particelle elementari sono distribuite
uniformemente alla distanza costante ¢ secondo i tre spigoli,
Ppud esprimersi con

(88) M=2 o.

Immaginiamo ora un corpo il eui volume parallelepipedo
sia W,e in cui la distribuzione delle particelle elementari non
sia upiforme, ma fatta di tanti pezzi diversamente uniformi,

Sia ciod W la somma di tanti altri parallelepipediec ;o , Lo

in ciascuno dei quali le particelle siano secondo i tre spigoli
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a distanze costanti 7, 7 , L che cambiano dall’uno all®
(L

altro parallelepipedo. La massa totale M esistente nel paral-
lelepipedo intero W sard la somma delle singole masso esi-

stenti nel parallelepipedi v , Dy @y ene @ per la (85) sard

\ o o o
(89) M IO 0 Sy o ec.

4o, Dopo il corpo a densitd cangiante ora descritto pos-
siamo immaginarne uno parimenti di volume parallelepipedo
W, in oui i cangiamenti della densita si facciano immediata~
mente d” uno in altro dei cubi determinati da otto atomi. Cid
equivale a considerare nella (8g) i volumi v, v, o ac-

3

cresciuti grandemente di numero e impiceioliti di grandezza

fino ad essere egualiai rispettivi cubic % 7 ’,1:3’, ec. Le densith
%

non saranno costanti per molti cubi eguali ripetuti in uno
stesso parallelepipedo: ma sussisteranno ciascuna per un solo
cubo. Un tal corpo dicesi a densitd variabile: la misura di questa
. P . o L pe
densitd & in ogni parte del corpo il rapporto Tt il enbo
o* determinato da oto atomi mella massa unitaria, e il cubo
£ * ivi determinato da otto atomi del corpo stesso.
"
Formata cost I’idea di un corpo a densitd variabile, non
trovasi pill necessario che il volume ¢ * costituente il deno-
n

. . Lid . . i
minatore della frazione 55, sia cubico: potrd essere mn al-
n

tro volame compreso da piani determinati da rette che ter-
minano ad otto atomi del corpo. A intendere eid chiaramente,
immaginiamo che le particelle del corpo dianzi deseritto aves-
sero (n.° 8 del § r.) nun distibuzione antecedente ideale
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uniforme in un yvolume (A—I)(u~m)p—n) di forma parallele-
pipeda, essendovi tutte fra loro secondo i tre spigoli alla di-
stanza costante ¢ della massa unitaria ; dette a, &, ¢ le coor-
dinate di uno qualunque di tali punti fisici,

(a+a,0,¢), (ab+8; ), (@b, e+y); (a0, b+8,¢)
(@, bsc4y)s (@85 c+y)s (2-+a, b8, c+7)
( dove a=f=y=c come nelle equazioni (57) del §2) saranno
stati gli altri sette punti fisici che insieme col suddetto
(& &, ¢) determinavano un cubo o, di cui il punto (2,b,¢)
era il pint vicino all’ origine degli assi delle a, &, c. Dal vo-
lume (A—4){g—m)(r—n) passarono le particelle del corpo che
consideriamo al volume W, prendendo la distribuzione varia-
bile sopra descritta. Denominate ora z,y, z le coordinate del
punto fisico generica prima significato da (@&, b, ¢), saranno
come segue le coordinate degli otto atomi che prima corrispon-
devano agli ofto vertici del considerato cubo o
() a(@.bse)s ylasb.e)s 2(a:0,¢)
() &(a-ra.b, c), yla+a, b, ¢), 2a+o.b, c)
(T (e, b-+Bs¢)s {as b3 ), 5(a,b+5;¢)

(IV) (e, Byc+p)s yla:byety)s 3(asbs c+y)

L (V)  wlarab-+0), ylarab+c), slatabrde)
(V1) wlarabscy)s y(a-rabo-y)s sla+uberr)
(VII) afasbet-fioty)s ylashtBie+y); slab+Biet+y)

(VIH) 2(a-tb-4-.04)s yla-mob+B.c47)s Hla-t:b-+F+7).

Non & io che p do alla nuova disposizi varia-
bile, le particelle siansi collocate inun volume ancora paral-

Tomo XXI. a9
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lelepipedo W, mettendosi ai vertici di tanti cubi z % v3

1"
r", ec., siceome dicemmo al principio di questo numero; po-
teyano configararsi altrimenti: gli otto punti espressi dalle (ge)
invece di determinare il cubo ¢ ?, saranno ai vertiei di un

n
poliedro i cui verrd fissato il volume, congiungendo quegli
otto punti per mezzo di rette trale quali poi si tirino 1 con-
venienti piani. Si denomini @ il volume di questo poliedro
sostitnito. al cubo 7 % il 'volume totale del corpo non savk
n

3

costituito dalla somma di innumerabili cubi £, 7, ec.
oy

attigui gli uni agli altri, ma da quella di innumerabili polie-
dii @, @5 @, €0 succedentisi in simile mauniera e formati
S

come si disse del generico o3 I’idea e la misura della densitd
PR . L
variabile non ci sard data dal rapporto = ,madal rapporto
i
f:-, ¢ dirassi la densitd corrispondente al primo degli otto
punti (go) che determinano il poliedro, cioé al punto (, . 2).
Questa definizione della densiti. variabile, che ora signi-
ficheremo colla lettera I', sta con qualunque supposizione di
discontinuita nella disposizione dei punti fisici del corpo. La
definizione stessa ci somministra Ja formola

(91) I‘:"T.

41, 11 volume @ pud esprimersi in funzione delle coordi-
nate degli otto punti da eni & determinato, per il che con-
viene iwmaginarlo diviso in sei piramidi triangolari che siano
tutte le une fuori delle altre , ciod non abbiano alcuna loro
parte comune, appunto come le sei piramidi triangolari in cui
si divide un cubo. La combinazione delle sei piramidi pud
farsi in piit maniere che perd tutte conducano a risultati eguali
per le consegnenze. che abbiamo di mira; una di queste com-
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binazioni di il poliedro  fatto come segue

g=pir.(I, I, TIL, VI)+-pir.(I, 1LL, VI, VII)+-pir.(5, IV, VI, V1)
(92)
—pir (I, 1LV, V1) +pir. (II1V, VL, VIT)4-pir. (V,VLVILVII)
indicando ogni piramide per mezzo de’ suoi quattro vertici.
1l volume di una piramide triangolare pué aversi in fan-
zione delle coordinate de’ suol quattro vertici: se queste sono
Sl 25 J?s: b A xsa .Ts! 25 24’ 749 549
quel volume & dato dalla formola (*)
(54—2_)(:,—GJ(7,-9',)—(z4—z_)(x,-¢,}(75—y,)
0) 3 by Nems e e 2 ez
(&= )y Jlo, =5 )—lo == )i, =y )z—=)
Si applichi questa formola successivamente alle sei pira-

midi che sono espresse nel secondo membro della (g2), met-
tendo ogni volta per le coordinate dei guattro vertici i valori

denti dati dalle espressioni (9o).
Cosi per la prima piramide prenderemo
z,=a(a, b, ¢) ER AT
xa=x(a, BB, & 3 Y5 E, eguali alle
::3=z(x+a, b c) A BARN espressioni
m4=x{g+m, by c+y) 3 XS 54 corrispondenti

(*) Lagrange. Mémoires do Berlin. an. 1773. pag. 143.
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per la seconda
.-r:':z(a, bac)
:4,‘24—-15(-‘1, b+, ¢}

(a2, b, c+7)

x, 3=

z 4=a:{a., BB, c+g)
per la terza

#=x(a, b, c)

x,zx(a, by e+y)

5 b+, cy)

:cam(m-a, b, c+y)

per la quarta

# =a{a+ds by )

:c==q;{a, b+, ¢)

Ex {2ttty b+, €)
zq:.v(a-t— a, b, c4y)

per la quinta
x,=r(a, bfic)

zﬂ:x{ﬁn, b+, ¢
& =x(a+a, by c4)

ﬂﬂ(a, B c+7)

3 Y5 2 corrispondenti

¥58,
V3%, eguali alle
Y By espressioni
1% corrispondenti
152,

PAEA eguali alle
Vg 5y espressioni

155 corrispondenti

52
Y&
Yo ®, egnali alle
¥4 5, - capressioni

152, carrispondenti

753,
bATA eguali alle

¥4 5y espressioni
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per la sesta
zl=.r(a,-¢-a,b-o-3,c) 5 5%,
mﬁ:x(aﬂz, by c+y) 5 33, eguali alle
z,=u(a, b8, e+y) 3 Yy By espressioni
zq:t(n—i—ﬂ,b—l—ﬂ, o) 5 3«4; :4 corrispondenti.

Svolgendo ognuna delle sei volte in serie per gli aumenti
a, B, 7 la formola risultante dalla (93), si troveri dopo alcune
riduzioni che possono essere abbreviate dall’uso delle equa-
zioni (65), il volume di ciascuna delle sei piramidi ridotto
all’ espressione

F a4+ 0

essendo H il sestinomio dell” equazione (61), € & una somma
di termini moltiplicati per prodotti e potenze delle &, 8, 7
per lo meno a quattro dimensioni,

Pertanto la (g2) si muterd nella

o =afyH+¥

essendo ¥ somma di sei quantitd simili alla Q: e per essere
a=f=y =, aviemo per ultimo

(04) o=0'H+1

significando  una somma di termini moltiplicati per potenze
di 7, di cui la pin bassa & la quarta.
Sostituendo il valore di m della (94) nella (gr), ci risulta

(95) P=5-+T
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dove T esprime nna somma di termini moltiplicati tutti alme-
no per la prima potenza di a.

1 questo il Tnogo di richiamare cio che si & detto pi
sopra al n.® 23 eirca il diritto in cui siamo di ommettere
termini moltiplicati per ¢ che si trovano in somma con alt;
che non contengono a coefficiente questa quantitd piccolissima,
e quindi conchiudere dalla (95)

(69) r=3

in cui si logge il teorema annunciato in_anticipazione al n.”
3r. Vedesi da questa formola che la densitd variabile I' & ve-
ramente una funzione I'(a,b,¢) delle coordinate g, b, c; e
quindi delle %, y, 2, come si disse al n.° 30. La forma di
quest’ultima funzione & incognita, ma vi ha un mezzo per
determinarla, come vedremo fra poco.

42. SCOLIO. Considerare lo spazio occupato da un corpo
come diviso in‘tanti gruppi di sei piramidi triangolari , la eui
somma pud disporsi in una serie tripla { 0.°5.) & una teorica
da me gid altrove trattata per le lunghe ( veggasi la Sezione
3.% della Memoria citata nel n.®1a). Ora perd il lettore po-
tri accorgersi di quanto sia migliorata, Il miglioramento prin-
cipale consiste nell’aver dato alle particelle della massa, quando
si considerano le coordinate a, b, ¢ spettanti alla distribuzio-
ne antecedente uniforme, una giacitora in configurazione pa-
rallelepipeda: si hanno cosi somme triple i cui limiti sono in-
dipendenti gli uni dagli altri, mentre in quel primo Javoro io
avea complicate assaissimo le quantitd ai limiti delle integra-
zioni.

Cid che finora esposi appartiene a que’ sistemi che nell”
opera citata chiamai sistemi di volume ; ma cold distinsi an-
che i sistemi lineari e i sistemi superficiali, la cui considera-
zione viene utile per certe questioni meccaniche e in certe
ipotesi di astrazione. Nel presente seritto mii diressi subito ai

—— ———————
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sistemi a ‘tre dimensioni, i quali sono poi quelli che cor
dono alla realtd delle cose: ma diedi nei primi quattro numeri
al § 1.° le iniziative per chi volesse rifire alla stessa maniera
anche tutto cid che nella Memoria ricordata si riferisce alle
altre due specie di sistemi. Volendo pei medesimi le defini-
zioni della densita variahile, si modelleranno analogamente a
quella che legaesi nella formola (91); pei sistemi lineari il se-
condo membro avri per denominatore I’ espressione di una Ji-
nea retta, e pei sistemi superficiali quella della somma di due
triangoli ; quindi i teoremi comispondenti a quello dato dal-
1a (g5).

L’ espressione della massa nel corpo a densitd variabile
descritto in maniera generalissima sul fine del n." 4o, potra
dedursi dalla (8g) adattata a tal corpo, riducendone il scconde
membro sotto forma di serie tripla, come fecesi di simili serie
ai n. 13, 14, Ne emerge facilmente il teorema conosciuto che
¢i dit quella massa mediante un integrale triplicato della den-
sitd; non mi vi trattengo, nulla trovando da agginngere a cid
che gid si sa. Dicasi a un-di presso del modo di trovare le
masse per le altre due specie di sistemi sopra menzionati.

43. Vedemmo una prima applicazione dell’ equazione (96)
per ridurct il fattore I' nei primi termini delle (74) quale si
trova in quelle equazioni generalissime che ci vennero inse-
guate da’ moderni Geometri; vediamo ora come se ne deduce

te la quarta equazione generale iuta sotto il
nome di equazione della continuiti.. Capiremo, riflettendo sugli
antecedenti, ch’essa snssiste anche in qualunque supposizione
di discontinuitd nella materia, motivo per cni bisognerebbe
cambiarle il nome. Nel caso del moto le coordinate attuali
&, y, = sono (0. 38) funzioni delle tre variabili a, b, ¢ ¢
altresi del tempo ¢ quindi anche il sestinomio H & [unzione
di @, b, ¢, t, e in conseguenza anche la densith T, sia che
si ideri ridotta alla posizione in a, b, ¢, ovvero a quella
in %, ¥, 5. Nella prima supposizione , quando riguardasi: la
composizione I'(@,b,¢; ¢ ), le a, b, ¢ sono indipendenti da ¢
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nella scconda supposizione, ciod quando riguardasi la compo-
sizione T{ 2, s %t ), la £ entra esplicitamente ed anche im-
plicitamente alle x, y5 2.
1 equagione (96), che pud seriversi

(97) TH=1
@& nn’ equazione identica: dunque sussisteranno con essa anche
ttte le sue derivate per rapporto a . Derivando logaritmi-
camente per &, se ¢ cava

(98) JTH.-'*M a

Richiamisi il valore di H espresso nella (61), ¢ si rammenting
anche le denominazioni (64) avremo

an 2 R

=% a0 Fa T wm

g d ¢ diy ) &y

+& o+ 8 T
s o &z

+o b G+

A o el I L ; -
Ora le tre fonzioni derivate T, 2, £ chismansile tre velocith

del punto. (2, y,3) secondo i tre assi, ¢ soglionsi marcare ri-
lettere , v, w. Immaginando condotte a

spettivamente colle
i, esse saranno fanzioni di @, by 0, ¢

termine le derivazioni

) ulas by 8 ol b ot wlasByost)
¢ possono intendersi ridotte alla comy
(100) ule, > 2: 1) O ys B ths wley ¥a2s 1)

alla stessa maniera colla quale (n.° 30} si disse patersi Ia
T(a, b, ¢, &) ridursi alla T(z, 5,3 ).
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entiche

Dalle equazioni

d= B or
(101)  F=ulmyt); F =0lny.5t) = wleyst)
si deducono le nove
e _ds dr_ ds iy dn s
R LT LTE T
Pr_ i
&l — @& T
&x &
dodt T do
dx _ do dr dz
Frirrinar i i

(roa)

di=
dedt

i valori delle quali sostituiti nel precedente di% s lo fanno
diventare

Tomo XXI. 3o
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M du dx o de
T ( il +f?ﬁ) {

1l +ﬂ( "’+9—+;r

=l
o [ d:
(”' <+ it lii)

d. d. 4
+0 5+ %) f

+3. Sk &
o dz oy ds
“fiEty dr)
Bl ndr g d‘y s
il -+ ;(q b
it 4
A Presentemente si richinmino le nove equazioni identiche scritte
\!ll‘: nel § precedente e segnate (66): a colpo d’occhio vedesi I'ul-
I | i tima equazione ridursi alla seguente
|
1 dH
| (103) T 5
| Quindi 1a (98) pud scriversi
: &0 da ?
(rod) rarEty :

Si ha poi manifestamente a motivo delle (1o1)
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dr _dr ar ar .
T Mu+3v+hw+l“ (1)

avendo significato con I'(¢) la derivata parziale della T' perla
¢ esplicita, Pertanto la (104) si riduce
{105) %+-‘%+%+P'(:}=o
la quale & la nota equazione che volevamo dimostrare.
Anche qui pud notarsi che le variabili mentali @, b, ¢
sostengono tutto |’ andamento analitico della dimostrazione, e
poi spariscono nel risultato finale formato di espressioni cui
possano applicarsi i numeri ginsta le idee esposte al n* 33.
44. Dalla equazione (g7) pud farsi discendere anche una
formola spettante alla teorica delle condensazioni e rarefazio-
ni. Gid faccio tanto piti volentieri in quanto che le idee qui
esposte si troveranno anticipate wtilmente anche per altre
teoriclie di cui in appresso. Le coordinate di un punto gene-
rico del corpo per nna prima epoca (che ordinariamente si
fa corrispondere alla stazione d’equilibrio ) siano p, g, 7 fun-
aioni delle a, b, ¢ variahili spettanti alla distribuzione ante-
cedente ideale. Spostato il corpo per qualsivoglia cagione dalla
anzidetta posizione, le coordinate dello stesso punto generico
per una seconda epoca, ciot alla fine di un tempo ¢, siano

(ro6) 2=p&; y=gn3 s=r+l

Le &, », £ esprimono gli spostamenti avvenuti nel tempo #
secondo i tre assi: esse sono tre quantita di cui si fa wolto
uso in seguito, ¢ possono rignardarsi composte in tre diverse
maniere. Primieramente fanzioni di @, &; ¢, ¢

(ro7) Hay by, t); nlasbs e )s Labyent)

avendo di mira I'ultimo appoggio delle nostre considerazioni,
ciot le variabili semplicis & la maniera piti naturale. Secon-
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riamente in funzione delle coordinate p, g7 corrispnndami
alla prima epoca

(18) Hpagars )i nlps goma 8)5 Lpagorsd)

deducendo questa composizione dalla precedente (ro7) per
mezzo delle equazioni (76) del n.” 32, Per ultimo in funzione
delle coordinate .y, = spettanti alla seconda epoca

(w035 1); Lsrsat)

(100) ezt

ridotte parimenti dalle (107) per mezzo delle equ
del n.° 35, la eni deduzione dalle (38) non soffce cambiamento
quando, come adesso, 8" introduce la ¢ espressa e non sottin-
tesa. Solo in questo terzo caso la detta £ entra esplicitamente
ed implicitamente xelle z, y, z.

Tali spostamenti &, 7, £ si considerauo quantith. piccio-
lissime, cioé funzioni qualsivogliono moltiplicate tutte per una
quantith i estremamente piccola (*), precisamente come si suole
coneepire di quegli aumenti che diconsi variazioni. Si capisce
a motive dell’ anzidetto coefficiente ¢ che le derivate

a b iy
Taga e

at ot
S R

secondo la composizione (ro8) o in fine le derivate

a norma della composizione (1og), sono quantita piccolissime

(“) Lagrange. Théeria st Fonctions Analstiques. pag. 74
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& della stessa natura delle & %, £ da cui sono derivate. Viene
dall’ aver dato alle &, 7, £ I’idea delle variazioni, che dovranno
ommettersi i termini in cui queste quantitd o le loro derivate
come sopra saranno a due o pilt dimensioni: e che pot
usarsi la caratteristica & innanzi ad una quantith per signifi-
care una somma di termini da essa dedotti in cuile &, 7, £
ole loro derivate anzidette sono a dimensione lineare:

Si richiami il sestinomio % dell” equazione (77) formato
colle derivate parziali delle p, g, r per @, b, c: si denomini
§ la densitd del corpo nel punto (7, ¢, 1) della prima posi-
zione 3 avremo per la (97)

(tr0) Thi=

Siano I, H come pilt sopra al n.” 41, e ripetasi la (97). Se
nel sestinomio % pongansi per p, g, 7 i valori

w—F; y—n; 2—8
cavati dalle precedenti (106), avremo
(111) h=H—23H.
Ora richiamando le (61), (64), con un processo affatto simile
a quello tenuto nel numero precedente , vedremo primiera-

mente essere

o O af at
M=az+0g+7 5

wib | andl
+ e Y

it
ds
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poi, assunta por le & x, £ Ja composizione (109), dedurremo

i quali valori, sostituiti nel precedente di JH, lo fanno di-
ventare
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( +ﬁd’b "'7’«:

ErrEry e

da

(<&
n'.,{ 1z

0
)
ekoriert)
)

atf wds  geds | ads
"'E(a‘ i nk)
e per le equazioni (66) riducesi immediatamente

SH=H (”‘ ey +3.)

Questo valore sostitnito nella (111) ci somministra

(11) b=H(._%_%_#
donde, messi per %, H i valori corrispondenti % A TL cavati

dalle (110), (97); si ha finalmente




ado
(113)

che da I'una per Paltra le densitd corrispondenti alle due
epoche, Questa formola combina con quella data in pitt Inoghi
de’ suoi Esercizj dal Sig. Cauchy (°); ma egli nel primo de’
Iuoghi citati, se ho ben inteso, pose la condizione che la den-
sith {j corrispondente alla prima posizions fosse costante; la
precedente analisi prova I’ equazione vera anche per [ varia-
bile di punto in ponto, come pare che il suddetto Antore
abbia egli pure supposto negli altri due luoghi. citati. Avremmo
potuto nella relazione fra le due densith . I' supporre gli
spostamenti §, ¢, § fatti secondo la composizione (108) , ciod
in funzione delle coordinate d’equilibrio; allora ayremmo
travato

(114) P (s g+g+5) =0

1’ andamento del calcolo essendo molta simile al precedente
& lasciato alla perizia del leggitore.

45. La teorica delle condensazioni di cui ora feei parola,
& d’ importanza primaria pel Sig. Cauchy, che ne usa anche
per la formazione di molte equazioni meccaniche. L” impor-
fanga & minore per noi che deduciomo tali equazioni da altri
principj. Nondimeno & bene qui indicare, almeno di fuga,
come debbasi trattare upa tale teorica secondo le nostre viste.

Ammesse qui pure le due epoche, nella prima delle quali
le coordinate del punto generico siano espresse da

plasbi¢), glasby)s ras by

¢ nella seconda da

{%) Exoreices do Mathématiques: T. TIL pag. 165, formale (ad).
1bid. pag. 219, formula (1) T. IV. pags 13a, formules (12), (3)-




Der Sie. Dorror Prona a4t
a(a, by e, 1), yla,byc,2)s mlabyest)

ovvero ( espressioni (83) del n.” 33 ) da
(115) #pagorsth Mz g ts ) 2P gama 2] 5

immaginiamo per la prima epoca descritta intorno al punto
(p»q-7) una sfera di raggio i. Varie molecole si troveranno
sulla superficie di questa sfera, e saranno quelle che nella
prima distribuzione ideale aveano coordinate a, 3!, ¢ tali da
soddisfare poi per la 1.* epoca all’ equazione

Lplas ¥ e)=pla, b, F+gla',b's ) —gla: &; o)

{116)
+Hrld, ¥, )—rla, B, )= .
Facciamo
pla, ¥,e)=pla, byo) +is
{r17) las ¥, ¢) = qlas b ) +is

(ds ¥, ¢) = rla, b, ¢) + io
e la precedente (116) dari fra le ¢, 5, o 1’ equazione di con-
dizione
(118) e P o'=1.

Chiaminsi 2, m, n le di un punto qualunque dell”
immaginata superficie sferica che ha per centro (p, g, #), rife-
rite 2 questo punto come ad origine di tre nuovi assi paralleli
a quelli delle p, ¢, r, e delle z, ¥, z; dando alle ¢, 3, @ tutti
i valori numerici possibili che soddisfanno alla (118) e che in
forza dell’ equazione stessa non possono superare 1 unitd ,
avremo dalle

t=ie;
Tomo XXI. 31
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tutti i punti geometrici di. detia superficie sferica. Queste >
e, &, @ significano i tre coseni degli angoli ehe il raggio i con- |
dotto a un punto qualungue delfa supetficie sfericn fa coi tre
assi. ortogonali. Dando jnvece alle ¢, 3, @ non tutta la varia-
detta, ma i soli valori cavati dalle (117), ayremo
vansi anche

| bilith anzi
quei soli punti della superficic sferica ove tro
punti fisici.

Alla seconda epoca, quando il punto (psgs 7) & trasportato
ad avere le coordinate &, y, 3z, uno qualunque dei punti che
vavansi sulla superficie sferica di raggio i alla prima epoca,

tro
avrd per le (115) le coordinate v
x(p ey g+ i35 T 0, 1)
ylp +iey g iz, r+io, 2)
z(p = ie, g4i3, T+ ia, t)
il dove i valori di &5 @ sono quelli dedotti dalle (z17).
E se dicansi L, M, N le sue coordinate relativamente
1l 816 al punto (z, ¥, %) preso come ceato e come origine di tre
i nuovi assi paralleli agli ortogonali, saranno
)
L=x|p+iey g+is, rHi, t)—x(psqs7>2)
M=y(p-+is, g+i%; T+ia; B)—=x(p2q:7:¢)
[ Nzl p+is, g3, r+in, )—2{p2g731)
oyvero
A d a & 5 -
me(fﬁ +3?§ +0 I,—:) + R

1 (139) n1=:(5%+ 2 +mj{] + PR,
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dove 'R , 'R, I'R, esprimono somme di termini nei quali
S
la i entra nei coefficienti almeno alla potenza seconda.
Prendansi i soli primi termini di questi sviluppi, e pon-
gansi

dx’
f= (’ T,J""EE'T;"' .h)

(120) = .(‘a,. +3"’+a"’)

h’=i( s —+ m-—r-)

r

restituendo alle £, 5, @ tutta la variabilith compatibile colla
equazione di condizione (118). Saranno le f, g, % coordinate
di un punto qualunque di una supeificie rientrante in se stes-
sa e avente per equazionc quella che risulta eliminando &, 3,
@ dalle (118), (rac). Tale equazione &

[l (8 Y-+l 12l }-B)E )+ )1 fe
(1a5) +{(@P+@) -+ ]2+ BB+ %
(@B -+ a2l o)+ (8 )+ Yo Mgh=io(H)

essendo con una composizione affatto simile a quella delle

(61); (64)




(122)

(133)

I punti fisici che alla prima epoca erano alla superficie
sferica di raggio i, alla seconda epoca non saranio precisa-
mente sulla superficie ora immaginata, a motivo che 1 valori

Nuvova Axanrsr ec

dr 4 ds d
W=%.5-% ¥

T H
N e el de ds
=z -F—%'F

de

3 “dr T #q°dp

(H}=5‘§‘Jy ds _dz dy

de dy ds__dz dr
L

dy ds _dz dy

az
a0 et

B T

d=

I
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(129) delle loro coordinate relativamente al punto (z, ¥, z)
hanno altri termini oltre i primi fatti colla # lineare. Se ne
di perd di pochi , ¢ tanto meno, guanto pilt
i sia piccola; talché concepita la superficie vera che compren-
de tutti quei punti fisici, sard essa relativamente alla super-
ficie della equazione (121) una specie di superficie perturbata,
prendendo per un momento a  prestito questo termine dall’
Astronomia,

Per la ragione ultimaments esposta si trova interessante
la disamina della superficie di equazione (r21). Essa & una
elissoide, e i suoi assi sono determinati di grandezza e di po-
sizione, Cid da luogo a varii notabili teoremi che possono ve-
dersi negli Esercizj di Matematica del Sig. Cauchy.

5 V.

Riduzione delle equazioni generali
distro le proprietd fisiche dell’ azione molecolare,

46. Potrei assumere le due proprietd dell’ azione mole-
colare che or ora mostrerd discendere da semplici discussioni
analitiche, siccome date dalla sperienza con pari sicureaza a
quella dello stesso principio sperimentale che si prende a base
della meccanica: cosi fecero infatti i moderni chiarissimi Geo-
metri. Parmi perd che non sia senza interesse il provarle an-
che sussistenti necessariamente, ammesso il solo principio per
se manifesto che nelle equazioni generali (74) o (56) i termini
introdotti dall’ azione molecolare debbano esserc confrontabili
coi primi datici dalle forse acceleratrici. Un si fatto riscontro
¢i servird, se non altro, di molto conforto provandoci che
in tutte le precedenti deduzioni non ci siamo allontanati dalla
veriti,

O riguardinsi le nove quantiti Px’Pn’Ps’Q.‘ ec. nelle

(74) o lenove L ,L , La’ M ee. nelle (56), esse tutte dipendono
i 1
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dalle (51) del n.® 23, sulle quali dobbiamo concentrare le no-
stre consideragioni. Queste sono manifestamente funzioni delle
s by ¢ in cai tali variabili ximangono in tutta la loro gene-
ralith. Diciamo dunque primieramente ch’esse non possono
essere quantitd aventi sempre un valore infinito, perché se
cid fosse; non sarebbe pit vero che nelle (56) i te mini ulti-

mi sarebbero in grandezza confrontabili coi primi. B questo
il luogo di richiamare il teorema di Lagrange citato pilt sopra
al 1.’ 44. Una quantitd funzione di @, 4, ¢,la quale &sempre
piceola indipendentemente dalle stesse a, b, ¢ cui si lascia
una’ significazione genenale , deve avere la forma if{a, &; ¢)
dove la piccolezza dipende dal coefliciente i e ne consegue,
come si & cold veduto, che le derivate di essa perato perd
o per ¢ sono quantitd piccole dello stesso ordine. It evidente
che per maggiore generalith si potrebbe ammettere invece del
solo termine i una serie if+- itf + i‘fn ec. ma le conseguenze

essendo precisamente le stesse, questa considerazione non
farebbe che complicare le espressioni senza alcun vantaggio. Il
medesimo ragionamento persuade che una funzione delle @,
b, ¢, la quale fosse sempre infinita, rimanendo le a, b, ¢ in
tutta In loro generalith , sarebbe pure della forma if{a, b, )
visultando il valore infinitamente grande dal fattore costante
i oche ls sue derivate per a, b, ¢ sarcbbero ancora infi-
te. Adunque se fossero sempre infinite le A, B, G, ec. nclle
(51), sarebbero anche generalmente infiniti gli ultimi termi
nelle (36), contro il supposto.

Ora si esaminino alcune delle (51), per esempio, le prime
tre, giacchi cid che si dice di esse potra ripetersi egualmente
delle altre. Restituendo al segno /il significato scritto nella
(30) o alla (8) il valore della (31) abbiamo

— -

e —
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[k g=p b= i
A=ys Tz g
=l g=n d=a
f=1 _g=a_I=»

(124) B=1: I Z g
f=i. h=r

c=u’ s B(s) =t
= g=m d=n

Queste espressioni equivalgono a somme triple ( rivedi il n.°
5 ) che si estendono per tre versi ad un numero di termini
maggiore d” ogni assegnabile. Ora & noto in analisi (chi non
avesse in pronto altri libri pud consultare il mio Trattato sul
calcolo deal” intesrali definiti ai numeri 120, 161) che il va-
lore di una somma di terminiil cui numero diventa maggiore
&’ ogni assegnabile, sia che si tratti di una serie semplice o
di una doppia o di una tripla, pud riescire finito quando i
termini diminni conti i grand mentre cre-
scono di numero: e questo avviene ordinariamente perché tali
termini hanno coefficienti che si fanno semprepiii piceoli al
di sotto d’ ogni grandezza assegnabile. Richiamato questo prin-
cipio generale, osservinsi le (r24): non si vedono in esse le
quantitd

P6) L, g3 et , g3t

softo i segni sommatorj moltiplicate per coefficienti estrema-
mente piccoli, quindi generalmente non si vede per qual mo-
tivo ciasenno dei termini componenti dette serie triple debba
avere un valore minore d'ogoi assegnabile, ¢ saremmo portati
a conchindere che quelle somme avranno in generale valori
infiniti. Cio non potendo essere, converra pure che anche in
mancanza di coefficienti comuni estremamente piccoli, gl’ in-
finiti termini componenti quelle serie infinite abbiano ciascuno
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un valore minore d’ ogni assegnabile: né potrd accadere che
per una delle due ragioni che soggiungo. O perché siano
estremamente piccoli i valori delle differenze f—a, g—b, Ii—c,
o perché tali differenze non essendo insensibili, insensibile
sia invece il valore del fattore @(8). Quando sono piccolissime
le differenze f—a, g—b, i—c, tale & anche la S (rivedi e~
spressione (23)) e lo & di nuna piccolezza dello stesso ordine,

ma le frazioni U"':", [F_—:_", “‘T‘J‘ hanno ancora valori pic-

colissimi per la dimensione piil alta che scorgesi nei nume-
ratori. Procurata cost da questi fattori la piccolezza del ter-
mine, la §(S) pud avervi un valore finito e wotabile, cioé,
U espressione dell’ azione molecolare pud avere un wvalore sen-
sibile pei punti estremamente vicini. Nel secondo caso, quando
f—a; g—b, fi—c e quindi 8 hanno valori finiti, deve essere
insensibile il valore di (8}, cio , I’ azione molecolare é in-
sibile per distanze sensibili. Ecco le due propricti dell’azione
molecolare insegnateci anche dalla fisica.

47, Prevedo un’ obbjezione che apparentemente ha molta
forza, e per la quale credetti io pure sulle prime distrutto l'an=
zidetto ragi to: essa perd, pitt iderata,
1o convalida e lo illustra. Anche la prima parte ( pud divsi ) dell’
equazione generale (26) sotto I integrale triplicato non vedesi

ltiplicata per coefficiente estr te piccola, eppure niuno
vorrd ammettere per quella quantitd le eonseguenze ora pretese
per le quantith sottoposte ai segni triplicati (124). Rispondo:
quel cocfliciente estremamente piccolo che non si vede fattore
della prima parte della (26}, vi si deve necessariamente in=
trodurre (ed & un ¢! ) quando i valori numerici delle forze
Pz by @

acoeleratrici X, Y, Z, ==, —dx._ ¢’ intendono formati

avendo stabilita per wnita di forza quella che & applicata all*
unitd di massa, con altre circostanze che qui non impoita
riferire, Mi riserbo, come in luogo pil opportuno, a provar
cid con tutta chiarezza sul principio del § scguente; e se
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finora ho ommiesso un tal fattore FICCD]!;S}MD o, fu per. mi-
nore plicazi d in totti gli antecedenti far

di meno. Questa usposta, che sembra perentoria, di luovo
ancora ad una replica. Sia pure (si dird) che le forze X, Y

Z, % ec. per essere applicate ad atomi di materia ¢ non a

masse finite debbano moltiplicarsi pel fattore o, anche $(8)
essendo |’ espressione di una simile forza applicata agli stessi
punti fisici, dovra prendere quel fattore, e allora avremo sotto
ai segni sommatorj (124) il coefficiente. piccolissimo che ren-
derd vano tutto il discorso del numero precedente. Rispondo:
il fattore o® della G{S) non pud essere disposto come qui si
suppone: esso deve conservarsi estrinseco ai segni sommator]
nelle (124) e simili, perché le quantitd indi risultanti sono
ancora nella (26) sottoposte ad un altro integrale triplicato,
come la prima parte di cui qui sopra si & parlato. Con altre
parole; la seconda parte della (26) & una somma sestupla: il
fattore ¢* servivk a produrre quella piccolezza che si esige
per nn integrale triplicato, ma per I”altra somma triplicata ,
il cui segno & poi distribuito sopra molti termini che riescono
fntu delle (124) e simili, la piccolezza sard procurata dal ra-
del numero p d che rimane come prima
della fatta obbjezione.
48. Insistiamo anzi su quel ragionamento per dedurne
altre importanti consegnenze, Si trasformino le (124) e simili
ponendo

(125) S—a=k, g—b=i, h—c=j

dove &, i, j esprimono tre nuove variabili: avremo
dmiema imp—b j=r—o 3

(126) A=1z 3 3 g
F=lea i=a—b j=n—s

¢ similmente per le quantita simili; la S data dalla (23) ci
sard ora data dalla
Tomo XXI. 32
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g’ S=fie{at-k, bri, cf)—2la; by o) '

(127) [ laksbris eHf)—x{as b o)
[5(a-+F, bo+iy of)—=la, b, ot

e sarh una funzione di % 3, j che indichiamo con S{k, i, j):

Gli indici inferiori nei segni sommatorj delle (126) e simili,

<aranno necessariamente quantiti negative; la variabile & pas-

cando dal valore negativo —(a—1I) al positivo A—a passerd per }
tutti i valori espressi e sottintesi nella serie

{128) —{a=1)y.... =30, =20y —0, 0, 03 20, 30, 0en(—Aa);

dicasi a un di presso per le variahili i, J.

I bene immaginarsi distesa la somma. triplicata (120), ri-
chiamando la forma (r1) del n.® 5: eccone una porzione che
abbraccia due soli termini prima e dopo del valor zere di
ciascuna delle tre variabili.



n
a

Deu 816, Dorror Prova

P(S(—20,—20,—20)) 23S (—a,—20,—20)) ql.ﬁm?ulnq_lpqz.w..fﬁm?adluslnéwh
+P(8(—20,—05 — 20 )) 4 +-3(8(—0, —, —20)) 54 (8 (7, —0. —20)) T+F(S(a0,—0,—0)) S5~ (L
(129) +P(S(— 30, 05 —30)) 4= +-¢(8(—0, 0s —a0)) Z + FS(s; 05 —20)) & +(S(ac, 0, —a0)) 42

+p(8(—aa, 7, —30)) L P (S(— 7, 7, —20) G+ G5 0,7~ 2]) & (S (20,0, —20)) T

+(S( — 20, 20, —20))"— Lo +P(S(—as Na..lu.n.z Z (S, 20, |uuz .Tﬂwﬁm?e.uu_&|uu=
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piit quattro altre rignioni simili di cinque linee orizzontali , d
che facilmente si formano dopo la precedente. Osservandosi
nella precedente al terzo posto in tutte le 8 la quantitd —20,
le altre quattro riunioni vi avranno costantemente —g la se-
conda , zero la terza, o la quarta, 20 la quinta, Noteremo
inoltre che in tuttii termini sopra serittila S in denominatori
deve seguire la composizione della 8 sotto il segno ¢ nello
stesso tormine: cid non si & indicato pet minor complicazione.
Si capisee facilmente como questa somma tripla debbasi
estendere da sei parti per abbracciare tutti i termini signifi-
cati nella (raf). Ora diciamo non essers necessario riteners
somma (126} della quale la (120) & parte, tutti i termini
Jisibili nella forma distesa: perché molto prima di arrivare ai
sei limiti i termini ora menzionati possono considerarsi come {
tanti zero, non agginngendo quantitd sensibile al valore gia
raccolto in forza dei termini antecedenti. Questa proposizione
& fatta di due altre che la dichiarano completamente, Osser-
viamo in primo luogo che non bisogna concederle troppo, fino
a credere che basti tener conto di un numero finito di ter- |
miné in tutti i sei versi: il che equivarrebbe a credere che la
(8) si estenda a sole pache molecole intorno al punto (a,2:¢).

nel

Riflettendo sulle (126), (1ag) si capisce che il fattore i;. da-
rebbe coefficienti £-a, 5 20, ec. piccolissimi, per cui un nu=

mero finito di termini of somministrerebbe una somma la quale
ayrebbe un valore trascurabile, Non & che abbraceiando un
numero di termini moggiore d’ogni assegnabile, che si viene
a distruggere 1” effetto di quel coefficiente piccolissimo ¢ ad
ottenere una quantitd finita. Adunque J'azions molecolare §(S)
| si estende all’ ingiro del punto (8, ), €) ad un numero di mo-

() Iecole maggiore d ogni assegnabile. Chiamasi raggio della sfera
& ativita, quello di una sfera ideale dove sono comprese tutte
le molecole a cui si estende 1’ azione molecolare con effetto
da calcolarsi. Ma pongasi mente alla natura delle serie triple
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come la (mﬁ), e me. &e&urremo un’ altra proposizione ben in-
pe delle tre variabili ad
o numero di termini tanto maggiore d’ogni assegnabile, che
la serie

(130) —ma, —(m—1)0,...., —@, C, 0, 20,....00

corrispondente alla (r28), finisca da ambe le parti con —ma,
no quantitd finite, quando tutti i termini influiscano nel va-
lore della somma totale, non solo distrugge Peffetto della pic-
colezza introdotta da un coel’ﬁc:eule @ di primo ordine »ma
quello altresi di una piccol a da un coefficiente
o di terz’ oxdine. Ora nelle serie come la (r26) \rcdr:mmo piit
sopra che non ci abbisogna di togliere se non la piccolezza
di primo ordine. Se dunque i termini formanti la'(126) aves-
sero un valore influente nella somma per tutta I’ estensione
indicata dai sei limiti, questo valore della scmma sarebbean-
cora infinito. Gid non potendo essere, convien dire che nei tre
versi indicati dai tre segni sommatorj, a motivo del rapido

decremento di g(8), i termini cessino d’ avere valore influen-"

te uella somma, assai prima che nella serie (130) e nelle due
simili si ginnga dall’una e dall’altra parte a limiti —mo ,
no di grandezza finita. Da cid consegne che il mggio delia
sferae di attivita dell azione molecolare, quantunque si cstmda

a un numero grandissimo di mol: deve ancora ide

una quantitd i ibile. Questa proposizi & stabilita dal

Sig. Pmsmn come l[mtean conforme alla natura (%): ora dai
i ragi i & provata di dere necessariamente

dalls premesse.

49. Per quest' ultima proposizione alla (126} e a tutte le
espressioni simili’ pud fusi subire un cambinmento, pud darsi
cioé la forma

(") Journal @ Y'Ecals Polyt. Gabi 2o pag. 7
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d=no_i=ne._j=ae

(131) A=3Z z z Y(S)k

k=—nc a0

=—np

dove i limiti —no, o si prendono eguali, dal segno in' fuori,
intendendo il numero n tanto grande quanto basta per com-
prendere tutti i punti contenuti nella sfera di attivita. Nella
distribuzione uniforme ideale antecedente, di cui tante volte
si & parlato, sono veramente in egual numero i punti com-
presi nella sfera di attivita delle varie parti del punto: (¢,55¢)
secondo i tre assiz nella distribuzione irregolare qualungue
intorno al punto (z,¥,%) vi pord essere materia pilt stipata
da un lato, pitt rarefatta dall’sltro: ma cid non toglie di poter
prendere il numero » eguale nei limiti —no, no. Prendendo
questo numero tanto grande da abbracciare tutti i punti fisici
compresi nella sfera di attivita dalla parte piit stipata, se si
piglia egualmente grande dall’ altra parte, si verranno a rites
nere nelle somme anche termini spettanti a punti che sono
fuori della detta sfera di attivitd: siccome perd quei termini
sono senza influenza nel valore della somma totale, non oi ri-
sulterd aleun errore dalla loro aggregzm’nne. Anzi, secondo la
pratica dei geometri moderni in simili casi, potremo mettere
—co, oo in Inogo di —ngo, no; giacche spil gendo le somme al
di 1a dei termini utili quanto si vuole, anche all'infinito, non
si fa che ngginngere termini non influenti nel valore delle
medesime. Mi conformerd io pure fra poco a quest’uso. ma
qui ritengo i limiti —no, nos il numero assai grande n & in-
cognito, ma questa ignoranza non mi fa danno; e raccomando
di tener ben presente, che la quantitd no, ripetuta sei volte
nei limiti delle somme (131) € simili, & ancora una grandezza
insensibile in rapporto alle quantitd finite.

50, L’ aver dimostrato che le somme triple (136} e simili
possono estendersi soltanto a quei termini nei quali le ki, j
che compongono fattori esterni alla (8}, hanno valori ‘ancora
insensibili in confronto delle quantiti finite , ci conduce a
un’ altra conseguenza importantissima per la nostra an
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quella cioé di potere riguardare come zero nelle (31) tutte le
G‘, G,v C'S’ ec. Che sia cosi, ci si furd manifesto rappresen-

tandoci una di queste somme triple distesa a somiglianza della
(r2g). Tutti i termini di essa si vedranno moltiplicati per fat~
tori esterni alla 4(8) di una piccolezza 4’ ordine maggiore di
quella che si ritiene per le sei A, B, G, D, E, F: aduaque
saranno tutti trascurabili in confronto di quelli, quindi anche
la somma degli uni trascurabile in confronto della somma degli
altri: ma la somma di quelli dava valori finiti per le A.B,C,
D, E, F, dunque le somme Gl1 G,v C3 €c¢. saranno trascura-

bili in confronto delle quantita finite,
Questo annullarsi di tutte le G, G, G-3 ec. riduce nelle
a7 Zal

(52) i valori delle espressioni simboliche [1, z], [2, 4] [3, z]
ai soli tre primi termini, e riduce a zero tutti i valori delle
[4; #]. [5; #], ec. Similmente avverri dei valori delle [1,y],
[2: 515 [3: 2] [457]s ec. nelle (53) e dei valori delle [1,z],
[2, 2], [3, 2], [45 2], ec. nelle (34). Dopo cié vedremo che nelle
(49) i valori delle nove L;’ Lm= Ls, M!, ec. si riducono ai soli

primi termini, perché la derivazione per a o per & o per ¢
delle quantitd trascurabili [4,z], [5,%] ec. non ne toglie la
piccolezza , giusta il teorema Lagrangiano rammentato al nu-
mero 46.

Vediamo le consegnenze delle accennate riduzioni.

51. I valori delle nove L." L. LS‘ M:, ec. diventano
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s O, g
L‘.Aﬁ-t-Dd—i‘--l--Eﬂ,—g

L biat 0 = ax
| H—DE*BE*FE

dz dz
R I A

=AY dy a
l\I,.aAd—ﬂ-i-D“—v-Ed—c

: M =D 8, L4
(132) M=DZE~+BF+FZ

=EQ+FQ+G§

L da &

g pds
+DE+EE

=l

T

oopydE d= &=
NF‘DE"' Br+TFg

ds
+ G5

(133) P=0; P=R; Q=F,

di cni parlammo al n

per capire il prospetto che soggiungo.

Se questi si sostituiscono nelle (73) le tre relazioni

® 3p, si riconoscono vere colla semplice
ispegione dei valori indi risultanti per ls nove P, P, Pys
1
Q,0Q,0Q; ll‘, R, 115‘ Eseguisca il lettore questa sostituzio-
i 5
1 che non ha difficolt, ed oltre al persuadersi per tal modo

i : i il - . :
dolle interessanti relazioni (133), fard un’ operazione necessarin

5a. Ecco un compendio che ci mette sott’ acchio quanto
siamo di gid avanzati nella nostra teorica analitica.
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Le equazioni generali pel punto generico (2, y, z) del corpo
amogeneo in moto sono, ripetendo le (74)

i\ dP P.
F(X—i—)+ (o e B

e 7] iy
o dl
(134) r(t— ”)4—&-;.&3: T

In queste la I'(x, y, 2, ¢) esprime la densith corrispondente al
punto suddetto (2, 5); e lenove P.‘ PQ, ec. hanno valori cui

possiamo dare 1" aspetto che espongo
P =(z, 2)ls P =[x, )l P.=(x, 2|l
(135) Q=)0 Q=(r: )5 Q=lr, I
Kl=(x, =)0 R =(y, )T B=(z =

avendo assunte sei espressmm simboliche (2, %), (%,3); (%.2)s
(3:2)s (:%); (#:2) i oui valori sono i seguenti

Tomo XXI. 33




258 Nuova ARarisi ec.

(om0l '

d dr d=z
+1D——+-2E4-+ aF— =

(ror=a(2) + 3 (5) + o (&)

+2D“" Q-w—uE"—" —’—i—a.I‘ i’ —

o8 356 '

dx dz s ds
"’"DI.' da""“’Eﬁ mrefn o

’ L dsdy pldsdr iy
(136) {x,y].—.-\;; “d-B'“ .u"'cﬁ Z

dr dy , dxdy iz dy | d=dy

+D (aua"'u'ua +E(G T E

gz dy , dzdy
i F(.ﬂ. LT wa

s 4z pie dz_ gl &

(wa=A g m i Tl @

e e, de &y s ds , dz &
""D(.J., db*ﬂ‘.}.;)"’E(E E"'.ﬁﬁ&)

a6 & de
P
wia)an (g 2E) -
Gl m:"'gfi%)
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Nelle (135) riscontransi immediatamente le relazioni (133).

1 valori poi delle sei A, B, C, D, E, F sono per le prime sei
delle (51) e pei ragionamenti fatti al n.° 49

k=n  i=w  j=w

A=2 T I Ee
b=—o im—co j=—o
=

=
B=2 3 3 @

== i=—w jm—c

k=0 i=wm j=w
c=% 2 3 s

k=m— == j=—te

(537)

= imw  j=wm
F=2 3 3 48

k=—co == =00

In queste la (S) & funzione di forma incognita, ma la § ei
& data dalla (r27).

Giova notare che la (127) svolta col teorema di Taylor,
diventa primieramente

o 8z idz  cd= .
S~(k§;+xﬁ+jd—ﬂ+ec.)
d; - d; s *

(138) +(k;§+Lu§+;f-hec.)
+(kﬁ—i+i‘;—;+j§i;+cc.);

poscia, ponendo per abbreviazione
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5] f

(13g)

i e svalgendo i quadrati
(140) 8=k +i% £!+ik:t4+zkjt$+ﬂycﬁ+l\.

i dove R & posta iavece di nna somma di termini nei qualile {
jEe ' ky &, j sono per lo meno a tre dimensioni.
53. Le quantith (139) fanno un gran giuoco nella nostra
teorica, Interessa primieramente di trovare in funzione di esse
il sestinomio H di cui abbiamo data |'espressione nella (61)
e da cui per la (96) risulta anche il valore della densitd I'.
| Quadrando la prima, la quarta e la settima delle equa-
zioni (66), indi sommandole abbiamo per le denominazioni (13g)

i
il s 2 o Vi Byt —H?
o tl+3 ¢=+;» ta+na§zq+aagts+ngytaﬁll 5
Similmente dalla seconda, quinta e ottava delle stesse (G6)
38 o ey v e
a zl+ﬁ t Ayt rad ‘?24+ﬂa‘ t,-20y rﬁ._II

e dalla terza, sesta ¢ nona
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m‘"i‘+ﬁ"'£a+;t"’tg+=rz”ﬁ"£ raaty 35+2‘8'T“tﬁ={{".
8i sommino queste tre ultime equazioni: dedurremo
3H’=-.[a’+a“4«a"’)zx+u(n]?—4—a‘,3'+a"g");4
(r41) +(§“+ﬁ"+ﬂ”’)tﬂ-»a(my+a7‘+n"7")s5
oy Yo (BB -8y e
Ora si noti 1’ equazione identica
(AM—BLY-+(CL—AN)*+~(BN—CM)*=
{A%4-B2-C) (LM N")— (AL-+-BM+-CN)*
& per essa, richiamati i valori scritti nelle (64), si troveranno
O @ = te— z;
(143) B+ B o=t t— 2
P+ t= t— £
Si noti anche quest’altra equazione identica
(AM—BL)(BP—AQ)+(CL—AN)(AR~CP)-+(BN—CM)(CQ—BR)
=({AP-+BQ+CR)(AL+BM-+CN)—(A*-+B*+C*)(LP-+MQ-+-NR)

e per essa, riscontrando anche qui pazientemente i valori delle
(64), si otterranno le altre tre
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af+ u[3+a5=t526—£3§4
(143) oy ay+a'y = :436~ LA
Br+ By 07 =£4t5--:‘t6.

La (141) per le (t4a), (143) ei somministra dopo facili riduzioni

(r44) H=/2 2 torat b2, Rt Rt

la quale & la formola che ci eravamo proposto di ritrovare,
54. Ora passeremo ad una trasformazione molto importante

dei soi valori delle A, B, C, D, E, F dati dalla (137).
Quelle somme triplicate possono cambiarsi in integrali

continui. Abbiamo la formola (%)

I
8 ec.
P

TAz.u(z)= —;—fdzm —su+ é

essendo o L aumento delle differanze. Per mezzo di questa le
(r37) si mutano nelle

A=2 f fwdkfjmdi = e
> [ i ,.ﬂif = e
c=3 [ af” af” vy
D=2 ffmdk [2 a2 gaem
E=% f = f = af” G4

F=% 7 & [ a7 gy,

(145)

(%) Looroix. Traitk ec. T. HL pag. 98, ovvero Bordoui. Lesioni. T. 2. pag. 470
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avendo trascurati termini di grandezza insensibile in confronto
dei termini scritti, i quali poi sono della stessa natura delle
quantitd finite ( rivedi il ragionamento del n.® 50 ).

Presentemente si trasformino questi integrali triplicati per
tre nuove variabili &, %, & fra le quali e le precedenti siab-
biano le equazioni

S
b=k iE+ i+ e

(146) q=k§§+ij—’;+jj—:+sa

;=k:i—:+i ;%+j%+ec.
Sara per la (138)
(r47) S =T+l

Potremo poi dalle precedenti (146) cavare con un ritorno di
serie le inverse che danno k, i, j per & u, £, I termini i

cni &, #, £ sono a potenza lineare si hanno facilmente molti-
plicando dette (r46) rispettivamente per a, o/, &', indi som-
mandole e facendo uso delle prime tre equazioni (63); qnesta
operazione i di la & Moltiplicando invece le (146) rispetti-
vamente per §, §', 8"y ovvero per y, 7, 7", coll’ uso delle
altre equazioni (65) avremo similmente i, j. Cosi

k= 'r'r (af + a'p+0'f) +ec,

(148) i = (B P 0) + co.

J = g [E+y n+77E) + cc.
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Al seguono negli eccetera i termini ove & 7, £ sarebbero a pilt
1tse dlmenamm Ecco le inverse delle equazioni (146). [
Per la trasformazione degl” integrali triplicati (143), biso=
gna, siccome & noto (%), culcoiarc H coefficiente |

o fdk di
E\dx 8

che per le (148) risulta

di ab) 07 (dkdi did
FTY A T T T

(149)  mlr(aB'—F o)y (@ b—8 o)y (a8 =)} +ec.

seguendo nell’ eccetera termini ove &% £ sono per lo meno
a dimensione lincare.
it Caveremo pazientemente dalle (64)

i ‘ A= %( & 8,1, oyl dx

idy Ly dy
Hetrog 1 %)
: s nds s »
af'— P '——(a—-t-ﬁ g E)
ossia per la prima, quinta e nona delle (66)

W=l = W a'f—fo= Ly af—pu'=ZH.

A8 —al }y (a—B o)+ (el — B)

=(rg+rrr g u=re

,|l' a motivo dell’ ultima delle (65).

(*) Laoroix. T. IL pag. 208; oveero Bordoni. T. I. pag. 38
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Pertanto il coefficiente (149) da introdursi in tutti gl'in-
tegrali trasformati, diventa

z
&+ ec.

Questi integeali poi trasformati dalle (145) sono
A= f jwdéf fm:f:; f fmdt.|p(5)(a$+m'r,»+u."ﬁ)’+sc.
B= Tmﬁ ffif\w d)z[ AL (S)(BE+0n+B"E) e

C=in [ 3t anf” @AS\otryry Ly +ec.
(150)

D=z (2 28 duff Z dS) kool E 5B Yo,

FH
E=gh f” def anf degis)asray—atysryn-ry Ohce.
= f © a7 a7 S E ey e ) e

In questi la 8 ha il valore (147); segnono negli eccetera ter-
mini dove Z, v, £ sono a piti alta dimensione della seconda ;
i limiti sono ancora I’ infinito negative e il positivo, come si
scorge dalle (146). Le stesse (148) ci fanno capire che la
grandezza delle &»,L & dello stesso ordine di quella delle &, i,
J3 quindi per la stessa ragione per cui al n.° So dicemmo tra-
scurabili tutte le G‘, Gﬂ, Gs’ ec, dovranno anche trascurarsi
tutti i termini che seguono gli esposti nelle (150).

Svolgiamo ora i quadrati e i prodotti nelle precedenti
(v50); osserviamo che gl’ integrali

Tomo XXI. 34
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.tgf L i

) w ———c

f_md: o) W)

dﬁfm G'szm A/ Ty +D)E

sono necessariamente fra loro eguali, essendovi &, 7, & lettere
che entrano solo istrumentalmente e possono scambiarsi fra
Joro. Osserviamo anche che gl integrali

2 a2 anf” dat/ T

/ -_mm‘ffff m"’?f 2 Bl T T
W T I i

s0no zero per un teorema assai noto nel ealcolo degl'integrali
definiti ( pud consultarsi il mio Trattato citato pilt sopra, leg-
gendovi il n.° 23 ). Poniamo

f d;f‘” dnf 7 /TR

Dapo tutto I" esposto le (150) si cambiano nelle
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A= (@aa)
B = (f*82+0")
=g (r+*+1")
D= (af+af+a'g")
E= (ay+ay+a’)
F=; (By+07+8")
assia per lo (142), (143) nelle
A=l e—1)

B=§( t—t)

C=f z—t4‘)
(152)
D=l£l'g(zé.e6 324)

=4 (tq f—1 t)
=i (:4 t—tt)

dove II ha il valore (144). Cosi le sei A,B,C, D, E, Fsono
date in Iunzione delle sei quantitd (13g) e di un coefficiente
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u che & la sola incognita yeramente indeterminabile, perché
dipendente dalla particolare natura del corpo e dalla legge
di azione molecolare.

Queste ultime (15a) sono formole &’ importanza capitale,
come vedremo nelle varie applicazioni; esse completano il
prospetto del n.° 5a, dovendovi essere surrogate alle (137).

55. Troviamo necessavio avvertire che s’ ingannerebbe
grandemente chi dietro Iispezione della formala (51) &*avvi-
sasse di credere la g costante per rapporto alle a, &, c; essa
& veramente funzione (quantunque incognita ) di queste a,
b, ¢ 0 delle x, y, 5, ¢ quando intendasi fatta la trasforma-
zione gid praticata al n.° 3o per Ja densith I', e al n.” 43 per
le tre velocitd %, v, w. Cid apparira chiaro se ci persuadere-
mo che nella (S) o @(8) (equazione (31)) debbono le a,b,¢
entrare anche esplicitamente alla 8. Infatti Pazione che riceve
ciasoun punto del corpo dai punt rcostanti non & solo quella
proveniente dall’ azione molecolare propriamente detta, che
avrebbe effetto quand’ anche non vi fossero le forze esterne
X, Y, Z. Havvene un’altra parte proveniente da queste X,
Y, Z applicate agli altri punti del corpo, che avrebbe luogo
quand’ anche non vi fosse azione molecolare interna, detta da
Lagrange forza attiva. Per formarscne una idea pud immagi-
narsi un sistema discreto di corpi legati fra loro con verghe
imperniate a cerniera nei luoghi dove si attaccano ai corpi:
tali verghe sarebbero veicoli di un’ azione reciproca dei corpi
detta da Lagrange forza passiva, indipendentemente da og
attrazione o tepuisione fra essi. Interessa di capir bene come
questa forza passiva ( detta altrimenti pressione ) pué veramente
considerarsi come una parte di (S). Vi si riesce introducen-
done sepat I’ espressione mella prima equazione (15),
& notando che i nuovi termini diventano sommabili con quelli
introdotti dalla 3(8): ossia, cid che & lo stesso, notando che
quella espressione a parte non fa che rendere binomj tutti T
coefficienti delle variazioni bsm, JS,;cc.

Adunque, di inata p la pressi che il punto

i
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("".,,sﬁ’f ) riceve dal punto (

z
e Car) ; saranno

renpen Sk

? ’I,x‘hs"‘n,}ﬂ , plreh Take p ok Fabo

(dove 8 & quella dell’ equazione (a3)) le sue tre componenti
secondo i tre assi, e similmente

-p ’L:,k;’n.#w, —p ZrghTabe _p :ﬂgﬁ;iﬂﬁﬁ

le tre componenti della pressione trasmessa al secondo punto
dal primo. Di qui chiunque conosce I’ impianto dell’equagione
(15) capiri che I'introduzione a parte della pressione p, vi
aggiunge i termini

P38 +p, ﬁ331ﬁ+ vaioikp 38

nn I

a0 an

+_p=!303=’3~a-.... ‘+1? a8

=L n—x,u')sn—],n
affatto simili a quelli che gid vi esistono. E dunque p som-
mabile con ¢(S) ed ha poi comune con essa anche un’altra
proprietd, quella di dover essere nulla appena la distanza §
si fa sensibile: infatti & chiaro che non & immediatamente
trasmessa al punto (x, ¥, z) se non dai punti circostanti vi-
cinissimi.

Riflettendo all’indole di questap si vede che la sua com-
posizione deve essere pfa, b, ¢, S). Che sia funzione delle a, 4,
¢ esplicitamente alla 8 si fa evidente osservando ch’essa &
per sua natura diversa in diverse parti del corpo, quantunque
vi siano egnali le distanze § dai punti circostanti ; che sia
funzione di § & pur chiaro pel dover essa diventar zero ap-
pena § si fa sensibile.
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Potrebbe taluno pretendere che per I assoluta generalita
debbano nella posizione della p iderarsi esplicite alla
S non soltanto le coordinate a, b, ¢ del punto che riceve
1" azione; ma anche lo coordinate a-+k, b+i, c+f ( equazioni
(125)) del punto che la trasmette. Senza negaro I’ osserva-
zione diremo che pel nostro caso essa diventa inutile. Difatto,
adottata la nuova siguificazione, potrebbe poi questa svolgersi
in serie per le potenze di k, i, j, avendo la seric per primo
termine quello p(a, &, c, §) sopra considerato. I termini se-
guenti produrrebbero nelle somme definite (137) altri termiai
della natura delle Gl, (;:, Gs’ ec. che abbiamo trascurate.
Conclusione del fin qui detto si & che potremo considerare la
pressione pla, &, c, S) compenetrata nella ¢(S) o #(8), la quale
ha per tal modo una parte in cui le a, b, ¢ sono esplicite
alla S: quindi la g della (151) non & costante per rapporto
ad a, b, c.

56. Sul finire di questo paragrafo crediamo utile prepa-
rare alenne denominazioni di cui faremo uso frequente nel
seguito. Ciascuna delle nove derivate

dr dx dz, dy dy dy, ds & dz
Tt W d da’ W7 e Mot &0 do?

se s’immaginano eseguite le derivazioni, & una fanzione di
@, b, €, ¢ che potrd trasformarsi in una di #,y, 2, ¢, siccome
pitt volte si & detto. 1l non avere nna significazione fisica da
attribuire alle medesime non impedisce che queste quantitd
analitiche entrino conmolto effetto nei calcoli. Poniamo adunque

s s
o (nmth geelanmth T=glnnnd

4 o
= leynt) f=smrnt §

83(:6, ¥ag 1)

ds d:
F=t ot Gt lny i)

LA L)
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Se queste equazioni iden|
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he si derivano per &,

agt
osservando

per esempio nella prima di esse che
P du_dude | dudy | duds
Ll = da dzda Gy da L& &
du du du
=% 205 g2
& HTE L TEET

e cosi per tutte le altre, of

tteniamo nove equazioni, le quali

sono poi richiamate pit d’una volta, e sono

a,

x = .a 3,
-TS— C + + d_':x
de 3

M u
- —d5+ a-i-dxzﬂ
dey a du

= 3 =

P T +¢,r TR
o, dv

=
or ¢z’(+ =%
Lt de de do

s de, | doy  do

(154) = RLT AT G
‘hj Fer o +df"‘r

dl — &= 3 dr 3 ds3
dr &

i w

= .g 4“_, 5L
=% tEY
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de,  ds, " o A
In queste —., —2, ec. esprimono lo derivate totali per ¢
1 @ &

delle ¢, g, ec., & ciod
2 e

ds ds, 4_.:;1 ds, w-t—(d"
it S T TR e —
dt dz dy i dn)

(155)

£l R & - 2
significando (_;r:,.} il differenziale parziale di & pel solo ¢
©
esplicito alle x, y, 5; cosi di tutte le espressioni simili.

Per le d inazioni (153) le (13g) prendono I'espressi T

=81 ?
¥ Sl

t=g it |
i

—g A A
tE e3+ 3+‘¥3

(156)

=kl ey

= )
s 6ot 2T T {

?
6

8,6 ST Ty

57. Noteremo per ultimo che dalle (153) abbiamo man

festamente
' a5, ds dig | dsy dg

o e

Ty Pk [
ossia per le stesse (153)
de ds, ds de, de, da,
sl S e o e G KO SR I K
drn . dpN G A a1 gy rods

(157)
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¢ che sei altre equazioni simili risultano dalle restanti sei
delle (153).
Possono altresi dedursi dall’ equazione (97) fra la densiti
I' e il sestinomio H, derivata per @, o per b, o per ¢ le tre
equazioni seguenti

ey i dTa, =0

s rr £

d.Ts, 4.1
59 T

1.Tsy o a3y dTry

TEET s

11 processo analitico per giungervi & alquanto Iungo, ma af-
fatto somigliante a quello impicgato al n.” 43 per dimostrare
I’ equazione (105) della continuitd, Il punto principale di ri-
scontro fra 1’ analisi qui indicata e quella li esegnita sta nelle
tre equazioni

: e i "
=L L

T P

O

(159) o R

dn

&

poste a confronto della (103). Ma vedremo pitt tardi che l'e-
quazione (105), quantungue finora tanto usata, principalmente
in idraulica, & in veritd un’equazione identica insignificante.
Perd non credo che miglior sorte abbiano a incontrare le pre-
cedenti (158), del cni ritrovamento sul principio io m’era ral-
legrato. Parea nondimeno sconveniente ommetterne un cenno
nell” analisi generale di questo paragrafo che ho procurato di
rendere, per quanto era possibile, compiuta e ricca di formole.
Tomo XXI. 35
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§ VL

Lquazioni ai limiti,

53, Tn relazione a cid che ho asserito al n.® 47. debbo
ora powre quei ragionamenti che persuadono 1’ introduzione
del coefficiente ¢® a moltiplicatore delle X, Y, Z, %, ec.

Noi intendiamo per unitd di forza la somma di tante for-
z¢ elementari eguali e costanti che applicate continuamente
a tutti i punti fisici dell’ unitd di massa, fanno che questa
percorra nell’ unitd di tempo la mezza unitd di spazio. Pud
essa forza, invece di essere egualmente distribuita a tutti i
punti dell’ unitd di massa, considerarsi applicata a un solo di
essi, e producente lo stesso effetto: o perche tal massa essen-
dosi resa solida, il moto prodotto in un punto si propaghi a
tutti: o perché si consideri tutfa la massa raceolta in un solo
punto; ma questo concetio non & necessario, se si ammette
1’ antecedente definizione, Quindi per la forza X intendiamo
uva forza multipla X volte dell’ anzidetta, Ora & magini
1 unita di massa distribuita in un volame cubico in manicra
che tutti i suci punti siano a egnali distanze secondo 1 tre
spigoli, come ai & detto al n” 4o, essendo o questa distanza
costante. Se n & il numero degl” intervalli fra punto e punto
in un lato del cubo, il pumero totale dei punti fisici nel oubo
& (n-+1)% Quindi se X & la forza che muove tutta P'unitd di
massa, la parte elementare di essa che muove un solo punto
di questa massa &

(et

Da wn
da 1, w

a parte il volume cubico di questa massa misurato
ta di volume, & anche micurato da (na)’; ¢ dallequa-

&%, Adunque I'antecedente espres-

zionz 1 =n'e® si cava

e
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sione della forza applicata & un punto si muta nella

e I e

i a*

e si riduce manifestamente al solo primo termine, essendo gli
aitri incomparabilmente piceoli in confronto del medesimo.
Cosi & provato che avendo rapportata la misura della forza X
all’ unita di massa, 1" espressione della forza applicata a un
solo punto fisico & o°X.

Forza di diverso genere & quella che s’ intende produtre
moto in una massa finita non essendo applicata a tuttii suoi
punti, come la gravita, ma applicata ai soli punti di una parte
della sua superficie. Consideriamola applicata ad una faccia
del cubo contenente ’unitd di massa resa solida per facilitare
il concetto della trasmissione del moto. Risulta anche questa
forza dalla somma di forze elementari eguali applicate ai sin-
goli punti della superficie, ma queste forze elementari in rap-
porto alle elementari antecedentemente descritte sono di di-
versa natara, intendendosi ci di esse non un
solo punto, ma anche tutti gli altri n punti che si trovano
con esso in una retta secondo la terza dimensione del cubo.
Nell’ equazione generale della Meceanica 8’ introducono anche
forze di questo genere se si vogliono considerare le pressioni
alle superficie dei corpi. Il modo di praticare una tale intro-
duzione nell’ equazione (26) non ba difficolta per chi conosce
la Meccanica Analitica, ma volendone la misura rapportata
come quella delle antecedenti all’ unitd di massa, ragionere-
mo cosi. Detta X' questa forza che applicata ad una faccia
del cobo muove tutta 'unitd di masss, essa risulta dalla som-
ma di un numero (2-+1)* di tante forze elementari eguali ap-
plicate ai singoli punti fisici esistenti in quella faccia del cu-
bo. Dungue la forza applicata ad un solo dei punti alla su-
perficie &

X X aX' 33X’
(T e
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D altra parte abbiamo. I uniti superficiale 1= (no) da coi
: ; N : X X :
L =g epperd da u’K*-’E;_— + =—ec. 0 pinttosto so-
Jamente da o?X' & misurata la forza applicata a un punto della
superficie. Pertanto trattandosi di forze applicate a punti della
superficie del corpo, & rapportandone la misura all’ unitd di
massa, bisognerd introdurre il coefficiente o”.

59. Abbiansi per maggiore generalita anche forze del se-
condo genere sopra descritto applicate ai punti che trovansi

alla superficie del corpo. Sia

(160) flxys e t)=

in generale 1" equazione di detta superficie che pud essere
continua ¢ discontinua: nel qual secondo caso & sempre per-
messo immaginare la forma £ nella equazione (160) tale che
si adatti a rappresentarla ancora totalmente assumendo una
funzione discontinua.

Potremmo immaginare, cid che basta in molti casi senza
bisogno di ricorrere alla teorica - delle - funzioni discontinue ,
una cola forma di fanzione w(z, ¥%,?) che valga a rappresen-
tare la pressione per tutti i punti della superficie , potendo
variare di valore dall’ nno all’altro di essi, non perché cambi
di forma, ma unicamente pel diverso valore che vi prendono
Ie coordinate @, y, & Potremmo invece immaginare per rap-
presentare le pressioni alla superficie moltissime funzioni dif-
ferenti fra loro anche nelle forme, ciascuna delle quali si man-
tenga soltanto per un doterminato numero di punti della su-
perficie, ¢ non per gli altr Una generalitd bastante per lo
applicazioni pitt ordinarie & immaginarne sei

B AR

zlgamth )
(161)
7 (35 t) “5(-”-7:5:1)’ 1'6‘:2»)’:5’3)
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che corrispondono alle sei parti che ordinariamente si nomi-
nano nei corpi, la sinistra, la destra, il davanti, il di dietro,
il disotto, il di sopra. Immagineremo altresi (il che pure &
bastante per quasi tutti i problemi) che dette pressioni a due
a due siano applicate a uno stesso numero di punti in senso
contrario: vale a dire la z si estenda a un certo numero di

punti del corpo mella superficie a sinistra, e la 7 in senso
B

contrario a uno stesso numero di puoti a destra: le linee che
rinchiud i punti di applicazi di dette forze 7, ®, poss

sono essere varie in mille maniere, ma perd determinate nei
diversi problemi. Cosi la 7, s’ intenderd applicata a un certo

numero di punti sul davanti, potendo essere questo numero
al tutto diverso da quello di applicazione delle due prece
denti, e la =_a uno stesso numero di punti in senso contra-

vio sul di dietro; cosi della T T pel di sotto e pel di sopra.
3

Ritengasi che la supposizione dell’eguaglianza del numero dei
punti cui sono applicate le forze opposte, non & veramente
necessaria: & una facilitazione senza la quale converrebbe am-
mettere nel discorso alcane lungaggini inutili per la maggior
parte dei casi.

60. Se ben si riflette a cid che si & detto ain.' 5,8 circa
il modo di regolarizzare mediante le funzioni z(a, bye)s ylas by ¢}
(@, by c) 1 valori irregolari delle coordinate dei diversi punti
del corpo, si capiri che niente ¢’ impedisce di rappresentare
con una serie doppia dedotta dalla (L &, ) in cni / sia co-
stante e variino le &, ¢, tutte le coordinate x dei punti cui
& applicata la prima forza :tl(x,y, %, 1), & con una simile serie

doppia dedotta da z(2, 5, c) le coordinate x di tutti i punti
cui & applicata la forza opposta -—rza;dir.agi aun di presso delle

coordinate ¥, 3. Cosl le x(a, m.c), ¥(asm,¢), =(a.m, €) ci rappre-
senteranno le coordinate dei punti alla superficie cui & appli-
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cata la forza Ta e 1¢ (s £ ) ¥(@; 8 €), #(a 1 €) spetteran-
no a quelli cui & applicata la forza opposta—,—ré. Similmente
le w(ay b, n)s yla by n), 2{a, b, n) le coordinate dei punti alla
superficie cui & applicata la forza To0 le x(a,b,2), yla: ),

El

,7) quelle dei punti cui & applicata la forza opposta
. Cio torma lo stesso ( quantunque non sia necessatio,

come gid si disse al n° 8) che I’ immaginare un’ epoca an-
tecedente ideale in cui tuttii punti di applicazione della pres-
sione 7 si troyassero sopra una faccia di un parallelepipedo,
T
o quelli cui & applicata — x_sulla faceia opposta dello stesso
paallelepipedo, e cosi rispettivamente delle 7, —x5 e delle
Ty — Raccomando di riflettere come la relazione fra le
coordinate @, ¥, = dei diversi punti del corpo alla supexficie,
dipendente dalla equazione (160), non cangia menomamente
il metodo con cui nel § primo insegnammo a passare dalla
(r0) alla (11): metodo che non si oceupa di sapere se i valori
delle coordinate z, y» 5 dei diversi punti siano fra di Joro in-
dipendenti, ovvero abbiano la relazione che risulta da un’
equazione cui debbano sod . 8i puo anche osservare che
impicciolendo il numero dei punti di applicazione delle forze
% s —m 5 0 ingrandendolo: e cosi pel numero dei punti di
a

3

applicazione delle forze A —,1:4; Ay =T si cambiano le

dimensioni dell’ immaginato parallelepipedo per la prima epoca
ideale di distribuzione uniforme: esso riusciri con facce op-
poste pilt allungate, pi ristrette, eo.; ma pud sempre sup-
porsi una forma parallelepipeda che soddisfaceia ¢ mantenga
il concetto formato pit sopra. E cid adattando opportunamente
i numeri 2,0, 7" delle molecole succedentisi a intervalli egua~
Ji secondo i tre spigoli,ossia ( equazioni (19)) le lungheaze Aoty
» di essi spigoli. Siano infatti o/, »", »" 1 nuneri del punti
alla superficie cui sono rispettivamente applicate le forze
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LS srs: le opposte —, —yzq, —r S080 per supposi-
zione applicate a punti di numeri rispettivamente eguali ;
dovranno essere

A= W= nhe= g

iR o
|/-;- B s

61. 8i adotti di scrivere una funzione k(a, b, ¢) di a,b,c
colla sola lettera & seguita da una nuova lettera I fra paren-
tesi per indicare che in essa si & messo Zin luogo di @; cosi
Hi) = k%, b, o), ¢ anche A& )=A(4, b, c). In modo simile in-
tenderemo k(m )= k(a, m, c), Ku) = a,p,c), ed anche
k() = Ma, b, n), k{v) = k(a, b, v).

Si esprimano altresi per z , 7 , 7z letre componenti della
1w’ Ty e

e quindi

pressione 7 secondo i tre assi ortogonalis per m L, 7, m
T 22’ "3y Yoz

ls tre simili componenti della pressione m,: cosi per le altre
quatiro.

Non ¢& difficile capire che I"introdotta supposizione delle
sei pressioni alla superficie del corpo accrescerd ’equazione
generale (a0) dei sei termini
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!

iy
3 A Aclx (dz(l)+n Oy =z (920 i
w n 1z 2 1=

+z'“+"mx'+’acgm Doai) - (@) (2)3(3)
i S

m

a i
e m+r£' 5 ; i
_x‘ Aazu c%ﬁs}m) x(m)+;r3](m]0)(m)+::3;(m]r)~(m)g
(162) A ¥y
+3  Aa® Aci:: (@9l)+7 (Worln)+= (©)0=(@)
1 n 4= 4r 4=

ds gl
—Z AaZ A
1 m

7 (a)da(n)+=_(n)dy(n)+x (n) Uz(n,)g
() b 5

+z:'+¢ms‘:ﬁmi.re (0sle)+ 7 (350) -5 (5350 ;

A questi vengono omogenei altri termini portati dalla quantiti
che segue la gid considerata nel secondo membro della (39)
quantitd fatta di parti che sono differenze esatte o per @ o
er b o per ¢, e che quindi collocate sotto I’ integrale tripli-
cato della (26) possono subire una o pitt integrazioni-
Difatti osservando le (35), (38) ¢ confrontando le (37)>
(39) si viene a capire che nella (39)

0 = (1, )0z 4= (1,7) 0y + (1, 5) 0z
11 = (2, @) 0z + (2, ¥)3y + (2, 2)2
0 =(3, 20z + (3, 7)dy + (3, )05

avendo ommessi altri termini la cui aggiunzione si sarebbe
trovata inutile a motivo dell’annullarsi di tutte le G,G,
s 7a

Gs, ec., come si & detto al n.® 50. Per la stessa ragione nella
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(39) risultano zero le W, =, T, Q. Ponendo per (1,x), (2, 2),
(8, 2}, (r,¥), ec. i loro valori gia indicati al n." 20, e ommet-
tendo i termini di valore incomparabile rapporto ai primi, ab-
biamo

0= [1,a]e+ = [1, 1y -+ = [1, 2195
r[=?f,. [as s]a:c-v-_l:r [2,;/](’]4.?'. [2,2]5=

@

.;T [3, #]x + —; [3, ¥]0y + % [3,z]3=,

da cni, se si sostitniscono i valori delle (5a), (33), (54) an-
nullandovi le G, G, ec., ¢ si mettano a=f=y=0 siottiene
Ay o 2 o i
o=L{AfZDEEL)
oy d dy | iy
+H( AL+ pZ L)y
2 dz o
+%(A £ DE B
2

s :
n:%(Dd—:+E;§-+«FE{]§x

(168) +_;(D%+ B4 Fg).:iy

p=2(EE+Fg0f)m

1 o s dsz
4—7(35‘* P+ G)oe.
Tomo XXI. 36
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Si escguisca I’ integrazione per & sulla Aa@, e si definisca

come & indicato dai limiti scritti nella (26}, mettendo soltanto
7 o non A-+a nel secondo limite per una ragione pilt volte
accennata; otterremo due integrali duplicati della stessa. matura
dei primi due nella quantitd (16a), ciod 1" espressione
P ] pHf ey

3 AME Al —3  AME AcB).

m n m n
Pongavsi in questa per Q(4), ()i valori desunti dalla prima
delle precedenti (163), e poi tali integrali duplicati si fonda-
no cogli accennati della (16z), In tale operazione dovra to-

glicsi dappertutto nei valori i 0(4), 8() il coefficiente - :
eccone la ragione. Dicemmo al n.° 47. che alle quantitd A,
B, G.D, E, F si sottintende il fattore o questo diventa o*
a motivo del fattore— , ciod diventa quello stesso fattore che
% sty e e S

& sottinteso per le espression rrmﬂuﬂﬂ, A nella (162)

giusta quanto si & dimostrato pitt sopra al n.° 58,
Sotto clasouno di questi integrali duplicati debbonsi pei
puincipj della Meccanica Analitica e del calcolo delle varia-
zioni annullare separatamente. i coefficienti totali delle d2(7),
Fy(D)s d=() 5 dx(A) y(#), d5(A): e cosi si formano sei equazio-
ni. Con un ragionamento affatto simile si caveranno altre sei
cquazioni dai due integrali duplicati seguenti nella (163) e
dall” integrazione definita della quantiti 4 11, dopo messo per
11 il valore dato dalla seconda delle (1631 cosi sei altre equa-
zioni dagli ultimi due integrali della (163} e dalla integrazio-
ne definita della quantita Aﬂm. Distribuiremo queste 13 equa-
zioni in due riunioni, I’ una delle quali comprenderd tutte le
equazioni pei primi limiti, e I altra quelle pei secondi limiti,
La prima riunione sard 5
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0= ( ooty o -.-E""}

7,0 =— (s Z+DZ+EL)0
w )= (A‘f_:+D§§+EE)(z)
rra‘(m)=-—(Dj—:+]]g§+Fd—x (m)
(164 7y ()= (D& +B% +F ) (m)
#, W) =— (D E+B5+75) )
2)ie)

“sr(nF—(E Z+Fg+c ]

15

S T
T == (Ex"a"'rdy"'c

S

7 (a)=— (E = +F 3 e z+C d')(n:l

La seconda rinnione sard affatto simile alla precedente, aven-
do le T ﬂq’ T in luogo delle LA A le lettere 4, g, v
in luogo delle I, m, n.

62. Ora se si richiamino le denominazioni (153) del n.° 56.,
si comprende facilmente che le precedenti (164) possono sem-
plicemente scriversi
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—=—Ag—De—
1 Ag—De—Ee
7 =—As—D:—Es
1y 1 a 3

x# =—Ar—De—Er
1z T a 3

.3x=—D§[—B£n—F£s

(165) Ciagleg Ds—Ba— Fs

——-Dr,-Brn— Fr,

7 =—Es—Fe—0Ce
% 1 £ 3

Lt E A F S= (LEN

—E.r‘—F‘rﬂ—Cs3

intendendo che néi secondi membri lo 2, ¥, 2 che compon-
gono le quantitd non siano le generiche per un punto qua-
lunque interno, ma quelle stesse che compongono le

m oy s bl m s 5 th w{ws50)

dei primi membri, ciot le coordinate corrispondenti a quelle
particolari porzioni di suporficie cui sono applicate dette pres-
sioni. Alla stessa maniera si ridurrebhero alle (165) anche le
equazioni della seconda rinnione accennata sul fine del n.”
precedente: i primi membri avrebbero x EAEA in Inogo di
e i secondi membri sarcbbero i medesimi, ma < in-

tenderebbe che per essi le x, y, = sono quelle coordinate che
corrispondono alle pressioni zn(x‘;',z,t), T 4(_1:,)',7.,:),;:6(1-. Ysmt)

i
|
|
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Equazioni affatto simili alle (165) haono luogo pel caso
dell® equilibrio. Bisogna allora in correlazione col n.° 3a. met-
tere Ie lettere p, ¢, 7 in luogo di =, y, 2, e rifwreanaloga-
mente le denominazioni (153), che allora non Ppresenteranno
la lettera . N& & qui inopportuno osservare come dall’egnale
sussistenza delle equazioni (165) pel moto e per I’equilibrio,
si ha la vera dimostrazione ( forse 1’ unica rigorosa ) della sus-
sistenza dei teoremi fra le pressioni alle superficie dei corpi
passando dall’ equilibrio al moto.

Noteremo altresi che se nei secondi membri delle (165)
tutto & noto, si hanno da tali equazioni i valori delle pres-
sioni supposte incognite; se invece queste pressioni sono co-
gnite, dette equazioni servono alla determinazione delle fun-
zioni arbitrarie, che entrano nelle quantitd dei secondi mem-
bri, come mcgim si capisce dagli escmpj.

di questo paragrafo potremmo qui intro=
durre Ia teorica che trovasi negli Esercizj del Sig. Cauchy
relativamente alle pressioni nell’interno dei corpi. Converrebbe
a tale oggetto prendere un parallelepipedo interao e consi-
derare tutta I'azione del corpo circostante come data da
sel pressioni p, —p , Py =P Po =P sulle sei facce

del medesimo ; indi fare la stessa comsiderazione sopra un
altro parallelepipedo avente comune coll’ anzidetto il vertice
pint vicino all’ origine delle coordinate. Si hanno allora alcuni
teoremi fia le pressioni sulle facce del primo parallelepipedo,
e quelle sulle facce del secondo per quel punto che & comune
ad ambi i parallelepipedi. Ommetto questa teorica per due
ragioni, Essa non ¢ della stessa importanza per noi come pel
Geometra francese, seguendo noi un’altra via nel determinare
le equazioni generali. Di pilt tali teoremi risultando dalla no-
stra teorica alquanto diversi da quelli del Sig. Cauchy, c’im-
pegneremmo in una discussione che non potrebbe esser bre-
ve, ¢ basterebbe a fornire per se sola I’ argomento di una
Memoria a parte.
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Teorica dei fluidi.

Abbiamo esposta un’analisi generale pel moto di tutti i
corpi soggetti all’ azione molecolare: e ¢id fino al ritrovamen-
to della equazione (26). Questa generalitd & stata alquanto
sistretta passando dalle equazioni (35) alle (56) , perché quel
passaggio supponeva, come non si ¢ tralasciato di farne cen-
1o, che le molecole le quali in un’epoca del moto sono fra
loro estremamente vicine, non siano distaccate per distanze
finite ad altra epoca del moto. Trovo questa proposizione am-
messa in wmaniera espressa o softintesa da tutti i Meccanici, e
corrispondente alla maggior parte dei casi chesi verificano in
natura, quantunque non sempre () 3 quindi & anche da me
adottata. Ora per P'applicazione della data avalisi al caso par-
ticolare del moto di questo o di quel corpo, converrd prima-
mente stabilire una definizione che fissi Ia natura del corpo:
esaminare le g dell’ assunta definizione per la mo-
dificazione speciale delle formole generali; e fuori della defi-
nizione non mnmettere alouna nuova ipotesi. Comingio dalla
applicazione al moto de’ fluidi e per questa memoria mi li-
mito ad essa, assicurando perd di avere gil in pronto altre
formole spettanti al moto i altri corpi ¢ principalmente quelle
relative ai moti oscillatorj e vibratorj che diversificano dalle
trovate dai moderni Geometsi. La sola teorica del moto de’
fluidi involge tante novitd, che jo non amo moltiplicare le
applicazioni prima di sentire il voto de’ Geometri su di questa.
YVedromo chie la teorica finora ammessa pel moto de” fluid
ben lontana dall’essere perfotta.

63. Domando primicramente s si abbia una chiara ed
esatta definizione del corpo fluido. Poco soddisfacente, se cosi

() Taisson. Traité do Mecanique. 1633 T. 2. pog: 6.
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mi & lecito esprimermi, trovo su questo argomento tutto cid
che ne dissero Serittori anche celeberrimi prima delle ultime
memorie. Lagrange chiamo (1) i fluidi tali corpi le eui parti-
celle sono esilissime, indipendenti le une dalle altre, e per-
fettamente e liberamente mobili in tutti i versi. Ma questa
definizione potrebbe indurre a credere affatto nullo I’ effetto
della forza molecolare fra le particelle dei fluidi, il che non
&’ accorda cogl®insegnamenti della Fisica. Vale la stessa osser-
vazione per la definizione di Laplace (2) che chiamod le par-
ticelle dei fluidi perfettamente mobili e cedenti alla minima
forza. E passando dalla definizione all'nso che se ne & fatto,
dird che mettere a fondamento della teorica dei fluidi il prin-
cipio della pressione eguale in tutti i sensi, & un appoggiarsi
a un dato puramente sperimentale desunto dallo stato d’equi-
librio e trasportato gratuitamente a quello di moto. Lo stesso
Lagrange non ne parve soddisfatto nel luogo della sua opera
sopra citato, giacche si erige in prineipio primitivo un teore-
ma che deve piuttosto risultare come conseguenza. Cid tanto
pilt in quanto che tutti i Geometri che usarono di quel prin-
cipio per determinare le equazioni del moto de’ fluidi, vi in-
trodussero un’idea straniera alla natura del fluido, ciod un
parallelepipedo solido di lati infinitesimi o di lati indeterminati,
le cui lacce opposte siano premute egualmente. Dissi paralle-
lepipedo solido, perché quantunque essi non I’abbiano cosi
chiamato, & manifesto che deve essere tale se hanno ad aver
luogo le risultanti di innumerabili forze parallele agenti sulle
dette facce. E questo parallelepipedo, e le parti solidificate ,
e le minime superficie rigide sparse per entro alla massa {lnida
da qualche moderno: tutto cid, per quantoa me sembra, non
pud coneiliarsi col rigore filosofico che non permette se non
quanto & strettamente compreso nella definizione. Quale sard

(1) M. A, T. L. pag. 181
(2) Mécanique Célesto T. L p. 47.
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dunque questa definizione? 8i raccoglic dalle recenti opers
sull’ azione molecolare: e infatti a me sembra che dal solo

concetto della vicinanza maggiore o minore delle molecole
possa chiaramente splegarsi la differenza fra solido e fluido, e
il passaggio di un corpo da uno stato all’altro. Il Sig. Poisson

deve

dopo Laplace ci fece conoscere che lo stato di fluid
yisultare da una distanza maggiore delle molecole nella quale
si perde mna parte di quell’ azione che in distanza minore
produce la solidith. Lo stesso Geometra chiama fluido quel
corpo (%) che mel movimento si costituisce intorno a ciaseuna
molecola sempre simile a se stesso, ma talvolta in una scala
piit o meno grande. Riflette inseguito (**) che questo stato di
distribuzione delle malecole in tutto simile al primitivo non
& a xigore raggiunto dal fluido se non ritornando all’equili-
brio, potendo uello stato di moto la distribuzione non essere
perfetta. Questo & certamente dire hen molto di pit di quanto
se ne diceva prima.

To chiamerd fluido quel corpo le cui molecole vicine si
tengono in ogni movimento @ tali reciproche distanze che non
differiscono fra loro se non per quantité di second ordine. 1l
vero senso di questa definizione risulterd piu Iucido dall’esa-
me delle conseguenze. Intanto noterd che essa si estende egual-
mente ai liquidi e ai flnidi aeriformi. Se avessimo definito il
fluido quel corpo le cui molecole sono sempre 2 distanze ri-
gorosamente eguali, & manifesto che passando d’ una in altra
molecola vicina si sarebbe dedotto che ogni fluido deve avere
dappertutto la stessa densiti. Ma la differenza lasciata nelle
quantiti di second’ardine toglie questo inconveniente, ¢ spiega
benissimo la sussistenza della densitic variabile nei fluidi ela-
stici. Una quantitd di second’ordine accumulata per un tratto
finito in cui & ripetuta un numero di volte maggiore d’ ogni

Cab. XX, pag. 91,
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assegnabile di una somma che & confrontabile colle quantiti
di primo ordine: cid & notissimo per altre parti delle matema-
tiche e anche per la semplice geometria. In un flnido neri-
forme le distanze reciproche delle particelle vicine sono eguali
per le quantitd di primo ordine, ma Ila differenza di quelle
di second® ordine fa si, che in due luoghi separati da intervallo
finito le distanze reciproche delle particelle siano diverse,non
fra loro, ma confrontando la distanza che domina in un luogo
con quella che domina nell’ altro.

64. Posta la definizione come sopra, consideriamo in un’
epoca qualunque del moto la materia fluida contenuta nella
sfera di attivitd intorno al punto (z,y,z), e distinguiamo il
caso del fluido a densitd costante e del flnido a densitd va-
riabile, cominciando dal primo. Facciamo attenzione ai punti
del fluido che sono alla superficie di questa sfera di attivitd
di raggio r: essi nella prima disposizione ideale avranno avate
coordinate a=-f, b-+g, e~ tali da soddisfare all’equazione

(z(a=fs b+, c-l) — x(a, by ¢) )*

(S brgy eth) —ylas by 6) )

~+(zla+f, b+g, e+k) —z(a, by e) '=1"

essendo f, g, h quantitd piccolissime che svaniscono con r,
qualunque siano a, &, ¢ e quindi ( 0. 46 ) della forma rgi(a,b,c).

Dalla precedente equazione, richiamate le denominazioni
(139), potremo passare alla segnente paragonando le quantiti
dello stesso ordine

(166) Lf ‘-|-tmg‘-o-f34'.‘+z¢‘t fo+at, fltot gh=r"

la quale & quella di un’ellissoide entro cui nella prima dispo-
sizione ideale stava la stessa materia che all’ epoca conside-
rata & compresa nella sfera di attivith, 11 punto (e, &, ¢) che
per quella prima epoca ideale corrisponde al punto (v, ¥, =)
Tomo XXI. 37
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della seconda epoca, non & generalmente al centro della sud-
detta ellissoide: infatti il discorso finqui & generale ed abbrac-
cia anche il caso di un solido in cui intorno al punto (%,y,%)
siavi entro la sfera di attivitd materia stipata da una parte e
ravefatta dall’ altra. Ma nel caso del fluido, essendo la densiti
eguale tutt’ all’ intorno del punto (v, , z), non si vede ragione
per cui il punto (a, &, ¢) dovesse in quella prima epoca essere
cccentrico alla detta ellissoide da una parte piuttosto che
dall” altra. Se il punto (a, &,¢) & nel centro dell’ ellissoide ,
essendo f, g, & le coordinate di questa superficie di second’
ordine rapporto al punto (a, b, ¢), & forza che nell’ equazione
(166) siano

(167)

vegzasi la nota teorica di questa superficie (*).

Le equazioni (167) sono quelle in cui veramente sta
espressa la natura del fluido: esse possono trovarsi anche al-
trimenti dopo Ja definizione data nel n.* precedente; quindi
a conferma delle medesime porremo fia poco un altro ragio-
namento piii generale.

65. SCGOLIO. Intanto osserveremo che sbagliercbbe chi
credesse nel caso del fluido a densitd costante, che Dellissoide
del centro (a, 4, ¢) e dell’ equazione

5 . sy
L -v-t;‘ =1

fosse una sfera, ¢ avessimo cosi t=t=t. Pongasi mente

che Ja distribuzione ideale delle molecole ad intervalli eguali
o secondo i tre assi & ben dissimile dalla distribuzione che
ha realmente Inogo nei fluidi in natora. Quella ci da le di-
stanze delle molecole secondo le diagonali diverse dalle di-

(*) Canchy. Siar les applications du caleul & la Géometrie. Pag.
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stanze sccondo i tre assi, gincehe riescono /2, e 0)/3; mentre
nei floidi debbouo essere eguali in tutti i versi, come nelle
disposizioni dei muechi di palle, ¢ come pud vedersi nei flaidi
grossolani, ver. gr. nel miglio. Una materia collocata in quest’
ultima: maniera assume necessariamente una disposizione di-
versa secondo tre assi ortogonali tirati per entro alla medesi-
ma, e di qui ne viene che ritornata alla disposizione di
stanze eguali secondo i tre assi, debbono gli assi di quella
cllissoide essere diversi fra loro. Mi sono di cid persuaso an-
che per via di esperimenti. Ho visto, per esempio, che un
ammasso di tante sferette col diametro o poste successiva-
mente a contatto nel verso di tre assi ortogonali delle a,5,¢
coordinate dei loro centri, se si travasi in una cassa paralle-
Iepipeda rettangola i cui lati siano presi per gli assi delle -
¥, % coordinate ortogonali dei centri delle stesse sfere, e si
lasci che la materia vi prenda la disposizione dei mucchi di
palle, le &, y, 5 riescono fanzioni delle a; &, ¢ in diverse
maniere per diversi casi. Una delle dette maniere di

&

>

(168) s=axlo y=4.5+gq; s=|/tct—0

le quali equazioni (rivedi le (139)) danno benissimo

diyerse fra loro. L’ esservi altre equazioni oltre le (168) per
esprimere un collocamento colla distribuzione dei mucchi di
palle entro la cassa parallelepipeda, dipende dalla diversa con-
figurazione che possono prendere fra loro le stesse palle s
piani delle 2y, xz, yz. Di qui si prevede come travasando il
fluide entro capacita a superficie curve potrd variare in in=
definite maniere la fattura delle equazioni simili alle (168).
Ma per noi basta di aver mostrato anche in un solo caso la
diversita delle ¢, ¢, ¢..

e
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66, Foco il ragionamento generale dizetto a confermare
le equazioni (167) base di tutta Ia teorica dei flnidi, e a pro-
varne la sussistenza anche pei flnidi a densitd variabile, Nella
distribnzione delle molecole dei fluidi, quale fu indicata nel
num. precedente, ad ogni molecola intorno al punto (z, ;%)
corrisponde un’altra molecola simmetrica ad eguale distanza
dal suddetto punto, prescindendo dalle quantiti di second’
ordine, 11 quadrato della distanza di una molecola dal punto
(%,: %) & espressa ( equazione i4o ) dal sestinomio

(4] Rt it :s+z.{£t4+nkﬂs+zii:5

so si ommettono le gnantitd d’ ordine pilt elevato e quindi
anche il quadrato della distanza dallo stesso punto (z,, )
dell’ anzidetta molecola simmetrica sari espresso da un simile
sestinomio
()

significando X, i, j anmenti analoghi ogli anmenti &, i, j.
Questa espressione (I1) doyra eguagliare in valore Ja (I} a mo.

tivo dell’ eznaglianza delle distanze , e si dice che cid dovrd
essere indipendentemente dalle # , Eaty t4, L che sono
T

R i e 4o
K b AT fa+nkx£‘+nkj£5+nu!6

cguali per ambi i sestivomj. Infatti osservando la natura delle
quantith &, £, i, # /.7 (0. 48, e seg. ) si capisce ch’ esse
si riferiscono al primo stato di disposizione ideale, e intorno
ad ogni punto (a,b,c) prendono una variabilita che non di-
pende dalla posizione dello stesso punto, ossia dalle @, b, ¢;
esse dnnque sono indipendenti da queste variabili a, b, ¢,
tali pitt non sarebbero se I'equazione (I)=(IT) non si verificas-
s¢ termine per termine. Questo modo di verificarsi dell’equa-
gione (I)=(1I) ci fornisce primicramente le tre equazioni
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Non possono supporsi insieme K=k, =i, j'=J, perché allo-
ra le due molecole egualmente distanti dal punto (=, y, z) non
sarebbero che una sola; conviene che uno almeno dei valori
%, i, j sia preso negativamente per formare quelli di &7, j'.
Poniamo successivamente

K=k, i'=i, f=—j; K=k, i=—i, j=f; F=—k, i=i; =)

I’ equazione (I)—(Il)=o ci dara lo tre

(169) “5"'“6 0} kt4+jzu=o; i:4+j:5=n

dalle quali cavando i valori delle ¢, 1o 1, si trovano tutti e

tre zero, siccome & scritto nelle (167).

67. Ora passeremo ad esaminare come I’analisi generale
si pieghi alla teorica dei fluidi in consegnenza delle (167); e
a quest’oggetto sari necessario occuparci in questo numero
di aleune formole preparatorie. Se poniamo

1 &
G =171y =V dod 15T Vg de

abbiamo dalle (139) e dalle (167) le sei
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a, as
e Sy i=
8 el Ry

S e
e
g +,3;+ Y=
| (r71)
o8 8 :?*4- gy
e i ps Y
a o+ (}= ,’i‘-f- 1,0=0

Un’ elegantissima analisi di Monge () ci prova che sussistendo
le precedenti sei equazioni (171), sussistono anche le altre sei

i B =1
Fi

BB =

e

af+af+
T A o

| 8y ay oy =0

B+ ;-3';:-4- ﬁﬁ’; o.

Detta avalisi consiste nel fare

(*) Lacroix. Traité da Caleul. T. 1. pag. 533
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Mee=x + o B.+7,
N=1 +a;—-ﬁ;-75
P=1—a+§— LAy
Q=i ﬁu’._ﬁn+75
avendo scelto fra le nove quantitd GGy aa,ﬂ,,ec,le a, BA 5

75 per quelle tre di cni le altre sei debbono essere funzioni
in forza delle equazioni (r71). Tali funzioni sono
8=1/NF+1/NQ
a=1/RP—1 /M0
a=1}/NQ + 1 /NP
(179) — o
=1/ F0— /0P
7= /P + by AN
b= 4/ U= 1y/TN

e senza molta difficoltd se ne fa la verificazione a posteriori
sostituendone i valori nelle (171) e osservando che riescono
tutte identiche. Lo stesso metodo di sostituzione dei valori
(173) nelle (172) pud servire a dimostrare quest’ultime in una
maniera affatto sgombra da considerazioni geometriche e pia
facile di quella da me altrove (*) proposta per ottenere lo
stesso fine.

(") Opuscoli matematici e fisici. Milano 1834, T. 1% pag. 2a8.
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Nel nostro caso & motivo delle (170) le (173} diventano '
P R T
o)l =)=

I

(174)
| gy O e dy Y ey
B e e R O i ]
1 |
{ ) e des, NEReTEE SN |
t, Tada 4, db db 3 dode \
th 1 dydw, Todpds Py ds |
i Lodpds T odrds, __drdi
118 R i T R T |

| 68. Richiamiamo adesso le equazioni generali (134), (135),

(136), (152) e vediamo a che si riducono nel caso de’ fluidi. |
Primieramente osserviamo che in questo caso, a motive

delle (167), otteniamo dalla (144)

(174) H=y/t ¢t ¢t

quindi per la (96)

|
il (176) . |
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Per le quali, e per le antecedentemente preparate (174) le
equazioni (136) diventano

(2 2) =, 5) =2, 2) = pT’
(@)= (2 2)=(r,5)=c.

In conseguenza le (135) si riducono

P=Q=R=yl*

(179)

) dals
= (Z— F)+T =

equazioni chie consentono colle gia conoscinte pel moto de’
fluidi in generale, e sulle quali ritorneremo fra poco.

69. Ma restano a discutersi molte altre equazioni in cui
troveremo parecchie novitd dedotte dalla nostra analisi.

Per le denominazioni (153), ¢ le equazioni (167) le (139)
diventano

-3 =t
Ffer 2y

(181) U e

Tomo XXI. 38
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£ e 34T T=0 3
YAl T
(182) £o 3 8 ke =0
F”ESA- 51 5=+'E ‘!320
e le (174)
(183)
»
(184)

& di nuovo sommate: moltiplicate un® altra volta per

T Oy
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e parimenti sommate, deduciamo per le (183), (184)

5 o
1y dt
83 de,
n 3 3
(1) TR R
'3
g deg
S A

Tn una maniera affatto simile otteniamo dulle seguenti tre
equazioni delle (154) le

do. 6 & '

ey a

i B Sl ey
dz Tt B, dr 3 dt

(187)

Poniamo

(188)
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le (183), (184) derivate per ¢ daranno

dr
ELh
£n

le quali a motivo delle (183), (t86), (187) si mutano nelle
seguenti



Der Sic. Dorron Piora 301

0+ £%0 4+
;o fa e

(19¢)

do
az

sei equazioni che fanno un gran giuoco , come or ora vedre-
mo. Per un primo saggio, sommando le (18g) abbiamo pron-
tamente in virti delle (183)
Qe e 4w
(191) 5—1‘“.}4-4:_‘(0‘4-0;1-05).
I questo il risultato medesimo che si ayrebbe dalla equazio-
ne della continuitd (104), sostituendovi aT il suo valore dato
dalla (r76); ma tale equazione non & che una equazione iden-
tica, perche le 6,0, 0j sono poi date esse medesime, come
o

tosto si vedra, per le derivate parziali delle tre velocitd. Gid
ritorna nella riflessione fatta sul fine del n.* 57.
70. Mettiamo per comodo

(r92)
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Moltiplicando rispettivamente per 39,7 la prima delle (189)
e le due prime delle (1g0), indi sommandole; moltiplicando
similmente la prima delle (190} Ta: scconda delle (tBg) e la
terza delle (19c), indi sommandole; moltiplicando per ultimo
similmente la seconda e la terza delle (1ge) e la terza delle
(189) e ancora sommandole, avremo per effetto delle (181),
(182) le tre che seguono

e(d—0)+3s FezE=o0
F R fi
(193) eF+JI{U—ﬂlj+rﬂ:o
f '
eE43 D47 (C—0)=o0.
S f i
Ripetendo la stessa operazione collo stesso ordine e colla sola
differenza di moltiplicare rispettivamente le equazioni tre a
tre per g,9, -tﬂimu:cu di moltiplicarle per o80T, otterremo
e(d—0)+3F+rrE=0
a o™ 4
(194} e:F-o- 8(B—0)+r D=0
s E4+3D+1(C—0)=0.
o £ o o
Replicando ancora la stessa operazione callo stesso ordine, ma

moltiplicando le equazioni a tre a tre rispettivamente per

£,: &5 T, CONSEgUiremo
3 g2 Tgr guiren

53(11403) +3F+rE=0

3
(195) £3F+ :S{Bﬁﬂs}—kfaﬂ.ﬁc

e B+ D +,(C—0)=0.
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Fra le (193) possiamo eliminare le £y85 %50 ottenere una
equazione che contenga solamente 0 e le sei 4, B,C, D, E,
F. Havvi piti d’una strada per giungere a questo scopo: ne
accennerd una ed & quella di dividere le tre equazioni (193)
per ¢, e fra le tre risultanti eliminare i due. rapporti
f

3 3 3 . B
, L. 8i consegnisce cosi dopo alcune riduzioni la
G
:

0“-—(A+E+C‘)0"+(AB+AC'-+-BC—D'—I;"«—F“)0'

(r96)
4 ADP+ BB+ CF— ABC—2DEF = o,

Con un processo di eliminazione affatto simile ed eseguito

sulle (194) troveremo un’equazione di terzo grado che non

differira dalla (196) se non per avere @ in luogo di 0 . E una
f

simile operazione praticata sulle (195) ci dard un’altra equa-
zione di terzo grado in niente differente dalla (196) se si ec-
cettua I’ esservi 03 al posto di 0.

1. 11 verificarsi della equazione (196) tanto con 95 co

me con f , come con ﬁ,j non yuol dire che 8, 8, 0i siano

S gk
fra di loro eguali, ma che sono le tre radici di una stessa
equazione

P—(A+B+C)0*+(4B+AC+BC—D*—E'—I7)0
(197)

A+ BE+CF—ABC—2DEF=o.

Infatti, cosi essendo, la teorica delle equazioni ci darebbe




3cd Nuova Axarist ec.
0I+0;)-@3 A+B+C

(199) 0.0+00+0 0 =D+ AC+BO—D'~P—I*
0,00 =ABC>DEF—AD*—BE—CF*

La prima di queste & la stessa (191) gid trovata altrimenti:
¢ non dubito che anche le due segnenti possano avere una
diversa verificazione, che cercherei se non credessi la verita
della proposizione asserita gia manifesta senza bisogno di no-
vella prova.

1 equazione (1g7) occorse anche a Lagrange, a Binet, a
Cauchy in altre ricerche di meceanica (*). Il primo di questi
geometri dimostrd che avea le sue tre radici sempre reali: il
ferzo ne indicd la risoluzione che si conduce felicemente alle
formole finali; quando facciasi uso del metodo di risoluzione
delle equazioni di terzo grado per mezzo delle funzioni cir-
colari.
Osserveremo, perché riesoe ntile in segnito, che se mai
per un caso particolare Tossero

D=

0.

(199)

le tre radici della (1g7) sarebbera 4, B, C.
Supposte cognite lo tre radici 01 @ , 0., si hanno dalle{188)

Jdeo,

(200) t=e 5 4

fed,
=

. Ma interessa di ottenere equazioni fra le sole deri-
vate parziali delle velocitd w, v, w. Che vi debbano essere,
non pud mettersi in dubbio se si riflette che le equazioni

(%) Exorcices do mathématiques. T. 3. pag: 98-
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(154) unite alle (182) formano un sistema di dodici equazioni
fra cui eliminando le nove & ,3, 7, &, ec. resterauno tre
£2 N0 Ay g

equazioni fatte delle sole velocitd. Il loro ritrovamento perd
non & per nulla ovvio, e conviene usare certi maneggi a fine
di evitare processi analitici di una prolissiti che spaventa.

Scritte le (193) nella maniera seguente

e 0Q=¢Ad4-sF+1E
LIS S B
(201) s, 0{:5[1?.;— e,B+r D

z 0

!lE-k- a!D -+ r‘C

i ivil £. Mett % loro valori
si der @ Mel el tl

: ‘llv no per £. eremo per S
datici dalla prima, quarta e scttima delle (l54)a e ricompa-

rendo i prodottie 6,5 0,z 6 vi sostitniremo le espres-
Dir i

sioni equivalentl che si vedono nelle stesse precedenti (nm}
Dopo varie riduzioni che si presentano non difficilmente, {;:un-
geremo ad un sisultamento al quale (adottando d'ora innanzi
d indicare cogli apici le derivate totali per #) potra darsi il
seguente prospetto

el =ea+3 frrte
ol 1 f

(202) 3 0

s‘f+x'b+zld
T 0 =¢e+sd+zr
i ¥ 1

essendo le nuove sei quantitd a, by ¢, d, e, f date per le sei
4, B, C, D, E, I delle (193), e per tre nuove

(a03) ;___ﬂ; p=t—

Tomo XXI. 39
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mediante le equazioni )

= A4—FE+ Iy

(204) b =B Fi— Dt
c=C—Ep+ DE

F=F3(d—Bt-+§Dyp—} E

(205) e=E+L({C—dp—LiDE+1TE
t
d=D+%(B—Cf+} E— LI |
Avverto che in questa operazione si riconosceranno facilme
te i valori delle (204), ma non cosi subito quelle delle (2
1 coefficienti di s e di & nei secondi membri della prima e
] i
seconda delle (202) non compariranno al primo aspetto eguali,
rinscendo 1" uno
o el i d dn
Eald B E(S = £_pg
e I altro L
do_ pfin_ &
P (A2 F(E—%) D
dy
Nou & che svolgendo dopo la sostituzione dei valori (202), che
si troveranno entrambi eguali all’ espressione

do du _ dudv _du do _ du dv )

Tdr dxdr  dy &r

Quindi mettendo invece dell’ nno o dell’altro Ta loro semi
somma, e richiamando le denominazioni (203), si avrd la pri-
ma delle (205).

Similmente i coefficienti di LR nei secondi membri
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della prima e terza delle (203) apparicanno sulle prime di-
versi all’ occlio, ciod

du dul - dv b
P (A0 D (=0 2 =D 2

=
E(o—t) 2+ Bl —%)aD% - 1%

ma colla sostituzione dei valori (rga) si troveranno entrambi
eguali all’ espressione
dv | dw do  dodw  du de  du da

oy da du  do
Erb it

perd si potri usare h loro semisomma che ci mostrerd la se-
conda delle (203). simile ginoco giustifica la terza delle
(205); i due coefficienti apparentemente diversi di z,2 n
1gti
secondi membri della seconda e terza delle (202) sono

D' (B—0) &2+ D(“ } SOe

; it &
D+(e—m) % -.-n( z)-*-f a
¢ 1" espressione a cui entrambi si riducono colla sostituzione
dei valori (192) &

' du d'n n‘u de
D+ Ethn

73. Combineremo le equazioni (202) ultimamente dimo-
strate colle precedenti (201); ecco in qual modo.
Eliminando # dalle (201) avremo
'
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de s+ Fs*+Es v=Ffe*+Be s+De v
it f i T ]
(206) Ae g+Fs g+ Er'=Fe2+De s+ Ce v
1 1 : f i Fad
Fer+B3s c+Dr'=F s 4+Ds*+C3 7 .
s ' 1 f U T 1
i Similmente I ¢liminazione di @' dalle (aca) ci dard le tre
as s fares 7 =S be s de T
(207) as T+F3 v4+eri=eeds S+cE ¢
! 1 Py f BT
fer+bs gdri=e s4ds s v,
rigd: el 1 i 1 1
Alle (206) moltiplicate rispettivamente per f; ¢, d si sottrag-
| gano le (207) moltiplicate rispettivamente per F,E, D,ela

11 sottrazione [acciasi ordinatamente, cioé la prima alla prima,
la seconda alla seconda; la terza alla terza: otterremo

(Af—Fale, ey-t-(l:'f-!“c} s z,=(Ef—Fb)el _aj-i-(Df—Fd'J e
(208) (de—Ea)e, 7 +{Fe—Ef) 2 rlz(De—EzI]s‘ ;—1+(L‘e—!-.‘r] &7
(Pd—DY)e  +(Bd—Db) s 7 =(Ed—Dele & +{Cd—De)s e .

Ora sommando le prime due di queste (3c8), i termini che

contengono & , 7 spariscono , ed i restanti sono tutti divisi-
S

bili per ¢ @ si ha cosi un risultato che pud essere presentato

come segue

[(A—B)f—F{a—b)+Ed—De}s =[(0—A)e—Ele—a)+Df—Fde .
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Si sommi da capo la prima delle (208) colla terza in cui siansi
yovesciati i membui, cioé scritto per primo il secondo e vi-
ceversas i termini che spariscono sono quelli che contengo-
noe c: i restanti sono divisibili per sl, e sl ha

[(4—B)f—Fla—1)+-Ed—Dele =[(B—C)d—D{b—c}+-Fe—Ef s .

Sommando in fine le ultime due delle (208) spariscono i ter-
mini che contengono £, a‘,ei restanti sono divisibili per ¢ .
'

quindi
[(B—C)d—D{p—c)+-TFe—Efls =(C—A)e—Ele—a)+-Df—Tdle, .
Le tre equazioni ultimamente trovate mon sono in sostanza
che due sole, Ponendo per abbreviare
L= (B—C)d— D(b—c) + Fe— Bf
(209) M= (C—d)e— Ele—a)+Df — Fd
N=(A—B)f— Fla—b)+ Ed— De

esse sono tutte e tre comprese nelle due equazi

(a10) Ly

74. Chi ponga mente all’ analisi di questi due altimi nu-
meri capirh che le precedenti (a10) prendono la loro origine
dalle (:93), e che se rifaremo la stessa analisi partendo inve-
ce dalle (194), arriveremo sulle medesime tracce alle altre
equazioni

(211)

essendo i valori delle L, M, N ancora i marcati nelle (200).
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Per veriti converta prendere delle (154) altre equazioni di-
verse dalle usate al n ° 72, cioe la seconda, quinta, ottava
invece della prima, quarta, settima; ma quest'unica differenza
nell’ andamento dei due calcoli & anzi, per chi ben osserva,
cid che rende il riscontro perfetto. In simil maniera partendo
dalle (195) giungeremo alle altre tre

(ara) A= 2

Chiamisi per un momento } il valore dei tre membri compo-
nenti le equazioni (at0) e k quello dei tre membri delle (211):
avremo

y=hM: r=hN
y f

s=kM; T=hN.

Sostituiscansi questi valori nella prima delle (182) ¢ dividendo
per Ak, otterremo

(213) L M5 N*

Lo stesso risultato ci sarebbe porto dalle altre due equazioni
delle (182) e dalle altre due combinazioni delle (210, (a11),
(212). L’ equazione (213) non pud sussistere se non si hanno
separatamente

L=o, M=o, =0y

& questo on principio analitico assai noto, ed nsato dai geo-
elle equazioni fatte di somme di quadrati di quantitd

Dunque per le denominazioni (209) avremo
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(B—C)d =D —c)+ Fe— Ef =

(214) (€ — A)e — Ele — a) + Dfm Fd =

(4 — B)f— Fla— b) + Ed— De

Ecco final le tre equazioni che si ano fra le sole

velocitd, come si disse sul principio del n.® 72. Conviene in-
tendere sostitniti nelle (a14) alle 4, B, C, D, £, F i valori
(193), e alle @, b, ¢, dy ¢, £i valori (304), (205) nei quali
catrano le £, », § date per le (203).

75. Le formole fin qui dimostrate contengono nel loro
complesso quanto basta alla piena risoluzione d’ogni problema
relativo al moto de’ fluidi, ammessa la condizione esposta al
principio di questo paragrafo. Restano perd le difficolta ana-
litiche che risguardano I’ integrazione delle molte equazioni a
differenze parziali. Queste, anche nella teorica piti semplice
adottata dai geometri nostri maestri, furono reputate si gra-
vi (%) da sorpassare tutte le forze dell’analisi conoscinta; e
pero all’ ogzetto di avere equazioni piti trattabili, furono am-
messe aleune facilitazioni che qui chiameremo ad esame.

Primieramente fn ammessa 1 integrabilitd del trinor
X+ Ydy+Zdz, ossia (cid che significa lo stesso, ma s’ in-
tende meglio) la sussistenza di una funzione Flz,y, z, ) che
verifichi le equazioni

(215)

£ noto che si fatta sapposizione & rigorosamente conforme
alle leggi della natura, e che & appunto essa sola per cui si
possono dalle equazioni meccaniche cavare le leggi della idro-
statica, Accetteremo pertanto questa supposizione anche nella

() Lageange: M. A, To/a. pag. Sod.
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nostra analisi senza difficoltd. In secondo luogo si suppose,
non solo nell’ equilibrio, ma auche nel moto la densita I co-
stante se parlisi di flnidi incompressibili, e proporzionale alla
pressione ove si tratti di fluidi elastici. Parmi che nel caso
del moto Pammettere questa proposizione a priori non sia pilt
conciliahile colle cognizioni attuali della scienza. Il Sig, Pois-
son ( luogo sopra citato ) ha trovato che il flnido durante il
moto pud prendere nelle sue molecole una costituzione diversa
da quella che corrisponde allo stato d” equilibrio; e anche col
solo raziocinio non si veds un motivo per cui nel moto
de’ fluidi incompressibili le loro particelle non abbiano a po-
tere staccarsi fra loro pitt e meno ( quantunque di pochissimo )
in diversi luoghi. Dird di pit che il ragionamento, a chi ben
medita, persuade il contrario : e che anche I’ osservazione ci
fa vedere nelle precipitose cadute d”acqua la formazione di
una quasi nebbia acquosa in cui la densitd & certamente di-
versa da quella propria delle altre parti del fluido in moto.
La proposizione avri nondimeno laogo con molta approssima-
zione in gran numero di casi: ma dovrd spettare al calcolo
1" indicarci co’ suoi visultamenti a posteriori quando cid ayvie-
ne. Non ammetteremo qui dunque a priori questa supposizione,
e non pronunciando sulla I', aspetteremo che questa quantitd.
ci sia fatta conoscere per effetto delle stesse equazioni idran-
liche.

In terzo luogo siadottd che anche il trinomio udz-+ovdy-+wds
possa essere nella magzior parte dei casi differenziale esatto,
cioé che si dia una fanzione Afx,y,z ¢ tale da soddisfare
alle equazioni

i a
(216) V=g SR
il che torna lo stesso come il supporre eguali a zero le tre ’

quantita & p, £, delle nostre equazioni (203). To non accetto
interamente questa supposizione, né interamente la sifinto.
Non Paccelto interamente, perché ben lungi dal credere colla
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comune degl'idraulici (e come io pure scrissi altra volta)
cl’ essa si avveri rigorosamente il pit delle volte in mnatura,
reputo p te rarissimo questo avveni trovando
giusto quanto scrisse nell’ ultima sua opera il Tadini, che pud
bastare un sasso gittato in una corrente, perché anche nella
ipotesi che quella proprietd avesse Inogo dapprima, non sus-
sista pilt a preciso rigore da quel momento in poi. Non la
rigetto poi interamente, perché, come or ora si vedra meglio,
sono d’ayviso che il moto calcolato nell”ipotesi di quel diffe-
renziale esatto, se non & il vero della natura, lo rappresenta
perd con approssimazione, e che Ja sua analisi deve mettersi
a fondamento di quell’altra aceurata e pin difficile che
valga ad esprimere il moto vero.

76. Ammetto dunque senza esitazione la prima facilita-
zione, rigetto la seconda ed alla terza surrogo un’altra dietro
i seguenti ragi i. Richiaminsi le equazioni (18c), le
quali, ponendo per abbreviare

(217) p=—ul"

viste le (215), possono scriversi

(218)

& che non il trinomio udx —+ndy + wdz
sia differenziale esatto, ma bensi il trinomio #'dz—+v'dy-+w'dz,
ossia che o, v, &', come le forze X, Y, Z siano tali da dar
Juogo ad una funziene k(z, y, 2z, ¢) atta a verificare le equa-
zZiom

Tomo XXI. 4o
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(219

Infatti nella cognizione in cui siamo che tutte lo forze della
natnra godano di tale proprietd, non saprei vedere ragione
per cui dovessero andarne prive le w50, le quali possono
tiguardarsi vere forze che ad ogni istante fanno con quelle
equilibrio. Anche la conseguenza immediata di questa suppo-
sizione pud servire a confermarla viemmeglio. Discende da
essa ¢ dalle (218) che la densiti T & funzione della pressions
» Mnzione che si ridurri ad una costante nel caso della den-
sita costante, sard altre volte quella della properzionalitd , o
potrd anchie avere altre forme. Niente di piit ragiouevole ¢
di piit conforme ai dettati della Fisica. Si sa che Lagrange ha
notato un caso di moto (*) che si sottrae alla legge di diffe-
renziale esatto udi—+vdy-wds, o quel passo della Meccanica
Analitica [u copiato in quasi tutti i posteriori trattati d'idran-
lica. T ora facile vedere che quel caso non si sottrae alla
nostra legze pitt generale,

77. Insistiamo sulle stabilite equazioni (a1g), ossia; cid
che & lo stesso, sulle equasioni

a20) 4o, @ _

&y _ &g &g
Uy

dz

LS

d4 du | dF dv , df do
tEatyETLE

(%) ML A, T. 3. pag: S1o:
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Da un’altra parte se considereremo la derivata parziale 4 7 A

e ne prenderemo la derivata totale per ¢, otterremo

e\ g,y

ax |7 d= m
Quindi

a () dpde dgde | dg de
i (.n) EatrEtLn

(221)

zione similissima a quella indicata per Ja prima.
A motivo delle (2a1) le (a20) si cangiano in altre cui pud

darsi la seguente espressione
dufds_ d defdv_de
+d](3_ﬁi)+ ,rx(d. _,-)

(5)-(E)-e-5)5-#

gy
_(..',- .1;)"‘4

le quali per le (203) si presentano pil. compendiosamente sot-

to la forma
dn dv
(dx fs,) i3

(222) = i (L+dr.)??+gl;

dz dz,

dy & dv
& dy'?_(ﬁ e
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E yisibile che quest’nltime equazioni sono soddisfatte dalla
supposizione

(223) f=o;

le quali ne sono integrali porticolari mati dal far zero alcune
costanti arbitrarie che in generale non saranno nulle. Cosi la
snpposizione di cui parlammo sulla fine del n.* 75 & compresa |
| come caso particolare nella nostra pili ‘generale, 11 moto del
fluido colla supposizione delle (223) dovri essere trattato come
una approssimnniunc, e dopo di esso per mezzo delle (2a2)
dovremo farci strada all’ analisi pilt accurata , in quella gnisa
che in Astronomia si parte dal moto elittico dei pianeti per
poi trattare pit sottilmente il moto perturbato.
78. Ayyiandoci pertanto alla trattazione del moto de’
fluidi nella supposizione delle equazioni (3a3), ci si renderan-
il no assai meno complicate le (a14).
Di fatto le (204), (205) ci danno

t=o,

a=As b=B e=C's f=F; o=,
Abbiamo poi per le (193), (216)

B R
i e

o, opa
.dfnd?,.ﬂ—z

g A
T dwids?

L2
I A dzdy ? D= "“n)..';‘

Ouindi le (214) diventano

(224) (%—% — 2 —:E/_}-)J—P

S RV O (S SPRCCN (L P
T dp \ddy) T Ardy\ d= dar T\ |~ dydz \drd:

colle quali dovri essere determinata Ja A.
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Anche queste equazioni si trovano soddisfatte dalla sup-

posizione di tre equazioni che ne sono tre integrali partico-
lari, ciot dalle
&) a0 s,
(225) TE=% FE=Y =83
Ie quali ci danno
(226) A=lx, 1) = 1r ) + gz 2)

e quindi per le (216)

(227) B

ciot ognuna delle tre velocitd secondo i tre assi funzione della
sola conrdumm secondo cui & diretta, e nhl tempo esplicito. E
questo il caso particolare previsto al n.* 71, dove abbiamo
messe in ipotesi le equazioni (19g).

Il moto in cui si riscontra sifatta proprieta ¢ generalmen-
te assai diverso da quello che si avvera in natura, anchc nella
supposizione delle (223), ma pud servire di base alla ricerca
delle equazioni proprie del moto che ammette tale: supposizione;
in quella guisa che nella teorica dei pianetisi pud far dipen-
dere la determinazione del moto elittico da quella del moto
circolare.

79. Ecco pertanto, per quanto a me pare, il vero anda-
mento da tenersi per la formazione di una esatta teoriea idrau~
lica. Si partird primieramente dalla disamina del moto in cni
si avverassero le equazioni (225), ¢ di cui facilmente possono
determinarsi tutti gli accidenti; cercande per mezzo delle
equazioii ( (224) di dedurne 1" analisi spettante al moto pit vi-~
cino alla natura che ammette la sola supposizione delle equa-
zioni (a23). Poi di nuovo [nrlem]u da qm.st ultimo si salira
col sussidio delle equazioni (222) alle equazioni generalissime
che esprimeranno il vero moto della natura. Cosi si vincerd
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in due volte Ia difficoltd, siccome si & notato farsi in' Astro-
nomia.

Restano a crearsi le due analisi con cui fare gli accen-
nati due passi, né io oso dirle superiori alle attuali forze della
scienza del calcolo: anzi e reputo accessibile la ricerea almeno
per alcuno dei. grandi probl Liimpresa perd
& si vasta che non pud essere da me tentatain questo luogo,
essendomi qui proposta la sola dimostrazione delle equazioni

mi della natur

generali spettanti alla nuova teorica,

8o, Prima di finire ci rimane a far parola delle equasioni
che si avveravo alla superficie del fluido, e che discendono
dalle (165) del § 6.° Basterd discuterne le prime tre che a
motivo delle (177) diventano nel nostro caso

ossia per la (217)

e
I
‘

(228)

La pressione . alla superficic.nel punto (z,y

nizione data dall’ equazione

significano i tre coseni degli angoli che la sua direzione fa
cogli assi delle x, y; z.

Dunque nel nostro caso per le (2a8) ¢ per la prima delle
{181) avremo

¥

(229) T =iy,
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e i tre coseni che ne fissano la direzione saranno

(230)

Wi 7

8, Parlammo (n.° 59. equaz. (16c)) di una equazione
Ji#:y,2) =0 che ha luogo fra le coordinate dei punti della
superficie cui ¢ applicata la pressione x5 ¢ al n.° 6o facem-

1o conoscers che queste z,, z non sono lé x(,5,c), ¥(a, &, o),
z(a, b, ¢) generali per qualanque punto del fluido, ma x(Z, b, ¢),
¥l bsc), 2, 8,¢) in cui una delle g, &, ¢ (in questo caso
In a) ha assunte un valore costante .

Immaginiamo sostituite le x({, &, €);¥( 1, &, ¢)s5(4, b, ¢) nella
flw.y.z)=r0; I equasione si verificherd indipendentemente
dalle &, ¢, cho mantengono la loro vaviabilicd ; quindi sussi-
steranno insieme con essa le sue derivate per &, e per ¢. Le
prime di queste, a motivo delle denominazioni (£53) possono
scriversi

(231) flw)e+L1) 2 rflB) =0

(a32) Flehepr £ 3+l r=o

dove gli apici indicano le derivate al modo Lagrangiano. In ve-
rita la f{z, ¥, 5) = o sard identica anche per rignardo ad /,
e quindi potrebbe essere derivata anche relativamente a que-
sta quantitd, ma shaglierebbe assai chi credesse di poterne in
tale maniera dedurre un’altra equazione simile alle due pre-
cedenti; perche, ponendo mente ( n.° 60 ) alla formazione delle
funzioni 2(L, &, ¢}, y{l; b, ¢). 2(l; by c)s si viene a capire che la
Z vi entra non solo al posto dedla @, ma anche fra le costanti.

La (281) e la prima delle (182) sono due equazioni, che
mediante un processo assai noto posseno mettersi sotto la forma

(233)
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essendo
(=) —2 1)
(234) () =2 f(&) =7, F(2)
B)=2 1) —e SN

In maniera affatto simile la (232) e la seconda delle (182)
ci daranno

" "3 3
235 e
) m w®
Chiamisi per un momento & il valore dei tre membri compo- !
1 nenti Je equazioni (a33), ¢ & quello dei tre membri delle

(235) ; deducendo dalle prime i valori di ¢ ,%, 7, ¢ dalle

PRRENS
seconde i valori di [RENE . sostituendoli nella terza delle
(182), e dividendo per Tik, avremo
(1) (2)'+ (B)’=o.

Equazione che per un ragi usato anche sulla (213),

si scompone nelle tre

(1)=0; (2)=0; (3)=0
le quali per le (234) riduconsi alle due

(236)

ossia alle tre

(237) e= of(d); 3=

essendo @ una quantitd che rimane a determinarsi.
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Per le (237) la prima delle (181) ci somministra

(236) Vt.= o/ TEr+I T+ G-

I trovati valori (237), (238) sostituiti nelle espressioni (23c)
¢i danno

(a30) JAL) - £112)
VT @ )+ @R VTG )

: VIEr L PP

per le espressioni dei tre coseni degli angoli che Ta direzione
della pressione w fa coi tre assi ortogenali; ¢ ( rammentando
i

formole notissime di geometria analitica ) viene cosi provato
che una tal direzione & quella della perpendicolare alla su-
perficie di equazione f{z, y, o nel punto (=, y, z). Questo
bel teorema, affatto’ conforme ai dati delle sperienze; non era
(secondo, le. mie cognizioni ) stato dimostrato se. non per la
sola idrostatica ¢ pel solo caso in cui la pressione & fosse

costante da un punto all’altro della superficie (") ora la di-
mostraziong si estonde anche all’ idraulica , ed alla pressione
variabile di puoto in punto, Dird di pin: immaginando una
superficie qualunque nell” interno del fluido , e ginsta quanto

1=

si & accennato sul fine-del n.° 62, I'azione del fluido ambi
te ridotta ad una pressione contro quella superficie, il teore-
ma sta egualmente. Cosi si desume dall’ intima natura de’
fluidi quel principio, che un’illustre Geometra vivente pose
a fondamento d’ ogpi altra ricerca intorno ai fluidi. (**)

() Poisson. Traité do Mécaniquo 1833. T.
(%) Cauchy, Exercices do Mathématiquss.

Tomo XXI.




