NOTA
SUGL’INTEGRALI DEFINITI
DEL
COMMENDATORE PIETRO PAOLI

Ricevuta adi 1. Dicembre 1831.

Neila mia Memoria sugl” integrali definiti pubblicata nel pri-
mo Fascicolo Matematico del Tomo precedente dopo di aver
presentato alcune difficolth intorno alle dimostrazioni , che
sono state date dell’ equazioni
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{ove & il rapporto costante della circonferenza al diametro
del circolo, e il numero che ha per logaritmo iperbolico l'uni-

b n =2 :
12, ed il segnnf serve a denotare che I’integrazione deve
m

farsi da x=m fino ad = =n) espressi il mio desiderio, che
qualehe valente Geometra dileguando i miei dubbj stabilisse
sopra pi saldi fondamenti I importante teoria degl’ integrali
definiti, i quali involvono le funzioni periodiche circolari. Pre-
standosi alle mie brame il Sig. Cav. Frullani inseri due Me-
moric nel secondo Fascicolo Matematico del medesimo Tomo,
ove per veritd non ha mostrato linsussistenza delle mici obje-
i gindicandole forse immeritevoli di qualungne conside-
razione, ma ha tentato di confermare con nuove dimostrazionis
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che ha creduto per avventura non essere soggetie alle medesime
difficoltd, i teoremi di sopra accennati. Stimo opportuno in ag-
giunta alla mia Memoria alcune brevi riflessioni, che a parer
alchie poco di luce nell‘astrusa dottrina degl’in-
ano in evidenza la ne-

mio portand g
terali definiti di questa specie; e pon
cessith di certe cautele, che non possiamo trascurare senza
correre il rischio di cadere in errori. E nel far cid, per ev
tare il tedio di teascrivere tutti i ragionamenti del Sig. Frul-
lani, supporrd che si abbiano avanti gli occhi le di lui Me-

maorie.
Egli cer
/ -

Poisson ha inteso di verificare 1’ equazione

in primo luogo il valore dell” integrale

¢ ed imitando 1 analisi, con cui il celebre Signor

= dreos.ar
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divide 1" intervallo tra i limiti o ed eo in infinite parti da o
4w, da x aar, da o a 3=, ec. poi prendendo la somma
deg!integrali corrispondenti a tutte queste parti trova

e 1f " dusenncotang. 5 = 5
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Niuna difficolta invero presenta questa ricerca quanto all’an-
damento. del calcolo , ma siccome in essa si pone in sostanza
I' infinito sotto la for intero, pud
che questa forma particolare influisca sul valore dell”

iz, ove i & un nuw

integrale, © ne limiti la generalith.

A schiatir questo dabbio osservo, che Pintegrale [dxcos.z
iz, comunque il sumero intero isia
potrebbe taluno inferire , che sia

& nullo tra 1 limiti o e 2l

piccolo o grande, & di qu

Ma siccome il medesimo integrale

2 ©
in gﬂn‘\.\lff dzcos.x =
tra i limiti o e aiz+a, ove a & un numerc qualunque finito,

si trova = sen.z, con pari ragione se ne potrebbe concludere
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en.a. In questo caso adunque la diversa

o
[ dacos.
J oo

patticolare attribuita all’ infinito
dell” integrale. E qui giova avver

a reso differente il valore
rebbe egual-

re che si giung

se nel modo pra-

. oo
mente al primo resultamento dxcos &
0

oo sidi-

i 17 intervallo tra i limiti ¢ e
videsse in iofinite da 0a 2z, da a7 a 4, da 4o a Gzsec.
riescendo nulli tatti questi parziali integrali, ed in conseguen-
za anche I’ integrale totale, e st otterreble il secondo resul-

®

tamento f dxcos,
o

videsse diversamente in parti, cioé da o ad @,

da ar-a o da-+a. cc., perchit i parziali integrali saranno tutti

nulli, eceettnato it primo che

Questa osservazione di luogo a

ticato dal Sig. Frulls

sen.a, se il medesimo intervallo si di-

aaa az+a,

¢ lo stesso pos-

4 o
23 e quindi

&
sa accadere relativamente all” integrale f

o
nasce il desiderio di una dimostrazione, per In quale si rico-
nosca, che qualunque distribuzione in parti dell” inte
i limiti o ed co, differente da quella nsata dal Sig.
non pud somministrare un diverso valore dello stesso int

le, come si cangia quello dell’in

w‘a'\cj G{Iqicns
o

La dimostrazione, che segne, dell’

i

a #

oltre alla difficolty accennata qui sopra, ne presenta un’ altra
I ve, in quanto che nel secondo limite ad un infinito
lrll|l[lcn[hll|c da r si sostituisee un altro infinito, che ne di-
pende. Del resto senza tanto apparato di calcolo si riconosce
con la massima facilitd, che 1" integrale

T dgeonrd _

X
Temo XXI. 8
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’ < dfson. 5
ba lo stesso valore dell’ integrale [ %, comunque il
5

nito o infinito, purché
ndo relativamente ad r, ed avendo rignardo alla

numera ¢ sia indipendente da r. Poi-
<che differenai
variazione di r nel secondo limite troviamo

s
&y O )
= j o dpcosrp———=— ———=0.

sen.rg

, che & certamente diverso ds

T
1 mtumlnj

per ogoi valore hmtn di ¢, gli divenga egnale nel caso di ¢
ofuitas B questo & cid, che bisogna dimostrare per poterne

ERT ) % dseng
concludere, che sia S
o

maraviglia, che si richieda da me una tale dimostrazione, qua-

e

lora si sifletta che la mutazione del limite <o in = non & in

altri casi permessa, mpio semplicissimo U'in-

€ ne porge un

lcgnﬂ(‘fmﬂ il di cni valore & diverso da quello di
f".;?., perche

A

£

non & =0,
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Nello stesso modo l'integrale definito z

ferenziato relativamente ad r ci dard

T sam w58 conomr
dgsen.rp == 0

& quindi integrando ayremo

o

T dgeosrg
fu Bt — ¢ — logr,

ove la costante € & indipendente da r. Pertanto sard

c c
/“' dgcorrd f dcos
R o

Bisognerebbe adesso provare che

fm.m(-u” '8 gw, T
" =log. —.

La dimostrazione , che egli ne da, sebbene incompleta,
somministra " opportunitd di una considerazione importante.

Se avesse ne’ suoi calcoli scritto Tﬂ in luogo di @, avrehbe

dsco

5 o e, b
trovato che I integrale f (0 pilt giustamente

T
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j s ) ¢ indipendente da 7. T se passaudo ad un caso
=

particolare avesse nella frazione :7 posto =0, @ non avesse

tenuto conto del denominatore r, ne avrebbe tirata I'erronca

conseguenza; che
S5

eguale 2 [ ﬂ

generale aleuna mutazione nella forma dei limiti degl’inte-

i
®

(n piuuusmf .ifﬁ_)
o ¢

ce , che non pud farsi in

Di qui appar

grali definiti, perehid il solo cangiamento di < in o, il quale
a primo aspetto sembra permesso, conduce ad un resultamen-
to falso. Insieme si riconosce quanto sia pericolosa questa ar-
bitraria distribuzione in parti, con la quale si attribuisce all’
infinito una forma particolare.

Tralascio per brevita di ripetere le medesime osservazio-
1t intorno alle altre simili ricerche del Sig. Frullani, ¢ solo
mi trattengo un poco nell’esame dei ragionamenti dexivati da
altri principj, che si adducono da lui in conferma dell’equa-

sioni
S .

[ Zapeosirp =, jwdﬁim.rql

j'm

evidente che Pintegrale indefinito. fdgicos.rd determi-
nato in modo, che svanisca insieme con b pud mettersi sot-

3 b ’ A 5
to la forma dxcos.rw & integrale definito, e viceversa I'in-
©

tegrale in apparenza definito f‘ dzcos.raé equivalente all”
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integrale indefinito /dg@cos.rp. B siccome

® f g
f dxcos.rx & =f dxeos.rx —f dxcos.r:
o o o

I equazione

essendo ¢ finita o infinita; cosi avra In

(a) _/-dﬁcos j‘u‘d.\‘cus.rr —j

Ma dalla relazione osservata tra gl”integrali definiti ed
i comprende, che questa equnazione

dxcos.rx.

i corrispondenti indefiniti
(a) in qualunque modo trasforma

lore .n/

oftiene per mezzo della’ integrazione indefinita, cioé

non potri mai darei il va-

c : ] :
dxcos.ry sotto una forma diversa da quella, che

sonier o
.Se

G

o
per esempio nell l:grulcﬂ dxeos.rx pong]

Frallani i, ai limiti @ ¢ ¢ della % cory
limiti 0 @ ¢ — ¢ della y, ed avremo

j “dxoos.rs

o=y i
=jn dycosa{y—+p)

dysen.ry ,

YCOS.Ty—5en.7p

ponendo il qual valore nell”equazione (@) otterremo

e
/ drcos.rx =
o

=y . [e=p
dycos ry+acn.yr,nf dysenry ,

ﬁl?cus‘r‘ﬁ—ms.r@/

o sia sostitnendo agl’ integiall definiti

* dysen.ry

[ _“‘n‘) CO8.7Y, [
o o
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ba
gli equivalenti itegrali indefiniti 4

— fdjicos.r{c=g), —/f dpsen.r{c—g)
/:dmosn =/ dpcos.ap ~+ cos.rp [dpcos.r{c—P)
—sen.rg fdpsen.r(c — ),
ed eseguite le integrazioni

ro |, conrle—glsonirs _ sourg
B

. . a Py s
Jdpsen.rp inluogo di fll?cos.rquﬂvremufn dxsen.rx
Or come mai il Sig. Frullani partendo dalla medesima equa-

i e &
sione {2) ha trovato nel caso di ¢ infinita f dgicos.n
e [*dpsenrp=-=? Gid gli & avvenuto, perché cangiando
o

il Timite o—¢) in o ba supposto / dycos.ry = I dyeosiy

) :
dysen.ry, vale a dire sen.rio—g)=sen.rc,

cd[ dysen.ry: jo—

cos.re. Ma sebhene essendo ¢ infinita e @ finita

¥ e cos.r(c—p)
come eguale ad re, non

la quantitd ric—g) possa riguardars s
& perd sen.rfe— P) = sen.rc, né cos.rfc— @) = cosre, Di che
si accorgerd facilmente il Sig. Frullani, se porrd qui come al-
i trove, 1" infinito ¢ sotto la forma i, essendo i numero intero.

La frazione Z=2=1 +-%, ove @& una quantitd costante

ed x una quantitd variabile positiva, al crescere della z vi )
accostandos; sempre pitt all’ unith senza mai divenirne minore
se @ & positiva, né maggiore s¢ @ & negativa,e quindi & =1
il limite di quella frazione, Ma non pud dirsi egualmente che
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I* unitd sia il limite della frazi

tandosi continuamente la. - or:
di positiva diventa nega
volta infinita.

: ! o
Relativamente all’ integrale
.

trova, che la quantiti

ove r=cz. B siccome la medesima serie rappresenta ancora

R drsen.r

il valare dell’ integrale s che & dietro le sue an-

Ma qui non pud vedersi senza molta sorpresa, che il Signor
ullani, il quale altrove ba saggiamente inculcato la neces-

di evitare lo serie d nti nel maneggio degl'integrali
dcfum, faceia uso nel caso attnale di una serie infinitamen-
te divergente

Le e d primono il valore che
sentano, se non in quanto si tenga conto del loro comple-
mento o residuo 5 il quale nelle serie convergenti:lia sempre
il limite zero. Ora chi ci assicura, che il complemento
medesimo, quando la serie

rgenti non
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rappresenta il valore di P, ¢ quando rappresenta quello dell’
. 00 Jr sen.r
uncvmtuf —=

& 7 e

joni precedenti parmi poters

¢ g. Frullani, del tutto in
i dubbj promossi da me nell

concludere che

ficienti a diradare
a mia Memoria lasciano la que-
stione nel medesimo stato, in cui era, prima cho egli ne in-
traprendesse 1" esame.




