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LAI!c ricerche meccaniche altre, per lo pili, se ne mesco-
lano mei trattati puramente geometriche ed analitiche: ne de-
riva, se non confusione, almeno una qualche apparente inde-
terminazione nei limiti della Scienza, ed una complicazione

NL (1)

nociva alla distinta intelligenza delle leggi che regolano 1’a-
zione delle forze. Sarebbe prezzo dell’ opera di togliere affat-

to dai trattati un tale inconveniente , ponendo nella Geome-
tria tutte quelle teorie che non dipendono dalla considera:
ne delle forze, sebhene indispensabili per la Meccanica. Acqui-
sterebbe questa ultima scienza in tal modo un grado singola-

(1) B Quando il Socia Sig. Cav. Giorgini presentd questa Momoria , non ap-
partenova alla Socisti Italiana, o percid questo auo lavaro. dovette casere approvato
a norma. dell’ Articolo X. dello Statuto Sociale.
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ré di semplicitd e di evidenza, di cui il Carnot ha dato un
esempio nel suo libro dei Principii fondamentali dell’ equili-
brio e del i (2), ove I’ esposizione delle leggi fon-
damentali della Meccanica non & confusa ed in parte oscur
ta da upa moltitudine
lettura di altri trattati potrebbe
una gran parte di quella scienza.

a. Noi pute abbiamo voluto servire a questa opportun
ta colla Teoria analitica delle projezioni (3), mostrando quan-
to sia espediente ed importante premettere nella Geometria
la dimostrazione delle proprietd delle projezioni delle lince e
delle superficie. Ma se la teoria delle projezioni & pilt particolar-
menre utile alla scienza dell’ equilibrio, a quella della comu-
i movimenti gioverebbe assai un altro molto pit

i ricerche geometriche, nelle quali la
idwre a credere chie stasse

nicaziont ¢
esteso e pin difficile ramo di preliminari ricerche geometriche.
Intendo parlare di quelle, chieavrebbero per oggetto le proprieti
puramente geometriche dei movimenti, o secando il linguag-
gio del citato Carnot la feoria dei movimenti geometrici; teo-
ria affatto estranea alle leggi di Meccanica, e dalla imperfez
ne della quale dipendono al dire di lui, tutte le difficolta che
s incontrano nelle applicazioni di tali Togei (4).

In questa memoria noi non ci proponiamo gid di dare una
tale teoria: il nostro scopo & assai pi limitato, sebbene essa
ne possa formare come il primo gradino, consistente nell'esa~
me del movimento di un corpo, o.di un sistema di punti che
tutti si muovano conservando tra loro le medesime distanze.

(5) Paris, chea Bachelier. An. XL co do 1" éuilibre et du mouvement
1803, viennant principalemeot; do co que
(3) Lueea. Atti dells Resle Aeca- théuric des monvemeonts glométriques
demia Lucchese per I'anuo 1819 o' est point faite. Géometrie de Posi-
(41 Les grandes dificaltés analyti- tion pag. 336,

tiques, qu’ on renconte dans la Scisa-
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Delle propricti geometriche del movimento infinitamente
piccolo di un sistema di forma invariabile.

3, Prenderemo, come si suol praticare, tre assi fissi, ai
quali riferiremo lo coordinate rettangolari v, ¥, 5 di tutti i
punti dello spazio. Quindi supporremo stabilmento lsgati al
sistemade’ punti di forma inyariabile tre altri assi coordinati
rettangolari RS R mobili insieme col sistema, rispetto ai

quali le coordinate dei punti del sistema medesimo rimarran-

1o costanti. Per tal modo il movimento dei tre assi delle coor-

dinate = , ¥ , z dipenderd da quello del sistema di forma in-
- 7 3, dir !

variabile, e reciprocamente questo da quello.
anto

B=O e e =Y

le coordinate che determinano la posizione. iniziale del punto
p p

per cni sono condotti gli asst .,y 25
A Ta ok

S
5 ¥ B
€ s s

i coseni degli angoli che questi assi formano respettivamente
cogli assi fissi x, y, 2. Avremo, come ognun sa, le condizioni

@4 a4 A"

(Bt e e R I
O ¢

ca+ o'+ c'a
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4

ele mnrdmalc z, ¥, = di un qualsivoglia punto per le cor-
2 Jinat

risp %33, medi le formole

x=ax +by +cz +a
' ' r

i {8 =

.1:]—1—1/]]4—5 Z+8

o'z +b'y 5 .
i :
4. Prenda adesso il sistema un movimento infinitamente
t piceolo: le coordinate « ,y .z rimarranno come si & detto
k 2 SC bt
inyariabili, mentre varieranno le altre quantiti
£l Y A5

a, &, af

b ¥, B
| 6 ¢ dh
| @, 8. 7

Se percio denotiamo colla caratteristica & le yariazioni prova-
HUR te da una qualsiveglia quantitd in questo movimento ; il mo-
vimento di un qualunque punto del sistema di forma invaria-
bile sari dato dalle variazioni delle formole (3), che sono

: da —;-yi‘%b -+ z,ns ~+ da ,

e y -‘(Yzz‘-i-y‘ﬁb'-+~;‘c?c'+ a3,

Id’a”-(— )'}b‘% z!t?c”+ dy.

5. Ma prima di esporre le conseguenze che discendono
B\ da queste equazioni intorno alle proprietd geometriche del
! supposto movimento, sard opportuno dedurre dalle condizioni



A
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(1): (2) alcune utili trasformate , ed alcune alire condizioni
che esse inducono tralle variazioni delle quantita angolavi che
le compongono.
Dalla quarta e sesta pertanto delle indicate condizioni,
Flamo

I 5

&= TP ey =7
Ma
(BB e (b —Bep{Be—beP =

Bt b o) b (e —abebie — 2k db

—al"c"be 5

e siccome
O =0 =t

o ("

G =1 — "y

(bic'= B ("= Ble) 4= (ble— ')
= b V(b + b+ B =13
e quindi,

.. ad'=be—bc

— b . a=bc'—

a=
onde concluderemo che ogniqualyolta tralle quantita a, a', &'
by By B e, s e’ si vesificano le condizioni (1) e (2), si han-
no anche le seguenti

a=b'c'=b'c"... a=bc"—b"c... a

(S b=c"a'—c'a’

c=a"b'—a'b"..

formole che sono dovute al Lagrange.
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Da queste ultime risulta inoltre che

ot bt =

a4 ble"a'— ca)+ c(a'b— a'b') =
@+ d(be'— B'c) +a" (be = be) =
G a4 = g
¢ che
aa'4- bl + e’ =
al'd— )+ H(¢'a — dal) + (@ b—ab) = o;
k| ed in conseg
] che le alt

ienza che le condizioni (1) e (a)
analoghe

volgono an-

@+ d=r,
6) . . L laerad

a4 p M=y

aa' 4 W'+ ce'=0,

=N

da'+ib'+ de'=o0,
a’a+b'b+ ¢

o5

formole note, ma che ci & sembrato utile di deduarre algebri-
camente, non meno che le equazioni (5) poiche in questo mo-
! do acquistano maggiore generaliti, e sono applicabili alla sup-
posizione, che le quantitd a, b, ¢ ec. invece di essere coseni
sieno quantita qualsivogliano anche immaginarie
0. Passando adesso alle variazioni delle condizioni (1) e
i (), e delle altre che ne dipendono (6), e (7), nasceranno le
seguenti formole

ada + d'da'+ a"dad'=o0 ,
@) « .. L BYb + Vb blan"
odc + cde + c'de’'=

oy
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adb—ta'3b'+a"' 35" +-bda--Uda'+-b"3.

bie4-b' B+ Ve edib ¢G50+ 6",

()
cha-c'da'—+ ¢'da"+ ade+a'dc'+ a"§d'=0 ;
ed

a'dd - b'0b + ' dd=o0,
a'da"+ B0+ c"d'=0;

ada+ bdb+cde=o0,
(o) . 3

S a da'+b Y+ ¢ 0 +a'da b 3 +cde =0,

' & Je"a a4 B3 e =0,

() R A
? alda +4'8b + ¢'0c +a Ja'-+ b " +cdic'= o.

Quindi per maggiore facilita de’ calcoli, che dovremo istitui-
T, porremo

(13) dq=ada +-bdb' + cdc

Op=a" S+ SV de'= —a'dd'— b3 —c B,
—a"da—b"3b —c'de,

dr=a'da +b'db -+ c'dc = —add —bdb — cic’

Op'=eitbtc b OB = —bde—b'dc'— B'c",

03) . . . dg=abe+adea'dc'= —cda—cDi— c'a",
O =bda-+bda+bda"= —adb—a'db'—a 3

ove dp, g, dr3 dp's dqy 87, rappresentano quantitd , delle

quali mostreremo in seguito il significato geometrico.
La stabilita notazione ci di

@r—a 3= \aBat-b Fot-c'Fc)4-a" (0 Farb Fbc Fe)=
Sala®+a+b(@l-+a'h ) dclae+a'd);

€ siccome
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a4 at=1—a,
ab'+ a'b'=—ab,
do'ra'c’'=— ac;
verrd
adr — a'8g = da — a(ada+ bdb + cde) = da,
poiche ada + bitb + cdc=o. Dunque per mezzo di calcoli

affatto analoghi saranuo tutte le formole seguenti

Bb=b'dr—b'3q...08 =b'Sp—bir.. 0 '=bdg—V'dp,
Je=e'Fr—c'¥q..3¢ =c"dp —cir.. de"=ci

Sama'dr—adg..0a=aSp—abdr..5d"=aby—a3p,
o 3

g —cp-
Da queste, moltiplicate per dp, dy, dr° ¢ sommate, risulteranno

dadp + da'dg + da"0r = o,
(15) . . . ) 3bdp + d6dq + 8B
dedp + 3cdg + de'dr=o.

03

Inalzate invece al quadrato, e sommate daranno

; 34 4+ 3"+ Gt = g + 017,

(16) Ja” 4 db'* + Bt = 0r + 0p°s
Ba" 4 BB+ = 0g + 0p's

e quindi sommando di nuovo

(1)« - - .. BPRIPIr=

J (005 BB 33 a4 0D e da" 0B *+0¢™).

7. Colla medesima facilitd otterremo le analoghe relazio-
ni tra 8p', 3g, ar,
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0a=bdr'— cdg'.....3b =cdp' — adr' v.....lic =adq' — bap',
(18) { da'=bdr —cdg...ab =cop —ats
B =Y B BB = Y — a5

=a'tg' —bp,

a"dg'=b' oy
Jadp' -+ 8bdg' + Fedr =
(19) - . . ) 3% 4 BV34 + 3 =,
da"dp'+ 860+ de'dr=o,

da*+ da"+ 38" = dg°+ 377,
(20) . o QA BB BL = 37 - G,
det = et Fe'i= dpl- Byt

Siccome poi (12)
dp = a'da'+ b3+ ¢"de'.

che inoltre (18)

da'= bor'— ¢'0q . 5 =c'0p'—adr ... dc'=a'dg'— bip's
avremo

3p= (C8'— B)ip'+ ("a— a"C)dg+ (a"H— B'a)or's
e poiche (5)

a=b'd—pc'. ... b=¢"d—ca'. . ..c = a"b—ab;
sard

dp = aldp'+ bitg'+ cdr':

onde, fatti i calcoli analoghi concluderemo che

dp=adp +-bdq +cir....0p =adp-+adgadr

(21) . . . ¢ dg=adprbBy +cOr ...0g =bdpb gk 'Sr,

Gr=a"0p+b"dq'+c"

A1 e Br'=cdp—+¢'g-cdr
Tomo XXT. 5
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E quadrando e sommando questi risultati, verra

(a2) L Opt B dr= B OgP 0.
8. Ritorniamo adesso alle equazioni generali
g ﬁ.:-:z‘&a +ylr‘)br'rz‘£ﬁc+ da,
dy = x‘bs'ﬂa]’z?b'-i— = dc'+ 58,

dz=

o da'+y 'z b+

dell” Articolo 4.° le quali determinano il movimento di un
qualsivoglia punto &, y, 5 del sistema di forma invariabile.
E prima di tutto osserviamo che per determinare un punto
del sistema, il quale percorra un dato spazietto dL paralle-
lamente ad una data direzione, converrd supporre date le tre
variazioni &, &y, #z delle coordinate del punto cercato, le
quali vaziazioni sono le projezioni dello spazietto percorso dal
L punto sopra i tre delle z, y, z. Supponendo adunque che
riazioni date sieno

dr=3A...8y=0B....02=0C;

le savrascritte equazioni diverrantio

gb:\;

! (ad)eicd o
zac

e serviranno a determinare i yalori delle coordinate 2, ,z ,
tals

¢ da +ylﬁb + 2 3¢+ Da ,

a4y 3 - 5 ' 08,

Al y Fb"+ zié‘c"+ 3y,

¢ conseguentemente la posizione del punto cercato nel siste-
1 ma di forma invariabile.
9. Sembra a prima vista, tre essendo le incogpite ¢ tre
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Iequazioni (23), che il problema sia determinato, e che un
sol punto sodisfi alla espressa condizione, ma non & difficile
assicurarsi che una delle tre m]xmffcui (23) & la conseguenza
delle altre due, e pcrola che tutti i punti della retta mppm-
sentata da flll(’ﬁld LEIUIZID!IE percorrono uno S]JﬂZH.llU cgua
a 9L, Supponiamo di fatti che poste le due equazioni

A=

: da -4y §b—+ z dc + Ja
3B = .1"17:2'-(-)',09'-!- 5 de'+ 38;

si voglia dedurne la terza. Osserveremo che la distanza dei
punti del sistema essendo invariabile, la variazione della

espressione
(2—0 )+ (r =B +(z—r}
dovra gssere nulla, e che in conseguenza sard

(0= a)(dA —&a) 4y — BB — 3F) (= — ¢)(3C — dy)

Quindi se in questa condizione, inerente alla natura del si-
stema , si pongono i valori di JA — 3x, B — 87 dati dalle
due equazioni premesse, ed i valori di x—a, y—f. z—y presi
nelle formole (3), liberando #C — dy, troveremo

¥ -y =

[ (ar by e i Basy itz 36 (o, b, e’z W B by e )
P

ovvero effettuate lo- moltipllcazioni, e poste 1’ equazioni
ada + ada'=— a"da",
b3 4= BOY = — B,

edc 4+ ' = — Mo
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adbadb+bia+b'ia= — d'tb"—b'da’",
b¥e+b 3 4= cdbmcih'= — 0" —c"8Y,

¢ Hdscdaaderadc=— c'da'—
dedotte dalle condizioni (8) e (g), verrd

96— 3=

e e LA (0 o ) b
e

T A e )

N 'y B ez Bt

ety
PR P

=x,&u“+,yl0h"+ z[c‘fc":
e perd
iC= xlr.‘id‘—w-)-‘qfvb‘# 7 d¢"+ oy,
che & la terza dell’ equazioni (a3).

Coneludiamo adunque che tutti i punti del sistema sitna-
ti sopra la retta mppresentata dall’ equazioni (23); percorrono
nel movimento spazii 3L eguali ¢ paralleli tra loro, di cuile

| projezioni sopra i tre nssi x, y, 2, sono le tre date quantitd
| JA, 0B, 9C.

|| 10. L’cquazioni (23) moltiplicate respettivamente prima
per @, a;, a% poi per &, b, b, pol per ¢, ¢ e sommate
per ordine, in forza della notazione stabilita all articolo 6.
divengono

= 3 — y r=aldA—bua (DB—3f)+a'(0C—dy),

14 (o4) -+ ) = 07— 2 Ap=U(FA—B0)4-H(9B—35)+-H'(3C—y),
il 7, 3p— = D =c(dA—da)+-o(FB—DB}+" (30—

¢ sotto questa forma rappresentano le tre projezioni della
preindicata retta sopra i tre piani (¢, » )s (o) (r33).
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Ma Pequazioni di questa retta divengono anche piii semplici,
se si rilerisce agli‘assi @, ¥, z. Per operare questa trasforma-
zioue, presi dall’equazieni (3), i valori

2 =alx—a)+a(y—f)+alz—7)

'
y=He—d)+ By — )+ ¥ e —1),

5= oz —a) oy —f) + e =1)
e sostituiti nell’ equazioni (a3), ricordandoci le formole (0) e
(12) dell articolo 6, troviamo

(y—B8)0r—(z—y)0g =4 —da
{25) - . As—=)dp — (v — a)dr=B— 473,
(z— a)dg — (y— B)dp=3C — dy;

sotto questa forma le tre equazioni mostrano , piit facilmente
aneora, come esse sieno di fatti ri
moltiplicando la prima per (z—a ), la seconda per (y—F) s
la terza per (z—p), ¢ sommando, si ricade sopra la condizione

iducibili a sole due, Poiche

(t—0)(FA—0t)+( y—B)(OB—F)+(s—1)(3C—y)=o0;

la quale ; come abbiamo veduto , esprime che il sistema & di
forma invariabile.

11. Prima di maggiormente inoltrarci . osserviamo che la
condizione della coesistenza delle tre equazioni (25), pud es-
sere posta sotto un’ altra forma assai notabile Infatti molt
plicando Ja prima per dp, la seconda per 3q, 1a terza per dr,
e sommando; troviamo

Bp(FA—d0)-+8(3B~3B)+I3C—dy)=0,

OVYETO

(a6) . . . @A&P-IBIG+ICI=00dp+Dpdg-+Tyir.
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12, Osserviamo inoltre che dati per A, 3B, 3C diversi
valori, la retta corrispondente (25) rimane sempre parallela in
tutte le sue posizioni , onde segue . che tutti i punti del si-
stema di forma invariabile posti sopra una qualsivoglia retta
parallela alla retta (25), descrivono spazietti eguali e paral-
leli tra Ioro.

13. Rappresentiamo attualmente per ¢ 1" angolo , che la
retta (25) forma colla direzione dello spazietto 81, percorso da
uno qualunque de’ suoi puuti: siccome d”altronde i coseni
degli angoli, che questo spazietto L forma coi tre assi x, ¥z
sono

A a8 8

AR -

ed i coseni degli angoli della retta (a5) eogli assi medesimi
sono

3 i X
[ R T T I VT T T

1
[T T}

per la nota espressione del coseno dell’ angolo di due rette,
sard

da dove, ricordandoci la condizione (26), ricavasi

{a7) . . 3L ms.qﬁ:%ﬁg =l

Ma il prodotto 3L cos.¢h & evidentemente la projezione dello
spazietto JL sopra la retta (25), o in alti termini la quanti-
ta, di cui il punto che ha percorso OL, si & avanzato nel
senso della retta medesima; e siccome I'espressione (27) & in-
dipendente dai valori di 3, 3B, 3G, ne potremo concludere

che tutti i punti del sistema si avvicinano di una medesima
Ba 2 ir . .
espressa per ﬁsﬁ% ad un medesimo pia-
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no perpendicolare alla retta (25), o cio che & lo stesso che
nel movimento infinitamente piccolo di wn sistema di forma
invariabile, gl spasietti descritti dai punti del sistema valu-
tati in una ’ determinata d sono eguali tra
loro.

14. Poiche I equazione (27) ci da’

SL— = (m‘summﬂ )

Vg iy+ar

possiamo concludere che il minimo valore di dL corrisponde
al massimo di cos.qh, ossia corrisponde a cos.f=1, ¢ f=c,ed &
espresso, chiamando 0P questo minimo valore, per

) iy e g
(@) . .o b=

Perche adunque i valori di A, 9B, 3C sieno tali che I’ an-
golo @ si annulli , la retta (25) diverrd il luogo geometrico
rono il minimo spazietto JP. Ad espri-
mere questa condizione bustera seriverc, che gli angoli fatti
dallo spazietto dL=0P coi tre assi coordinati sono eg
angoli della retta (25) coi medesimi assi, cioé che

dei punti, che percor

i _ n JB_ 5y ] ir
IF T ApRrIT) I T gy TR T g

Quindi presi i valori di §A , 3B, §C, ¢ sostituiti nelle
equazioni (23), avremo le seguenti

29)
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per rappresentare la retta luogo geometrico dei punti che per
corrono il minimo spazietto JP.

15. Cid posto, non ¢ difficile riconoscere che questa li-
nea, i punti della quale si muovono seguendo la direzione
1 della retta stessa, & come un asse attorno acui un’ altra quai-
kil sivoglia delle rette rappresentate dall’equazione (a3) percorre
un elemento di una superficie cilindrica circolare. Di fatti tut-
ti i punti del sistema posti sopra le due rette (29), e (23} si

I do I’ in una medesima dire-

v s
zione ) di una medesima quantith 5P; & mentre i punti della
| retta (20) deserivono effettivamente lo spazietto 9P, quelli
] della vetta (25) rimangono da essi ad una distanza invariabile,
poiche il sistema & di forma invariabile, e descrivono lo spa-
zietto §L, che sard evidentemente’ un archetto di elica trac-
ciata sopra il cilindro preindicato. Da tutto cio dedurremo il

| in-

teorema fond: g In g
finitamente piccolo di un sistema di forma invariabile tutti i
punti del sistema prendono contemporaneamente un. comune
I} ‘movimento di traslazione nella direzione di una retta deter-
| minata, ed un comune movimento di rotazione attorno alla
| rette medesima.

! Nel progresso di questo scritto chiameremo la retta (29)
dotata della preindicata proprietd di dare in qualche modo la
direzione del movimento asse del moto.

i 16, Da quanto abbiamo esposto tisulta che i punti i gna-

li percorrono spasii eguali tra loro, sono posti sopra superfi-

¢ie cilindriche circolari , che hanno per asse comune I’ asse

stesso del moto. E di fatti, se nell’ equazione

! = A4 3B+ 0C,

supponiamo determinato soltanto lo spazictto 3L, I’ elimina-
sione di A, 0B, §G per mezzo dell’ equazioni (25) dard
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((r—B)3r—(z—p)0g+da)+((=—y)dp—(2—a) 3H~l“3)°
+((z— d)dg— (r— 8)3p -+ dp)'= L5

che & Iequazione di una superficie cilindrica di cui 1’ asse &
la retta (29),

17. Questa medesima proprieta si ritrova dimostrando di-
rettamente che la distanza delle due rette pavallele (ag) e
(25) & indipendente dalla diresione dello spazio JL. Prendasi
pereid un piano perpendicolare a queste due rette, rappre-
sentato dall® equazione

(& — a)dp + (y — B)0g + (s — y)or=o.

La distanza dei punti nei quali verra incontrato dalle due
rette sard quella delle rette medesime. Ora X, Y, Z, essendo
le coordinate del punto nel quale la retta (a5) incontra il
piano, avremo facilmente,

g = BC=dpRg —(IB—S )
X—a= TR
Y — g = BAInb—iO—ipsp

TpIp T
7 — = EB=tilpitaly |

T

Similmente X', Y', Z' essendo le coordinate del punto d’in-
contro dell’altra retta (29) col medesimo piano, verra

e By
B TPIp-in *

Iybp—dad
Ll

AT #ip
A e
Tomo XIX. 3
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quindi il quadrato della distanza cercata

D= (X —X) (Y = Y+ (Z— 2
sari

(ECSg=IBIr) (T AT —DCE P -HEBEp—T AT )*
[ T o= %

Sotto questa forma essa sembra dipendere dalle projezioni 54,
9B, 8C. e percid dalla direzione dello spazio 3L; questa
contradizione non & che apparente, puiché, eseguiti i quadra-
ti indicati, ed aggiunto al numeratore il polinomio nullo

B

S Bp By - IC O Sp — IO — 3o,
il valore di D* diviene

(SR I B RO (TP I = (PA e B 203
B

D p-ripriry

e siccome
FA® - OB + 80 = 3L,

o per le formole (26) e (28)

JP AAiptBigiCty

Veprn)
rimarrd
: T
(o) v o D= e

risultato indipendente dalla direzione dello spazio OL.

18, Questo valore di D* ha il vantaggio di tosto condur-
re alla espressione della rotazione del sistema attorno all'asse
del moto, Basteri a questo effetto considerare le due posizio-
ni consecutive della retta (25) prima ¢ dopo I eseguito mo-
yimento, ed osservare che lo spazio 3L’ percorso da un pun-
to qualunque dell’indicata retta (a5), & I’ipotenusa di un
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triangolo rettangolo di cui un lato & la projezione §P dello
spazio stesso JL sopra la retta (ag), ¢ I'altro lato & acchet-
to eircolare avente il centro nell’ asse (a9), per raggio la di-
stanza D, e per grandezza la distanza normale delle due po-
sizioni consecutive della retta (25).

Cid posto se per d@ rappresentiamo il movimento ango-
lare eseguito da questa retta attorno all’ asse, o cid che & lo
stesso, la rotazione cercata, Iarchetto cireolare sopra indicato
hia per espressione Ddo. Quindi nel menzionato triangolo ret-
tangolo sard

= P+ De’,
donde

da =B

e sostitnendo per D* il suo va
B1) . . . . o=/ op 0r)

per I espressione della rotazione del sistema di forma inva-
riabile attorno all’ asse del moto.

19. In quanto precede abbiamo sapposto, che il movi-
mento del sistema di forma invariabile venga dstcrmunm d.\l-
le variazioni delle quantith a, 8, 33 @, b, s,u,b caly b
le quali fissano la posizione iniziale degli assi « ,y, %

o (30) avremo

sismma, ed abbiamo' trovato.
? Che il movimento di un qmlswu olia punto z, y, z
del sistema & determinato dall’ equazioni
dx = do = (y—B)dr— (z—5)dq s
(Ba) e s .?A‘_

8+ (z—y)dp— (v—a)dr,

&

I + (v—a)dg—(y—B)op:

5).
2. Cle esiste sempre un asse del moto rappresentato
dall” equazioni (29}, di cui la proprietd caratteristica si

corrispondenti alle equazione

che




20 Ixrorxo acre Prormiera’ ec.
tutti i punti del sistema posti sopra di un tal asse si muo- !
vono seguendo la direzione dell” asse stesso.

3.2 Che tutto il sistema di forma invariabile & dotato di
un comune movimento di traslasione nella direzione dell'asse
del moto, di cui la misura & data dalla formola (28).

4.° Che contemporaneamente il sistema & animato di un
comune movimento di rotazione attorno all’asse del moto mi-
surata dalla formola (31).

20, Questi tre ultimi elementi, la posizione ciot dell’asse
del moto, la misura della traslazione, e quella della rotazione
determinano ¢ itemente tutte le condizioni essenziali, e
© istiche di ogni movimento. Percio supponendoli dati,
dovranno dipenderne tutte le altre quanti
derate. Ed in fatti si prendano come quantita date &P e da;
e per rappresentare la rotta asse del moto le tre equazioni

piit sopra_consi-

ny —mz=e¢;
(33) . eiioe il —nz=f
| mi—ly =g

nelle quali /, m, n potranno rappresentare i coseni degli an-
| goli che 1" asse del moto forma coi tre assi delle coordinate,

e tanto I, m, n quanto e, £, g dovranno essere quantitd date
! colle condizioni

Pt ma=n'= 1,
(34)

le + mf-+= ng= o,

di eni la seconda esprime che le tre equazioni (33) si ridu-
$ii cono a sole due, cio® rappresentano una linea retta.
Avremo primieramente le due equazioni (28) e (31)

| 3P = Fulp & 20y & Iyl
VEpip+ir)
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80 =/ (3p*+ dg*+ or).

Quindi per esprimere che 1’ equazioni (33) coincidono coll’ e-
quazioni (29), avremo le altre condizioni

_tp =
e R

Blrm—ydg— I Spil
T i read L] Fad
o Hrle—ie | JpIE,

2P

Jer ?

sty bP

Ta

(4

E da queste sette equazioni ricaveremo facilmente per le
variazioni dp, g, Ors da, 38, dy, che sono le incognite del
problema attuale, i valori

Op = Wodq = mdadr = ndo;
do = do(nf — my — &)-+I3P,
88 = da(ly—na— f }+mdP,
dy = do(mo.— 13— g) + ndl;
a1, Che se si volessero anche le altre variazioni da, d4,

dc; dd', ab, dc; da’, ab', dc'; ricorrendo alle formole (14)
dell’articolo 6. e sostituendo i valori di dp. dg, dr;avremmo

da=do(na'—ma')de'=da(la"—na)ia'=00(ma—la’).

Ha{nbl—mb )Y =Dallh'— nb)3Y =do(mb —1),

de=do(nc'—me")dc' =da(lc"— ne)de" =dalme —Ic);

Cid ché compisce la determinazione del movimento degli
assi # , ¥, % ; quando & dato I’asse del moto, e sono cono-
1?7
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sciute la traslazione e la rotazione del sistema rispetto a quest’
asse.

Qualora finalmente si richieda per mezzo degli stessi ele~
menti dati, anche il movimento, o in altri termini le varia-
zioni delle coordinate di un qualsivoglia punto del sistema di
forma invariabile, converra ricorrere alle formole (32), e quivi
sostituiti i valori di dp, 3¢, dr; da, 38, &, si troveranno

do(ny — mz —e) + 1P,
Jolls — nx — f )+ mdP,
3z = Ja(me — by — g)+ ndP.

{BE)e

Valori i quali, cambiando =, ¥, 2 in @, @, y, si riducono ,
come era facile prevedere, a quelli gid sopra trovati per da,
28, oy

aa. T risultati sin qul ottenuti costituiscono le fopdamen-
tali proprietd puramente geometriche del movimento di un
sistema di punti di forma invariabile. Il 8ig. Poisson al capo
1V. della sua Dinamica aveva gid esposte le formole relative al
movimento di ratazione attorno ad un punto fisso; le quali
formole divengono un caso patticolare di quelle da noi dimo-
strate.

1 g

§ 2l

Della izione & decomposizione dei
di un sistema di forma invariabile.

23, Da quanto abbiamo esposto nel titolo antecedente
risulta che in qualsivoglia movimento infinitamente piccolo di
un sistema di forma invariabile, vi & sempre un asse del mo-
to, sopra il quale si avanzano i punti del sistema che in esso
sono situati, mentre tutti gli alti punti descrivono attorno ad
esso altrettanti archetti di eliche.

12 questo il movimento che ha effettivamente luogo , ed
al quale senza abbandonare la realty, non pubd esserne sosti-
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tuito ‘aleun altro, di maniera che a stretto rigore la trasfor-
mazione dei movimenti non & possibile. Se si considerano pe-
rd i due effetti dei quali abbiamo nel titolo precedente asse-
gnata una distinta misura, la traslaziene cioé comune a tutti
i punti del sistema nella direzione dell’asse del moto, ¢ la
loro comune rotazione attorno a quest’asse , si sard condotti
a riguardarli come componenti del-movimento effettivo , in
questo senso; che se avessero lnogo uno dopo 1'altro, il
stema di forma invariabile proverebbe il medesimo trasloca-
mento , cioé arriverebbe alla medesima situazione alla quale
si arriva col movimento che ha effettivamente luogo, il quale
pud in qualche modo essere considerato come risultante de-
gli altri due.

24. Da guesto modo di considerare ciaschedun movi-
mento rispetto alla sua propria traslazione ed alla sua rota-
zione, si scendera facilmente al concetto generale della com-
posizione e decomposizione dei movimenti. Difatti sebbene
nel movimento iofinitamente piccolo di un sistema di for-
ma invariabile ciaschedun punto di esso non sia effettivamen-
te animato di un desi nto di i e di
un medesimo movimento di rotazione, se non che parallela-
mente ed attorno all’ asse del moto; si potrd cié non ostante
immaginare che il traslocamento finale che verrebbe indotto
nel sistema supponendolo successivamente animato de’ diver-
si movimenti parallelamente ed attorno ad altrettanti assi di
moto, possa egualmente ottenersi con un movimento unico del
sistema; movimento al quale daremo il nome di risultante, men-
tre daremo quello di componenti a tutti gli altri movimenti,
della successione dei quali il primo pud tener luogo, rignardo
all’ effetto finale.

25. Posta questa definizione , il problema generale della
izione e decomposizione dei movimenti si enuncierd
nel modo seg: Dati i i i comy ¢i { ciod in cia-
scheduno di essi 1’asse del moto, la traslazione € la rotazio-
ne ) trovare il movimento risultante (cioé 1’ asse, la rotazione
e la traslazione in questo movimento ), e reciprocamente.
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24
Prendiamo a questo effetto 1” equazioni
ny —mz=e,
W) i Msemmi=f,
my—1ly =g,

alle quali, come all’ articolo 20, aggiungeremo le condizioni

Pm’ - nt=1,

(2)

le + mf + ng =03

per rappresentare 17 asse del movimento risultante, Per JP; do
sprimiamo la traslazione e la rotazione in questo movimento
milmente le analoghe equazioni

ny —m'z=¢',
(3) . .qlz —nx=f, (4)

m'a—ly =g,

Pam®nt=1,

le's mif'+ ng=o,

n'y —m'"z=¢",

I"e"4m"f"+n"g"=0,

¢i rappresentino gli assi dei movimenti componentis e per di-
stinguerli dal movimento risultante, & tra loro stessi, indichia-
mo colle caratteristiche &, &', &' ec. le variazioni dipenden-
ti da ciascheduno di essi. Goerentemente a questa notazione
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intenderemo per &P, da; 3P, ¥o; 3P, 8o, ec. ec. le tra-
slazioni e rotazioni espatuvc in ciaschedun movimento corri-
spondente agli assi (3), (5), (7) ec.

26. I movimenti di ciaschedun punto del sistema di for-
ma invariabile relativi a questi diversi assi saranno dati dalle
formole (35) dell” articolo 22, e quindi respettivamente deter-
minati dall’ equazioni

¥z = do(ny —ms—e)+ 157,
(9) . . . A3y =de(lz —nx—f)-+mdP,
3z = doma-—ly —g)-+ndP,
Fa=Folny —m's—e }-+L 3P,
(10) . ?&}:ﬂ'ﬁ(i’z —n'z—f")+m''P,
dz=do(mx—ly —g)+n'dP,
e=d"o(n"y —m"z—e") 4 ['6"P,

(1) S Y= a(l's = 0"z —f") i 5P,

—r—

¥'=d'alm'e—Ly —g')+n" 3P,

"a=8"o(n"y —m"z—e")+I" §"P,
(i) i 35"’;:.7“'@(!": — " ") "D,
§e=0" (" ="y —g"}+n"3"P,
ee. ec.
le quali esprimono le variazioni delle coordinate dx un :pul-
sivoglia punto ir heduno dei diversi movi . Ma noi

vogliamo che i diversi movimenti indicati dalle cm-atwrnsrmbe
Tomo XXI.
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¥, &, 3" ec. conducano il sistema alla posizione stessa, alla
quale lo ayrebbe portato il movimento indicato colla caratte-
ristica &3 cio richiede che le variazioni delle coordinate
in questo ultimo movimento sieno eguali alla somma delle
ni nei primi; ossia che per qualsivoglia

corrispondenti varis
punto del sistenia si abbiano

B =z 4 'z + 8" 4+ ec.

Jy =y + ¥y +0"y +ec

§z =¥z + 35+ 8z ec
Sostituendo adunque i valori (10),(r1). (18)ec. le tre equazioni
;’(n.)u—(u'c‘r'm+u"é‘"ra+ec.])—;(r}i&ra—-[;:a‘.‘:‘m+1r1' &'a-+-ec))

—=(l0 P18 Pec —e ¥ 0—e§ 0—ep.)—(10P—eda),

‘and"ec.))

"a—e0,)—(mdP—f0a),

{to—{1d 0+ 8'a+ec.))—z{ndo—|

4§ Pt 8 Potco.—f ¥o =
x(mdo—(m'do+m' admec.))—y(o—(l Vo+l'd'o+ec.))

— ('8 P d Pec.—g Yo—g 30" —ec.|—(ndP—gdo):
¢he ne verranno, dovranno aver luogo per qualsivogliano va-

lori delle coordinate =z, y, 7, & quindi si romperanno nelle
sei equazioni di condizione

1o =I0e +i'0"a +I"8"0 + cc. ;
(13) - - . { mod=m¥o+m'¥o+m" ¥ o+ ec.

nds =n¥o-+n'd"a-+n""a = ec.
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10P —eda=(ld'P +1'0'P +ec.)—{edo +e'datrec.),

(14) . . SmIP—fdo=(m ¥ P8 Pee }—(f Vatf "¥'a+ec.),
ndP— gdo=(n'd'P +-n"&'P +-ec.)—(g0'0 -5 ¥ o-+ec.),

le quali saranno necessarie e bastanti acciocché il movimento
& sia risultante dei movimenti &, &, 3" ec.

. Allorquando il problema abbia per oggetto la compo-
sizione dei movimenti &, &', &' ec. in un solo &, tutte le
quantitd che entrano nei secondi membri dell’ equazioni (13)
¢ (14) formano i dati del problema, mentre tutte quelle che
entrano nei primi membri sono le incognite. Si pongano, per
abbreviare i caleoli

I¥o +1'Y o+ec.=do,
m ¥ o4+m'd o+eo= 00" |
790 ~4-n'Y ' o-+0c.= da".
([OP +1'0"P ~+ec.)—(e'd'o +c"d"0+ec.)=ds ,
(Y P §'Ptec.)—( f ¥ o+f "Y'o+ec =05 ,
(P +n"0"P +ec.)—(g'¥0 +g"d o-+ec)=0s",
I' equazioni fondamentali (13), (14) divengono
Bo=280 ... mda=1Jo', .. nds=2a0",
P—eda=ds . . . mOP—fde=0ds. . . ndP—gdo=0s",
Dalle tre prime ricaviamo

(18) . . . o &=} 80"+ do™ 4+ do™),
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: Ja &
B T T o P e VT e ]

G ro
R V7 F R e T

E le tre seguenti moltiplicate la prima per Z la seconda per
m, ¢ la terza per n ¢ sommate, osservando che

el PmiAnt =1,

let- mf+ ng=

ei danno
OGP = 135 4+ mis'+ nds";

¢ quindi

__ Do ey
= V(00> 40 0a™)

(16)

e finalmente

TolRdor RO oY) 5
3 P AeTa> 507"}
i (Sodado)
|
F L e e e 0 v 3
T VieridiaTo )

(e

Jo"(3rdorBs' o is"ba") "
=0 Y Oo—ba43d") *

(Foradorartorn

Formole, le quali risolvono completamente il problema
della composizione di pit movimenti in un solo, & sostitnite
nell’ equazioni (1) ci danno le seguenti
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ydo'— 23+ &

015 o-rHa"Fo/-+8:"T0")
= >

TEm T

oy s Bo(EsbordsBeladiie)
280 —a:00 '+ s e T

&

xdo'— ¥do+ds"=

che rappresentano la linea retta asse del moyimento risultante.

28. Le formole trovate dimostrano che il valore della ro-
tazione do nel movimento risultante & affatto indipendente
dalle traslazioni componenti §'P, &"P ec., mentre
ione risultante 8P dipende non solo dai valori delle
traslazioni componenti, ma da quelli ancora delle rotazioni
componenti d'o, &0, cc. Risulta parimente dall’ equazione (13)
che la rotazione nel movimento risultante moltiplicata nel co-
seno dell’ angolo che fa U asse di questo movimento con una
retta gualungue, é uguale alla somma dei prodotti di ciasche~
duna rotazione componente nel coseno dell angolo che il re-
spettivo asse del moto forma colla medesima retta. Mentreche
d’altra p cliiaro per 1’ equazioni (14), che V'analogo
teorema non si vel nenti di traslazione ,
se non nella particolare ipotesi espressa dalle condizioni

g all’ opposto

la tras]

uardo ai moy

edo = édo+e'd'o+
(18) . . . fo = f¥orf ¥+ ec,

go = gdo+g'd'a + ec.

movimenti
Ly s

ag. Nella supposizione che i diversi assi d
componenti passino fuiti per un medesimo punto a,
ayranno le c

wdizioni
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ng—my=¢, n'f—m'y=e's n"g—m"y=

) Uy —na=f"s

'y —n"a =

B=g, mla—T8=g, m'o—I'8 =g
e I"equazioni (14) combinate colle equazioni (13) diverranno
3P —edo=IFP +I'dP —oc —da{nf—my),
{ao) - - 3P —fSo=md Pty P-ec.—3 olly — na)
\ndP —gdo=n'd'’P 08P -ec.—dolma—if)
sotto questa forma moltiplicate successivamente per I, m, n
¢ sommate, osservando che
Pam 4 =1
le+mf +ng=o
esse danno
3P = FP( 4 min-nn) + 3P 4 mm' - ") + ec.
¢ siccome i coefficienti
I + mm' + nn,
U’ mm'+ nn',
ec. ec.

rappresentano i coseni degli angoli che Iasse del moto risul-
tante forma cogli assi dei movimenti componenti; dimostrano
che allorquando tutti gli assi dei movimenti componenti pas-
sano per un medesimo puntos la traslazione risultante ¢ ugua- )
le ulla somma delle traslazioni componenti ciascheduna mok-
tiplicata nel coseno dell’ angolo, che il respettivo asse del mo-
1o forma coll’ asse del movimento risultante.
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deriamo, 1’ asse del movimento ri-
ale per il punto per cui sono con.

3¢, Nel caso che con
sultante non passa in gen
dotti gli assi dei movimenti componenti. Cio non pud aceadere
s nan quando le coordinate @, f, 7, sodisfano anche all’equa-
zioni (17) dell’ asse del movimento , ciod quando i hanno le

condizioni

yio — ado''+ ds

ado'— o+ ds'= : ‘33;073,; ;

la conseguenza delle altve due. Tali condi-

delle quali wna
gioni per la divisione si riducono alle seguenti

fle"—Bu'ds _ o
lo—adedy | B

So—aloats. _ B0
prromr s e O

E siccome nella fatta supposizione
Fe=1'8 PI'YP —+co.—~da(nf—my),
3s'=m'9'P+m"§"P+ec.—du(ly —na),

. ‘¥P +n"3'P +ec.—dn{ma—IB), -

e per altra parte
do= o ... do'=mdu. .. d0"=ndo;

sostituendo, le due sovrascritte condizioni diverranno
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IxToRNO ALLE

1P
o

P e _

o 43" - ec.
' pAm

N Y
B ) T s

1" asse del movimento ri-
assi dei movi-

le quali saranno necessarie percl
sultante passi per il punto di concorso de;
enti componenti.

31. It d altronde facile verificare che le condizioni (19)
(at) riunite involgono anche le condizioni (18) dell’ articolo
a8; che esse riducono 1" equazioni (20), alle seguenti

P = 1P + I'3P + ec.
mdP = m¥P -+ m'd'P + ec.

ndP = n'¥P + n'¥'P 4 co.

e che percid nella plata ipotesi la composizione delle
teasluzioni si fa mediante formole del tutto analoghe a quelle
che servono alla composizione delle rotazioni.
3a. Le formole (13) e (14),le quali, come abbiamo vedu-
to, servono alla composizione dei movimenti, sciolgono ngual-
mente i prubLm che possono essere proposti intorno alla de-
composizione. Sebbene essi non presentino verana difficoltd ,
ne esporremo aleuni, per I interesse offerto dai risultati, e
primieramente ci proporremo il sezuente quisito. Dato un mo-
vimento risultante determinare i movimenti componenti, dei
quali gli assi sono dati di pesizione. Le incognite saranno evi-
dentemente o sole q\nntlh &P, da: 3P, 3r.: 3P, 3"o ec.
ed il problema 1.* sard solubile, sotto certe condizioni sol-
tanto , allorquando il numero degli assi dati dei movimenti
componenti cercati sard minore di tre; 2.” sard in generale
solubile ed indeterminato quando tali assi dati siano al nume-
ro di tre; 4° e finalmente ammetterd indifinite soluzioni,
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quando il numero degli assi dati sin magg
neremo i due primi casi.

33. Gia si prevede che la decomposizione, o trasformazio-
ne di un movimento in up altro non & possibile, e le formo-
le (13) o (14), le quali diverebbero

e di tre. Esami-

lo=l¥o . . .mbo=m'¥oe ... ndo=n'do;
I P —edo =10 —edo,
mdP — fdo =m'dP — 90,
ndP —gdo =n'dP— g'da ;

3 poiché binate colle condizioni
le~+mf+ng=o,
le-mf+ng=o;
esse danno facilmente
I=lic.m=m...n=n
do=10%...0P =4aP;
e=d... = ..6=¢g5

e richiedono in conseguenza I’ identitd dei due assi, e della
rotazione e traslazione relativ

34. Quando poi due sono gli assi dati dei movi
quali si vuol decomporre un movimento dato, 'equazioni {13)
¢ (14) divengono

enti, nei

o =t¥e 1040 ,

{7 mio=m'de +m'"¥'o,

ndo =ndo +n"da ,
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18P — eda=13P +I'§'P —e'do —e'd'a,

(83) - . - miIP—foe=m S P P—f Yo—f V0,
niP — gdo=n'd'P +-n"¥'P —g'¥ao—g'¥"0;
e solo quattro essendo le incognite

¥P, oy &P, 850

{ra le quantith date devono necessariamente verificarsi due
zioni di condizione , acciocch® la decomposizione possa
luogo. Di fatti le due prime equazioni (22) dauno le due

rotazioni componenti

(ad) . ¥ ="

T

le quali sostitnite mella tersa somministrano I'’ equazione di
condizione

(@5) - - altm—n)en Tt ) (i =)=
Quindi, per brevitd ponendo

edo — ¢d'a — ¢'d"0 = Eda,

foo—fdo—f'¥0=TFdn,
20— g¥o— g'd'a= G
ovvero

& o B g 0 ) i)

En'—Tm)
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l& tre equazioni (23) danno il valore delle due traslazioni
componcnti

(36)

e ricordandoci della condizione (25), gid trovata somministra-

no 1" altra

F(Un'— )G m"—1na'y=o.

a7) . . E(m'n'—m'n)

35, Passaudo all’ interpretazione del significato geometrico
delle due condizioni (25) e (27), not onosce-
re che I’ equazione (24) indica che i tre assi di movimento
rappresentati dall’ equazioni (1), (3) ¢ (3) dell articolo 25 so-
no paralleli ad un medesimo piano. D i, prendendo le
condizioni necessarie affinché le tre preindicate rette (1), (3)
e (3) sieno parallele ad un piano

s+ Ay+Bi=D,

troviamo
B~ Am+ Bl =0,
'+ Am'+ Bl'= o,

n'+ Am'+ Bl'=o,

tralle quali equazioni eliminando A ¢ B si La la condizione
(23).

Riguardo poi alla secondn equazione di condizione, s
trasformiamo le eoordinate, prendendo per asse delle z la
nea retta perpendicolare comune alle due retie (3) e (5), sic-
come per la condizione git sopra dimostrata le tre rette (1),
(3), (5) saranno paralle nuove piano delle x, y, e quindi

si ayranno
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00 e =0 e Rl =0

la condizione (27) di cui si tratta si
rette (3) e (5) neila nuova disposi
dosi all’ asse z, saranno inoltre

I Foeo 8. f=0,

percid la condizione stessa G = o, si ridurra ulteriormente a
& =o. Sotto questa forma cindicherd che la retta (1) essa
pure si appoggia all’asse z, e siccome questa retta & paralle-
la al piano #, y, nella nuova disposizione di assi, le tre ret-
te saranno perpendicolari all’asse z. Riunendo pertanto in un
solo ennnciato le due condizioni, concluderemo che la decom-
posizione di un dato movimento in due altri non sard possi-
bile, a meno che le minime distanze delle tre rette assi dei
movimenti non si misurino sopra una medesima comune per-
pendicolare.

Considerazioni analoghe alle precedenti i mostrerebbero
inoltre che gli assi dei due movimenti componenti essendo pa-
il ralleli tra loro, la decomposizione non é possibile, se non quan-
do anche I asse del movimento risultante é pure ad essi pa-
rallelo, ¢ che in quest’ ultima supposizione la decomposizione
ammette indefinito numero di soluzioni.

36, Passiamo adesso alla decomposizione di un dato mo-
vimento in tre altri, di cui sono dati gli assi. Per mezzo del-
le sei equazioni.

o =Ifo +~ 180 +1"3" ,
(a8 s mdo = m¥o+m'do+m"d"o,

nda = n'do+ n"do -+ n"8"0;
YP +TY'P +I"P —edo—e'do—e"d"0,
P—f Yo—f ' Y'a—f 3",

1P —edo

| (2g) {mdP—fBo=m¥P-t-0'¥' P+m"

ndP—gdi=n 0 P4n"d'P +n"3"P —g¥'o—g'¥'0—g""a,

R

T —
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avremo i valori delle sei incognite che saranno

i

i(nIP =Gy

(YLD /el ") P— G )
Bt i e e
§7ponn i I IR Eda Y 3 P—G do)
= T — P T = e e — T

nei quali per brevitd sono stati posti
Edo, Fio, Gio

mvece dei quadrinomi
oo — edo —e'0'o — "0,

fdo—fda—f'Fo—F"2s,

gdo—g¥o—g'd'o— g"d"o.

Le formole (3¢) e (31) serviranno ad effettuare la proposta
s, la quale non diverr impossibile, se non nel

| comune denominatore dei valori trovati sia ugua-

le o zero. Ma questa condizione

(= EYl (Ui — E'm ) (i — P2 = o

esprime, per cio che abbiamo mostrato all” articolo 35, che i
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tre assi dei movimenti componenti sono paralleli ad un medesimo

mento potra semipre. essere decom=

piano, dunque un dato mo
posto in tre altri dei quali’ sieno dati gli assi, purché questi
tre assi non sieno paralleli ad un medesimo piano.

37. La decomposizione per altro diveria possibile, anche
nella supposizione del parallelismo ad un medesimo piano dei
tre assi dei movimenti componenti, purché I'asse dato del mo-
vimento risultante sia esso pure parallelo a quello stesso pia-
no. Di fatti ile verificare ohe in questo caso si annul-
lano anche i numeratori dei valori delle componenti d's, 8'0,
¥'o; &P, §'P, &P e che questi valori divengono indetermi-
to il quale indica, non solamente che il problema
ne solubile ma che ammette inoltre indefinito numero di
soluzioni. Per verificare direttamente questa indeterminazione,
allelo ai quattro assi dei

dei

nderemo il piano delle %, ¥

R=0.00 R=0...

sei equazioni (aB) ¢ (20) si vidurranuo alle sole einque

Lie=I¥o-+0'80+1"d"s,

mo=m'¥o-+m"d'o+m"d"a;

P18 P—e 0'o—

S Pt & P8 P—f Yomf "Vomf "' 0,

gio = g0+ g'¥'0 -~ g"8"0;

delle quali Je due prime ¢ la quinta daranno i valori delle

wmulx.\:\cnli di rotazione, mentre tralle c snenti di tras!
equazioni, il valore di una

zione non rimanendo che due sole
essere preso a volonta.

mo, per altro esempio di decomposizione,
ssi dei tre movimenti componenti sia dato pa-
e del movimento risultante, cioé che sieno

chie uno dogl

rallela all®
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Tl S
I valori (30) e (31) diverranno

=00 LG =0". i Po=0

FP—py. Sl

§'p= Sl

7P Bl

& proveranno che uno degli assi dei tre movimenti componen-
ti essendo parallelo all’ asse del movimento risultante , la ro-
tazione componente attorne a quell asse é uguale alle rota-
zigne risultante; le altre due rotazioni componenti sono nulle,
ed i walori delle lazioni i non bianp , tra-
sportando perallelamente a loro secssh 1 due asst dei movimenti
componenti non paralleli ell’ asse del movimento risultante.

39. Potendo ognuno estendere ad altri considerazio-
ni analoghe all’antecedenti, sulle quali i siamo gia troppo
dilungati; limiteremo cid che ci resta da dire all’ esposizione
delle formole relative al caso, nel quale i tre assi dei movi-
menti componenti- sono tra loro rettang golari. In questa suppo-
sigione si verificheranno le formole dellarticalo e quali
ad g, @\, a5 b, &, 8" ¢, ¢, ¢, sieno stati so I,
I m'y nt Um0 e quindi fatte le corrispondenti ridu-
zioni, le formole (3c) e (31) diverranno

itui

Yo = (' +mm' -+ nn' 0o,

(32) o= (' mm"+ nn')do,

{ &"o= (U"+ mm"+nn'")do,
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&EP =({I' +mm' -+nn' )dP—do(l E+ m'F+n' G), !

(33) . . . ?ﬂ"P:(H‘+mnf’+nl&")BP—&m(F'E-(-am"F-'-n"G)T
§P= (- -nn")IP— ol Bt F-+nG )y

quando poi si volesse chei tre assi dei movimenti componen-
ti passassero per un medesimo punto o, 8. 7; si dovrebbe far
uso dei valori

E=e¢—(nf—my)
F=f—(ly—na),
GC=g—(ma—1l);

ed affinché gli assi medesimi fossero paralleli a quelli delle
eoordinate, scrivere che

P=1...M=c... =0
PI'=o0...m'=1 n'=o0;
['—0...m'=0c...0'=1y

cio che riduce i valori delle componenti a
So=0a ... Yo=mda . . . &a=ndo,
¥ =13 — dole — (n8 —my),
(G2 B |
} §'P=mdP—&a| f— (ly — nd)):
\ ¥"P=ndP —do(z — (ma— 1),

le quali finalmente, se gli assi del movimenti componenti si
confondono con quelli delle coordinate, clod se a=0-. g=0...
1=¢, divengono
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Vo= - . . Yo=mdo . . . Yo=ndo,
(33) . .

Y P=10P—cdw . . &'

mdP—fie . . ) 'o=ndP—gda;

formole che servirauno alla' decomposizione di un movimento

in tre altri aventi per assi quelli delle coordinate z, ¥, =.
4o ma di abbandonare questo argomento faremo una
ione alla quale ei richiama naturalmente la forma dell”
oni generali (£3), (14) paragonata con quella delle ulti-
ot

osser

equ
me troyate all’articolo antecedente. Decomporremo per

in maggiore evid tanto il movimento risultante &
quanto i moyimenti componenti ¥, 3", &" ee. ciascheduno i
tre altri, i quali abbiano per assi del moto quelli delle coor-
dinate. Quindi adotteremo a scanso di equivoci le caratteri-
stiche

per indicarei le componenti dei movimenti &, &, &' ec. res-
pettivamente relativi agli assi %, y, 2. Le formole (33) ci da-
ranno
o=8 o, do=08 0, I'¥ao=10d" o, cc.
a x @

mo=0 o, m¥o=0 o, m'¥o=0" o,
7 ¥

ndo :335, nde=¥ 0, n'd"
ed :

Tomo XXI. 6
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IiP—edo=0 P, 10P—gdo=0'P, I¥P—d¥a=d"P, '
mIP—fto=d P, mOP—fVom¥ P, mIT—f Yo",
nOP—glo=0F, nIP—gio=dP, n'YP—g¥o=0"P,

e percid le formole (13) e (r4) si potranno scrivere nel mo:
do seguente

Fo=0o+" 0+0" 0+ cc.,
) = ® =
Jo= 0+ 0+ o-+ec,
y % ¥ z

o= 0+ 0+0"

o == ec.

FP=9 P4+d P+0d" Pec.,

® £ = =
dP=§P+ & P4 3" Pec,

J o x ¥

FP=3 P P 0" P + co |

onderanno al seguente teorema mel quale Ianalogia
mnc traslazioni e le rotazioni & perfetta, Se il movimento &
¢ risultante di un qualsivoglia numero di movimenti 8, &',
ec. ¢ che tutti questi movimenti vengano decomposti cia-
scheduna in altri tre dei quali gli assi siano tre rette rettan-
golari tra loro, la componente, sia di traslazione, sia di rota-
zione del movimento & relativa ad uno dei tre assi rettango-
lari é ugnale alla somma delle corrispondenti componenti, sia
di traslazione, sia di rotazione dei movimenti &', &, & ec.
41. Per dare attualmente una applicazione della esposta
teoria, riprendiamo le formole trattate mella prima parte di
questa Memoria relative al movimento di un sistema di forma

invariabile.




Dex Cav. Gronomm 43
Ricordiamoci che supponendo il movimento determinato
dalle variazioni delle quantiti a, &, c, o, ¥, A
a, 8,7, le quali determinano la posizione dei tre assi a 0,

= nvariabilmente rilegati al sistema, I’ asse del moto & rap-

pr:scnlam dall’ equazioni (29) dell’ articolo 14, Ia traslazione
& espressa dall’ cqu.mom, (28) dello stesso articolo, ¢ la rota-
zione dull uqnazmm. (31) del susseguente articolo 18. Quin,
di o il smoxi di cui si tratta in
m. 1|tn aventi per assi gli assi rettangolari delle =, v, 2.
Dovremo per cio far uso delle formole (35) dell® articolo
89, facendo prima coincidere I'asse del movimento rappre-
sentato dall’ equazioni (2g) dell’ articolo 14 colla retta rappre-
sentata dall’ equazioni

ny — mz = e,
iz —nx =f,
mr—ny =g,
che nell’articolo 8g & 1" asse del movimento, di cui si vuol
operare la d posizione. Per far coincidere queste rette do-

vremo adunque come abbiamo veduto all’ articolo ac, scrive-
re le equazioni

e=

_ plpmalvag 0P
F=top =i,

adge i p—iy M['
el ek

g=

le quali, fatte le sostituzioni nell’ equazioni (35) trasformate




Ixrorno Avie Prorntera’ ee.
in conformiti della notazione introdotta all’ articolo 4o, daran-
no per le componenti cercate

do=dp... frym =dg.. . do=dr;
&szfm — (Bor—¢9g )s
JTP = 88— (y0p — adr),
3 P=0y — (adg — B0p);

(36)

@ qui osserveremo che invece delle tre ultime equazioni , in
forza delle formole (32) dell’articolo 19, potremo sostituire
le altre tre

&xP = § = (ydr—zdq),
3 P=10y —(z0p —adr),
B:Pzaz —(x8g—ydp )

le quali danno le tre traslazioni componenti per mezzo. delle
coordinate di- nn qualsivoglia punto del sistema di forma in-
variabile, ¢ delle loro variazioni,

4a. Qualora poi si volessero avere le compouenti dell'in-
dicato movimento, prendendo gli assi @ , ¥ 8 per assi di
tali componenti, si dovrebbero adoprare le formole (32) e (33)
dell’ articolo 3g. Percit, sostituiti i valori di 4, m, n, ¢, fi g,
in quelli di E, F, G contemplati all’ indicato articolo, trove-

remo

e dolB o s
Hsfe

_ g f
F=—C—3

P 3y
G e
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e considerando che per. effettuare 1” applicazione delle citate
formole (32) e (33) al caso presente dovremo porre

f=alomi=de o’ =4,

U= b ..m'=V...0'=b",

I'=c...m"= =

futte le sostituzioni, ed eseguite le riduzioni, vicordandoci che
: g 3
per le formole (21) dell’ articolo 7 si hanno

Ip'= adp + a'dq + a'dr,
Fg'=bdp + b'og +b"0r,

dr'=cldp + ddq + ¢"dr;
trovercmo
=i =dq .. 0 o=0r';
3, o=dp Jyﬂ og's . 0 o=0r';
T . 1
8, P=ada + ald8 + a'dy,
() e : AR
E'y P=bda + b9 + b3y,
:
& P=cda+ c'dp + "9y,
A‘I
formole le quali servono alla decomposizione del movimento
in tre altri i quali hanno per assi quelli delle coordinate
Ry E -
43. A render completa questa serie di formole, avverti-
remo final che la binazione dell’ equazioni (36) e
(37), eliminando dp, &¢, dr, da, 30, dy, dard le seguenti
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3 o=ad p+dde-+a'do,
= = > =

i

3 a=blo+blo+bda,
¥ x ¥ =
v

i

e § o=cFa+cdo+cda
ik | z = fa B

3 P=ald P+ ad P+a'd P+ 0 alay — a'f)
® = “ £3 =

- n?jn[nz"u —ay) + z‘f:a(aﬁ — a'a),

0 P =53 P+ B0 P+ U3 P ally = ¥)
:

0 oY — by) 2 988 — b

8 P=cd P+ 3P+ "3 P4 ofcy —c'B)
= * ¥ 5 *

1

- y"ym(c“a —¢p) + D aef —ca) 3

le quali serviranno a trasformare un sistema di movimenti com-
ponenti di cui gli assi sieno rettangolari, in un altro sistema
di movimenti componenti parimenti rettangolari.
44. Colle proposizioni dimostrate in questa seconda par-
te della nostra Memoria, ci sembra aver dato alla teoria del-
la composizione dei movimenti tutta la generalitd desiderabi~
le, completando ed esteadendo ad un qualsivoglia movimento
le formole del Lagrange () per la decomposizione del movi-
menti di rotazione attorno ad un punto fisso. |

(4) Mécanique Aualitique. Paris 181z Tome I. pog: 57. ot



APPENDICE

ALLA

ik TN e e i R

INTORNO ALLE Fl\Ol‘l{IET:l GEOMETRICHE
DEL MOVIMENTO

DI UN SISTEMA DI FORMA INVARIABILE

DEL CAVALIERE GAETANO GIORGINL

Ricevuta adi 3. Febbrajo 1832,

Li, Da qualche tempo io aveva trasmessa a '\'ln&ena, per esserc
inserita m,gll atti della Societa Italiana la inia Memori sopra
le proy z iche del i o infinitesimo di un si-
stema rigido, quando, per suggerimento del mio egregio ami-
co Cav. Giuliano Frullani, feci ricerca dell'opuscolo del Cav.
Giulio Mozzi Patrizio Fiorentino, pubblicato in Napoli nel 1763,
col titolo di Discorso matematico sopra il rotamento momen-
taneo. dei corpi, del quale non aveva avuta per lo innanzi
a. Dalla lettura di quell’ opuscolo interessante
rilevai come all’ autore di esso sia dovuto il Teorema fond
mentale della teoria dei movimenti infinitamente piccoli dei
corpi solidi, da me analiticamente esposto nell” accennata me-
moria, che cioé:

)

piccolo di un siste-
ma di farmn invariabile si viduce alla traslazione del sistema
2 ad una determi retta, ed alla simultanca
mmzrarm di esso attorno alla retta medesima.

B perd vero che la dimostrazione del Mowzi non & rigo-
rosa: essa & fondata sull® erronea supposizione che un movi-
mento infinitesimo di rotazione di un corpo solido attorno ad
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un punto fisso, sia determinato dall’ archetto descritto da un
sol punto del corpo, mentre questo clemento infinitesimo del-
Ja curva descritta dal punto non pud esser bastante a deter-
10 di rotazione di esso; né la decomposizione di
chetto infinitamente piccolo in due piccole rette, per
ata dal Mozzi, & per veran conto am=

minare il
questo
questo effetto immag
missibile.

a. Per questa ragione, sebbene la dimostrazione analitica
datane nella mia memoria non manchi, per quanto a me pa-
e, del necessario rigore , volli sull’ esempio del Mozzi, e per
mio esercizio, ricercare una dimostrazione sintetica del Teo-
rema, ed in questa ricerca mi avvenne di estenderlo ad ogni
traslocamento anche finito di un corpo. Aveva comunicato
questo risultato al prelodato Cav. Frullani, quando per lette-
ra di altro mio dotto amico di Francia, il Sig. Michele Chas-
les, © sucoessivamente per Uannunzio che egli ne fece al pub-
Blico nel Fascicolo di Novembre del Bullettino delle Scienze
del Barone di Ferrussac per I'anno 1830, appresi che anche
esso era dal canto suo arrivato al medesimo teorema, come
corollario di altre pilt estese ricerche geometriclie sopra i cor-
pi solidi simili, delle quali indicato bullettino contiene enun-
ciati soltanto i risultati principali.

Siceome cid non ostante una dimostrazione diretta pud
riuscire di qualche interesse, esporrd in questn appendice la
mia, Ja quale appoggiandosi wvicamente alla geometria pitx
clementare, pud essere atta a facilitare Vapplicazione del Teo-
rema alla Tecnologia pratica.

3. Premesse queste dichiarazioni, ccco I’ enunciato. della
proposizione oggetto di questa Appendice.

Teorema. Un corpo solido, o sistema rigido di punti, pud
sempre esser condotto da una data posizione in un’ altra qual-
sivaglia diversa, mediante un movimento continuo analogo a
quello della wite ; cioé a dire di traslazione nella direziane di
une determinata rettay e di rotazione simultanca attorno alla
retta medesima.
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4. Peima i procedete alla dimostrazione, ossorvercmo che
un sistema rigido di punti, tutti collocati in un medesimo pia-
1o, & dato di posizione nel piano, allorquando si conosce
quella di due dati punti di esso sistema, ai quali tutti glial-
tri sieno riferiti; e che similmente la posizione di un dato
corpo solido nello spazio & pure determinata da quella di tee
punti dati di esso.

Premessa questa osservazione passeremo ad esporre i Lem-
mi seguenti.
Lemma 1." ABG ec. A'B'C ec. indicando ( 1.) due

diverse posizioni in un medesimo piano di un sistema rigido
di punti, si potra sempre dalla prima passare nella seconda
posizione, mediante una semplice rotazione del sistema attor-
no ad un punto fisso O del piano.

Per la sovra espressa osservazione , basterd wostrare che
zdue punti A, B possong essere trasportati. nell” altra loro
ione. A questo effet-
tossin Rl punto d incontro delle rette AB, A'B’: si costrni-
sca la circonferenza di circolo, che passa per i tre punti R,

A’y quindi I” altra circoni'are;nzn analoga condotta per i
tre punti B, B e B. Sia O il secondo punto d’incontro del-
le due circonferenze; dico che questo sard il centro della
Totazior ata. Di fatti se consideriamo i triangoli OAB ,
OA'D, troveremo , che il lato AB dell’ uno & eguale al lato
A'B' dell’ altro. Ghe I’ angolo OAB & egnale al suo corrispon-
dente OA'B'; essendo ambedue per costruzione i supplementi
del medesimo angolo OA'R: che similmente gli angoli OBA ,
OB'A' sono F,vru.lh, come supplementi L'uno e Paltro del medesi-
mo angolo OBR: quindi concluderemo che i due indicati trian-
goli sono eguali come aventi due lati eguali tra loro adiacenti
ad angoli respettivamente egnali. Facendo adunque ruotare il
triangolo OAB attorne al punto O, quando il lato OA sard ar-
rivato sopra il suo eguale OA', il lato OB sari venulo a po-
sarsi sopra il suo eguale OB quindi il sistema rigido suppo-
sto invariabilmente |||Lr!ato ai punti A, B, dalla posizione

Tomo XXI. 7
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ABC ec. sary passato all’altra posizione A'BC' ec., ruotando
attorno al punto 03 ciocche si voleva dimostrare.

E inutile avvertire che il Lemma precedente suppone non
solamente 1' egunglianza delle parti, maanche quella della dis-
posizione di esse nelle due figure ABC ec. A'BC' ec., non ba-
stando’ evidentemente a costituire 1° identitd del sisterma rigi-
do nelle due posizioni una semplice eguaglianza di simmetrie
delle parti, le quali sarebbero in: questo caso disposte in un
ordine inverso.

5. Da quanto abbiamo dimostrato nel precedente articolo
dedurremo che, qualora il sistema rigido comprenda oltre i
punti situati in un medesimo piano nelle due posizioni, anche
altri punti fuori del pianos I’ indicato movimento di rotazio-
ne attorno al punto O dei punti A,B,C ec. situati nell’accen-
nato piano strascinerd tutto il sistema rigido in un corrispon-
dente moto di rotazione attorno ad una retta condotta per il
punto O perpendicolarmente a quel piano, per modo che i
punti A, B, C essendo passati in A', B, G, tutti gli altri pun-
ti del sistema rigido nella prima posizione sarauno pure ve-
uuti a coinci coi loro corrispondenti nella seconda; d’on-
de potremo inferire il Lemma 2.° Se tre punti A,B,C di un
corpo solido ed i loro corrispondenti A', B, C' in una seconda po-
sizione di esso sono posti in un medesimo piano P, il corpo
solido potrd sempre esser condotto dalla primu nella seconda
posizione, liante un imento di semplice rotazione at-
torno ad un asse fisso perpendicolare ai piano P.

6. Smppongasi adesso ( Fig. 2.) che i punti A, B, C;
A', B, C mon essendo nel medesimo piano, si abbassine da
essi sopra un piano dato P le perpendicolari Aa, Bb, Ges A'd'y
BY, €'¢, e che a, b, ¢, @', b'; ¢ essendo i piedi di queste
perpendicolari nel piano P,siano ordinatamente tali perpendi-
colari Aa, BJ, Ce eguali alle loro eorrispondenti Ad, BY,C';
dico che in questa ipotesi i due triangoli @be , a'bc’ saranuo
eguali. B di fatti per i due punti A od A’ si condncano alle
linee Bb, BY le perpendicolari Ap ed Alp's esse saranno evi-
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dentemente eguali ai lati ab ed 2'%' dei due menzionati trian-
goli. Di pit si osservi che le linee Bp, By eguali respetti-
vamente alle differenze Bb—Aa ... BV'—A'a’ sono eguali tra
loro, poiché per supposizione Bo=DB')' ed Aa=A'a. Ne con-
cluderemo che i due triangoli rettangoli ApB, Ap'B' avendo
le ipotenuse AB, A'D' cguali, ed i lati Bp' e Bp' pure eguali
tra loro, sono eguali, e che in conseguenza il lato Ap dell’uno
& eguale al lato Alp' dell” altro. Ma gia abbiamo detto che

ab=Ap...

dunque il lato ab del triangole abe & eguale al lato &% del
triangolo a'b'c’. Si mostrerebbe nello stesso modo che i lati
be, ca sono eguali ailati ¢, e a'c’. Quindi i triangoli stessi
sono eguali come gid si era anpunziato.

Gio posto, determinato nel piano P, come nel Lemma 1.
il centro O di rotazione dei due anzidetti triangoli egnali abe,
a'be’, se immaginiamo 1 tre punti A, B, G del corpo solido,
e perd il corpo solido stesso invariabilmente i ai pun-
ti @, b,c; e che in conseguenza mentre il triangolo abe
ruota nel piano P attorno al centro O, il solido rnoti attor-
no ad un’ asse OX condotto per O perpendicolarmente a]
no P; allorquando il triangolo abe sard arrivato nella po-
sizione a'l'¢, le perpendicolari Aa, Bb, Cc saranno venute
a eoincidere colle loro eguali A'e’, BY, C'¢, i puati A, B,
G coi punti A, B, €, ed il corpo solido sard passato dalla
prima nella seconda posizione. Siamo percid in diritto di con-
cludere che:

Lemma 3.° Allorquando le distanze di tre punti A, B,C
di un corpo solido da un piano P, sono eguali respettivamen-
te alle distanze dal piano medesimo dei tre punti corrispon-
denti A', B, G' dello stesso solido in una seconda posizione ;
questo corpo si potrd sempre condurre dalle prime nella se-
conda posizione anzidetta, per mezzo di una semplice rotagio-
ne attorno ad un asse perpendicolare al piano P.
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7. Ci proporremo adesso di mostrare che

Lemma 4.° Se A, B, G; A', B, C' ( Fig. 3.%) indicano tre
punti-corrispondenti @ due dicerse posizioni di un medesimo
solido, si potrd sempre daterminare un piano P tale, che ab-
bassate dai punti A, B, C, e dai corrispondenti A'y B, G so-
pra di esso altrettante perpendicolari, le tre differenze delle
| perpendicolari. condotte dai punti corrispondenti nelle due po-
sizioni siano eguali tra loro.

Si conducano difatti le rette AA', BB, CC,, che unisco-
1o i tre punti corrispondenti nelle due posizioni: quindi per
un punto Q scelto a volonti, ¢’ immaginino tre rette QL,QM,
QN ordinatamente eguali alle tre preindicate AA', BE', (8164
il plano LMN che conterri le tre estremita di tali rette sard
il piano P. Per farlo vedere, conducasi dal punto Q sopra
questo piano la perpendicolare QR , della quale B sia il pie-
de; poi dai punti A, B, G5 A, B', G, si abbassivo le perpen-
dicolari Aa, Bb, Ce; A'a, BY, C'¢’ sopra il medesimo piano
LMN; ¢ per i punti A’y B, G sopra le rette Aa, Bb, Cc le |
perpendicolari A'A", BB, @'C, delle quali A", B, G, essen-
do i piedi, avremo eyidentemente

[ AA'= Aa— A'd\... BB'=Bb — B¥... GC'=Cc —Cc.

Cid posto , le linee QL ¢ QR essendo per costruzione
ttivamente parallele alle linee AA', AA, gli angoli LOR,
" sono eguali, ed in conseguenza sono eguali anche i
triangoli rettangoli QRL, AA"A" come aventi le ipotenuse QL,
ed AA' eguali, e gli angoli LOR, A'AA" eguali. N risulta che

= Aa — A'g!:

in modo del tutto analogo si prova che
OR = BB'= B — B¥,
QR = CC'= Cc — G
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e quindi se ne deduce che le tre differenze Aa—A'a, Bb—B'5',
Cc—C'c" sono eguali; ciocché dimostra che il piano LMN sod-
disfii alle condizioni imposte al piano P nell” enunciato del
Lemma, ¢ che in conseguenza questo piano I esiste sempre,
come si doveva provare.

8. Premesse queste proposizioni , ¢ qualunque sieno le
due posizioni ABG, A'BC' del corpo solido, determinato colla
costruzions indicata all’ articolo antecedente il piano P, tale
sate sopra esso le perpendicolari Aa, B:, Ce;
L, C'c, le tre differenze AA'=Aa—A's', BB'=Bs—B'Y,
Cc—C¢', sieno eguali tra loro; si potrd immaginare
che partendo dalla prima posizione. ABG il solido, prenda un
movimento di traslazione verso il piano P, tale che i punti
A, B, G scorrano perpendicolarmente ad esso piano per spazi
no a coincidere coi

egnali alle accennate differenze, e ve
punti A", BY, G

Tiopo questo movimento le indicate differenze essendos;
annullate il corpo solido sard arrivato ad una posizione inter-
media A'B'C", nella quale i punti A", B, C' si troveranno
alla medesima distanza dal piano P, che i punti corrisponden-
ti A%, B, €' della posizione A'BC. Quindi in virti del Len-
ma 3.2l corpo solido potrd passare da questa posizione A"B'C",
alla posizione A'B'C' mediante una semplice rotazione attorno
ad un asse perpendicolare al piano P.

E dunque provato chie un corpo solido pud esser con-
dotto da una posizione qualunque ad un altra pure qualun-
que, mediante dne consecutivi movimenti, Puno di traslazio-
ne parallelamente ad una determinata retta, I altro di rota-
zione attorno alla retta medesima. Quindi egli & pure eviden-
te che invece di fare consecutivi i due movimenti sopra de-
scritti, si potranno operare simultanei come nella vite , cioc-
ché costituisee il teorema che ci eramo proposti di dimostra-
re, enunciato all’ articolo 3.°

9. Le proposizioni esposte condicono ad altre relative
alla traslocazione dei corpi solidi. Basterd enunciare le seguen-
ti per riconoscerne la dipendenza.
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1.° Sard sempre possibile di determinare un piano tale
che le projezioni sopra di esso delle figure eguali corrispon-
denti, prese due posizioni diverse di un corpo solido, sieno
esse pure figure eguali,

2.° Un corpo solido pud essere in numero indefinito di
modi condotto da una posizione datain altre qualsivoglia po-
sizione parimente data, per meszzo di due movimenti conse-
cutivi uno di traslazione, I' altro di rotazione.

11 primo. potrd. seguire una qualsivoglia direzione.

1l secondo potra. essere operato attorno ad una gualun-
que delle rette perpendicolari al piano P determinato come
nel Lemma 4.

La direzione perd della traslazione, e la posizione dell’asse
della rotazions dipenderanno U uno dal’ aitro in modo che lo
projezione della linea percorsa nella traslasione sopra I asse
di rotazione sim costante; che data la direzione della trasla-
sione , se ne deduca I asse di rotasione e vice-versa; che la
quantitd angolare della rotazione sia la medesima per qua-
lunque asse di rotaziene.

10. Finiremo questa appendice coll’osservare; che le pro-
posizioni: dimostrate danno Tnogo ad altrettanti problemi gra-
fici di possibile applicazione nella tecnologia pratica. Cosi per
esempio al teorema oggetto principale di questo scritfo cor-
visponde il problema seguente. Date due diverse posizioni di
un corpo solido, determinare [ asse della vite ed il rapporto
della rotazione alle traslazione, ossia il passo della vite me-
desima, alla quale converrebbe supporre il corpo invariabilmen-
te rilegato per condurlo dall una nell’ altra posisione.

E la soluzione di questa e di altre analogle questioni
non presenterd altra difficoltd , che quella del tutto grafica
dell? applicazione degli ordinari processi della Geometrin De-
scrittiva alle costruzioni indicate nei Lemmi sopra rife




