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SULLA TEORIA
DELLE FUNZIONI DISCONTINUE.

MEMORIA
DI GABRIO PIOLA

Ricevuta adt 23. Aprile 1830,

Se attentamente si considerano i recenti progressi dell”a-
nalisi, pare che il filosofo amico unicamente delle utili co-
gnizioni possa distinguerne due parti, ¢ porre nella prima
cune teoriche di sottile invenzione ma di cui non saprebbesi
per avventura ben prevedere quale debba essere finalmente
lo scopo, e raceogliere nella seconda le vere scoperte d"onde
la scienza pud sperare maggiori e sempre crescenti vantaggi.
Fra quest’ ultime tengono, se io non m’ inganno, posto pri-
mario quelle dottrine sulla discontinuita delle funzioni che
promosse da aleuni grandi viventi Geometsi, firono immedia-
tamente trovate di somma util i intralciati problemi
di fisicn matematica: e non & forse illusione il pensare che
il meglio di esse ancora s'ignori, e chie venendo quanto che
sia a prodursi con pienczza d’ inscgnamento, debba I’ effetto
superare di molto I'aspettativa. A dare per tanta impresa qual-
* che avviamento secondo la mia possibilita, & diretta la presen-
e memoria, in cui mi propongo: primieramente di dichiarare
I'indole delle questioni con una metafisica facile che conten-
ga il principio di una persuadente dimostrazione: in secondo
luogo d'indicare come cid che finora in tale materia & stato
trovato, si possa prestamente dedurre dalle formole generali
col metodo chie verrd sponendo: per ultimo di mostrare come
si giunga a dare al calcolo un andamento piil largo di quello
finora usato, ¢ cosi ad aprire nuove vie per simili ricerche.
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g, 1.

Dichiarazione del principio di Diseontinuitd
neile Funzioni.

¢, Ad una variabile in una formola si pud attribuire un
numero indefinito di valori, dieui ciascuno pud differire dall’
autecedente ¢ dal scguente mend &ogni quantitd assegnabile.
Questa maniera di dire & sinonima ma forse piit chiara dell’
altra comunemente usata, che i valori della variabile cresco-
no o calano per gradi insensibili. Una variabile la quale nella
questione che si ha di mira deve prendere una tale succes-
sione di valori, dicesi avere un corso continuo. Or ecco un
principio fondamentale nella presente teorica; se il corso della
variabilé & da — oo a = co, certamente il numero dei valo-
1i diversi ch’essa pud prendere @ matematicomente infinito:
a & infinito anche il numero dei valori diversi che pud pren-
dere la variabile el suo corso particolare fra due limiti @, &
grandezze finite di cui la seconda snpera per ipotesi Ja prima
i una differenza assegnabile: di pilt se questo tratto si divi-
de in un numero finito di parti, & afinito anche il numerc
dci valori diversi possibili a prendersi dalla variabile dentro
il solo tratto che- corsisponde ad una di queste parti. Cosi
per assegnare un numero matematicamente infinito di punti
in una retta, non & necessario che la retta si estenda all”in-
finito da ambe le estremitd : anche in un brevissimo pezzo
di essa, purché sia di. finita luogheaza, & infinito il numero
dei punti che vi si possono distinguere, se non coll’atto cer-
tamente col pensiero.

2. Le equazioni identiche , nelle quali i duc membri so-
no formole diverse di forma ma eguali di valore , sussistono
in generale per tutti § valori possibili delle variabil da—
a + oo, ed anche immaginarj. T vero che si di qualche ca-
<o di ecoezione: per csempio I' equazione tra la fanzione di
una variabile ¢ il suo sviluppo colla serie di Taylor pud di-
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venir falsa, come & notissimo, per aleuni valori particolari del-
la variabile, E vero altresi che le equazioni identiche le qua-
1i, come quella ultimamente nominata, hauno in un membro
una funzione sotto forma finita e nell’ altra una serie infini-
ta, si devono ritenere erronee (1) per tutti i valori particola-
1i della variabile che producono nelle serie infinite la diver-
genza. Perd queste speculazioni sono di tutt’altro genere di
quelle che qui ci conducono a stabilire una proposizione, la
quale sul principio fa qualche urto a motivo della sua sin-
golarita, ma trovasi di veritd inconcnssa e di estrema impor-
tanza. Si danno equazioni che i pel corso
delle variabili fra limiti la cui differenza é una quantité fi-
nita. Cosi se trattasi di una sola variabile x, I’ equazione sa-
rd vera solamente per tutto il tratto finito della x fra certi
limiti a, b, e sard falsa pei valori di z antecedenti ad 2, ¢
per quelli i a . Una tale proposizione servendo di
base a tutta la teorica che ho preso ad esporre, meri i
sere con diligenza esaminata e riconoscinta. Par
possa contrastare al Sig. Foarier la gloria di averne data la
vera dimostrazione: ed ora io non fard che seguire in una ma-
niera generale quello stesso andamento che il detto Geome-
tra ha tracciato per un caso particolare (2). Né pud essere
senza sorpresa il vedere come una verita rimasta per tanto tem-
po cost recondita, emerga da assai facili considerazioni sulla
natura delle equazioni lineari a piit incognite.

3. Vuolsi uoa equazione tra una funzione qualunque ()
e una serie che ne’ suoi termini contenga la stessa x, e vuol-
si che questa equazione sia vera unicamente pei valori di =
compresi fia a, 4. Si assuma un’altra funzione ¢ (z) dize

di un indice 2 numero intero, la cui forma 4 sia in origine
arbitraria ¢ indipendente dalla forma ¢i:si divida per » la dil-

(1) Poisson. Journal do 1'Eeolo Polyt. Cah. 19. pag. Sor.
(2) Theorin do Ia Chaleur, Chap. 111, Sect. V1.
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ferenza b—a dei due limiti o si ponga per abbreviazione

0]

poscia si formi un quadro di equazioni come segue

Wa)  =A e Al b e
s r!tﬂ._l(u)
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Qui A, A, As ..... Awlsnno coefficienti incogniti da

doterminarsi, ¢ siccome cssi sono di numero 71 -1 precisa-
mente come leo equazioni, si vede che la loro determina~
zione pud sempre intendersi come fatta: pella quale supposi-
sione i medesimi coefficienti riscono quantiti che dipendono
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1o da cinque cose: dalle due forme @, 4, da due limiti 2, 4,
e dal numero » per cui & divisa la differenza —a. Se ora
nelle precedenti equazioni (2) si sostituiscano ai eoefficienti
incogniti i loro valori determinati come si & detto, & manife-
sto che tutte quelle equazioni diventeranno identiche: il che
& lo stesso che dire in altri termini; I equazione
(8) = (A (A @ td

Aeter Cnett

(=)

ove A, A, A
di e S 5 5
trovati come [u esposto, & vera per gli n-1 valori di xseguenti,

it An lintendono avere i valori costanti
-

@y @0, a420, @30, .. a(n—1)o, b

¢ per tutti gli altri valori di # prima di 4 o dopo & o inter-
medj fra a, a+p: a+0, a+20: a=-20, a+3o: cc. 1’ equazio-
ne (3) nen sussiste e deve dirsi falsa. Onde fissar meglio le
idee, se nella (3) i due membri rappresentano le ordinate di
due curve piane riferite agli stessi assi, queste curve avran-
no un numero n-1 di punti d’incontro corrispondenti agh
a1 valori dell’ ascissa x ultimamente scritti; per tutti ghi
altri valori dell” ascissa le ordinate saranno diverse, ¢ i corsi
delle eurve saranno distinti ben & vero che moltiplicando i
punti d’incontro ne verrd di conseguenza che i detti corsi
delle due curve fra i limiti a, 4 che esprimono le ascisse
estreme, i approssimeranno sempreppit verso la coincidenza

4. Quanto pil & grande nella (1) il pumero n, tanto pi
grande ¢ il numero delle equazioni (2), e quindi tanto mag-
giore & il numero dei valori di « intermedj fra a, & per cui
si vesifica I’ equazione (3). 11 problema & sempre solubile an-
che quando n diventa numero grandissimo , perché insiems
cal numero dells equazioni () cresce in esse quello dei coef-
ficienti da determinarsi, ¢ vi & sempre cguale. Si vede pe
cio come sia possibile, impiegando un numero infinito di eosf-
ficienti, di verificare 'squaziorie (3) per linfinito numero dei
valori di x compresi fra i valori estremi a, 4. Tale risulta-

Tomo XX. b1
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mento potri esistere come limite di tutti quegli altri risulta-
menti che si otterranno erescendo continuamente il numero
o delle equazioni (2), e che ad esso sempreppit si avvicineran-
no. Allora I'equazione (3) avri nel secondo membro una se-
finita: & i valori dei coefficienti A , A, A,... saranno

rie
i limiti verso i quali continnamente convergeranno al cresce-
re di n quelle fanzioni dell’ indice stesso n, che per essi si
cavano dalla soluzione delle equazioni (3). Una tale equazio-

't ne (3) avente nel secondo membro una serie infinita, sard ve- |

ra per tutti i valori di  compresi fra a e b, ma pei valori

di = prima di & ¢ dopo & sark falsa. I corsi delle curve pia-

ne le cui ordinate sono espresse dai due membri della equa-

zione suddetta coincideranno perfettamente per tutto il corso

della ascissa da @ a b, ma prima e dopo saranno distinti. Ec-

o I stessa proposizione eaunciata al numero 2.

5. Scriviamo 1’ equazione (3) quando il secoudo membro
& una serie infinita giusta Iesposto nel numero precedente
€ poniamo

4@ (5

()R (A g () o all

dove le &, A“, A, ece. marcate con un punto in alto, sono
le A, An, Aa, ecc. nelle quali & stata fatta n=co. Dietro un
principio noto nella teorica delle serie si potranno anche in-
tondere i coefficienti &, &, 4. ... Funzioni dell indice,
ciot dedotti tutti da una medesima fonzione A dell’indice i

in coi facciasi successivamente i=1, 2, 3, ... .ec. Difatto si
capisce che potendosi nel secondo membro della precedente
£ equazione senza alterarne il valore, cambiare i termini fra di
loro di posto in tutte le maniere, la ragione per cui uno qua-

lunque dei coeflicienti A , A, A, cc. diversifica dai compa-

goi, non pud venire da altro se non dall’ essere esso coeffi-
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ciente di diversa quantiti variabile, per es. della  («) piut-

tosto che della ¢ [x); ma come queste stesse quantith vari

bili non diversificano fra loro per diversa forma di funzione
ma solo per diverso valore dell” indice; anche quelle quanti-
14 la cui differenza & attaccata a quest’unica ragione, diversifi-
cheranno alla stessa maniera. Adunque la precedente equa-

zione (4) potri scriversi

(5) Pla) zT Bihp ()

significando I’ espressione dol secondo membro 1 integrale -
nito per i della funzione A y,(x) defiuito fra i limiti 1, 2. (')

Questa equazione (5) ci fa palese come il yalore della funzio-
ne ¢(z) per il solo corso della variabile fra a, b pud essere
rapp da un” altra espressione in cui la variabile & posta
sotto un altro simbolo di funzione i affatto diverso da @.Tali
seconde espressioni che riempiono gli ufficj delle prime, sono
poi affette da segni di integrali definiti, che possano, se
le, cangiarsi in integrali zIeI'nirL continui, e che sono presi per
tutt*altra lottera che non & Ja variabile 2. Essendo la (5) in
quanto alla sostanza la stessa equazione (4),di essa pare varrd
cid che si & detto di quella, ciod che se i due membri signifi-
cano le ordinate di due curve piane riferite agli stessi assi, det-
te curve anderanno insieme per tutto il tratto dell’ascissa da
x=a fin x=h, comunque prima e dopo siano distinte: al qual
fatto geometrico. singolarissimo & stato dal Fourier date il no-
me di osculazione finita. In questa coincidenza di valori ( per
un tratto continuo finito della variabile ) di due formole di

vuo-

%) Vedi Ia Nota posta in fondo s questa memoria dors rendo 1agione della wo-
tagione qui adottats, ed espongo alcuoi teoremi sul ealcolo degli integrall fniti de=
it che mi sono necessarjs dei quali uuo doi prinsi & guello che permette | pst~
saggio dalle esprosioni coms Ja (4) alla esprecsiont come la (3).
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diversa forma, che danno per tutt’altro tratto diversi valori,
sta il prineipi

cipio della discontinuitd delle funzioni.

6. Ma questo principio pud anche presentarsi sotto un
aspetto di maggior estensione. Al n.” 3. formando le equazio-
mi (2) abbiamo tenuta costante nel primo membro di tutte le
n+1 equazioni la forma ¢i: ora questa si pud variare una, due,
un pumero qualunque di volte, Per procedere con chiarezza
facciamo il caso di una sola mutazione: fissiamo tre valori
a, by ¢ della variabile z tra loro distanti di intervalli finiti, es-
sendo b > a, ¢ > b3 dividiamo la differenza c—a dei due va-
lori estremi in un numero arbitrario n di parti eguali, ponen-

do per brevith o="=%; poi nella formazione delle equazio-

(2) riteniamo 1a forma @ nei primi membri di un numero
m 1 di equazioni, sorivendoli

Pla)s Pla-o), Pla-20); pla+3a) ;- . . Glatma)

o—a

essendo a-+me OVVEro @--m quantith immediatamente

minore di &, talché a--(m-1) == sarebbe di b maggiore. Per le
altre n—m equazioni che restano, adottiamo nei primi mem-
bri uma forma y diversa da ¢ e scriviamoli

Alalme1)a), zlarma)a) 5 - - -zl
1 5 degli n1 coefficienti A, A, Ay, cc. & pos
sibile 1 diante la soluzione delle n+r eq i

soltanto & daavvertire che la loro espressioni generali dipen-
deranno da entrambe le forme ¢, z dei primi membri oltre
Ia 4 dei secondi. Questa circostanza non toglic che possain-
grandirsi a piacimento il numero n (come & detto al n.’4.)
© che cost possa arrivarsi anche in tal caso ad un risultamen-
to esistente come limite di tutti quelli che si ottengono coi
snceessivi ingrandimenti di n. Quando n diventa infinita , &
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infinita anche m, ma il rapporto = & finito ed eguaghia =2,
= =

talchi a-+me diventa b. Allora i coefficienti A, A, Ay
fidhars

prendono i valori limiti che si cavano dai loro valori gene-
rali dedotri dalla soluzione delle equazioni (a), ove pengansi
1y n infinite: essi dipenderanno unicamente dalle tre forme
@ g s © dai tro valori @, &, ¢ La serie infinita del sccon-

() s

do membro della (4), che pud indicarsi per 2 Ai.d 4

ta una tale funzione di x, che per tutti i valori di = da &
a b dard gli stessi risultamenti della funzione gz}, e per tut-
ti i valori di # da & a cdard gli stessi risultamenti della fn-
sione g(x). I evidente che se invece di due fundioni glz) .
#lx) ne prendessimo tre , potremmo collo stesso metodo co~
struire una serie infinita (da compendiarsi poi mediante la
sommatoria ) la quale per un certo tratto finito del corso del-
la variabile avrd tutti i valori coincidenti con quelli cavat
dalla prima funzione, per un tratto seguente li avrd coinci-
denti coi valori cavati dalla seconda funzione, e per il terzo
tratto 1i avra coincidenti con quelli cavati dalla terza. Que-
sta speculazione si estende senza difficolti al caso di un nu-
mero qualunque di forme che si cambjuo nei primi membri
delle equazioni (2). Se allora si prenda Pespressionc integra~

le ZAi.x'\il,!fl(x) per ordinata di wna curva piana, & chiaro

chie una tal curya savd discontinna: il suo corso andri d” ac-
cordo per un tratto finito dell” aseissa colla curva dell” ordi-
nata ¢ifx), pel tratto seguente dell'aseissa colla curva dell’or-
dinata g{z), ¢ cosi di seguito. Pertanto una sola espressione,
che non si muta mai, tradotta alla Geometria potrd rappre-
sentare contorni discontinui.

. Meritano singolare attengione quelle espressioni che si
trovano dietro il principio del numero precedente, e che con-
tenendo variabile, pure conservano per un tratto finito e
anche infinito del corso della variabile un valore costante che
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pub essere anche zero. Infatti il discorso del numero prece-
dente sta tutto egualmente, anche supponendo che le prime
me+1 cquazioni invece di avere i primi membri formati colla
forma ¢, come sl & detto, li avessero formati tutti della stes-
sa quantitd costante %, Questo savebbe il caso particolare di
@{a)=F; vi si aggiunga I’ altro caso. particolare di y(v}=o, ¢

la 3% Ai.A i (#) sard una tale funzione discontinua di = che pel
y ;

tratto da a 2=b avri sempre uno stesso valor costante £, e
pel tratto da 2==b a w=o0 avri semprc il valore zero. Si sa che
nelle applicazioni ai problemi fisici, come nella teorica del calo-
re o in quella delle onde, occorrono simili funzioni discontinue,
che per lunghi e anche infiniti tratti del corso della variabile
sono sempre di valor costante o nullo, e danno alle volte va-
lori variabili sola carrispondentemente a qualche breve tratto.

8. E pure cosa degna di molta considerazione quel man- |
.Algbx(a:)
nel mentre | valori da essa rappresentati soffrono dei salti,
dremo,pex un esempio, pii tardi quale & questa espressione nel
caso che significhi 1’ ordinata del contorno discontinuo diun
triangolo: I'aseissa dopo avere appartenuto ad un lato appar-
terri al seguente ¢ passerd il vertice ove laretta di contorno
& spezzata: eppure di un tale [passaggio niun sintomo apparird
nella trovata espressione, la quale & una seric che presenta ele-
ganza e regolaritd come le altre serio infinite. Ecco una pro-

riotd resondita di tali espressioni che non si crederebbe se
P |

. @ < i)
tenersinna costanza di espressione nella quantith 2

P
non fosse altrimenti dimostrata in modo da non laseiar dubbio.

9. Si pud nelle equazioni (2) del n.® 3. supporre il se-
condo membro formato non di una sola seric, ma di due, di
tre, ec: allora essendo maggiore il numero delle incognite,
sognerd dare una piit grande estensione al corso della var.
per abbraceiare un maggior numero di equazioni e tanto quan-
to basta per determinare tutte le incognite. Faremo il caso di
due serie: riterremo tutto come al n.” 3. e porrema il sistema
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+4 ¢ (a) +A U (a) +AlE)
i +An|f:n(3]

Pl =0
+Bofa) +B0(a) +BOfa) ..

S +B'xﬂn(ﬂ)
“+A 4§ (a+0) "‘A,‘Fx(“"'ﬂl A, ¢ (a+a) ..
e +An1;un(a+c.)

d(a+5) =C
~+B 8 (a+a) +B 8 (a-+0) +B383(.z+,.-.] e
o +Bn8n(ez—+-m]
4 (a-+20)+-A of (a-+oa)-A, g (a+oo)+.n
@ oA (a+0)

(pla+20)=C
+Bx ﬂx(ﬂd-nn)+ni eatmgh.g’ ﬂs(a-l-aw) o,

-.+B 0 (a+-20)
+Al\la‘[a:—{m;-—:h)-o—.&;pﬂ(w(m—ﬂ«h-...
<. oA (aet{an—1)o)

Bla+(an—1)o)=C

+B, 8,[@-!41?1-—l)a)-l-B’O:(ﬂ-l-(ﬂrb—]JnH....

«+.+B @ (a+(an—1))

+A o (ab—a)-A o (ab—a)+... H-.Aﬂip,'(slbu-:z)
lar{2b—a)}=C

+B, 0 (3b—a}+B, 0 (a5—alt...+-B, 0 (st—a)

v
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dove i cocfiicienti incogniti sono di numero an--1 come le
equazioni. Potranno dunque tutti essere determinati, e allora
T’ equazione

+4\‘-;1I{x)+x\==,bq(a)+ R A

@ =G
B0 (B O +B 0 (z)

sard vera pei an-+t valori di = seguenti

a, aaya{n—1as b, at(n1)2s a-+(an—1)o, 2b—a.

(Quando poi si passa al risultamento del limite per # infinita
I’ equazione

.-}».‘xg\fll{x)-i-.\:qf“(x]-t- R £ E
] Fle)=C

+ﬂl0‘£x)+ﬂ:6‘(x)+ o) -.-1‘5i 0 (z)+-ec.

ha nel secondo membro una doppia serie infinita, e pud com-
pendiarsi nella. espressione

(9) q}[‘rj=ﬂ.+ETAi.J.\$.|PI(:]+2TAi.i}‘ o)

Ta quale & vera Soltanto per tutti i valori di = compresi fra
a, 2b—a.

10. Noterd per la storia della scienza che 17idea piut-
tosto astrusa delle fanzioni discontinue & stata raggiunta. dai
Geometri gid da quasi un secolo. Ecco un passo di Lagran-

o in cui si rileva assai chiaramente ,, On voit la nécessité
5, A" admettre dans ce calcul d'autres courbes que celles, que
” es Géomatres ont considéré jusqud présent, et d’ emploier
,» 10 NoUvEAl genré des fonctions variables indépendentes de
" Ia loi de continuité, et qu’ on peut trés bien appeller fon-
,» ctions irrégulicres et discontinues. Mais ce n’est pas icile
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5» seul usage qu’ on doit faire de ces sortes de fonction:
»» les sont nécessaires pour un grand nombre de questions
,» importantes de Dynamique et d'Hydrodynamique. Car lorsque
on a un sistéme de corps, ou de points mobiles, dont le
nombre est infini, et qu’on en cherche les mouvemens,
s aprés los avoir, come que ce soit, derangé de leur état
d’équilibre, il est facile de comprendre que tous ces mou-
»» vemens ne pourront étre contenus dans une méme formu-
4 le, & moins qu’elle ne soit aussi applicable au premier
s état du systeme, qui est tout-i-fait arbitraive, et dans le-
5 quel la loi de continuité est le plus sonvent violée: M. Enler
s est, je crois, le prémier qui ait introduit dans I’ amalyse
. ce nouveau genre de fonctions ec. (1). ., Ma Lagrange ha
fatto molto pin: cgli ha assegnata una serie periodica il cui
valore emuaglia fia certi limiti quello di una funzione qua-
lunque, onde un chiavissimo Geometra vivente, che arricchi
anch’ egli de’ suoi trovati questo ramo d’analisi, ebbe a dire:
»Cest & Lagrange que Ianalyse est redevable de la premiére
5 formule générale de cette espéce (2). Niun Geometra perd,
s’ io ben m’ avviso, ha pill avanzata una teoria cosi impor-
tante quanto il Sig. Fourier, il quale nel suo trattato del ca-
lore (opera che senza un soverchio apparato di calcoli & tut-
ta sparsa di profonde viste analitiche ) oltre esser giunto ad
alenne grandi scoperte ha, insieme mostrata la via da tenersi
pei futuri progressi. Le funzioni discontinue finora assegnate
dai Geometri sono tutte espresse o per serie infinite compen-
dme per mezzo delle sommatorie , o per integrali definiti
perd il Sig. Guglielmo Libri ha escogitate espres-

sioni di funzioni discontinue formate colle sole quantitd tr
scendenti ordinaric (3); su di che aspetteremo le ulteriori

o

(1) Miseell. Taur. T.

() Poissan. Journal e m,( Cah. 19, prg. 444

(3) Memoires de Mathomatique et de Physiqus. Florence 1829,
Tomo XX. 63
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sue dichiarazioni. Egli & anche feli riuscito ad asse-
gnare espressioni. analitiche in cui la discontinuitd & neces-
saria conseguenza di quella conoscinta e propria di aloun
tegrali definiti; ottima rieposta per via di fatto alle diffico
dicoloro che ancar dubitassera dell’ esistenza di tali funzio-
ui. A me pare perd che per cercare a priori queste funzioni
li i senza i ad altri risul i gid noti, e
per mostrare il modo ¢ la ragion metafisica della loro forma-
zione, la via da tenersi sia quella che negli antecedenti nu-
meri ho incominciato a dichiarare.

§.a.

Si propone un metodo generale che puo tenerii
in queste ricerche

1t Mostrerd come si possa dalle equazioni (2), (6) dedur-
re equazioni contenenti una funzione arbitraria alla quale at-
wibnendo una determinazione opportuna farsi cost strada al-
la ricerca delle fanzioni come A, nel cui ritrovamento sta

tutta la difficolth della presente teorice.

Denotando flz) una forma di funzi
guardo alla composizione in «, si moltiplichi la prima delle
() per fla); la 2.2 per fla-+e), la terza per fla+ae) ... 1
(Ret)esima per fla-+ha) ...l (n=+1)esima per fla-na), poi
sommando tutte le dette ‘equazioni ; tale somma potrd seri-

ne arbitraria per ri-

versi (1).

E:ﬂA.'L.qi[w-)-ho) flahol= A E, Ay (a-a) fla-tia)

+A=z:“"'m;‘w=(u+ fa)fla+ ko) + - -

(1) Vedi 1a Nota posta in fine della presenta Memariay Tear.
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+ AT A (@40 )fla ko) ...
4 E:’HAI:.g!:H’(a + ko) fa+ ho),

© siccome per un teorema del caleolo degli integrali finiti
definiti (1)

2 Am.F(mo)= 2" AaF(s)

quando Am=1, ¢ Ag=a} la precedente equazione pud an-
che scriversi

E:_aﬂAa‘tﬁ{m)ﬂa+a)= A E}CWAm,bl(n-;—a)ﬁq +a)
+A22i~mda¢4( e+a)flet+a)+....

bt
+AZ ﬂil«.g';_(a-o—a}f(a-v— B

s
‘ +A 2, bag  (a+a)f(a+a)
Moltiplicata questa equazione in ambi i membri per @, si pud
a divittura avere il visultamento del limite pel caso din cre-
soiuta fino all'infinito ossia di o diminuita fino a zero: infat-
1 allora ognuno degli integrali finiti definiti precedenti ha
pex limite un integrale continuo (2), e si ottiene

b=a B cbeg
f da.ﬁ(uw}f{aﬂj=‘l'f a.‘a.gl;.(a+a)f('a+a)+

(1) Vedi Ia Nata suddetts, Teor, 111,

(3) Chi non svesss in pronto altro autors in eui  trovars 1 ragione di questo
pesto, pud consuliare s min Memaria sull’ applicasione dei principj della Mecca~
nica analitica del Lagrange, coronata dall’ Isfituto, alla peg. son. m. 134.
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bea
:Iawi(a-rn)f(a-vm)-e—cc‘

la quale per un teorema del calcolo degli integrali definiti as-
sai facile a dimostrarsi (1) si pubd serivere

U b 3
(x0) f daglolfla)=A, f da.tp (@) ah-h ,f dacd (6)fle)

all*inf.

b 3
+Af d!!r}la(ﬂ)ﬂa]-i-...‘-l—‘:’li[ daap o) fla)+-
a a
che pub auche compendiarsi nella

A . f day(a)fla).

= i

b
(1) f dagla) =2, Ai

Queste equazioni (1o}, (r1) contengono 2 dirittara le quanti-
th del limite, e sono quelle dietro cni, disponendo della fan-

gione arbitvaria f(«), cercare di determinate i cocﬁicicmiﬁ]
A &, ec: Si poteva cavate a dirittara la (1o) dalla (4) mol-
5

tiplicandola in ambi i membri perf (z), ¢ poi integrando per

(4) Desidarando wn Lt fn cai il caledlo degl integralf definiti sisy come B
riterehbe, trattato & propesito in tutta la sus extensions; citerh frattanto per que=
o tuoems i1 Guichy Résur desfecons donindes o ¥ Ecols Palyth. Leson 32, juet-
37. Auche ssaza citasioni il tearama che 4 leggo nells egasaione,

b

—a
[ dnp=f  duplare)

& nubifo dimestrato povendo nel primo intograle: ¥ ==a -y poi rimeitends = b
Tasgo 9 dapo che; ftta o sesitusioni, s caplees cho 1.7 Bon entrs i son
o od. paramsnta itrameatalo onde. pud ero. supplita da oalsiroglis altra

Inttera,
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x fra i limiti &, b ma Panalisi precedente ha il vantaggio di
provare che i limiti fia cui nella (ro) debbono essere defini-
ti glintegrali, sono quelli stessi fra cni si & stabilita vera Ie-
quazione (3). Di piit nel easo del n° 6, quando tra la prima
o I'ultima_equazione il primo membro cambia una o pii vol-
te di forma, 1’adottato metodo di dimostrazione & anche mag-
giormente opportuno, come ora ora vedrassi.

Un andamento affatto simile di calcolo tenuto sulla (6)
condnce alla equazione

o+ A'Sf—'da.\’t'(u) Fla)+.nn.

+A£""d«.¢‘_(aj £(a)-rec.
(" anptaria=0{ " aarto
+ﬁ=S:Hda. 0 () /{o)+n

-+ i]S:Bﬂd'-oL 0 a)fl@)-+ec.

che pud compendiarsi nella
ab—a | pabea =
(:s)f G “"“"f*(“lﬂﬂ)=0f o Al Aa‘A‘,j; daif (@) f (a)
o 2b—a
+2, 8B, dafe)fld)

dove la f(a) & parimenti una fangione di forma arbitraria.

12. Comincierd , per dare un esempio, a dedurre dalle
precedenti equazioni generali una formola notissima e di grand®
uso negli scritti de’ moderni analisti. Sia nella (3)
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2 i
P fs)=sin. =
| dove r & una quantiti qualunque realo positiva, e vogliasi che
) I’ equazione () sia vera fra i limiti 0, r. La (10) diventa

i i :da.q}(a)f{a) =if " dsin 2 flak ok, f ’ g in 22

e J&J‘ da.sil\.i"—"f(a)+au.
o

siccome il caleolo degli integrali definiti (il che si prova fa-
cilmente per mezzo dell’ integrazione ordinaria ) dd !

}_ Di i dell’arbitzaria £(a) facendola cguale a sin. e

3 r
# 2 [0
fdmsm.irism. '—‘;:o,j ;Ia(s‘nh —’;‘-):-;;
o e

essendo mella prima di queste & un numera intero qualunque
diverso da @ tutti i termini nel secondo membro dell’ultima

equazione si annullano, tranne quello che ha A per cofficien-

te, e &i cava
A= daglapsin. 2
o
per cui Ja (5) diventa
ol T =
() pa==3 Aif duglsin Ersin Z2,
P

Se avessimo presa per |pi(x) la forma pity generale
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si. (Hinf&:_‘l‘; > dove H, & una funzione qualunque raziona-
le intera di 4, ¢ quindi avessimo: disposto della f(z) ponendo-
Ia egnale a sin.{ Hax 5=7) s lo stesso andamento di calcalo ci

i

avrebbe somministrata la

(15) fle)= 2 ZAd bda.,jl[u)sin. ( l[frEL:-:)aiﬁ. (H::E}

che & vera soltanto fra i limiti a, .

13. Sia il caso del n2 6., si esprima ciod per F(z) una
funzione discontinua che pel tratto da @ a & deve sommini-
strare gli stessi valori della gi(a), e pel tratto da & a ¢ gli
stessi valori della g(x). Si potrd egualmente formare una e-
quazione che tenga luogo della (10). Seguendo andamento
descritto al prec. n.® t1, si formerd primieramente una equa-
zione colle sommatorie finite che sard

2" Al pla-+ho) fla+hop2 | Akglatka)flaio)=

et

AI2:*“&.#"(34_,;‘9)'{(&4,&5)4-.4.+Ai2“ A.’:.xpj(a+i'm)f(u+?zra)+cc.

+A, E;:'lﬁk‘tp.(a+kojf(a+lm)+.. A E:::Ak¢-‘(a+im]f(a+km)+L-c.

dove R, k sono due lettere denotanti numeri interi introdot-
te per formare Pespressione delle sommatoric. Da questa si pas-
sera all’ altra parimenti colle sommatorie finite,

E‘t_ﬁ-g"ﬁa‘q}(ad-l}f(ad-a)d- ::::ﬂﬂa. zlat+a)flata) =

A EA"*‘EAa.\!aI(M-a)f(a+u)-h A, E:—cﬂ'

. Au.x,‘fi(ng ) flat-a)-+cc.
L

cmtrta c—ats
+A 2 & Azz‘glfl(a+n}_ﬂa+u)+..+AiE FAu.rLi(aw)f(aAuaHec.

1 beietef
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in virti del teorema del calcolo degli integrali finiti definiti
al n. 11. citato in nota, osservando essere ma=h—a, no=c—a,
ed esprimendo per g un nUMeEro minore dell’nnitd. Da tale
4 a quella del limite, che a motivo di

equazione poi si passers
due tcoremi noti (1) oltre quello gii citato in nota al n® 11
&i riduce primieramente

[ Ir-“da.ﬁ(m) flaaj+/ ;-ﬂ(la.x[u+a]f(a4-a).¢

o —a

A JS dasp ara) Sl S oy amra)f(a-o) e
e poscia

& s )
(16) 1 dglo) ok ol ol=, o (@Mfih oo

s illf:du.qpk(ajf[uj-{-cc.

ohe & 1" equazione che tiens luogo della (10), e che vi & al
tntto simile nel secondo membro. Quindi nel caso di

sin. (i72%)

ermini del secondo mem-

e)=in. (fzj%';) prendendo £l

si provano similmente zero tutti i t

(1) Questi Ao tearemi sone
SZ(I.Z.?E(L S“:dx.qi(x)-e—g";dm‘qi(x];
S:;.u.q:(uﬂ) = g’ du.plz)

sl sapponends F(s) ¥ fntegeals indefinito /de.p(x), ¢ fazend
Secandl poneady a-ss=yy o poi 8 sonitazions finica, rimettsado
in un caro similo pot ta dictra il silesso chialo

4eg!
o okt  sagut o ttegull dafnit mon indicens che il pusto di uaa Jettert
riiata o somparire dopo. L defifaions dellintegrals. Quiti tooremi i portene
vnchs vodare dimsstrati neflepera dol Cancly sapra eitato.

prova
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bro fuori del solo che contiene A il quale riesce A =,
i i

laonde

At 5-:@4;(3) sin, (ing:)+ 2\ degfajen. (z'fl:

epperd la funzione discontinua che denominammo F(z) &
) E :;}ﬂz?m[j‘:da,q}(u] aim i)

+5‘:rh1(a) sin. (=) . (ir=2).

14. Per fare una applicazione geometrica, sia F(z) la fun-
zione discontinua che rappresenta simultaneamente le ordina-
te variabili dei punti i due retto congiunte ad angolo, le qua-
li insieme con una terza che coincide coll’asse delle ascisse

chindono il perimetro di un triangolo. Sia Ple) =k =21 e-
quazione della prima retta, ¢ z(x):lsg quella della se-
conda retta, dove k& la perpendicolare abbassata dal ver-
tice del triangolo sull’ asse delle ascisse . a & 1”ascissa pel
punto d”incontro dell’ asse colla prima retta, & I'ascissa pel
piede della perpendicolare angidetta, ¢ ascissa pel punto-d’
incontro dell’ asse colla seconda retta ; sard per la (17)

b

a

oy i=a oo [, a—a)] o i z=a).
+f§,‘1ﬂ ;sm‘(m 2—:‘])] sin. (m::;)-
qui le integrazioni si possono eseguire, giacché abbiamo la
formola d” integrale indefinito
Tomo XX. 63

Fle)= 2 27 A;[
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594
e A+Ba)sin.(C+Ds) = — - (A=+Bz)eos.(C-+ Da)

+ & sin(C -+ Dz)

che ci conduce a trovare

P e—a . b—a
e 2

laonde sostituendo viene

(15)  Fla)= ot 3 A

o ) . E—d
et 5= i 2 i () i (45)

la quale non contiene pill integrali continui ed &, come si
vede, una serie infinita di legze manifesta. Nel caso di a=0,

k=Zg,c=mla precedente dit

s ey S R
Flx) _72. Ai,— sin. 7 siniz,
ossia
Fla) = sin. g 80 32+ sin S - sin.ga-kec]
elegantissima serie trovata da Fourier.

15. L. integrale finito defuito nella (13) si pud eseguite:
ma allora la formola xna torna a scomporsi in due per le due
parti separatamente continue. B pregio dellopera il trattenersi
un momento a dimostrarlo, perché cid primieramente servira
a verificare i calcoli precedenti, e in secondo lnogo mostre-

(19
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ri con un esempio come le funzioni discontinue vogliono es-
sere espressioni formate con segni integrali simili o continui,
talché questi tolti, esse cessano d'esistere. Scompanendu nel-
la (18) il prodotto dei seni in differenza di coseni essa diventa,

(19) Fla)= S 13 A1 2 cosia=2) 3] choe( "“::‘)]
w3 abbiama. (%)

E A:.T

purché la & sia compresa fra o, ax. Questa condizione si vede
adempiuta in entrambi glintegrali precedenti finché x & com-
presa fra @, b: ma se x passa b, diventa negativa la quantitd
sotto al coseno del primo integrale, e manca la condizione.
Pero tenendoci al solo corso di x fraa, &, cerchinsi 1 due in-
tegrali colla formola precedente, e la loro differenza sard

<(2)-£(=)-+) -

che si raccoglie ini’:%“%,la quale sostitnita nella (19) la

viduee Flz)=4# 7=, cioé I'equazione della prima retta, Quan-
do z passa b, alinm per fare che il primo degli integrali fini-
1i della (tg) rientri nella condizione, bisogna mutare il segno
alla quantith sotto al coseno e scriverla
2™ Ai. L cos. (n:‘-'—‘-)
. E

cercati poscia i due integrali la loro differenza &

) Poisson. Journal. Palyt, Chap. 19. peg. 413.
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2 () 2=t (b P o)
ri =) iyt = ey W=

"‘{‘:::’:;"“, per cui la (1g) diventa

che si compendia in
Flo) = L-D:—: , che &1 equazione della seconda retta.

16. Per fare un caso della serie doppia del n? g, sia
g =sin. 22, 0fs)=cos. 22, ¢ facciasi a=—r, b=0: ln
(12) sard

H " i owa
+A,f'_’da.sm.¢f(u)+. Gk
-:«f\lf;da.simi:'-f(a]+ec.

.o
! dafie

.o
+B J'__Fda.v:os.’-:f(vx) b

0 T ina
+B;f_'ﬁ.cos‘—'-fta) +ee

[ dnglelfie=

Qui per determinare tutti i coefficienti bisogna fare tre di-
verse ipotesi della funzione arbitraria fla)- Facciasi. primiera-
mente f()=sin.~>, o a motivo delle formole seguenti chie
tutte facilmente si provano per mezzo dell’ integrazione or-
dinaria.

s ki . i
da.sin. 222 sin, 22 =0
- g T

5 :
dasin, =03 f
,, G

(20 f m.cas.*ﬂsin.ﬂ;o;j da.cos.
- » » -—r

f_"da(ain.l:—‘-}’ =r
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si trova

=[] duglalsin 2.

i

Faceiosi in seguito f(z)=cos. 2 , & a motivo delle formole

r ; . :
[ da.cos. 22 =0 ; f dncos. B cog 55 —
- T —r v T

f;da(cw.i'T" )’=r

e della terza e quarta delle precedenti si cava
e T ina
B= f7 dug (yoos. 2.

Per ultimo facciasi f(a)=o0 e per le due prime formole delle

(21)

precedenti (a0), (21), e per laf_ida.x:nr, viene

e :é‘]:, da.gila)s
pertanto 1’ equazione (9) & nel nostro caso
dai=2 7 doplope 2570 [ daglalx
[sin. fi'rism 22 - cos. ;“;ﬁcus.'—’? ]
che pud scriversi
(23) gla)=+ ;daq!(x) ['?+22:°Ai.cau. L:(a—x})]

celebre formola trovata da Fourier (*); essa & vera per futti
i valori di z compresi fra —r, +r.

(") Thiorie 2o 1 Chalour. pig. 372:
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17. La proprieti singolare della precedente (32) si & che
il valore del suo secondo membro al crescere di r converge
verso una qnantiti finita, epperd sussiste anche per r infini-
ta. In tal caso mel secondo membro sottentra un altro inte-
grale continuo in luogo dell”integrale finito: poiché facendo

2 =y la formola pud scriversi

. T @, . fr :
=L [ dagla) & 27 Ai. " dagiajeos.(inla— <))
dove il secondo termine & un integrale finito che all” impic-
ciolire di g si accosta come a limiti ad un integrale continuo.
Infatti per un teorema degli integrali finiti definiti citato
anche al n.” 11 si ha
37 Ak f " dagla)oosin (x — )
- v
=274 [ daplalons.ple—2))
essendo Ai=1, Ap=pi ¢
’
u? ap. [, dnsilcjoon(la—3])

per un sltro teorema citato allo stesso numero, ha per limi-
te 1" integrale continuo

[t [ daglaos. (pla—2).

laonde, scomparendo nel limite anche il primo termine del
secondo membro, 1 equazione diventa

f:dpffmdamtd)wh(‘n[m_x”

=)
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che pud anche scriversi (*)

(a3) (=) =é]:°da.qi(u)j:wd .c08.( plr—a)) -

Questa & Iinsigne formola di Fourier che & vera per tutti
valori di z da —co a oo, Per essala variabile z & tolta di
sotto al simbalo generale ¢ di una funzione qualunque e po-
sta unicamente sotto un coseno: per essa tutte le derivazio-
ni e integrazioni, anche nel sistema delle differenze finite ,
che sulla ¢(x) non si possono che accennare, si eseguiscono
invece immediatamente : e si giunge anche ad esprimere le
derivate e le-primitive d’ indice frazionario colla stessa faci-
lita come quelle d”indice intero:il che apre la strada a trat-
tare un infinito numero di trascendenti di nuova specie. Es-
sa & il fondamento di gran parte dei nuovi calcoli, & pud ve-
ramente riguardarsi per una grande scoperta analitica,

Noterd che anche dalla (14) del n.” 12. con un ragiona-
mento affatto simile al precedente si cava la

(24) J= & f 7 dagla) [ 7 dpisin pusin. pe

Ja quale perd non & vera se non pei valori positivi della «.

18. E noto che Ia (23) si estende facilmente ad upa fan-
zione @(x, ¥, ....) con un numero n di variabili: giacché
si comincia a toglierne la x per sostitnitvi una costante den-

(*) Dus teoremi del caloolo Bogli intograli definiti , il primo dei quali vale per
render ragione dell’attualo passaggio , e I altro riesce neeestario da qui a poche lis
n4e, w000 i seguenti

a e 1o sviloppa di f(=) per lo potene intore
S et =i gla) TR e A

s lo sxiluppo di f(z) per le potemaa intare o

j‘d dz.fx)=0 Wy cfn.mm che potenze dispari.
—

Entrambi 6 dimostrano eubito sostituendo a f(x) gli aviluppi fn serio.
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tro 1a firmola integrals portata dalla istessa (23), ove percid
secondo membro sta dopo il primo integrale 1a funzione
)5 poi allo stesso modo i elimina da quest’ulti-
ma funzione la y, formando cosi un integrale quadruplicato,
poi anche la = formando un integrale sestuplicato ec. Lulti-
ma formela in cui totte le variabili z, y, 5.... sono tolte di
funzione @ e trasportate sotto altrettanti coseni &

nel
Pla, ¥ 8

sotto alla

o

) b e b e
o & w
% f =, Vi S v
essendo
Hcosd (1m0 Jeos (3= ) ) w08, (6= ))

dove la ¢ sprime Vultima delle n variabili 2, y,5.... Avver-
to qui un_notabile miglioramento che si pud introdurre in
questa formola, il quale ricsce assai vantaggioso nelle appli-
cazioni: ed & che invece di formare la H con un numero n
di coseni, si pud formare con un coseno solo ¢ scrivere

Ap [t—a )]

(26) Hi=eos [ (5 p (=)

nella quale le p, ps e or <P, pOSSORO avere tanto il segno
v n

= che il segno —. Dimostrerd questa trasformazione pel ca-

so di due variabili, cioé che invece della

[ af? v gieh)

X fj A fwria-cos-(p(r—u))=°5~lﬁ'(y— )

puo prendersi la

(27) Play)=
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Ma sard facile capire che la dimostrazione & generale e si
estende a un qualunque numero di variabili, Riflettasi all’e-

spressione
(= aef = dston{” " o

sim.( plz — a) Jsin{ gy — ) )
che subito si riconosce osservando che sono zero entrambi gl’

integrali
f"_",wdp-sin-(p(x —a)), S“_’wdq-sin-{q( 7—8))

a motivo di un noto teorema citato in nota nel numero pre-
cedente: e sottraendo tale equazione dalla (a7) si vedri na-
scere la (28).

19. 11 teorema generale che risulta dal sistema delle due
efuazioni (25), (26) si pud anche dimostrare a posteriori alla
stessn maniera con cui per una sola variabile & stato dimo-
strato dal Sig. Deffers, secondo riferisce il Sig. Poisson (*)-
Consiste Vartificio di questa dimostrazione nell’esprimere con
lettere qualunque @, b, ... i limiti nella seconda serie d'in-
tegrali della (a5), e poi ad operazioni finite porre queste let-
tere eguali all’ infinito. Osservando il teorema seguente, che
si prova prontamente per mezzo dell’integrazione ordinaria

f“ dp.cos.(Ap+D)= § sinAaces.

si riconosee: come sia

() Journsl Polyt. Cha 19, pag. 454
Tomo XX. 64
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S_.Jp‘cas.[p‘(: —a) +Pr— a)+ ec.]

__ ainfolz = alcos [pty — )+ &1
T &3,

& per la continua applicazione dello stesso principio

S‘_ @‘g‘_hdﬁl..j]ﬁ!@nuos 3id I‘::_ax}“-F '( yr—a.!]+..+pn(1—a.")]
it =, )

o=, 1

sinfala—t i (H y=23)
=yl

Jaonde chiamando X il secondo membro della (25) ove sian-
& messe le lettere a; B, c.... invece dei secondi limiti infini-
ti, potrd seriversi

Kl @ g Sadetr—a) L d“-m.(sc,_.y,
ST = )= e i

', unlit—s, )
s- da . Pl 8, By

i,

sia nel luogo ora citato si dimostra come il valore della for-
mola

S” daSntez=). i)
- s

quando si fa a=co diventa aF(x): epperd per la continua ap-
plicazione dello stesso principio, facendo successivamente in-
finite tutte le a, b, c.... 8i toglieranno nella precedente espres-
sione 1'uno dopo I altro tutti gl’ integrali, passando ogui vol-
ta una delle variabili sotto il simbolo g, e verrd per ultimo
X=g(, ¥, Byt ) como doyeasi dimostrare.

0. Conchinderd questo secondo paragrafo della memoria
con una riflessione importante relativamente ai limiti, Qual-
che volta la forma della funzione ¢ nelle equazioni (2) del
n 3. & tale che di quelle equazionila prima, o I’ nltima o en-
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trambe rimangono escluse dal sistema.Cosi sono escluse entram-

igz
= a=0, b=r;

be nell’esempio del . 13, in eni ¢/(x)=
perché ¢ evidente che la prima ¢ lultima di quelle equazioni
sono falseameno che la forma ¢ della funzione ¢(x) sia tale che
soddisfaccia alle due condizioni gi(o}=o, g{r)=0c. Nondimeno
T equazione (10) del n. rr. contenente la funzione arbitraria
f(@) rimane ancora la stessa, perché generalmente parlando,
rimangono gli stessi i limiti degli integrali definiti benche ac-
crescinti o diminuiti di quantits destinate a divenire minori
&’ ogni assegnabile . Siccome perd si & trovato che integrali
definiti, i cni limiti diversificano di quantitd minori d’ ogni
assegnabile, possono differire di valori finiti, si ha di qui il
mezzo di spiegare alcune difficoltd che si incontrano nell’ap-
parente differenza di certi risultamenti ottennti con diversi
metodi. Questa parte di analisi & delicata ¢ laboriosa, ond'ia
corcherd di evitarne il bisogno, mon sentendomi per ora for-
ze bastanti per tentarne una chiara esposizione. Fard soltan-
to osservare dietro quello che orasi‘é detto, come espressio-
ni simili al sccondo membro dell’ equazione 14. del n.° 13.
danno valori che non tengono la legge di continuitd. Infatti
quando x & maggiore di zero di una quantiti piccola quanto
si vuole, il valore di quella espressione & prossimissimo a g(o),
ed essendo z=o0 quel valore & zero; similmente quando x &
minore dirdi una differenza impercettibile, il valore di quel-
la espressione & prossimissimo a ¢(r), ed essendo x=r torna
a divenir zero. Possono dunque aver lnogo dei salti bruschi
nei valori di quelle espressioni, epperd se esse rappresenteran-
no ordinate di curve, I’andamento di queste potrd riuscire
spezzato.
$. 3.

Nuovi tentativi di calcolo.

ai. Il metodo tenuto negli esermpj precedenti per deter-
minare i coefficienti A facendo uso della funzione arbitraria
i
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F(@), & quello che il Sig. Fourier discute al n. fag della sua
apera (1), e consiste nel prenderc per f(&) una forma tale che
Ie integrazioni definite facciano sparire tutti i cocfficienti A ,

A’,AS, cc. a riserva di uno, il quale riesce per tal modo u-

Bito note. Lo stesso Geometra fa vedere ch’ esso pud esten-
} dersi ad altri casi oltre i gid trattati, ed uno ne reca altrove
pitt complicato (3). Quantunque perd un tal metodo sia un
ritrovamento pieno di sagacitd ¢ ricsca benissimo in alcuni
casi, & evidentemente ristretto a un piccolo numero di essi.
Havvene un altro generalissimo il quale si presenta sponta-
neamente, e consiste nel cavare dalla (10) un infinito nume-
ro di equazioni dando infiniti valori diversi alla funzione ar-
bitraria, ¢ quindi con queste infinite equazioni tentare la de-
terminazione delle infinite incognite. Veramente 1’ enunciato
di questo problema analitico & tale da spaventare culle prime
o dasembrare affatto superiore alle forze dell” analisi: ma pu-
re nella realtd non & come nell’apparenza; ed & ancora al Sig.
Fourier a cui si deve Uidea felice che ce ne somministra in
varii oasi la soluzione. Leggasi la fine del n.° 207. della sua
opera (3), e sebbene si rilevera che il sistema delle sue equa-
zioni & limitato a un caso particolare cho si tratta anche coll’
altro metodo, mentre quello or ora deseritto & tendente a uno
scopo generale, vi si vedrd nondimeno chiarissimamente espres-
50 il grandioso prineipio, che non cessa di essere interamen-
te dovuto a quell’illustre analista, perché altri possa coglier-
5ie un maggior fiutto. Ecco in che consiste: invece di pren-
dere a dirittura le infinite equazioni fra infinite incognite, si
prenda solamente un mumero 7 di equazioni fra un numero
i m & incogoite , © siano le prime m equazioni di quelle infi-
I nite, ritenendo nei secondi membri i soli primi m termini del-

() Thearia o 1a Chaleur. pag: 566.
(a) Theorio de la Chalenz, pag. $48-
(3) Theorie do la Chaleur. psg. ata.
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le serie. La questione & certamente cambiata e le nuove in-
cognite sono ben diverse dalle prime : esse sono funzioni di
m che spesso potranno determinarsi colla teoria della solu-
zione delle equazioni lineari. Quando perd cid riesca, & ¢
dente che pini che si cresce il numero = delle incognite pre-
se ¢ delle equazioni trattate, la nuova questione si avvicina
alla primitiva, e con essa finalmente si confonde quando si fa
m infinitay pertanto fatta m=s<o nelle funzios trovate, esse di-
ventano le quantiti ricercate. Dunque il problema si riduce
ad un altro pit trattabile: ciog alla risoluzione di un nume-
ro m di equazioni lineari fra un numero m d’incognite. Que-
sto & di gia stato sciolto in qualche caso (1), ed io qui ne
dard Ia soluzione in un altro, il quale oltre il fornire una ve.
ritd analitica per se stessa interessante, & anche tale che s
applica alle presenti questioni. Landamento del ealcalo & piut-
tosto lungo, ma non per questo ho voluto tralasciare di dargli
una suffici i perché possa pi conoscersi
il metodo di soluzione, ch'io spero debba riuscire egualmente
bene in altri casi simili.

aa. I sistema delle  equazioni fra 7 incognite ¢il s guent
' ' ' . '
e e e
: ' ' :
T e Ky B e e X =H,
. ' v v
= xl+ E X_-v- e S,Xl+..,+——l,g+!, Xl‘-i-w-t——km_sﬂ_a‘ Xm=]-[!

' ' : 1 3
o x=+ S +m_x3+...+m X‘-o-..-o-;lT-a, J{mﬁl-l}l
' ‘ ' ' 1
_mqu-v Xﬂq—m,x!-r-.. i e X"L_—-Hm

(1) Vedi Caucby. Cours d'Analyse, P, 7. Chap. 1L
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dove le incognite sono XI, Ny X". ... X ,egéuna quan-
5 n
tita qualunque data, positiva o negativa, reale o immagina-
ra. 5i voole una formola generale che esprima una qualun-
que X, delle m incognite per quantiti tutte note ¢ per Vin-
i

dice i, talché fatto i=1,2, 3,....m la stessa formola dia
i valori di tutte le incognite.

23. 8i moltiplichi ciascuna delle precedenti equazioni pel
denominatore dell’ ultimo termine del primo membro , € poi
si sottragga all’antecedente: sparird cosi I ultima incognita
X e avrasst una nuova riunione di m—1 equazioni fra m—r
incognite. Senza osporre il sistema di tutte queste m—I equa-
sioni basterd scrivere I (RJesims equazione di esso, che si for-
ma coll (Bjesima e (k- 1)esima equazione del sistema prece-
dente: anzi basterd trovare il cocfficiente dell” incogoita X,

in questa (k)esima. equazione. Detto coefficiente &

gt migelhnlt gl =)

'F,u% e e R e e
e 1e ne tutti i coefficienti della ionata (A)esi-
ma equazione, facendovi successivamente i=1,2, 3. (m—1).
Vedesi cosi che tutti i termini del primo membro di detta
equazione hanno il fattor comune gl(h1)=H), epperd 1'e-
quazione si pud dividere per esso, e fatta

_ mg iy Hy e B,

b =AY

H

verrda

L= . .—v———'——‘m‘_i. e
(9) G X o e ) X+

—(m-

s .
(et g i

gtiif) K‘m

questa, ove facciasi successivamente. h=1, 2, 3 .. ..m—1,da-
3 tutte le m—r equazioni, che come si disse, compongono
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il secondo sistema.Da questo secondo potrd dedursene un teszo
fra me=a incognite,in cui manchi anche Vincogoita X__ . A tal

fine si formi 1'(/i+1)esima equazione del secondo sistema, che
riesce subito ponendo nell’antecedente Zi=-1 in luogo di /:
poi fra queste due si elimini X__ . moltiplicando una per
(m—1)’g+k*, o " altra per (m—1)’g+(h-+2)’, e sottracndo al
solito. Nella equazi risul il coeffici di Xi sard

(M1t (me—1)pelhesa) it
T FygHhrar Py
— Sl mmit ety
T g (egay)
dove il fattore g{h-a)*—74*) & indipendente da i epperd co-
stante in tutti 1 termini: si divida per esso, e fatta

0 _ UmerppitB = (m—1)ghea O
ah Elar=)

si avrd 1' equazione

({1 i) %)
(20) e TR T

4 (=P —{m—al Y —{m—a}t) X =N
TP PP g TP g+ UaY) ~m—a &b

che sard I'(A)esima del terzo sistema e fornird tutte le equa-
zioni di questo sistema facendo successivamente k=1, 3, 3..
=3,

Fra "antecedente equazione e quella che si cava dalla
medesima mettendo k41 invece di & si elimini similmente
e risulterd un’ equazione con sole m=— 3 incognite in

cui il coeficiente di X‘ sard

e e o o
e e D e e
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ed il secondo membro

((VHJ’H")UAJ—((W“)'MMWJE b1
= e

glhsp=i)

© fatta in essa =1, 2, 3.0m—3 si avrd il quarto sistema di
equazioni fra sole m—3 incognite. Seguitando collo stesso me-
todo si capisce facilmente che quando le incognite saranno
ridotte a m—p il coefficiente di X, nella (E)esima equazione

@) Hy

del (u-+1)esimo sistema sard

() ([t Wi 05 (momit)
(P EHIIE grt) ee WEBpP)

ed il secondo membro
At s g B, g e P o e
W Fpr=i)

24. Bisagna ora studiare la forma di questa Hﬂ in fun-
zione delle prime Hh, H,_»ec desumendola con successive
sostituzioni dalle precedenti (2g), (30), (31), ec. Queste sosti=

tuzioni danno
o oo L

33

£ g .
H =g By o B,

(in=ry2)(-5) e s
H.,,F T P P2 =) B (P rap— 1 ) Hf\d-z

(m, i G2y

AT ]

A

57
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((m—-n P “%)((m—:)‘q— %)(m'+ 2

£
3 1) R Ara =R i (fte3)2=-5%) h

((}fp—z) ...'*'—‘)‘)((m__,) +lh+n‘}( it _'_r»...:)s)

[ Sy e e P e ] Hnm

2 ((:Mn)’-‘— "H""')((w—n} s ““””)(m e ”";"’) W

TP R e a3 — (20 s

= ((m—n]‘-t— i ’}((m—l)’-.l- ‘“L:”)(m‘-t- e i

(Fn‘—(’-O-JJ'.KsMl}’-—tﬁ"al’).\""'é)’—(ﬂ'*ﬁ]’l ]

e cosi di seguito. Qui la Jegge dei pumeratori & manifesta :
quella dei d i si capisee facil osservando che
s0no cumpnsu di tanti fattori omj, in cui la seconda par-
te negativa & costante in ogni coefficiente: nel coefficiente di
H & &, nel coefficiente di H, & (A1), nel coefficiente

di H

Lt (f-+a), ec. La prima parte poi & formata pren-
dendo I'uno dopo Paltro i termiui della serie A% (k1)
(f=+2)?, (R-+3)7; ec. ma avendo avvertenza di saltar scmp:ewa
quel termine che a motivo della seconda parte costante in
quel coefficiente darebbe un fattore zero. Cid ben assicurato

se pong rasi per brevith m—pu= £, e si facciano le denomina-
zioni

Tomo XX. 65
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o (s ) (heraire B (w2
e ey

& 1 = B i3] h) .

({k—‘-!)‘ ﬂ"—'ﬂ'i)([kq-n)’ﬂ-u).. .‘{m’-a-ﬂ?‘)

= O
Lo (Lo T e T
(34) ;
(e E Y+ ) (2
fiTe Tl e Pt o R — i3
((m;r..._tﬂ:L-’ﬂ_‘ = {,,Q._F M—M)
= [ it €
= TP =i e A i Pl m— Y]
si ha
(35) H}“nsh‘I}‘HA-n-NkIlnw -+ O,x"ﬁ...,*'"“ +va”a+u-:<

5. Conosciuta cosila H . se pongasi anche

B (20 o 1 e 9
P (o) o e e L e WP
(36) b (g g 1)

ave il secondo membro non &che I espressione (3a): il siste-
ma delle m—u ovvero & equazioni fra un egual numero dlin-
cognite potrd soriversi

L X+L X +L XA4..+L X-+.+L
S i it eyt wt

L ¥+L X+L X+u+L X+.+L X=H
et sa s 33 3 () ke ke

LMX‘+ L‘:,ixz_+ Lsisxsﬂ-‘.. ,-)-mei-!-...-k. Lk]axj;Hm!
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L X+L X-o-LﬂXJ-l- +L X+ +L1:,nx3 ]-[

1-1 e X.;c—L’ M_|J(n-a-];3 o X3+ <+L IJ(‘-o-..+L‘t e J‘=HM_‘_I

]. X-l-L X+L X+ +L X~i— +1:X =H
BEE Tpk

Adesso con un andamento di operazione affatto simile biso-
goa eliminare da questo le prime incognite fino ad un certo
numero.

ab. Si osservi che per la (36) le funzioni L hanno la sec-
guente proprietd
(37) S —

J W ) e ey R

Moltiplicando quindi per g+%" I'(k)esima equazione del siste-
ma p d e per g-t—(’ k1) I equazione: (h-+1)esi-
ma, ‘e poi sottracndo al solite, il cosfliciente di X, nell’equa-

zione che risulta sard
(g-:-ﬁ“)L“—(g-n- (b +m—emi L,
ossia per la proprieta della (37)

(ig=s-3 )l gt Lhmrm skt 1 2]
T Pl

L. lg+F—
e A
che si riduce
(=L,

e
dove il fattore g((h-+m—k-+1)'—#") ¢ indipendents da i ep-
pero comune a tutti i termini del primo membro di quell’e-
quazione. Dividasi adunque per questo fattare, e ponendo per
brevita k4 m=k=p, I’ equazione sard

Glllerm—k—1)"—0%)

(—iL; =k,
o GRS T‘_ux+,,+-'___er_K,‘A
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essendo
- —-(x +(——u-‘“;"')il s
o b i
(38) T
talche quando facciasi =1, 2, 3. .. k—1 si ayranno k=1

equazioni in cui manca anche I' incognita X .

Tra la precedente equazions (Blesima & quella che si ca-
va da essa ponendo fi-t1 in luogo di B si elimini similmente
X : il che riesce moltiplicando la prima per 2%g+i’, e la se-
conda per 8°g-(p-+1)?, indi sottracndo e mettendo. per J‘_.M“_I
il suo valore dedotto dalla (37) ove facciasi i=2. Il coefficien-
te di X_ nella anova equazione dopo aver diviso pel fattore

i

costante &
(r=E)a =)Ly
e
(FgprIPNPEHp)

& il secondo membro

(w2 — (e

(30) X o= £ vk ¥ oni

3 pray— %

cosi proseguendo si vede che nel sistema in eni mancano tut-

te le prime incognite fino a X, il coefficiente di X &
(mith(@md ) (B =),

il AT
G P )

¢ il secondo membro

((C T e+
Lk

i

_(31+(P-V'P
0

T

T=t.}

ittt

& se mettasi per 1‘;,;. il suo valore dato dalla (36) il coeffi-
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ciente di X, sard espresso da
i

(4 (rmei Y Y (P ke PSP ). . i)
) (PEBa(P g1 ) g (P

37. Rimane a dedurre il valore di K”‘ nella (4o) dalle
precedenti (38), (39), ec. e dal valore di I:[M dato dal siste-

ma delle (34), (35). Per avviarci a questa ricerca osserviamo
le seguenti proprietd delle funzioni M, N, 0,...V; che pron-
tamente si dimostrano per mezzo delle (34)

M Pl
PSR U S

_ _be—hap
42) Nyri= rir—irar Ok

0 — _le—tdp _p
e

ec. ec.

Per queste e per la (35) si vede che la (38) pud scriversi

(+% 1oy R

P R e (L)
[ R e e e e T 13\3‘1{’#'

» (e

PR o8 o

o+ L S (i Ba—(fi=a} }
[ S S T e b hea

E1e

= (e
0 i _r—&arfi W
T e D T e IR T e L o B
== &C.
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che si riduce

Sutea Tronra vevie Fuwaont ec.

z +[R+n-

e M H o e
M B e M

¢ et

5
oy Ot oo

Sostituiscasi nella (39) questo valore di K » dal qnale si for-

ma subite quelle di K B éd eliminando di nnoyo le M
it -
N > ec mediante le (4a), verra

l-‘-hl n"A'

i‘,)= ==

- e My My
1 o (en)® ane (oe)®

= 7
H = —ec.

B T e e

Cosi proseguendo a trovare K Kq i ec. avrassi per analogia

I -‘-% n‘+.s‘.' 1’+§
@ e, E e
T P i
€ O 3

R i e e e e

(e

PEne (hear P (haea) P
3 £

+Cp+=l’4(t‘114)’ " prap—(ira) {prlp =) O&HA-H
=+ ec.

dove la legge & manifesta.
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8. Mediante questa equazione (43), e V'espressione (41)
abbiamo noto il coefficiente di X e il secondo membro nell’

(A)esima equazione di quel sistema contenente un numero
m — — L-di equazioni, nel quale delle incognite X , X,
Wi
Xa‘ ..X mancano tutte le prime sino alla Xx inclusiva, ¢
™
tutte lo ultime dalla X esclusiva in poi. Essendo arbitra-
m—g

rii i numesi interi Z, g, che mentre si accrescono , dimin
scono sempreppiitil numero delle incognite superstiti, possia-
mo tali che di queste non ne rimanga pia che una so-
la, ciot la X;: il che riesce ponendo f=i=1, p=m—i. Allo-
ra, per le denominazioni accettate a titolo di brevitd, abbia-
1o ki, p—herm—i, ¢he & poi p=1-+m—i, perché I'ultimo
sistema non contenendo che una sola equazione, la & non pud
avere che il valore 1. Quest’ unica equazione & della forma

(44) oXi=V
dove le @, ¥ saranno date dalle espressioni (41), (43) nelle
quali &y 4, k, p prendano ghi indioati valori. Sard cosi

(1) (3% (8

3] =
w @ -
14+Z 2l —
A T i
Grm—ip—t @rm—p—1 T
Y (i—1)r+ A
0 £ ENTH
(Fm—ip—as (em—ip—m 2 1
T FOPE (—l)’-'-E
+ (e i £0 H
= “Gmmp— mE—it T -3

-+ ec.
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dove debbono sostituirsi i valori di M, N, O 5.0 cavati
¥ '

dalle (34) in cui si pangano parimenti k=i, k=i, ciot

i (LE-M e -;—){(i+ﬂ)'+ L) s (»f-.- )

] 1 = &= = fam—iP—1)
1' (o) o)
e (=)= 1m—f—a)
‘ ({5+I)'+ -:;)((i+a)’+ %) e m‘—l—-i:)
} 01; :\‘—0'|\.‘-ﬁ7'}..‘.‘:(ld-'!\fd

(li»!!l—)}’)

((m)- 4-: Lo L (m-1-

i Ti=(imm—i)

=]
Faceiasi questa sostituzione ¢ il valore finale di W potri seri-

e ),

oy iy P R o I

R G T

R

£ % T =) -
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e tont) o fred),

T e R

e R

L S Y T R T,
2 TR JE— i 1)) "

espressione assai elegante ¢ di legge ben manifesta - ritenen-
do che in tutti i denominatori manca quel fattore che rende-
rebbe la quantita zero: cosi nel termine (#)esimo manea il
fattore A*—R°.
2¢. Che in conseguenza della (44) Ia frazione
¥

()
in cui @, ¥ hanno i valori (45), (46): sin Vespressione gene-
vale dellincognita X, talché fatto i==1,3,3 ....m si abbiano
b
note tutte le incognite nel sistema delle equazioni seritte al
litica per se stessa importante
alo diventa tanto piu,

n. ma: & questa una veritd ar
che pud ayere varie applicazioni.
in quantochd le trovate forme (45), (46) si adattano prouta-
mente al caso di . infinita, e secondo si & detto al'n. a1,
sciolgono il problema per un infinito numero d’ incognite ,
quando i primi membri delle equazioni rif

altrettante serie- infinite. Allora i termini delle funzioni che
compongono le espressioni delle @, ¥ sono altrettanti prodotti
infiniti, & quindi le dette 8, ¥ possono ridursi

ol ==

(42) e

(g 1+ )
8 qr:p;_ (=) "‘T)(

23
&

¢ al n.® 22 sono

o

Tomo XX.
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(= som o),

i

-+ o

12 chiaro che per avere questa (47) si sono diy
tore e il denominatore della (45) pel prodotto infinito 1%.2%.3%..,
¢ che non essendovi nel numeratore il fattore i*—i" mentre
nel denominatore vi & il fattore i°g+i", per questo motivo
compare il fattore 4 ohe moltiplica tutta la frazione per pro-
dotti infiniti; operazioni molto simili spiegano le riduzioni che

danno I (48).
30. Le (47); (48) si riducono a forme finite: abbiamo (*)

{2 silem )

dalla quale facendo prima u=im/g, poiz =%sﬁ deducono

(45) _&:zs:iﬂ/g((-pgi’](ld»g%)(b{-g !i,) G
h= b

N Tve L " ’ o
e . » o
(50) __.gi,w(x +?)(|+5)(1+}3—“....

() Ealero. Tnt. in amalysin iaf. T. 1. n® 156,
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Abbiamo anche (*)

sina=a(x = Z)(

si estragga dal secondo membro il fattore 1 — % che di-

sina

venta zero per u=#kn, ¢ & cerchi il valore di ———— pel
caso di u=he. Si trova colla nota regola ch’esso &
— — ku eos. ks
quindi fatto prima &= iz, poi u="hx otteniamo
By —= incos dr=iz(1—#) (l ﬁ;i:-)(l = _,:—’) .....
da cui & escluso il fattore |—% che renderebbe zero il se-

condo membro;

(52) — %.’mcu!.bz:hm[l—k’)(i ——%}(x ®

da cni & parimenti escluso il fattore 1 —-:—:.
Ora le (49), (51) cambiano la (47) nella seguente

5

@ le (50), (52) riducone similmente la (48) tale che pud seri-
versi

{*) Eulero, Int. in analysin iof. T. I 0. 156,
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g S . =
Vi Ve
Gy w=—2 80 ZE_”‘{__E—A—}—-H

mecos.lix (l—i—

31, Facoinsi g=¢ ¢ dal fin qui detto conchindasi qué-
sta yerith interessante. Nel sistema delle infinite equazioni
fra un infinito numero d'incognite

X 4 o X e e X

x
P ==Rh A T Frer h

b
ot *—‘w--g- X e T X eo.

p=

_—~,, = \ —+ .——-ﬂ,mr Xt +_‘=+a- X -rec.

X+A——‘L+ -Jl-———‘-K—(—cc

P P g

incognita X, da cui si deducono tutte le altre, si trova per
i

la formela
1 bil e
igs —ins 5 —a
(5 X=%. =R i‘{_LTE__) H

T
cos.nw (l +?)

3. Facciasi g=—s", e con qualche facile riduzione si de~
durrd anche quest’altra verita, Nel sistema delle infinite equa-
zioni fra un infinito numero d'incognite
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. oy e
H=i X b Xt X ec.

. : ' .
=X e b = X oot X+ec.

: ' 5
X+som X o+ 5o Xt Eem X0

. i ' '
P el X+ 5=wn P =] X+6c

H

I’ incognita generale X, & determinata per la formola

hsin 22

sin "=

(56) : 2% Al ——— H.
7 cos.iz (i’—*%,—)

comincierd a mostrarne 1'u-
tilita con un esempio in cui si veda ridotto allatto il meto-
do teoricamente esposto pilt sopra al 0. ar;e che conducen-
do ad un risultamento noto serva di conferma agli stessi teo-
remi, sulla verith dei quali per la lunghezza dei calcoli pre-
cedenti avrebbe potuto per avventura ftaluno avere qualche
inquietudine. Sia nella equazione (4) del n.* 5
|pi(x):si|\.fax si abbia cio® 'equazione

33. Stabiliti questi teoremi,

A sin.ax-+A sin.2az-+- ..‘+A‘_siu.ia:c+cc.
s

che pud scriversi
(57) Pla}=3] Atk sinias;
;

o vogliasi che " equazione sia vera fra i limiti o, 7. L'equa-

zione (10) del n.* 11. sard
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[ daple)flay=h [, da.sinaaf{a)+-A f da.sin.aaaf (@)

A [ dasin.iasf (a)-+co.

dalla quale, secondo il detto al n.® a1, dando infiniti valori
diversi alla funzione arbitratia f{a) si deve cavare un infinito

numero di eq Facciasi siv

i o L e
flaj=sin. 22, sin. 22, sin. 22, L sin. =7, 66

osservisi essere

sindarcor b

S" da.sin. iass

lnonde se mettasi

(58)

si hanno Ie infinite equazioni

-t--l,'ﬁxi +eC.,
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=i S': daploysin, 222

—WX+E_—__-_-XQ+‘....;.,,———,x+ac .

5 S:da.ql(a.)sin. B,

il sistema delle quali confrontato con quello del numero pre-
cedente di

H=

' J.n
L -—m.‘hg () sin, ==

epperd per la (56), essendo (coshim)'=1

—’-s)n.'ﬂ
_"S det. 9!(9‘.)}1 AL . z
e
e per la (58)
o hp B
. SiN. — 8N, —
A\ dag (@) 2P0 — i
T :
R—its*

e S . =
quindi la (57) in cui per & si metta —




x710X1 €C.

Surea Teonia priLe I

= sin. A sin, 222

isin -
(59) @(.t*-?g;&zﬂa)f‘?ml A —

34. To notabilissimo come la precedente. formola conserva
grale finito per Ji si pud eseguire:
ito noto, e lindeterminata s per
all’ integrazione resta determinata
per poco a dimostrarlo.

7

tuttayia Varbitraria s. L'inte;
allora si cade in un risultam
certe condizioni necessari
o diventa eguale allunitd: fermiamoct

Essendo
ol ek
sin. = sin. — —

avremo
‘ o sinin B S e
i S 1
o) Fah—m— = % A
t .
Ma si sa essere (1)
- & conk(r—r)
(61) 3" Ak o e

formola olie & vera solamente pei valori di x compresi fra
zero € 2, inclusi anche questi imiti. Applicando guesta for-
mola a trov. due integrali del secondo membro della pre-
cedente (60), ¢ rammentandoci clie @ prende tutti i valori
da o a r si vede pel primo che non pud essere $>1, perché
nei valori di @ prossimi ad r verrebbe negativa la quantiti
pel seconda si vede che non pud

di & prossimi ad ril coeflicien-

sotto al coseno: similmente
essere $<1, perchi pei valori
R —
[} Poiston. Joaraal. Palyt, Cab. 19. pag- 418-
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te di J sotto il coseno passercbbe al di li dell'altro limite
ax: in conseguenza deve essere s=I. Aspettinmo perd a fare
s=1 dopo eseguita Papplicazione della formola (61): il che &
indifferente, ma ricsce comodo: avremo

acters e D

2% Ak
¢

ro=rr e

cos. {:‘m—iﬂ—

ST W A PP

Poniamo questi valori nel scoondo membro della (6o), e chia-
mandone per un momento Til prima membro, otterremo con
pronta riduzione

sin.(fzs — insin. 2
-

i Wi

& scomponendo il primo seno del numeratore, e insieme av
vertendo essere sin.ir=0

i,
I=cosimsin. =

valore che sostituito nella (59) la riduce ( fatta s

q}(::):;lj:da.@[u] 27Alsin. Zsin

formola assai nota, ¢ anche in° questa memoria trovata con al-
tro metodo al n.° 13. ¢ segnata (14).

35 Ho tentato varie altre determinazioni della forma x}ai(z:]
nell’equazione (4) del n.” 3,¢ della forma arbitraria f{a) nell®
equazione (to) per cercars nuovi risultamenti col metodo e-
sposto al 0% a1, e coi teoremi dei nt 31, 3a: il che, sicco-

Tomo XX. 67
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me & manifesto, poteva farsi in moltissimi modi diversi. Deb
bo perd dichiarare d’essere sempre giunto oalle stesse formo-
Ie di Fourier, o ad altre che da esse si possono dedurre: il qual
socondo mezzo di dimostrazione sart da ognuno preferito a
quello di seguire a priori ealooli lunghi e intralciati. Per re-
came un csempio: una delle formole piti curiose a cui vens
ni dapo molto_giro di operazioni & Ia seguente

(6 =2 [ Taailf T st = s )

Ia quale & molto simile alla (a4) che qui richiamo

£ (v | dpin psin

ma ha queste due singolarita, che la & tolta fuori dal simholo
$ non viene a collocarsi sotto trascendenti circolar n fun-
zioni razionali assai semplici, e che contiene w
minata a che pud essere nn qualunque numero positivo. Essa
perd pud dedursi dalla formola di Fouricr or ora ripetuta, od

ccco come. Pongasi (=) per gle)s cid ohe non f difitco,
essendo z una lettera esprimente una quantiti qualungue po-

sitiva, poi faceiasi %:y ayremo

=2 j “dug (:) f " dp.sinpyusin pa:

Adesso s faccia a=ufl, e verrd

L “a5.0(6) [ dp sin pyusi

si divida per u e si moltipliohi per sin.au , essendo & uia
«quantith qualunque positiva, sarid
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) e =2 43 3(3) [ dp sin.avsin pyesiv pus

osservisi essCre per trasformazioni trigonometriche
simausin. pyu.sin. piu
= 7' sin fa-+p(y—p))u+ % sin(a—p(y—g))u
— L sin.ap(y-f)i— 2 sinfa—ply--8))u

epperd so ne facoia la sostituzione nella precedente, e poi si

integri per @ fra i limiti o,cc. Rammentate le note formole

e :
f\"’dx. e 2y [ Cinsinar=
e g 2

verri, dopo aves iplicato per =, e rimesse x, a per y,f
» dopo aver moltiplicato per =2 C a per y.b

& Sangof S (s e

¥ T
o e

Plal=

Qui lequattro frazioni sotto il secondo segno integrale si pos-
sono compendiare in varie maniere: due ne distingno che dan-
no le formole

‘F“_*fm’j‘“‘ﬁ f df"(—ru—mf ﬁ:)

69) plal= 2 dutlo) [ty i ~ i)

delle quali Ja prima & la (62).




5aB Suvpa Teoma pEe Fusziowt ec.
36. B facile verificare queste formole per qualche caso
particolare in oui si sappiano far® le integrazioni. Per wn

esempio sin glz)= = e la (63) potrd seriversi

5 M e = e

2

ora 1" integrazione ordinaria dimostra prontamente la formola

ﬁ =l (—1)

trovata anche dal Poisson con altri metodi pitt complicati: ep-
perd per la sua applicazione si ha dalla precedente prenden-
do il segno superiore

[l - =

che pud ridursi alla espressione
o zalort=) [ ’
Lo o [y, :
e
quest'ultimo integrale si ha dalla stessa formola ora usata che,
preso il segno inferiore, da per esso il yalore — = log/(—1)-

Sostituendo ottiensi

equazione che i riconoscerd identica quando pongasi per
log.(—1) il suo valore /=1 dato dalla celebre analogia di
Giovanni Bernoulli.

37. I due teoremi dei n. 31, 3a; anche indipendente-
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mente dalla loro applicagione al metodo esposto nel n.* 21
forniscono due formole interessanti. Le (k)esime equazioni di
quei due sistemi, ove alle XI,Kn, s e sostituiscansi le e-
spressioni date dalle (35), (36), compendiando alla solita ma-
miera le serie infinite dei secondi membri possono scriversi

(64)

(65)

dove i coseni cos.i, cos.kr si pongono indifferentemente nel
pumeratore o nel denominatore per una ragione sopra ac-
connata. Vedesi che ho mutata la lettera nei due inte-
grali delle (55) (56) il cheera lecito entrandovi essa in un
modo meramente istrumentale. Cosi le precedonti (64) , (65)
sono formate cogli integrali finiti in un modo somigliante a
quello con cui le formole di Fourier, o le (62), (63) sono
fatte cogli integrali continui: la variabile A & tolta di sotto
a un simbolo qualunque H di funzione, ¢ trasportata in un
denominatore di una funzione razionale. Perd quasi tutte lo
proprictd di quelle insigni formole si riscontrano anche nel-
le (64), (65), che come quelle si estendono facilmente a un
qualunque numero di variabili,

38. Agevolmente o senza intermedj di altre teoriche si
traduconio le (64), (65) in integrali continui. Gid pud farsi in
varie maniere: eccone una. Si elimini il fattore i.cos.in (e si-
milmete anche " altro kcos.kx ) mediante il teorema
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Surna TEoRIA DEF

)f.,Td‘ liin.g

sin

(66) icos.in=

che prontamente si dimostra coll’ integrazione ordinaria : poi
pongasi H,_ invece di H,, esseudo o una quantith che pud
H h

diventar piccoln quanto si vuole: indi si passi dagli- integra=
1i finiti ai continui-col meétodo noto e gid praticato anche in
questa memoria. Non mi fermo sui risultamenti che somni-
nistrano formole. delle-quali pud ripetersi quanto dissi al n?

itevole d’ attenzione 1" uso delle
per la ricerca di integrali finiti de-
finiti fra 1 e co, cho se ne possono dedurre in numero tanto
grande;quanto si yuol Serviranno entrambe , ma per la se-
conda osservo , che quando s & numero intera, s'incontra la
Gircostanza del passaggio per Pinfinito: circostanza che esige
tutta Ja cautela (*). Fard un solo esempio sulla (65). Sia

39. Piuttosto trovo m
(64), (65) tali come son

o hzeoshx

sin. &
¥

si ha

sia hurcos hx S
- _:__z Al
- ix =
sin, % 3

Ammettendo la condizione che x sia compresa fra 0, ax escln-
i i limiti, abbiamo (**)

(*) Poiuon. Jonrmal Palyt. Cab. 13. pag. 325,
() Poisson, Journal. Pelyt. Gilt. 19. pog. 418.
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STk, ik

quindi_sostituendo si cava

S momsa O |in.izxou:
= T sin. 2%

(67)
formala che facilmente si verifica in molte maniere dando ad
z ¢ ad s dei valori particolari.

Non voglio dissimulare che ritenendo s quantith reale, la
formola (64) incontrerd le difficolta cui soggiacciano le seric
divergenti: non cosi la (65), che si risolve in una serie con-
vergente.

NoT4A

Sugli integrali finiti definiti.

Essendo I una funzione analitica formata di molte let-
tere, esprimerd per BAxP piuttosto che per ZP I' integrale
finito indefinito preso relativamente alla z, e ¢id a fine d’in-
dicare la variabile per cuisi & fatta Pintegrazione, in perfet-
ta similitudine a quanto si pratica neglintegrali continui, Qui
perd bisogneri esprimere’ a e anche una quantitd finita @
eni & eguale la differenza Ax. Immaginando trovata per ZAz.P

. £ L .
la funzione F(z,0) che vi & eguale, seriverd 2 Az.P invece
o

della differenza F(b,o)—F(a0), © chiamerd questa espressione
¥ integrale finito dolla P preso per rapporto ad & ¢ definito
fra i limiti x=a, +==b, essendo Ax=0. 1| sig. Fourier segna
questo integrale definito colle duc equazioni x=a, =5 sorit-
te costantemente una sotto e una sopra il simbolo = , il che &
un po’ pitt lungo per la serittura e riesce incomodo per la
stampa. Questa ragione, e piu quella della piena somiglianza
colla notazioue adottata per gli integrali definiti continui, var-

&
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ra, spero, perché mi sia condonata la piccola innovazione in-
trodotta.

Raccolgo nlouni princip] e feoremi rélativi a questi in-
tegrali finiti definiti, di molti dei quali fuccio uso nella pre-
cedente M

1. Si possono rov
integrale. Questo pri
finizione.

1L Dalla equasione notissima nel calcolo delle differen-
ze, che subito si costruisce sulla definizione che ne forma il

ciare i limiti cambiando il segno all’
pio discende immediatamente dalla de-

fondamento
B Ax Ple-rno)=pla)+plr-a)+.. il (n—1)o)+EAZB():

mettendo x=a e trasponendo I'nltimo termine, si ha pel det-
to or ora

7 a)+q!(u+ﬂ)+¢(a+m]+...+ql(a,+{u—|]a]

(a) =7 A pla)=

© 56 oty a=m ponendo n per m-n, o cambiando per co-
modo la z esprimente numero intero in i

8 E:Ax.qi(i):q![m)-»—q)(mq-l]-i-qi(m—i—a)d—...‘-v—ﬂn—E)
che quando n==os, m=1 diventa

@) ZTAig) = g(1) + Pla)+ P(3) + ec. allinf.

I primi membri di queste (a), (6) (7) sono espressioni ora
adottate per significare comprndiosamente serie finite o infi-
nite e tali equazioni provano ch’ esse sono veri integrali fi-

niti e non modi capriceiosi di sorivere.
T1T. Qsseryisi il seguente teorema
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2 Avgls) =3" Aigfie)

dove & Az=o, Al Esso si prova subito sciogliendo i due
membri nelle due serie equivalenti mediante le (a), (8): que-
sto & il teorema usato nella memoria ai n.' 11. 13,

IV. Essendo b =a—+me, c=a=+no &

2 Megle) + 3 Axple) =3 Azg()

come nel caso analogo degli integrali continui: il teorema si
prova colla formola (a) precedente.

V. Tutte le série infinite di cui si conosce la somma (¢
grandissimo ne & il numero in analisi) somministrano altret-
tante formole integrali definite fra 1,00 date per espressioni
finite e note. Per un esempio la notissima

9

la quale & perd soltanto vera quando a < 1, ossia quando la
serie infinita & convergente.

VI Il principio della derivasione e integrazione per le
costanti, che nel calcolo degli integrali definiti continui con-
duce a tanti nuovi risultamenti, vale similmente anche per
gl’ integrali di cni parliamo : si possono addurre ben molti
esempj in cui esso somministra formole riconosciute altrimen-
ti per vere.

VII. Non'solo dalle serie infinite ma anche dalle espres-
sioni per prodotti infiniti si cavano formole come all’ art, V3
cid avviene perchd queste espressioni si riducono a quelle se-

Tomo XX. 68
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e derivando, logaritmicamente per alcunia defle costanti. A re-

carne un esempio: dalla espressione

)(o- )~

ponendo z=m#, ¢ prendendo i logaritmi si ha

=z (1 —

logsin zz=log.r-+log a=+E7Ai. ]ug.(l =

¢ derivando per z facilmente si deduce

t — < ootax
Rf_ka’m"'

o,
(@ oA

Se il secondo membro di questa cquazione si scrive sotto la

| sinrr—rEneez 30 o
t forma ZEEEESEE, diventa - per £=0: ma colla nota rego-
| in %

|

la si cava il vero valore e quindi ln formola

| che & conoseinta dietro 1" uso di principj analitici di

% VIIL. Gl integrali di cui qui si parla si nsano ta
promiscuamente cogli integrali continui , e sono dati gli uni
per gli altei. Cost il Poisson sul principio di una sun elegan-
tisshna memoria (*) dimostra I’ equazione ad integrali misti

2 A

. =
; [P

e

fra —m.co: eccone un altio

dove g deve essere comp

() Journal Bolyt, Gk, a8, pog- 296,
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esempio. Dalla

che si oftiene subito dalla () col porre o= moltiplican-
do per sin.kz, coskz, e poi integrando per z da o all'ss, si
hanno per formole assai note (*)

o T ] - eonkz
A e = ke

Di questi integrali finiti il primo & conosciuto (**) per una for
mola che si cava anche subito dalla (¢} ove pongasi z=k/—1,
© si conchinde

ks el
« winke _ x & +e i
e e TR
& g

IX. Notabilissima per questi integrali, come per glinte-
grali continui, & la circostanza che spesso ha luogo, di pote-
re assegnare il valore dell’integrale definito fra certi limiti ,
mentre non se ne saprebbe trovare " integrale indefinito. Co-
si mentre il calcolo delle differenze mnon sa dare I integrale

indefinito. SAL % si ha da una seric nota

=—log(1—a)

(*) Poissan. Joursal Polyt. Cab. 16. pig. atg.
{(**) Poisson. Journal Polyt. Cah. 19. pag. 416.
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formola che potevasi prontamente dedurre anche dalla prece-
dente (3) integrando per la costante @ fra o, a dopo averla
tutta divisa per la stessa a.

X. La precedente osservazione non toglie che il mezzo

piit ovvio per la ricerca degli integrali definiti sia quello di
tentare il passaggio per I'integrale indefinito. Pertanto dimo-~
strerd qui due formole d'integralt finiti indefiniti ohe sono fe-
condissime di applicazioni, e tanto pitt volentieri in quanto
che il metodo usato riesce egualmente bene in varii altri ca-
<i analoghi. Pongo

}- X= Em:.pxcos.a: E Y = ZAx.p sin.a%;

I prendo dal caloolo delle differenze 1 quatiro dati seguenti

Asin.az = (008.a0 = 1)sin.a% -+ §in.aa.00s.6%

Acos.ax = (c0s.a0 — 1)c08.2% —sin.agsin.ax

zaxp’=__zi_4
it
3As(0 7) =UZAzZ— 2ac((l+ 2Az.Z)AU]

coi quali le due equazioni di posizione si cambiano nelle se-
suenti
X = cos.ax L — — ZA%.

i

[[(r.o:.m — 1)cos.ax — sin.agsinaz ] et
2=
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Y =sinas L — 34z,
=i

[[[cos.m = 1)8in.a% + sin.aecos.ax] ..; ] a

¢ queste (osservando che gl’integrali dei secondi membri,
sgombrati piti che & possibile dei fattori costanti, sono ‘que-
gli stessi designati colle lettere X, Y) danno cop facili ridu-
zioni le due equazioni

(P c0s.00 — 1)K — p'sin.ac¥ =p cos.ax

P sinaoX -+ ( p cos.an — 1)Y =p sin.az.

Si risolvano queste col metodo elementare, e sostituendo ad
X, Y, le formole rappresentate, si avranno

SArpcosar=p o clelr—sll—cues
e et

(n)

FAwxp sinaz=p te=)tin.ox
1=ap? coracp”

3
Quindi i deducono le espressioni generali per 2 Avp”cos.ax

3%z p"sin.ax qualunque siano i limiti a, §: e moltiplicando

la prima per cos.g, la seconda per sin.g e sottriendo, poi la
prima per sing e la seconda per cos.g € sommando, si han-
no quelle anche piu generali di

2 axp cos arrq), 30 Az p sin azg).
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Non iserivo queste formole per amore di brevitd, ¢ perche
ognuno lo pud fare.
Dalle (7). definendo le integrazioni fra 1, co, messa o
¢ quindi surrogata la lettera i alla 2, si hanno subito

@)

le quali suppongono p<r. Queste formole che il Poisson tro-
va coll’ uso delle serie (*) ed altre_che ne conseguono, sono
manifestamente casi assat particolari delle

] z {; =
¥ Avpleosar, ¥ Awpsinar

che insegnammo a trovare.
Si determinang per le -premesse anche le formole intes
efinite
=
ZAxp

grali i

) = =,
n.azsinbz, SAwrp sinavcosbz,

3Axp vos.axeos by

P do per trasfe ioni tri triche i prodotti di
seni ¢ coseni in seni e coseni semplic, il che le riduce alla
forma delle trovate: cosi si detevminano anche formole in
grali contenenti un qualungue prodotto di seni e coseni, &
quindi anche le

sy (snax)®, Eowp(cosar)s

essendo m numero intero. In seguito passando o definizioni
fra limiti scelti ad acbitrio si dedurri un grandissimo nu-

(#) Journal Palgt. Gah. 19, pag- 425
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mero di formole integrali finite definite che saranne eguali
ad espressioni note.

E se dopo aver introdotto sotto i segni integrali un nu-
mero qualunque di fattori formanti un prodotto

C05.4%C05.HXC08.6...0.; OVVEID SINAXCOS.DECOS.CT...., EC.

si rifletta che le lettere a, b, ... sono quantitd che riman-
gono. affatto arbitrarie, si capird che potendo derivare o inte-
grare a piacimento per queste costanti le equazioni formate
dalle formole integrali e dai loro valori trovati come sopra ,
si estende all’infinito il numero di altri nuovi integrali fini-
ti definiti che possono aversi dai precedenti.




