SULLA TRASFORMAZIONE

DELLE FORMOLE INTEGRALI DUPLIGATE £ TRIPLICATE

MEMORIA

bl Bienon
DOTTOR GABRIO PIOLA
Riceouta adi 16. Giugno 1828,

Nelln teorica della trasformazione delle formole integra-
1i duplicate e triplicate due ricerche, per quanto a me pare,
possono ancora farsi. K la prima una dimostrazione accomo-
data al metodo delle funzioni analitiche dove le lettere non
indicano se non i posti ocoupati da quantitd qualsivogliano
& la seconda uno schiarimento intorno ai limiti tra i quali si
debbono definire gl'integrali trasformati. Si pud credere che
alla prima domanda abbia soddisfato nella Teorica delle fun-
zioni (1) il Lagrange ; ma il suo discorso presenta ancora quel
incipio di una variabilith assunta e dimessa alternativamen-
te dalle ind inate, che & il fondamento della dimostra-
zione data la prima volta da Eulero: ¢ non sembra totalmen-
te conforme allo spirito di chi scrisse che le funzioni deriva-
te e le primitive si deducono le une dalle altre per mezzo
di quantitd che entrano in questa operazione in un modo pu-
ramente istramentale (2). L’altra parte della que
cata in varii Autori che nelle diverse applicazion
ro implicitamente la soluzione: ma non fu, per quello che &
a mia cognizione, trattata di proposito. In tale stato di cose,

(1) Théor. des Bomet. P a. . 1
(@) Lego 5. Edie 10 5.

s les fims,
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vedendo che i due teoremi per la trasformazione delle for-
mole integrali duplicate e triplicato erano di tutta importan-
za nella Geometria e principalmente nella Meccanica, mi s0-
no formato la seguente analisi, Ja quale potrebbe riuscire ad
altri utile come lo fu a me per riconoscere chiaramente la
verith di quei due teoremi; ed iospera che chi vorr pazien-
temente seguirmi nei caleoli e nei ragionamenti, troverd una
risposta adequata alle due proposte ricerche,

S L

Trasformazione delle formole integrali duplicate.

{. Premetta un cenno relativo agli- integrali semplici. Si
desume dalla natura delle funzioni analitiche questo princi-
| pio; che Vintegrale fdxp(x) preso per la z, che sta nella
funzione gi(x) come una variabile semplice, ¢ tenuto incom-
pleto somministra una funzione di 2 ove, se al luogo di det-
ta lettern si metre un’altra funzione qualsivoglia +[p] di una
| nuova variabile p, i ha lo stesso resultato che si sarebbe ot-
| tenuto immediatamente dall’ integrale [dpp(z[p])=[p] tenuto
parimenti incompletos dove z[p] indica la derivata della z[ p]
per lapal modo Lagrangiano omai generalmente adottato, e
che sempre useremo anche in seguito.
a. Conseguenza diretta del principio antecedente che
definendo I'integrale [dxg(x) e dando alla variabile nei due
Limiti i valori ala], x[4] i ha lo stesso risultato che si ottie-
ne dallintegrale [dppla] p])#]p] definito fra i limiti @, £,
11 teorema pud scriversi come segue

0 O togl) = [l )17 )

d
afal

(*) Questa manjers di serivere g w g0 [ 1 quantith che esprime il valo-

ve della variahile nel prime 1i

wgrali deficiti poneudo ai pledi del se- Ve

Tomo XX.
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3. Propongasi Iintegrale duplicato
JdzfdyV(z, r)
e si cerchi nella ipotesi che le dne variabili debbano mante-
nersi sempre fra di loro affatto indipendenti: eseguita la dop-
pia operazione , si otterrd una funzione delle due variabili
2, ¥, che indichiamo per U(w, y'), a cui se aggiungasi una som-
ma F(x)-+4(y) di due funzioni arbitrarie, avrassi, come & no-
to I'integrale duplicato completo. Non parlando ora di que-
sta aggiunta, e rignardando il solo integrale U( x,) indéfini-
to ed incompleto, diciamo che se in Inogo delle =, y si pon-
gano due fonzioni qualsivogliano x[p], y[g] la prima della
nuova variabile p, e la seconda della nuova variabile g, l'in-
tegrale duplicato
[dp[dgVizlp), ylaD=p)y 1)
sard espresso da U(z[p]., y[g]) essendo la forma U quella
stessa trovata p GCio discende i di
to dal principio esposto el n. 1. Di simili integrali duplica-
ti, & notissimo che l'ordine da tenersi nelle integrazioni & ar-
bitrario, potendosi cominciare da quella delle due variabili che
pits piace.

4. Ma gl* integrali duplieati, di cui ora si & discorso, non
sono quelli di uso frequente nelle matematiche: tali sono in-
vece altri integrali duplicati nei quali le variabili rimangono
fra diloro indipendenti in una sola integrazione. Dice Eulero )
che di questi ¢ dei primi grandissima & la differenza ; perché
quantunque nella prima integrazione si praceda egualmente,
(uando si passa all’altra integrazione, la variabile che nel
primo caso si tratta come una costante, diventa invece in
ambi i limiti del primo integrale funsione dell’altra variabi-
le. Nondimeno 1" inversione nell’ ordine delle integrazioni de-

alto quella el esprime il valors della casa presentaments sceettaza da tutti i
variabile nel sceando Timite, & statala Geomatri Francesi.
prima volts introdotta dal Sig. Fourier: ) Cal. Int. T. IV, Supp. VE.§. 7.

siadstea fn quests memoria essendo
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ve ammettersi anche.in questo secondo caso, purché faccia-
si nel modo che siam per dire ; come si conosce chiaramen-
te tenendo di mira il fine a ewi & indirizzata la ricerca dei det-
ti integrali duplicati. Infatti la regola che si tiene & questa:
eseguita sulla V(2,y) la prima integrazione per y, si defini-
sce il trovato integrale fra due valori di y

(=) r=rla) 5 y=r8)
che sono radici di una stessa equazione data
8] fl= y)=0

poscia la seconda integrazione per & si estende fra due limi-
i x=a, x=, che sono i valori del massimo o del minimo
che prende la @ considerata nella precedente equazione co-
me funzione implicita della y: ossia, cid che & lo stesso, so-
no due radici di quella equazione a cui si perviene eliminan-
do y fra’le due
flmy)=03 fly)=o

Cosi facendo si sa che nelle applicazioni il valore ottenuto
esprime la misura di un qualche concreto, per esempio ; la
quadratura di wna snperficie piana circoscritta da una curva
continna. Ma essendo quel concreto riferito a due coordina-
te, non vi & aleuna ragione per la quale una delle variabili
debba essere all’ altra preferita. Questo & chiavissimo, e ne
conseguita che il resultato finale deve essere lo stesso, se si
cominci ad integrare dalla @ e si estenda I' integrazione fra
i limith 5 =2 (r); @ = () ndiei della stessa f(z,)=

e si passi alla seconda integrazione per y estendendola fra i
limiti y=a, y=F radici di quella equazione a cui si ginnge
eliminando z fra le due f(z, y)=0; f(=
5. Sia dato, come pin sopra, I'integrale duplicato
Jdz fdyV(z,y), ¢ 1 equazione dei limiti f( &, y )=o; ¢ si
stabilisca di estendere la prima integrazione per y tra i limi-
i yl(x), rla)s e la seconda per # tra i limiti @, 6. Ora in

.

luogo di y pongasi una funzione qualunque y[«, p] dell’al-
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tea variabile x e di una nuova p , ¢ cony[ p]esprimasi la deriva-

ta parziale della y[z, p] per la p: si dice che Vintegrale duplicato
SdzfdpV(z5] = p])yip]

condurri allo stesso valore finale se la prima integrazione per

p si estenda fra i limiti p (x), p (=) valori di p cavati alla

stessa maniera dalla equazione

(t] Sz yl#pl) =0

e la seconda integrazione si estenda fra i limiti a, b come
sopra. Cid sard provato quando si conosca che la funzione di
z preparata per la seconda integrazione , vssia, il che & lo
stesso, il resultato della prima integrazione dopo la definizio-
ne dell” integrale, sia il medesimo in aibi i casi. 1. equazio-
ne (1) del n. 2 di

P (=) A 7 (=1
2 dpV(%, 9 = dyV(x,;
@) jr =) el P}JTL’,] /J'Lr-_:(!ll V(=)
' '

& perd la proposizione & provata quando sia vera questalira
equazione

sl (2] Yy (=)

= dyV(z.y]

) o T AVt [V (=r)
} 1

la quale suppone le due equazioni
@ er@l=sE s e El=r
Ora queste equazioni hanno veramente luogo, come & facile
a riconoscere osservando che il ritrovamento delle due p (x),
pn{z) radici della equazione (4) conduce primieramente alle
due equazioni

slwpl=ra 5 =rl=rE
le quali, sciolte per z, dauno poi i valori p=p (x), p=p (s}
questi valori sostituiti nelle precedenti equazioni da cui so-
no cavati, debbono evid renderle identiche, e allo-
ra si hanno le equazioni (7).
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6. Presentemente possiamo proporci la trasformazione ge-
nerale delle formole integrali duplicate. Sia tutto come al
principio del n.° precedente, ¢ siano anche date le due equa-
zioni
®) z=z[p.q] 5 y=rlr:q]
per le quali le due variabili si esprimono generalmente in
funzione di due nuove variabili p, g

Dalla prima di queste equazioni (8) si pud intendere ca-
vata la ¢ in funzione di z, p.

(9) g=ql=p)

il qual valore, se sostituiscasi nelle (8], le riduce
{10) z=z[pq(=p)]

(1) r=rlmalzpr)l

Di queste la prima, cioé la (10) deve essere manifestamente
un’ equazione identica, perd insieme con essa sussisteranno
tutte le sue derivate tanto per x che per p: gioverd notare
le due prime
(12) o = 2(p} + 2 (g)y(P)
(13) 1= 2(g)g (=)
1 altra equazione (11) servira come segue. Vedemmo (n.
prec. ) che il valor finale dell’integrale duplicato non muta se
pongasi in luogo di y una funzione dell’ altra variabile x e di
una nuova p, purché la funzione \'(;:.;[x,p] ) si moltiplichi per
»Tp]. e si prenda il primo integrale per p. Poniamo dunque
in luogo di y ln ¥[ps ¢ (#,p)] data dal secondo membro del-
la {11), che ¢ veramente nua funzione delle due x, p (non
facendo aleuna differenza 1" esservi la p in parte esplicita in
parte implicita alla g (z,p)) solamente avvertiamo che la de-
rivata parziale per la p avrd due termini, dei quali il primo
sard dovnto al p esplicito alla g(x,p) e I"altra al p impli-
cito, sard ciog

Ap)=r(p)+riaqle)
Questa espressione pud subire due cangiamenti, in Iuogo di
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¢'(p) si potrd porre il suo wlore—f-,‘—(f-s cavato dalla (13) &

si avrd
)R =gty
Flel= 17'(E) Uf

poscia si potra mettere g/(x) in luogo di—z,'@ in virt defla

equazione (13), e cosi avrassi
7lr)= {2 (gW(p) =7 la)s (P gl

quindi " integrale dupli sit nella espressione
(1d) fdzfapVialpatepolpateplielay (2= (@)= (Plig =)
dove osservo ‘che veramente la V avrebbe dovato scriversi
V([ g (2 p])> ma ho potuto surrogare alla = semplice
Ta quantitd z[ ¢ (2,2)] che gli & eguale per la (10), e mel-
la quale la p non entra che apparentemente.

In questa espressione (14} & da notarsi che anche nel
fattore binomiale formato colle derivate parziali

#g)rlp) — vla) #1p)
sta dappertntto la quantith composta g(x,p) in lwogo della
lettera semplice g talché se pongasi
T(p, q) =Vialps g oLps ghile) () =7 la)= (P}
considerando le derivate parziali come dedotte immediata-
mente dalle equazioni (8), ¢ quindi aventi la ¢ lottera sem-
plice . il precedente integrale duplicato (14) potrd seriversi
(15) Jdzfdp¥(ps g (:p) 4')-

Dal complesso delle cose fin” ora vedute risulta che s¢ si pren-
de il precedente integrale (15) cominciando integrazione dal-
la p ed estendendola fra i liiti p (=) () dedotti dall’equa-

zione

(:6) farlpglsp)l)=0
© poi si passa alla seconda per # estendendola fra i limiti z=a
z=b, si avrd lo stesso resultato finale come se, non avendo
fatta alcuna trasformazione, si fosse operato alla maniera
espressa al principio del n.° 5. 2
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7. Gerchiamo ora se nell’ ultimo integral duplicato. (14),
o (15) si pud rovesciare I’ ordine delle integrazionis e osser-
viamo che questo sark provato quando si arrivi a dimostrare
che i valori x=a, 2="> limiti della seconda integrazione
sono quelli stessi a cui saremmo giunti cercando nella equa-
zione (16) dei limiti i valori del massimo e del minimo della
stessa % considerata come funzione dip (n.” 4. ). Questo poi
& cosa assai facile: perocche le equazioni, dalle quali, elimi-
mata p, si hanno per x i valori del massimo e del minimo,
sono la stessa equazione (16) e quest’ altra

SO B +r @)} =o
ossia, dividendo quest ultima pel secondo fattore, le due
(7). flEalpa@pl)=c 5 fOlp glep)]) =0
Ora si vede subito che la p si elimina fra quest’ ultime due
eliminando tutta la funzione [ p, ¢(#,p)], la quale opera-
zione di lo stesso resultato che si sarebbe ottenuto eliminan-
do la y lettera semplice fra le due f(2,y)=03 f(y)=0,
come al n.* 4.

8. Pertanto invertiamo le integrazioni nell’ integrale du-
plicato (14) o (15), cioé incominciamo dalla z , integrando fra
i limiti @ = (p) s 2=z (7) desunti. dall’ equazione (16), ©
poi passiamo all’ integrazione per p fra i limiti p=m, p=n
che sono i valori del massimo e del minimo ottenuti elimi-
nando z fra le due
(8)  flarlpg@mpl)=c 5 [+ @) =o
la qual seconda & la derivata della prima presa per rapporto
ad 2. Otterremo cosi primieramente 1’ integrale

() s g (e ) (2)

il quale, pel n® a2, eguaglierd quest’ altro

(a0) [P ()

o= (php)
[
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© quest’ ultimo eguagliera 1" integrale
7 (P

4 dg T (ps
(1) f;w 7T (P29 )
che & come si vede, definito fra i limiti g=g (p) 7=7,(7)
i quali sono radici della equazione
(23) fldp. g .olpdll =0
sciolta per ¢ ; non essendo questa equazions che la (3) col-
Ia sostituzione dei valori (B). Sard provata I’ eguaglianza dei
due ultimi integeali quando siano provate le equasioni
(3) ol lphp=alp) gl () P) =4,(P)
e queste provansi nel modo seguente. L equazione (16) a mo-
tivo della (10) pud seriversi

Flalp gl p)lalps dlep))) =0
Sciogliere ora questa equazione per x e cavarne
n:l(_i)}, z(p) richicde che prima se ne cavi la quantith com-
posta g, p): il che facendo si fa come sciogliendo la (22}
per g Si hammo cosi per g(z p) due valori g(x, )= ¢ (P)3
i valori

i valori

glzp)=q,(p) ¢ da queste equasiou si hanno poi
= (p)s @ (p)
Ta verita delle equazioni (23).
9. Passando presentemente o
osserviamo che le equazioni (18)
possano: seriversi
Flelps gl pllalpo gl pl) =0 (w)lg)+f () gl=0
e che si elimina fra queste la x eliminando la fanzione g(z.p); la
ultima operazione conduce allo stesso resultato che 1 eli-
pressa con una lettera semplice fra le due

che risostituiti nelle equazioni stesse mostrano

I altra integrazione per P,
a motivo delle (10) , (13)

qual’
minazione della g es
o) flelpal Apd)=o  fREE+rd=ec.
ere il sistema delle due equazioni dalle qua-

& questo 8i sa ess
i hanno i valori del massimo e del minimo

1i, eliminata g, si



Dev Sic. D. Gasmio Prors 281
della p considerata nella (22) come funzioue implicita della
stessa g

10. Raccogliendo le cose dette nei due numeri preceden-
ti si vede che rovesciando nell’integrale duplicato (15) l'or-
dine delle integrazioni e prendendo la prima per 2 fra i li-
it  (p). % (p) desunti dall equazione (16), ¢ la seconda

per p fra i limiti p=om,p=ndesunti dal sistema delle (18}
dopo averne scacciata la z: si ha lo stesso risultato che si
ottiene dall’ integrale duplicato

Sdp fdg T (p, )

dendo la prima integrazione per g fra i limiti g (p),
:

radici della (22) e la scconda integrazione per p fra i
(P g P

limiti p=m , p=n che ottengonsi dal sistema_delle (a4,
scacciata la g. Ma si pud (n." 7.) voyesciar Pordine delle
integrazioni nell’ integrale (13) senza alterare il valore finale,
& lo stesso integrale (15) preso colle integrazioni dirette (n.”
6, sul fine) eguaglia Uintegrale duplicato [dx fdyV(z; y) pre-
s0 come si & detto al principio del n.” 5: adunque, rimetten-
do per T(p. g) il suo valore (0.° G.), si ba fnalmente il
Teorema desiderato, cioé

.» L integrale duplicato fde/dyV(z, ), presa la prima
. integeazione per y fra i limiti y (x), y (x) desunti dall”e-
. quazione f(z,y) =0, e la seconda integrazione per x fra
i limiti @, &, che si cavano, seacciata la y, dal sistema del-
o le due f(z, y)=o0, f(y) =o0: presenta lo stesso valore fi-
., nale dell”integrale duplicato

(a5)  [fdpfdgVislp- 41, o1p: g (0) ¥ (P) =7 lg)=' (P )}
., prendendo In pria integrazione per g fra i limiti g (p)s
» q () dedotti Gall” quasione £(s[p, al. 71ps g =0s e poi

. la seconda integrazione per p fra i limiti p=m, p=n ca-
4 vati dalle due
Tomo XX. 36
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falpalylp gl =c 5 el +rO)yig=c
» dopo averne eliminara la g.

11, E chiaro [ n*4) che se nell”integrale duplicato pro-
posto pud invertersi I owdine delle integrazioni, potrd anche
invertersi nell’ integrale duplicato (25) risultante dopo la tras-
formazione. Vedemmo infurti che nelle equazioni (24) havvi
la stessa relazione formata colle nuove variabili p, ¢. la stes-
sa dipendenza per la ricerca del massimo ¢ del minimo che
al n° 4. ci persuase ad ammettere I’ ne. Se dunque
Pintegrale (25) 8" incomincia da p e si estende fra due limi-
6 p (g)  p fg) rdici dell” equasione f(:[zgl 7 Lrs 1) =
e poi si passa alla seconda integrazione per g estendendola
fra i limiti g =g, g =v che si ottengono dalle equazioni

Fllpallma)=o s FlEp -+ (P =
dopo avere climinata la pi si aved lo stesso valore di prima,
o il valor finale sark ancora eguale a quello che si ha dall®
integrale duplicato fdz[dyV(x,y) preso alla maniera pit vol-

te ES!JOSI&.
1. Rimane ad avvertire, come fanno tutti gli Autori,

che il binomio

1vers

=(g)y(p) — (0¥ (P)
pud a piacimento avere il segno contrario: il che si fa mani-
festo ripetendo da capo le operazioni esposte in questo para-
grafo e solo cambiando ( cid che & in pieno arbitrio) fra di
loro le variabili #, .

§. 1L
Trasformazione delle formole integrali triplicate.

13. Propongasi I’ integrale triplicato
(26) fdzfdy[dN(2,5.%)

e I" equazione dei limiti
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(27) flape)=os
Ia regola che si tiene in queste iuteg
Si prende ad arbitrio I"ordine delle va per le qus
bousi eseguire le tre integrazioni, per esempio I’ ordive z,
v, z: ed & chiaro che pud variarsi iu sei modi differenti a
ciascun dei quali si adatta facilmente, cambiande solo le de-
nominazioni delle lettere, il discorso che esponiamo, supposto
l’_ardinc 2, ¥ % Sieseguisce la prima integrazione per z.,
ritenendo costanti le y, @, ¢ la si estende fra i limiti

(28) s=z(my) 3 2=E o)

che sono radici della equazioue {27) sciolta per z. Poscia si
passa all’ altra inlegrazivne per y che si estende fra i limiti

(29) r=xla 3 r=2i

i quali sono rad
nando z fra le dne

(e flanz)=o ; f)
& sono i valori del massimo e del minimo che prende la y nel-
la equazione (a7) considerata come funzione plicita di quel-
la variabile = per la quale & stata fatta la prima integrazione,
ritenuta = costante, In ultimo si fa Uintegrazione per = esten-
dendola fra i limiti x=a, x=»4 che si cavano dall’ equa-
zione risultante dopo I”eliminazione delle due variabili y, =
fra le tre :
(31) flayz)=0 =0 ; fly)=0
& sono i valori del massimo e del minimo che prende la z
uella equazione (37) considerata come funzione inplicita del-
le due variabili 7, =

14 11 valore finale dell® integrale triplicato che st dedn-
ce dopo le tre definizioni spiegate nel n.® pree. esprime nel-
le applicazioni la misura di un qualche concreto, per esem-
pio, la soliditd o la r di un corpo. Siccome perd ( come
si disse al n.° 4 in un caso similissimo) non hayvi alcuna
ragione per la quale, mentre quel concreto sivriferisce a tre

di quella equazione che si ottiene climi-

o
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nali, si abbia delle tre coordinate a scegliere una
enza delle altre: segue di necessita che sortirh sem-
pre lo stesso valore finale qualunque sia I"ordine con cui &
prendono le tre variabili nelle integrazioni. J
15. La trasformazione generale di questi integrali tripli-

cati st pud dimostrare nel modo seguente. Siana date tre equa-
ioni per le quali le tre prime variabili si esprimano col mez-
zo di tre nuove p, 4, 7

Be)  r=zlpary=rlparhs=drgrl

e prima di far la sostituzione di questi valori sotto Uintegra-
le triplicato (26) vediamo alcunc conscguenze delle poste
equazioni (32) che ci saranno necessarie nel progresso.
alle due prime st cavino i valori di
1odoche quelle possano espritersi per

Immaginiamo clie
g 1 per &y € p d
queste colle. equasioni
(33) < g=glmrp) s r=dEsnp)
so le funzioni che formano i secondi membri- di quest’ultime
ni da cui

si sostituiseano in luogo di ¢, r melle stesse equaz
furono dedotte, si avranno manifestamente le equazioni iden-
tiche
(34) w=alpagle sz )l y=alpalespsp)rErp) 1
& 6 le medesime funzioni pongansi allo stesso modo nella
terza delle (3a), avrassi di pitt quest’ altra

(33) 2= z[p gl rop)s ey p) )
Ora essendo identiche le equagioni (4) sussisteranno insieme
ad esse tutte le loro equazi derivate prese per p, per %,
e per y. Al nostro caso nou giovano che quelle di primo or-
dine; avremo pertanto le due derivate prese rapportoa p che
saranno

o= 2(p)-*lglglp) + <l (p)
o=y{p) +¥lgdp) +y1r(e)s
le due derivate rapporto alla x

(36)
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1 =2g) ¢'(x) + (1) rlz)

o=y 4=+ Flz)

& le due rapporto alla y

o= () 4'(y) + () /(x)

=219 7 () + 20 7(2)-

8i cavano dalle equazioni (36) le due

(37)

(38)

oy — PNy _ Tipyig—rip=ig
B qle)=Tehms M= Tt

dalle (37) le due

' ) Fo —x'ig)
8= araamm TS T e
e dalle (38) le due

) S g
= reramn 5 O Tro-reEn ¢
Queste ultime quattro poi somministrano
(V) — — ey ==
4@ —r=)g(x) —W‘?\gpﬁﬁ
ossia
(4o) 7N =@ =TT
16. Richiamo I equazione (35) e la derivo per rapporto
a p, indicando per z[p] la derivata di 2 per la p tanto espli-
cita che implicita alle g(x, y, p), r (¥, 7:p)s ottengo
Zlp]=#(p) + #lgg'(p) + ZIr(p) 5
metto in questa in luogo delle ¢(p). #(p) i lora valori dati
dalle (39) , e mi viene

P =g g ) Py S PPy gy p)rig)]
gy =g

“lrl=

dove faccio sparire il denominatore servendomi dell’equazio-

‘ne (40) » ed ho
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(Pl == =)A=l =) 7 ()= (= PI]
-+ 20 () ) =¥ () gt 7 ) — Falg )] -
Osservo che in questa espressione il secondo membro & com-
pasto di due futtori, cioé di un binomio . e di un sestino-
mio formati cou tante derivate pargiali. Le derivate parziali
che compongono il sestinomio sono altretiante funzioni di
{ Prglesysp) s iy p)s cioé contengono le quantiti compo-
| ste gl s p) s r{z.yp) vel luogo delle lettere semplici g, 1.
J Intendiamo pertanto che sianvi in esso sestinomio le lettere
semplici g, r invece delle quantiti composte, € poniamo per

‘; breviti
) §[ps grrl = 2P @) 7) — ¥la) =(0))
() (p) —r i (p)] + 2l )y ) = (2=
dove le derivate parziali sono fun: delle p, g, r quali de-
duconsi direttamente dalle equazioni (3a): sard
(42) (el =Slps gleyop)ortey, pllg@F )= 0}
17. Queste cose premesse, torniamo a considerare Vinte-

grale proposto. Veggasi primicramente come it Vera Pequa-
gione tra gl integrali semplici

= (7,7} P (=)
) [, Vimyia)=f 4, Ve slpaterprerpelsl

dove nel primo integrale i limiti sono quelli dati dai secon-
di membri delle equazioni (38) ; ¢ nel secondo vi & nella V
in luogo di z la quantitd composta eguale, data dal seconda
membro della (35): vi & la z[p] sua derivata per p espressa
nel modo convenuto al n.” 16. precedente: o i due limiti so-
no valori di p cavati dalla equazione

44 flaads dlpsalwayap)s faaypll) =0
che & la (a7) colla = composta data dalla (33). Se in luoge
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dei dne Timiti = (x,5) 5 = (% ¥) nel primo integralo della equa-
sione (§3) vi fossero queste altre quantith
e gle rop (6 0)s s yop (00)) 15
Apagleyap (=00)s 2o p (.0))]s
la veritd della detta equazione sarebbe una immediata conse-
guenza del teorema del n.° a; perché dunque sia vera Iequa-

zione (43) tale come sta, bisogua che sinuo ideutiche queste
altre

(45)

L2 4@ 20 2 (0 ) s Mo 2o p (@ )))=2 (20)
2[ps gle s p 2 0)) s 7lm yap (o 0) =5 (220)
il che Racilmente si dimostra osservando che per cavare i due
valori p (#57).p () dalla (44) si comincia a cavarne la z
composta coine, facevasi della =z semplice sciogliendo I’ equa-
zione (27) per dedurne le (a8). Cost si fanns per la z com-
posta due valor. che sono

gl rap) s iz rs p)) =2 (@)

Ak glwsyop) o iz ys )= (2, 5)
e queste equaziai, sciolte separatamente per rispetto alla p,
danno i due valoi p=_pl(;,y)-,,;:p‘(x,y] i quali risosti-
tuiti nelle stesse quazioni da cui farono dedotti le rendono
identiche, venendain tal mode dimostrate le (45).

18, Essendo vwa I'equazione (43) fra gl' integrali sem-

plici, & manifestamute vera auche la seguente fra glinte-
grali triplicati

v st
(46) fkf(x)f:(rnv(‘ ¥:7)

£ EXJ k. )

Hfdz_/j o y iy Vi xs sl ps gl yop)s rlz 7 p) )21 2]
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dove' le altre due integrazieni per y e per x soro fatte allo
stesso modo. Ora vogliamo dimostrare che anche nell’integra-
le wiplicato che forma il secondo menbro della precedente
equagione (46) si pud lovertere a piacimento I'ordine delle
integrazioni, come (n. 13, 14 ) pud farsi vell” integrale tri-
plicato che forma il primo membro della stessa equazione (46).
Gib sar provato quando si dimostri, che. adoperando l'equa-
sione (44) per le definizioni di quell’integrale, le vaviabili =,
7, p conservano fra di loro analozhe relazioni conducenti al-
le stesse propricta di massimo e di minimo come lex, ¥ 2
quando s adopera per le definizioni Uequarione (ag) uel mo-
do spiegato al n.? 13. Or questa appunto ha luogo nel nosteo
caso. Infatti eliminave la z semplice da lo stesso
risultato che eliminare la = composta fra la (44) eflaseguente

{47) LGl glesxsp) s dnysp)l) =2
il quale risultato & poi lo stesso che si sigufica dicendo di
eliminare la p tra la (44) e la sua derivata ger p3 giacché la
derivata delia (§4) per p & la (47) pre i
£{p]. e pud intendersi che questo fattore z[p] siasi latto
sparire colla divisione: né pnd fars altrimenti la eliminazio-
ne di p fra la (44) e la (47) che eliminanone la z compo-
sta; Per l'altra definizione bisogna che abbasi lo stesso risul-
tato elimivando z, y fra le (31), ed elimnando p, y fra la
(44), la sua derivata per p, ¢ la sua dervata per y. Questo
pure si verifica perché la derivata della(44) per p &la (47).
e la derivata per y €

£ 1) § gl + D f=o
che si riduce alla f(y) =10 a motip del factore f'(z) che
& gero per la stessa (47). B visibile che in questo secondo
caso mon vi & altra differenza che wella di averela 2 com-
posta invece della 5 semplice fra F quantita che si scaccia-
1o: e cid non altera il risultato ee rimane dopo le elimina-
zionl.

et
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19. Poiché dunque pud farsi, invertiamo le integrazioni
nel secondo integrale della (46) tenendo in ultimo quella per
p- Prima perd sostituiremo alla 5]p] il suo valore dato dalla
(42}, e osserveremo che a motivo delle equazioni identiche
(34) Ia (44) si puo scrivere senza alterazione

ﬂﬂ[i’aﬁ-w‘ P)s il s Pl ol alis s p) s iz, 1 2) 1
Apsglzyp)s ey p) =0
e la quantitd V(z, v, 2[2s glx, 73 p)s rlw 7. p)]) parimenti
V {alps gl 2s p) s 3o2) 100 gl 3o 2)s 1l 35 ) 10
[psglzsyop)s darap) 1
Quindi & che ponendo per brevita

48 dps g l=Slp g daoles gorlozips g0 1)
49) T, g =Valp>gs 1 olpgs ) 2lpsg: ) s o)
dove la S[p, ¢»7] & quella della equazione (41), e le g,
stanno come lettere semplici: 1" integrale triplicato pud scri~
versi

(50) fdpfdzfdrT]p. qlz:y.0) s> P g () () —r()g (1) |

e parimenti I’ equazione dei limiti

(1) =[ps gle.rp) s rlmnnp)] =0

Il precedente integrale triplicato dovrd essere preso primie-
ramente per y fra due limiti y (z.7), y (v.p) radici dell’e-
quazione (51), poscia per = fra due limiti = (), = (p) de-
sunti dall’ equazione che risulta eliminando y fra la (51)ela
seguente

(52) #glg(n) + A =03

e in ultimo per p fra i limiti p=a, p=§ radici dell’ equa-
sione risultante dopo I eliminazione di &,y fra la (51) la (5a)

e la seguente
Tomo XX. 37
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(53) 2(g)gle) +#()r(x) =0

enti antecedenti persuadono che il valor finale dell’
namente si & detto, egua-
ro della (46) ¢ quindi an-

L ragionam
triplicato ottenuto come ulti
condo

ntegrale del s
chio quello del primo.
20. L’integrale duplicato

U’) 7 (=, 2)
o & e ;M,T[p, gyt )= R )]

che con una nuova mll,graz.mr!r per p diventa il triplicato
(50), e dove le quanti dei limiti sono determinate come si
& detto al numero precedente, equivale all’ integrale dupli-

cato

708) - g
55 T gsr
(53) fwn 3[1 7] ]
dove r (7:P)s r:[r,',p) sono radici della equazione

(56) Adpqrl=e
sciolta per 15 6 4, () q,(p) sono radici dell’ equazione che

risulta eliminando 7 fra la precedente e la

(57) #(r)
Quest

guenza del teore-

proposizione & una immediats
che supe-

ma per la trasformazione degli a,.m,»,_mi duplic
biamo dimostrato al n.*
are, pouendo monie

riormente 3
tenzione per cid
costante la quale si esprime per
giane; jma che potrebbe ommettersi finche
mente Iintegeale duplicato anteceden
Peliminagione di =, y fra le (31), (52), (33) di I atesso ri-
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sultato che 1 eliminazione di g, 7 fia la (36), la (57) e lase-
guente
(58) #lg)=0;
perocehé lo (53); (53) combinate fra loro si riducono facil-
mente alle

P iyl Pl !
) { EE N o

Pl x)—
l.’(.’)i ‘H[ri‘(ﬂ

e ‘ =
che divise pel second fattare sono le (57), (38) colla sola di
venza di contenere le g, rcomposte invece delle semplic
quale & pure la sola differenza fra le (51) e (3b). Tale dif-
ferenza non e sul risultato ottennto dopo le eliminazio-
ni, come & manifesto.

ar. Dal fin qui detto si arriva a comprendere che I in-
tegrale triplicato (50) preso come si & esposto al n.® ac. dara
lo stesso risnltato finale dell’integrale

P rigp)

7l
5 2
f:-’f?(.l’)f:‘?:{h.ﬁl TLeg.7]

dove le quantit dei limiti hanao i valori indicati nel pume-
ro precedente; ma quell’integrale (50) eguaglia (n.* 19, sul
fine ) il primo integrale dell’ equazione (46); dunque

. 7@ sen L]

. e s .

jdxfd)’ [ & V(x:y-=)=fd.vfﬂs~ f'f= Tp, g. 7]
@ ¥ o =‘\‘-‘,v) L 9.in r[(’-P)

Rimetrasi per T[p, q.r] Vespressione equivalente data dalle
{41). ¢ (40)s o per I equazione dei limiti in luogo della
o pgor| Pespressione equivalente data dalla (48), e uscird il Teo-
rema desiderato, che , Vintegrale triplicato fda[dy [d=V(z,y.z)
. preso servendosi dell’ equazione dei limiti /(x, y, 5)=0 per
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. definire le successive integrazioni come si & esposto al n.®

™13, di lo stesso valore finale doll’ integrale tripficato

o [dpfdgfdValpgsrhidies tor)sslp g AV 8P )

o essendo

8[pgorl == (plx (g ) —r g1+ (A= D= )]

+ (i #(2) ) —r L)) ]
,» preso servendosi dell’ equazione dei limiti
Fllpgrldperkdmne rl)=e

»» la quale viene trattata colle nuove variabili ps 4, rin un

,» moda affatto analogo a quello con cui la flmy,z)=0 vie-

., me trattata colle vecchie variabili z, ¥, 2.
aa. In quest’ultimo integrale trip o Iordine delle in-

tegrazioni potrd cambiatsi in sei modi differcnti senza altera-

re il valore finale, ¢ cid per le stesse ragioni che al 0 14

ci persuasero dell” analoga proprieti nell” integrale non tras-

formato. 11 segno poi del sestinomio [ p, gir) pud ad athi-

trio prendersi positivo o negativo, finchs la questione si con-

era puramente dalla parte dell’ analisi, perché niente v' &

che qualifichi una delle tre variabili in preferenza delle altre,

onde possono fra di loro scambiarsi per le derivazioni: il che

facendo viene quel sestinomio a mutare di segno.




