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MEMORIE

DI

MATEMATICA

SULLO SVILUPPO DELLE FUNZIONI IN SERIE

MEMORTIA

DEL PROT. PIETRO PAOLI

Ricevuta adl 19. Novembre 1828.

r. D:!l:\ " equazione 5 =0 tra le v
proposto di esprimere una funzione o delle
riabili per 7 senza z. Se ponghiamo 2~z
Z, e sia 7 il valore di z quando z si
pel teorema

bili = cd y,
medesime  va
2 in luogo di
in #, avremo

P e WO
— . o &

Per determinare la quantitd x— ' mediante questa equa-
zione facciamo

z — z'= Az'+ Bz" + G2+~ Dz &e.

sostituendo il qual valore nell’ equazione precedente, e pa-
ragonando tra loro i termini affetti dalle medesime potenze
di # conosceremo le quantiti A, B, G, &c.

Tomo XX. 38
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Ponendo similmente &' + x — # invece di x nella fun-
sione i/, e chiamando ¢ il valore di ¢ quando = diventa |
z', otterremo

4——;‘#4-&2.

y=1+(x—=) %4———"_""

o sostituendo ad & — z' la serie antecedente avremo f co-
si espressa

p=y-+az+az asb"«l- &e.

Per trovare i valori dei coefficicnti a, 4 5 a,., &e. si osser- L
i G

vi, che in questa ultima equazione «' non esiste che in ap-

parenza, e deve sparirne dopo fatta la riduzione di tutti i

termini , e da cid segue che il differenziale della medesima

equazione preso per rapporto ad =’ dev’ essere =o. Avremo

pertanto

da da
o ot " e,
= =’
ad 4 e
a3 Zee3a, g ¥ -+ &e.

T . . ds' 1 - PR
Quindi se facciamo 7= — xr»® paragoniamo insieme le me-
desime potenze di z, troveremo

a
X

dxa.x A
X 77
a.3dx"™
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Gonosciuti i valori di a4, 2, , &c. avremo i cspressa per

! e per y; wa siccome possiamo prendere ' a piacere, ac-
cid sia i espressa pery senza x, basta che facciamo 2 eguale
ad una costante , o auvine ad una funzione qualunquediy. E
se osserviamo che z ¢ 2’ sono tmszmm wnn di z e di 2/, po-
tremo usarc = od = in luogo di &' cd &, purché ci ricordia-
mo di far da per tutto ter

inate le operazioni = x'. Sari
pertanto, posta

iz

dXax
X -+ &e.

=g+ X

FErrs

facendo nel secondo membro dopo le differenziazioni z = ad
una fanzione qualunque di

a. Sia y funzione della sola z, ¢ = abbia la forma
F (1) —F (a) —y, ove & & una

AF( ‘1

F(#) la fungione 222 avremo 45 = F' (), e quindi

costante ; indicando col segno

de
Fr e T

e siccome z diventa —y quando vi si pone x==a, otterremo

y A IR
Y=+t
T h

1-’m i) @
+7 v &) R

-+ &e.

facendo nel secondo membro z =a. E se sostituiamo ad y
il suo valore F(z) —F(a), avremo cosi lo sviluppo di una
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funzione 1 ordinato per le potenzc di un’altra funzione

F(z) — F(a)

Se per esempio § =6 Flz)=c, el a=o, sira

dy ' . o logd
2 — g log b, F(z) = oo, © posta 7a in Iuogo &I 5 sa-
R
R e Y TR ds .. mmmi)lp® o
R e
4 oLy
v LB B i) 5 %
@ PP =nemie e, e

e quindi
b’:;»-m(:’_xy.-ﬂz—_"(c’#‘)._,‘r'_h%m-ﬂ (1 e

Quando F(a) =o, avremo lo sviluppo di 4 secondo
le potenze di F(z] , ed in Inogo di & dovri prendersi un va-
Tore di =, che soddisficcia all’ equazione F(z) =o. Tante
adunque saranno le serie quanti i valori di &, che rendono
Fz) nulla; ma accid lo sviluppo sia possibile, & necessario
che per un dato valore di 2 non abbia F(z) altri fattori egua-
1 ad 2 —a, peroh altrimenti sarebbe F'(e) zero, ed i cocffi
cienti della seric riescirebbero infiniti.

3. Rimanendo i funzione della sola z sia piti general-
mente 5= F(z)—F (a) =y, ove anche @ sia funzione di

 Avremo I =TF(x)—y %, ¢ quindi X=— : ]
z. Avremo Z=F(z]—y g, ¢ @ o

=

N e 1 e noiche
o S 3 . e poiché
F‘LT)—)’% dr 3 F'(z)—,ri—’; Tdz

a=—

« diventa — y@ quando.vi si pone x=a, otterremo in que-
sto caso

:ﬁ:lp—aly«ﬁ-o-alfgi‘—asj'qi’»o-&u.
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ove nel secondo membro si deve porre x= a. Ora s si vo-
lesse ordinare questa serie per le potenze di y; & chiare che
il coefliciente di 3 sareblic

(8) =(¢'a—p g

ove il segno superiore ha Inoga quando r & pari, e Iinfe-
riore quando r & dispari. purché dopo le differenziazioni si
faccia y = o.

La formela (A) & molto complicata, e per poteme far
uso convien calcolare le quantitd @ , @ ....a . Ma anche

senza conoscere i valori di queste quantita, dalla sola rela-
zione che hanno tra loro, si pud ricavare una espressione
assai pitv semplice del coefficiente diy". Si osservi primiera-

mente che " equazione @ =— —— . =L posta sotto
v y d
() —r

laforma [i-";z)ﬁ“ %—1 | & differenziata n vol-
te per rapporto ad ¥ ci (F‘(x) _y”'?::) iz
E P
o e
n ;E‘ 4 L. Cid posto invece di (A) con-

rdudy®
sideriamo I formola pi generale (B)

L e, ey e e,
®) +(T’ez, LT A T )

la qmale si cangia vell’ espressione (A) se vi si pone s=r,
e cerchiamono il valore nel caso di y=o.

Siccome riguardando y ed s come costanti la formola (B) &
una funzione di r e di z, facciamola ml“_r. e cangiando 7

in r+ 1 avremo




P
)

Ma se in Inogo di L

i ez | E)
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‘Ad“"'r-&n) ¥

i Frr

da da
5 il &c. mettiamo i loro valori
dr dr*

da & ? a da_
LI I '—~("’4— .""')WT.(s"i‘.:_' Frea ¥ &
F ="y T rdxdy P\ dz “dy [,—mt.ed,v

traveremo
o, 4=t A, i)
: P rrr e
P =
Lt (L) =t e e \
+s¢ a =it of ’ = 4 &e.

piSE 4P,
ta quantiti & visibilmente=—"-— , "%
Ora questa quantiti T 2

&=

di avremo per determinare P I’ equazione
£

e siccome P

i rx
rane PFORE T de

iy

ot e, i 2% ye dedurremo

W) =
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pureh mel secondo membro si faccia & = a:il quale svilup=
Legendre ( Eserc.

emente dimostrato dal

I. 11 pag. 2
Se F . e per conseguenza F'(x)=1, in modo
che sia s =z —a—y P, avicmo

i doge it
p=pryP ey 5

adz a3d

+ &e.

posta z=a, che & il celebre teorema di Lagrange.

4. Il resultato precedente. per giungere al quale ab-
bisme incontrato non poca difficolth, pud ottenersi molto
pitt semplicemente nel modo che segue. Considerando # co-
me funzione di @ ¢ di y, data dall’ equazione

F () — Fla) — 7 (x) =

o difierenziando I’ equazione medesima avremo

Fla) 42 —ple) =y () =0

5 i : ’
?,1’3 . 5. Posto cid, se chiamiamo ¢ il coeffi-
i n

.
e quindi 5

ciento di 3 nello sviluppo &i (), sart g = L9 _facen-
;

iy
dovi y =o0; tutto adunque si riduce a trovare il valore del-

d

la funzione "4 nel caso di y =o. Sard primieramente
o

dz _ @o)¥ix)
&y — Fig
tersi sotto la forma

Ay _
@) =

di{x) v dr ? *
—;j;l = q/( 2 » la qual’ equazione pud met-

Differenziando nnovamente troveremo
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4oo

i‘ﬁ{’ = r',‘—ﬂl . AL"::-:S_LW; ma ponendo nella equazione (b)

Jlal/(a)dz in luogo di y{z) abbiamo

dfirands dfpe el
dy == n FrERE

dunque sari

e 4/ ¥z
T e R e

& nell’ istessa maniera
d e i d fple) Pie) s
S

T A
Fa & Pla

dgin
aF — Fu)

[

1) quando vi si po-

¢ cosl in seguito. Ed essendo g =
i

' ne y=o, ed in conseguensa & = a, avremo

@a)fa)

[X0]

) v/ (a)
T llansc 8 &1 -abicc v o

;! come sopra.
5. Lo stesso coefficiente g pud esprimersi sotto un’al-

tra forma, la quale rinscird in alenni si molto pit comoda.

Abbiamo pel teorema di Taylor

—F(a)—(s—a)F(a) + 5 Fla) -+ S5 F{a) +&e.

o quindi F(s)—Fle)=(»—a)X, essendo X una funzions &i

 ed a, che non si annulla quando z=a, purché non sia



Dev. Por. Pintro Paows 4ot
0, come qui'sisappone. Mettiamo nella funzione X
a lettera & in luogo di @, e cosi [rcciamo nelle
funzioni §(z) o 1 (2), se @ fosse in esse compresa per resti-
toir poi il valore di & terminate le operazioni. L’ equazione
(2—a)X—yg(r)=0 differenziata relativamente ad z ed
¥ ci di

(e—a) 45 o XX yg() &2

da

X

(e=a) I

2+ X —gla)—pla)

i

()

e quindi j—f = ;-;'. Sard pertanto "‘“"’ =q(z) & o=

B 22 51 qual valore si pud mettere sotto la forma

. E col ragi usato nel n.® an-

=) X T s
dr da
tecedente ne dedurremo
g=—0 e et X
rad.ndy® TmdL L e sad

") iz
ndghE

facendo x=a dopo le
valore di X

erenzinzioni, o sia restituendo il

a)

)" ve)

183, ... ndy'

Se ponghiamo @(x) = r, avremo

il qual resultato combina con quello ottenuto per un’ altra
strada dal Big. Legendre (Eserc. T. II. pag. a34. ), e serve
Tomo XX 39
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allo sviluppo. della funzione (x) in una serie ordinata per le
potenze della funzione F (z)—TF (a).

6. Data I’ equazione F (z)=F(a) =y () — th(z) =0,

la quale contiene up’ alira variabile %, se ponghiame

$(x) + ‘7,1.(;;] in luogo di ¢8(x) mel valore di g, , sard

7 X lglepe 5 M)

e il
valore di §(z). Di qui facilmente apparisce, che
volendo ordinar questa serie per lo potenze ed i prodotti di
" {, avremo

ficiente di y“ nella serie , che

¥ e t, so chiamiamo ¢ il coefficiente di y

P e R )

3 n oo amis

I X ol A )

= ja..d{n-rjra...mis

posta =« dopo le differenziazioni.
. Noi non ci tratterremo a percorrere i casi, in cui
I’ equazione data conservando la medesima forma contenesse
un maggior numero di variabili, i quali dopo cid che abbia-
mo detto non presentano alcuna difficolta , e pinttosto osser-
veremo che le formole deseritte nei numeri antecedenti, ed al-
tre simili espressioni inservienti allo sviluppo delle funzioni
in serie, non sono che semplici. corollarj di un teorema pilt
generale dovuto a Laplace, a cni non sembra che i Geome-
tri abbiano fatto molta attenzione , perchis appena accennato
dall’ Autore , senza addurne aleuna dimostrazione , sul termi-
nare di una sua Memoriz inserita tra quelle dell” Accademia
Reale di Parigi per 1'anno 1777-
Data tra le variabili  ed y I equazione z =0, alla
quale nel caso di y =0 soddisfaceia x =@, se sia proposto
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di svolgere una funzione qualunque i delle medesime varia-
bili in una serie ordinata per le potenze positive di y, e si
chiami g _il coefficiente di y”, sard

By
£ d FHloge

e i 3 el
AT s 1ad. ... (a—deTt

ove si debbono riguardare # ed y come indipendenti tra lo-
10, € porre y = o dopo le differenziazioni relative ad y, ed
# = a dopo tutte le differenziazioni.

Sia ¢ funzione della sola x, ¢ 3 = F(2)—F(a)—yp, es-

" 24
d’a){lagz g

sendo pure ¢ fonzione della sola z, avemo —
g!‘ o dlg Fi—Fl)—ypl _ __ &% ¢ —

TSy iz " FEGF @i

e L = 2 2 3
= TE=TAE quando y =0, ¢ siccome Ty =0, sard

g =

FPC I * i

come sopra (5). Lo stesso resnltato potremmo ancora ottene-
re dal teorema di Lagrange ponendo I’ equazione
(x—a
F(«)—Flaly g =o sotto In forma = —a—y == =c.
8. Quantonque abbia dato due dimostrazioni del teore-
ma di Laplace negli Atti della nostra Societa T. IV. e T. VIIL.,
I” importanza del medesimo ed il non conoscere che da altri
ne sia stata confermata la veritd, mi muovono ad esporre una
terza dimostrazione , che & per gualche lato un poco piti sem-
plice delle altre. L’ equazione z = o posta y = o0 si ridwrd
ad una equazione X=o tra & e costanti, la quale ci som-
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ministrerd varj valori della x, e se a sia uno di questi va-
X x
lori ed A
tutti diversida @ — @, o pilt generaliénte che A non sia né
nulla né infinita nel caso diz =4, si potra dare all’equazione
s —o ln forma (z—a)A-~g=0, essendo ¢ una funai
di @ ed x» che si anpulli quando y = o. Neppur la funzio-
ne @ aved il fattore x — a , perché se lo avesse, Pequa;

, ove suppongo che i fattori di A siano

z=¢ si risolverebbe nelle duex —a=

aratamente. Si pud ancora sup-
@ néin A, perche altrimen-

che converrebbe considerare se
porre: che @ non si trovi né i
ti si potrebbe mettere nn’altia lettera b in luogo di @,
risolverebbe un problema pii generale, e dopo terminate
tutte le operazioni si restituirchbe il valore di & = a per aver
la soluzione uel caso dato.

Sia primieramente ¢ funzione di » sola, e supponghia-
mo egualmente che non contenga @, potendosi nel caso contra-
Fio sostituir, come sopra, ad a un’ altra lettern. Cid posta,
ardando = come una funzione di a ¢ di y data dall
i\ z=0,4d i T'equazi ima, pri
per rapporto ad 4 ¢ poi per rapporto ad y avremo

ds X de 23\ de
A _.e)jxw.ﬁ—l\.._(ﬁ),E o

da

dz
A% ()

Ll 48] (3¢
e () (il

A dr (i)
e di qui dedurremo 72 ) I e
he [98) e =(4£) . S ap iy e 1 fds
e (ﬂ)e_(”]. Sart dunque 2 =2, 2= = — o{5)
oy 28 siccome P non contenendo a, & 1’% L= quan-

= J
do nell’integrale [Pdx si riguarda y come costante, avrema
] gy

d’f !T(E = dfuds

b
0] B R da %!
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facento a=— & . (7) A Bisoais fangione di e di
= \G) =
v, poiche du=(g) dr+ (‘,‘) e ovo (2) dy (1) oy

presentano rispettivamente i differenziali di » presi per rap-
porto ad y ed = considerate come indipendenti

loro, sari

; du_fan)  fus rix i ff T( ) o
W F=z)+= s
L’ equuzione (¢) differensiate ci dark $¥ = /s g

ponendo nella equazione (4) fedy in lnogo di u abbiamo

s f(;i;) ot [+(2) atx

da 2

dunque facendo ﬁ=(§§) o =—

i dffds  BUFdx
?;’-L— ek

Differenziando di nuove troveremo

o fpts @00

Tdedy Tady

ry
L

& poiché 1 equazione (d) ci da

appis f(.:,} </ (d:) (i
e )2 i) o

ponendo  in luogo di (‘j‘:) +7, in lnogo di (77.)_7(3) 8
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e 7, in luogo di — 4 (%) g avremo

_g fﬂz d‘fr;“-‘_'_i*fh-‘x_

Conti do queste joni vedremo in ale , che
8 P &

il valore di %onri della forma seguente
g _ dybds  2/BR &Bydz @Byl
@ Fe="a e P e U b
ove convien determinare le quantitd B, Bis Bay &o. Chia-
miamo B, By, . i valori B, Bry &c. quando n diventa
-1, ed avremo similmente
Py _ dmis 3B BBz
(e Tt ks o

o

+ &e.

Ma I’ equazione (¢) differenziata ci dd

;;:T‘ dlﬂg‘l" d‘f{ )d” & ‘f_;)d‘”_._&m
' =

af 3; nas_d'f-;(g B
dunque parag do questa coll” equazione (f) otterremo I

serio seguente di equazioni a differense finite ed infinitesime
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Se adesso osserviamo che "—mﬁ B ? avremo
4B 4 i
= d Ta

{5 -d}i BEg 1% 20 e

Ora per isvolgere la funzione 1) in una serie ordinata per

le potenze di y bisogna trovare il yalore d quando y =03

Fr

ma T equazione z=o nel caso di y zero ci diz = 2, dunque

ayremo il ricercato valore di » 8¢ nel secondo membro dell®

dy
equazione (k) porremo y=o ed = a. Per altra parte, sic-

come A, e(@)ﬁ(%) ed in consegnenza le quantiia B,B;,

4B ,ij
&e. non contengono @, facilmente si vede che — 2 po-

Ty . 4B .
nendovi z = a, ¢ lo stesso ch b‘_’) ; se vi si pone x=a
dopo le differenziazioni. Sard pertanto con questa condizione

oy B, 3B, 3By 7
F_n+-‘,7+ T

e
Converrebbe adesso trovare i valori di B, By, &e. mediante
Pintegrazione dell’ equa m (g)s ma senza cseguire questa
, dalla quale difficil ottener sipotrebbe sotto
una fﬂrma abbastanza comoda il valor generale di By, la
sola cognizione delle relazioni che hanno tra loro le quanti-
ta B, B,, &ec. ci basterd per conseguire una espressione as-

sai semplice del valore di % nel caso di y zero. Prima pe-
rd & mecessario di dare un’altra forma all” equazione pre-
cedente. A tale oggetto si osservi che, quando si fa x
dopo le differenziazioni, & sempre per una funzione qualun-
que P di #, la quale non contenga a,
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_(:L (n—1){n—8) : o~ - (=)
It
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F=r—1p

a
ove si suppone r < n; dunque avremo

g _ AT — T T L i

FE=]
i B B Ba
e sard b= s e ,._u:ln_. 4 b, e &e

ciob avranno luogo tra b, b, bay &o. lo seguenti equazioni

Consideriamo adesso la quantitd

A%,

S
AT*‘%"’?‘"

Ia quale supposta 2 costante & una fanzione di n e diy, che
chiameremo 'S . Ponendovi # < 1 in luogo di 1 avremo
ny

AN 3y, U
BT VAR U/ 7
ey o

i b, by, &e. ricavati dall’ equazioni

& sostituendovi i valori

A fa\ L asfan Y W () A b
S ==|= — = —_ == —_f=
=2 ()5 ()5 (3 5(5) o
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b fd= 2k, fdz 3A%h, [da¥ o
== E) -

Ma la quantita 8 differenziata por rapporto ad y ci di
ny

FA o 8
BR2(

ds,
iy

Ta.

si dednce S =
nar

5,
Ay rrrmnt

E siccome 2
sto caso

—a)A quando y =o, avremo in que-

' g [delog.s
G d= \ )
Moltiplicando quest’ nltima equazione per (z—a)*, e differen-
giandola . — 1 volte per rapporto ad z, otterremo nel caso
A=

b i, 7 _—
;+m+m+&c._ ;

i P o e e o 4 6 ]

&

n—1

ds’

iz

By (ﬁl'hg

ey
== Tanin =t

E se chiamiamo ¢ il coefficiente di y* nella serie che na-
n

sce dallo sviluppo di ¢, avremo
Tomo XX. 4o
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& z— ay’ L e

x Ta.ndy”

183 ety

ove dal secondo membro essendo state tolte lo parentesi re-
e alla differenziazione per ¥ si comprende, che debbono
riguardarsi le variabili = ed y come tra loro indipendenti, e
porre y=o dopo le differenziazioni relative ad y, ed x =a do-
po tuite le differenziazioni. Sard dunque con queste condizioni

la

d(z—a)
dy dlog a
y=p—yl—al g G~
=P T
-y = — &e.

Se ¢ & funzione di % e di ¢, il secondo membro di que-
ta equazione conterrd y e £, © 56 si volesse ordinare la se-
rie, che esprime il valore di 4 per ls potenze ed i prodotti di
7 ¢ di ¢, cid si potrd eseguire molto facilmente. Infatti il

coefficiente di ¢* sard ET‘,*XF‘ il coefficiente di ¢ ¥ sard

Y dlog.z
e—a) = =5 o
o ”"“" - LI quello di £yt sad
I dilog =

dix—af == man g
= e L2 guello di €8y sard

T3, .- (n—alE

& Blogs
dr—df T Ty - -
0 T T a3 cost in seguito fiuo al coeffi-

Tara .. (S

= ndy digs

& () 2 _Te

ciente di y" che sari — % '-‘_‘”" , nelle quali

[PSRTE

formole si doved porre = o dopo le differenziazioni relative
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a questa variabile. Se adesso suppo
modo che

w0 che sia ¢ =y, in
u o funzione di = ¢ di y, & evidente che la som-

ma di tutti questi coefficienti formeri il di " nel-
Ia serie, che rappresenta in questo caso il valore di+. Chia-
mando dunque 7 quest’ ultimo cocfliciente avremo

"

)——L"” | G2

ST

Ma siccome convien fare

cilmente apparis

essere in tal easo (v—a) ',’—‘MX,J_J o
=
drdy

1800 (n=r)de™

ey .“"ﬂ’ Aol ——%

dedy" ™2 " " dy’ dardy” 1
R oy
Te—al' 2

drdy" =3 S

(i1 )™

84
sostituendo questi valori troveremo
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41a

essendo
SR UV Y i . -
3 dmiy T
n(n—r)in—3) % dlegz L dozs
— .!:;f__a._.fﬁ_dr. Sonsrhige T
a2 log.z
dr 05" iy
= K, o
e log.= T,;.Ty‘f' .
Avremo adunque
9% Tog,
e a2 Tog.z
&y Jfw—a)
i i, P i
p—1 n AN,
d " (z—a) Jogz L
st e L R,

1 o) e

ove si potrd omettere 1 nltimo termine, il quale & sempre
— 0. Infatti posto y = o questo termine ayrh la forma

[ Crmt O (a0 () -0 e o (v

D (z—a)4-D (—af+-D(s—a)’ e D)’
ovo i cosicienti G, C"y &o D, D', &c. dipendenti_dalla

1 < L T
quantiti "::; non possono divenire infiniti quando z=a, nel

z
qual caso & sempre (z—a) log.(z—a)=0,s8 78 =0,>1.
Pertanto otterremo finalmente con le solite dizioni

adl
PR dr2logz
ey d (x—a) S

B Tl e e
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Abbiamo trovato'ln serie che rappresenta o/ dipenden-
temente dal fattore % — &, ed una simile serie si trove-
vd per esprimere ¢, qualunque altro fattore si nssuma della
quantith in cui si cangia =, quande vi si fi y= 03 ma
perché la cosa riesca, & necessario che tutti questi fattori sia-
1o diversi, ed infatti abbiame supposto nei calcoli preceden-
ti, che A non comprenda altri fattori eguali ad #— . Nel
caso che ¥i siano pin fattari oguali espressi da (w—a)i; Ja
quantitd z si pud concepire risoluta in i fattori z', 2, 5"
&c. , cinscuno dei quali abbia la forma (2 —a )4+ @', ove
Al non contenga pin il fattore x —a, e §' sia una funzione
di x ed y, che svanisca con y. scuno dei fattori =, z", 2"
&e. ci dard per coefficients di y" mello sviluppo di 1 la
quantiti

L]

TRyt

il

P

Se adesso prendiamo il medio aritmetico tra le i serie, che

uascono dal fattore (z—

i s g g
)» e chizmiomo g il coefficiente
n

o 3 ;
di y'in questa sevie media, avremo

2% (log ' +-log.2"+log.z"+&o.)

d"

Jz—a)

d

50 YA a
TRndys

s (n—p)ida "

cioé a motive di log.g+log.z"+log.z"+&e. =log.z ,

i o
wdh ST lops

iy

(n—njida" "
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posto, come. sopra, y =0 dopo le differenaiazioni relative ad
o ed z=a dopo tutte le differenziazion i

Laplace assegna in generale il precedente valore al coef-
ate di ' nello svilippo di . quando la funzione z nel
caso di y=o & divisibile per (£—a). Risulta dalla nostra
analisi la verita di questo teorema quando i==1,se perd i

& >, ¢ non esprime ohe il coefficiente di y nella serie,
la quale & il medio aritmetico tra tutte quelle, che rappre-

sentano il valore di 4 dipendentemente dal fattore (x‘a)‘.
Ma questa serie media non somministra il ginsto valore di i,
come pud mostrarsi con uy esempio semplicissimo. Sia data
I’ equazione 5 =(r—a) —=y'(b +cxf' =0, e si voglia svolge-
re il valore di # in una serie ordinata per le potenze di y.
Saranno z—a—y (b4cz), x—a— By{b+cx)s & —a— By(b-+cr)
i fattori di 5, ove 1; § e §* rappresentano le tre radici cubi-
che dell’ unitd, ¢ questi fattori ol daranno le tre serie

::w+(ac+b])-+c(ao+b))-’+:’{ac+b]y’+c’(a,c+w4+6&:.
:_—.;a—p-ﬁ(ao-n—.b]y«+—ﬁ’c(an—c-b)r+c’(nc+»b)y°+ﬂ:‘{ac+bb4+-&c‘
a=a+§ac+b) \y—+Bc{ac+b)y-c*{ac-+b) g (ac+b)y'+ .
ciascuna delle quali soddisfa all’ equazione 5= o. Se pren-

diamo il medio’ aritmetico tra questi tre valori di x, avremo
Ta serie, clic oi 43 il teorema i Laplace, ciob

# = a -+ clac+ bly'+ c{ae + bly'+&e.

la quale perd non soddisfy all’ eqnazione z =o0.

Q que la preced di ione sia un poco me-
no complicata di quella data da noi el T. VII. della Socie-
12, lo b tuttavia abbastanza per far desiderare, che i Geome-
tri prendano la cura di sostituirgli un’ altra pitt semplice.




