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SULL'USO DEL CALCOLO
DELLE DIFFERENZE FINITE NELLA DOTTRINA

DECL’ INTEGHALL DEFINITI

MEMORTIA

DEL SIG. CAV. PIETRO PAOLI
Ricevuta adi 16. Maggio 1828,

Le presenti ricerche si aggireranno principalmente intor-
no agli integrali definiti /2"~ 'da(1—2)"", ed _[dz'[lag. %)"_‘
presi ambedue tra i limiti zero ed 1 della x, ai quali il no-
me d’integrali Euleriani della prima ¢ seconda specie & stato
imposto dal Sig. Legendre. Questo gran Geometra ne’ suoi cc-
cellenti esercizj sopra il calcolo integrale ha trattato di ta-
li ¢ denti con tanta ione e profondita, che nulla
simane a desiderarsi sia per la loro valutazione approssimati-
va, sia per la loro riduzione al pit piccolo numero possibile.
Devesi cid non ostante commendare una dotta Memoria inse-
rita nel Tomo XXVI. pubblicato dalla Reale Accademia di To-
rino, ove il 8ig. Cav. Cisa de Gresy applicando al medesimo
soggetto un metodo nuove ed ingegnoso ha reso in qualche
parte piit facile Ia ricerca delle proprietd degl’integrali Eu-
leriani, le quali sono il fondamento della loro riduzione, Il
calcolo delle differenze finite somministra a tal’ nopo un mez-
zo pilt semplice e pit diretto, che io mi propongo di far co-
noscere in questa breve Memoria,

IR e A P —t
Esaminiamo in primo luogo I'integrale /"' def1—a)

ove p e q sono numeri positivi, ed il segno j'o ndica che
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I’ integrazione deve farsi tra i limiti o ed 1 della x. Ponen-
do 1+ —x in luogo di x abbiame

[ et —a) T el

=fn‘xr'dx( v e
e percid salvo il valore dell’ integrale si possono tra loro per-
Lntare le lettere p ¢ g. Se adottiamo la notazione del Sig,
Legendre indicando col segno (p» ) U integrale
Joa T dn(1—x) T, Ta procedente proprieth sard espressa
dall’ equazione
(mq)=lgP)
Integrando per parti avremo, quando p e g sono >0,
P 7 v 4=t
2 asl = =)

: — -
=.}jq=xp'ldr(1fx)? —L dx{i—)’
quindi sard (pg)f & da{t —ay=gf T dsla e
ciog

=i

(=) (psg+1) =z (p-4)

Ia qual’equazione & il fondamento delle nostre indagini.
Prendendone i logaritmi da una parte e dall'altra avremo
Lips g+ 1)—Lip, ¢) =Lg—L{p+q);
ma L(ps g1 )—Lulpog) & la differenza. finita della. funzio-
ne Lp, ¢) per rapporto a ¢ nella ipotesi di Ag=1; sark
dungue
AL(p, g)=Lg=Ldp+1q)

ed integrando avrassi

Lipy g)=2Lg—3ZL (p+g)+Fp
ove aggiungo la funzione arbitraria F.p, perche nella integra-
sione p & stata rignardata come costante.
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Per determitiare questa funzione F.p cangiamo nella eque-
zione precedente p in g e viceversa, ed ayremo
Lg p)=2Lp—3L(p+q)-+F.q
e siccome (p. g)=(¢, p) converrd che sia
SLp+Fg=3Lg+Fp
per soddisfare alla qual’ equazione porremo eiascuna delle
quantita F.p— ZL.p, e F.g — ZL.¢ eguale ad una costante
L.C indipendente da p e da g. Avremo adungue

Li{p.g)=LC+ZELp+3Lg—3EL(p=+gq)
e passando dai logarit

ai numeri

EL pot ELg— 3L p+g)
(prg)=Ce -
Supponghiamo adesso che I integrale ZL.p sia determi-
nato in modoa, che syanisca quando p = 1, lo che & permes-
s0 a motivo dellu costante arbitraria C, e ponendo g=1 ot~
terremo
ILp—3EL{p+ 1) c
(ps1)=Ce =5
percha Ex,(p+-)-—sz+Asz—sz + Lyp. E sicoo-
me (p,1)=/F 'du= :T , ne segue che Ia costante G ¢ e-
o
guale all’ uuitd , e percid
BL.p+ELg—2EL.( prg)
’ SLp+-3L.g—3L
L equasions (ps g} = Qo A EAE) L e v
rith che un’integrale particolare dell’ equazione (2) alla qua-
le possiamo pin generalmente soddisfare ponenda in luoge del-
la costante G una funzione indeterminata g p, sen. agx ). ove
a7 & la circonferenza del cerchio che ha per ragzio Punita,
poiché p & rignardata come costante nell” equazione (2), e
sen.2gr non varia quando g si cangia in g-r. Ma siccome
(P g)=(g:), dovri essere nel caso nostro G, sen. agx )
= (g, sen.apr), la qual condizione viene adempita se si ri-
duce la funzione ¢(p, sen.agx) ad una funzione simile di
Tomo XX.

(pag)=c¢
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sen. apx e sen.agm, nella composizione della quale entrino
egnalmente le due variabili sen.apx e sen.2gr. Chiamando
{sen.spr, sen.agr ) questa funzione simile, avremo pit gene-
ralmente
(s )=t s B R R et

La funzione  diventa una costante G, quando ambedue
i numeri p e ¢ sono interi, e si dimostrerd come sopra che
G=1. Lo stesso valore eguale all’ unitd ha la funzione ¢,
allorché o I’ nno o Ualtro dei numeri p e ¢ & intero. Sup-
ponghiamo infatti che sia tales ed avremo

3Lg=L.i+La+L3...4+Lig—1)=L{1.23..9—1)
BLp+1)=ELp+Lp
EL(p+a)=32L(p+1}+L(p+1) = ELp+L(p.p-+1)
EL(p+d)= 3L p-a)+-Li( pt-a)=3L p-L.(p. p-1. pt-3)

ZL{p4q)=ELp+L (p. pAt. pra . pbg—1)
@ per conseguenza
= 1.a.d.
(psq) =9 sen.apm, 1) ooims
Ma dall’ equazione (a) per mezzo delle continue sostituzioni
si deduce nel caso di ¢ numero intero

e, WL = A
e e

dunque {sen. apx, 1) =1, e lo stesso avviene quando p &
numero intero.

Se adesso ponghiamo che la funzione ¢ conservi il me-
desimo valore eguale all’ unita, anche quandoe niuno dei due

(o) = g

numeri p e g & intero, avremo in generale , qualunque sia-
nopeq;

@ (g = IR,
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In questa ipotesi; la quale si riduce in sostanza ad ammet-
tere, come comunemente si suole, che in grazia della con-
tinuita della funzione (ps g) le di lei proprietd verificate
nel caso particolare, in cui uno dei numeri p ¢ ¢ & intero,
possano estendersi al caso gencrale di p e g numeri qualun-
que, avranno luogo le considerazioni segnenti.

Abbiamo osservato che 2 L.p & eguale al logaritmo del
prodotto 1.2.3...p— 1, quando p & un numero intero. Al
lorché p & la metd di un uumera intero dispari, il valore
della medesima funzione pud esprimersi per mezzo del lo-
garitmo della circonfercnza del circolo. Sia primieramente

.(%, 7;), ma

i3

. 14 ;
(.;, %}:ﬂyﬁiﬁcimpoﬂax=fdwcn(n nWl‘"—?‘lz'—r’

=g =", ¢ lequazione (3) ci dard 231, =

dungue 2L, = =1Ly, Ora dall’ equazione S L. (p—+1)

:zL.pq.L,psidedaucezL.%L.(-‘;/ﬂ),}:L.;ﬂ,{ J %/n)

3

/ﬂ);ed

e generalmente ZL. Adry :L.( 1.8.5 i
a T

5.5 .. ai v

Fuori di questi casi il valore di ZL.p & lagato con quello

: . oy,
della trascendente /! {[u:{L. LY, come vedremo inseguito.
o

Ritorniamo all” equazione generale (3), la quale posto
p=+g in luogo di p ed r in lnogo di g si cangia nella se-
guente

LS EL 2!
(5 252 Zhe RS
Sarid dunque
XL peELg-ELr— 2L poegeir)
2sg): (prgor)=e T
¢ siccome il secondo membro di questa equazione si mantie-
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ne sempre lo stesso, in qualunque modo si permuting tra i
loro le lettere p, ¢ ed r, se ne pud concludere la nota re-
lazione scoperta dall’ Eulero.
W (pag) eI =(p0) Ap+rg) =(g. 7). (g+r, p).
Passiamo all’ integrale definita f'dz(L, %)'_'. che il
o
8ig. Legendre denota col segno T'a, e relativamente al qua-
le ha luogo I equazione
[(a +1)=al%,
Prendendo i logaritmi avremo
LP(a'+1)— Lla=ALFa = L.a

e quindi integrando L.T'a
do dai logaritmi ai numeri

2L.a + L.g(sen.2an ), e passan-

Fae g (son san s

Quando a & un numero intero_qualunque, la funzione
@(sen. sax ) si riduce ad una costante O, o se determinia-
mo come sopra Iintegrale ZL.a in modo, che syanisoa quan-

AR S 3l.a
=0¢ =C,e Ta=e .Se
ILa

do a=1, aviemo 't =

adesso ponghiamo che la funzione 1.9, 3. . . .a—1=¢
Ja quale & espressa da T'a quando a & un numero intero, sia
egualmente rappresentata dalla medesima funzione I'a, quan:
do @ & un numero qualunque, la quale ipotesi ammetteremo
sempre nelle ricerche seguenti; avremo in generale per qual-
siyoglia valore di &

2La

(5) Pa=e¢
Questa espressione della trascendente ['a non offre per
vetith aloun nuovo vantaggio per la di lei valutazione , ma
serve a dimostrarne molto semplicemente le proprieti, come
tra poco vedremo. Intanto se nella equazione (§) sostituiamo
ILp ILg 3Lg .
e R M

ispettivi valori Tp, Tg, T{p-g),
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otterremo immediatamente la relazione trovata dal Sig. Le-
gendre

(6) €P;7)=1-f—£,%

per mezzo della quale si riferisce il valore della trascenden-
te (p» ¢) a quello di Tp.

Consideriamo adesso la funzione T2z, per la quale ha
Inogo 1" equazione

T2z + 1 ) = aalaz.
Prendendo i logaritmi abbiamo
LI(2z+1)—Llar =L.a+ La
cioé indicando col segno Ar%x la differenza finita di g.x,
quando quella di x b=~
AL Las s
ed integrando

LPazr = azLa+ 34 LG
¢ passando dai logaritmi ai numeri

&)
24T,
Pag=Ca™. ¢ .

Se prendiamo I’ integrale X°'L.z in modo che si annulli
quando z» = - avremo per determinore la costante G I’ e-
quazione T't =1 = a(}, cioé C= —:—, e

PR
Pagima=| e :

L' integrale A pud esprimersi per mezzo di un altro
integrale , rapporto al quale sia Az=1. Ponghiamo infatti

2L =zp » & prendendo la differenza A" avremo
«
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Lz=ZXP_—P ).

162

}

Ora perché sia soddisfatta questa equazione & necessario che
si abbia

PP =L{s+1)—La=L(z+1)-Liz+I)
+L(z+—)—Lax
o sia g
Ay =plye Az <)
i onde si deduce mediante I’ integrazione |
b P‘=L.x»~1..(a¢+~+)+ Le
& per conseguenza
2,0 = 2L+ 2L (s ) - ZLic.
Essendo, come sopra, EL. r =0, abbiamo nel caso di ,n=f:

R T |
3 s

dunque ZL.c=— IL. —';, e

P m a2, FleeBhied—3Ld

=g TN E )
T
Pili generalmente 1’ equazione
D(ix+1)=izTiz
ove i & un numero intero, ci dard ]

‘, (&)

L.fig+1) = LTiz=A""'Lliz =Li+ Lz
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()
A rappresentando la differenza finita, quando x varia di

@ passando dai logaritmi ai numeri

)

L

= - Dunque avremo integrando

LTig=izLli+2" " La+ L C

Piz=Ci" .e%

(+)
Supposto che Pintegrale 2' 'Lz cominei da z= & , per

questo valore di 2 sard T'r =1 =i, cioé G:.‘i., e
1
()
Diz—1 ' eI Lz
1)

Facgiamo 2' ‘Lz =30 , ¢ prendendo la differenza
()
A " avremo Q1 — Q$= Lz 4+ 1) =L
T
=L{x+ |)-L.(;:+~" )+L.(x+

cioé

a(*‘)oﬁAHIML-(”T”,_“'(“%)

~+L. (z +I¢)-Lm

dalla qual’ equazione si ricava




264 Suie’ vso ben Carcowo ec.

E(TI) La=3Q= ZIL.x + L.( o .:_).., L.(;c+ ’T)

e per conseguenza
‘=—3L.A—3L2%,..... =3

Dungue sark

TLaw 2L (N'—i)-‘-zn.{»%). et Z}L(x—o—i:"

Jr=i g
i

alla qual” equazione & giunto il Sig. Legendre dopo una se-
rie non breve d ingegnosi ragionamenti. E poiché per un Teo-
rema dell’ Eulero, dimostrato dal Siz. Lacroix nel Trattate
delle Differenze e delle Serie pag. 460.

R

avrassi

:
e )

(7) Tir=i
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Abbiamo dato la_precedente dimostrazione di questo
portante ritrovato, perché ci & sembrata meritevole di qual-
che considerazione, quantunque il medesimo resultato si pos-
sa ottenere con molto maggior semplicith nel modo che se-
gue. Ponendo nell” equazione

D(ix + 1) = ixDix
a
successivamente « 4=, # -+ , ec. in luogo di x trove-

remo
T{isr-t-a) = (1 )D(ix—1) = ix{ize41)Tie
Dlix-+3) = (i)l (ia—-a) = ix{io-r)(iz-+a)liz

T{izeeei ) 2 (i) (fza) . . . o (iwei—t e

Sife g

Presi i logaritmi da una parte e dall’ altra sara
L.(ix + §) — L.liz = ALTix = iLi + L.v

+L‘(x-¢-il)‘ e i (.v-a— .‘)

ed integrando avremo

LPiz=izL.i+3L :—»—EL‘{:_-++} s i (H-"

Supposto al solito ZL.=0, se facciamo x=--, otterremo

come sopra.

Diffe iando logaritmi el ione [{p=+1)=plp
Tomo XX.
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avremo S0P — S0 1o sia’deotando la funzione

L 1"Jml segno Zp

) Lp+1)=2Zp+=.
Questa equazione a differenze finite integrata ci di

Lp=3t 11

s supponghiamo determinato I'integrale 5 - in modo che

svanisca quando p=1. |

Posto £ in luogo di p Vequazione (8) divents
)=+
: ry iy

PR TIRES (8) P
se indichiamo col segno A" la differenza finita, quando p
varia di 2. Dunque avremo integrando

il 0] z(f) =251

— 421

@ .
nella ipotesi che 3. L si renda mullo nel caso di p=2.

j si possono facilmente asse-
f'ﬂ =(ps0)ed
=
| f Y Relativamente al primo abbiamo (p-+1, 6)—(p:0)
i

,equindi (7,0 )=(1,0)—2. ,I—

Per mezzo di questi princi

gnare i valori degl’integrali defini

=Apa)= [ de=—
=(1,0)+Z1 —Zp. Per eliminarne la costante ( 1,0),¢che
& infinita, prendendo un’altza fungione (r,0) avremo cguak-
i mento (ry 0)=(1,0)+ 21 — &, € (p, 0)= (1 0) = Zr — Zp.
i Sard dunque

(10)
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e posta p =1
L 1Tt
(1) z,_z|+f07dx
come ha trovato per altra strada il Sig. Legendre a pag. 45.
T. II. dei suoi Esercizj.

Facendo f;_’:_:"" =F.p avremo

F.p-+1)+Fp =f:xﬂ7l dx =?:,
la qual’ equazione cangiando p in p + 1 diventa

F.(p+z)+F.(p+|)=P:

e sottraenda da questa la precedente
(3)
Fp+a)—Fp=A F.p:#-.';
che integrata ci di

(2)

{ (3}
Fp=2"1

-3 .40
7
& preso I’ integrale Rl % come sopra nell’equazione (9] avre-
mo per determinare la costante C
FreLim—2 " 1+0,
ey . (8}
ciot sarh C'=La+32 .1, ¢

i (@) ™
Fp=la+31+2" 3L

T 2y

o1y

che posto w=y* diventa —a = —2aL.a, otterremo

finalmente
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= o) ef?) |

Convien perd osservare che questo resultato si puo pin sem-
plicemente dedutre: dall’ equazione (10), come ha fatro il Sig.
Legendre ( Esere. T. I pag. !S\y»} i

1 medesimi principj somministrano una facile dimostra-
zione di un altro bel Teorema dello stesso Autore. Se col se-

@00 f(x") rappresentiamo la somma della serie infinita

. v s
stertTerter T &o.

] ove 7 & un numero intero positivo, aveemo differenziando

s

A= ' v
e =ttt W e =+
i =—n{o ¢ o+ e

e quindi

TR B

e

Rimane a trovarsi il valore di

Toll ' '
Yal=5 o+ s e

al quale oggetto ponendo x + 1 in luogo di = otterremo

b e e =) —

Plat)=
ciog (x) = (1) — 2. —;— ,ove B '7 deve determinarsi al so-
lito in modo che sia nullo quando z=1, ¢ la costante (1)
& infinita ed = 1+ -+ 5 + ec. Sostituendo a 2. -il'suo
valore Z'z — Z't avremo

Pl

€ per conseguenza

dLrz
dx

Y1)+ Z1—Ez = (1) + 21—
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I e e

{ Eserc. T. 1L pag. 17.)-
Per mastrare con ust altre esempio I'uso, ohe pus avere il
caleola delle differenze finite in questo genere di ricerch
proponghiamoci di trovare il valore dell’ integrale definito
—nx_ b —mx, ,
j‘:a“_*'_ﬁi_‘_."_’ sove m ed nsono numeri qualunque, e
k un numero ps o intero e >o. Supposta n costante que-
sto integrale & una funzione di £ e di m, che indicheremo
col segno F(k,m), e se in luogo di & porremo f-t avremo

Y e R o B i
. 5 .

E]

che & qnanto dire
Flk+ 1, m) =F(kym ~+ n)— F(k, m) = AF(k, m)
nella ipotesi che la differenza Am sia = n. Pertanto sari

B, m) = A F(1,m)

ove resta a conoscersi il valore diF{1n)= i
i) w0 —nx —e ¥ i

TR L Ty B e S

ed integrando F(1,m) = — L.{m-n)-+ L= —AL.m , ove

tralascio la costante perché F(1,m) svanisce quando n=
Dunque

Se moltiplichiamo questa equazione per dm, e ne prendiamo
i volte I"integrale, avremo

o it

e

e

— ) A L
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Ora fdml.m=mL.m—m-+G !
SrdmtLn= % L m Cm -G
[dmLin=
ec.
dunque f'dm'Lun aved in generale la forma
i o L= L s (
Jdm Lm= :'ﬂ_i-l-am.-iram R B
| essendo a, @....a  costanti indipendenti da m. E se osser-

viamo che &
e i {
Afam+am +a'm ..., +a )=0 |
quando & & =, 0>i~+1, come noi supponghiama , sard in
i questo 0aso |

X (a) f°°(-"”’— e
o e 5

Se facciamo e_’:y, i’integra'lcf? =

cangerd in —*— 'M‘.’rﬂf{, e percid
(e |

e i g\
' fo o T pever (it
i purché sia k=0 > i+ 1, porché altrimenti quell’integrale ‘
sarebbe infinito. E ponendo k=i+1 avremo

if a it mer 3 ET
f(rb;'] =y A mlm

o

lo che combina col resultato ottenuto dal Sig. Legendre nells
terza parte de’ suoi Esercizj pag. 372
Consideriamo adesso i due integrali

a=f“°(.‘”‘;. ¥ T dzemar |, f‘“.,‘”’—; . e~ dzian.ax
e FT ° -
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¢ ponendo in Inogo di cos.ax e disen.ax ilora valori espres-
«i per gli esponenziali immaginarj

s f\pkw,_ G mmeef e | oy i)
o i 3 y

i

——dx

: =/‘mc‘ et s e ot o8 e s P
¥ e !

= =

Dunque sard per I equazione (a)

e AtA [ et T o et L P T M L 1
Tia.8ud =

£ (=0 AE s L ol ol UL ka1
. 77 | Fv=

e fatta la riduzione delle quantiti

et ki " = &
=T A 7 (cos.ifxL.r —gsen.if)

maginarie

¢ == Ao ifalir + fons. i)
Tk

ove r & =/ (m*+-a*), e @ I'arco che ha per tangente =




