101
SOPRA GL' INTEGRALI DEFINITI

MEMORIA

DEL PROFESSORE PIETRO PAOLI

Ricevuta adt 8. Ottobre 15:

Iu mi propongo in questa breve Memoria di richiamar
Vattenzione dei Géometri sopra_ alcune difficoltd , che possono
incontrarsi nella teoria degl integrali definiti comuncmente
adottata. A quest’ oggetto prendo a ricercar nugyamente i
valori gid noti tra i limiti 0 ed = delle formole integrali
e 2" e sen. axed ,’g—h. 2 d cos. az, ove ¢ & il
numero che ha per logaritmo iperbolico I'unith ¢ & ed »
5600 numeri- posj

1. 11 problema ammette una s
lorché n & un numero intero. Poiel

bz n— =1 b
fei iz dxcoe..mzzi"_.fm_fﬂ

1 caso di n dispari,
nte trovandosi col

¢, al-

ove il segno superiore + deve prenders
¢ Dinferiore — nel caso di n pari, e facilm

. % : WS o
mezzo dell'integrazione indefinita il valore di fe " dwcos.ax

b @ Tz {an+b1)
! I

iti 0 ed — essere = » avremo

L =bz me— [ log farce-)
fe& % dicos.ax | deloplen ),

E = 7

E cosi pure, essendo Dintegrale egualmente definito

il LA (‘*Hs-—‘%)
P Jinsnng nemnaant |

i
[fe  dxsen. ax , troyeremo

envefune=) ;

—bxm 2o
S rsenaz =% =

a. Quande % mon & un numero intero, i valori di
Toma XX. a1
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«quest’ integrali dipendono da_quello di un altro integrale
a—i

dx sen. ax ,

definito pit semplice. Facondo 5= fe -

—b et . g
y=/¢ .2 drecos aw, e differenziando per rapporto ad
& avremo
4z 4 iz n
d Niumalin aeinzeg
Ge=fel L mdncosar, 3 fe . x disen.ax,

tegrando per. parti
—bs bz et
Lomm L fe .z dicos.ax

iz n
—ffe .wdzsen.az
— —bx  peer
e SR L@ desen. az
b
—5fe .xdzcos ax.

Ora le quantitd fori del segno integrale svaniscono ad
ambedue i limiti o ed -, quando b ed n sono > o, come ab-
Diamo supposto. Con queste condizioni pertanto, e non altri-
menti , avrema tra i medesimi limiti 1" equazioni

()
(2}

Fin qui quest’ analisi & perfettamente conforme a quel-
Ta, che ha dato il Sig. Poisson in una profonda Memoria su
gl integeali definiti inserita nel Tomo X. del Giornale della
Scuola Politecnica di Parigi. Questo gran Geometra eliminan-
do in segnito la z dalle due equazioni (1) e (2) trova un’e-
quazione differenziale dol sccond ordine alquanto complicata,
che gunge ad integrare ponenda in luogo della Variabile &

&y n
Gl iy

a u
- E-Te

Tangolo chie ha pev tangente -, Ma era difficile prevedere

che nna tale sostituzione ayrebbe prestato Vuffizio desidera-
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to; se il valore di y non fosse stato gid noto, ed assegnato
per la prima volta dall’Eulero. In una lettera scritta al Sig.
Marchese Laplsce nell’ apno 1811, fu da me indicato il se-
guente semplicissimo metodo, con eui pud direttamente ot
tenersi I'integrazione dell’ equazioni (1) e (2).

Alla prima di esse moltiplieata per = aggiungendo la se-
conda mnmphcm per ,- avremo

=
() = -;?-( —¥o )
Similmente se dnll‘ equazione (1) moluphcaln per y si sot-
trac Ja (2) moiupli:ata PEF 2, sari

&
W i sZ=r(aferd)e 2.
Ora secondo che eliminiamo da queste due equazioni (3) e (4}

Tuna o I'altra delle due quantitd y ——sd—-,znﬁ,- g
otterremo le seguenti
ds dy
o Ty
T PR
— nb
= F=E
le quali integrate ci danno
e ekt
bt At

Ar'c( tang. = = )= n‘Am(tangA =%) +B

« posto ¢= Arc ( tang, -fr) se ne deduce finalmente
3= —2 —sen (nt+B)
0
(@)
A cos.(nt -+ B).

y=
iy
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rappresentate da 2 e da y in luogo
s la costante &, saremmo giunti

164 Sucit

3. So nelle formole
di a, avessimo fatta var
all’ iiquasi

Ie quali integeate col medesimo motodo ci avrebbero som-
ministrato 1i stessi valori di z ¢ di y. che abbiamo ottenu-
to nel numero antecedente.

4. La determinazione: delle costanti A ¢ B dipende dai
valori di z e di y. nel.caso di a=o. Per conoscere con si-

curezza quali siano, questi particolari valori prendo ad espri-
s

mere y in una seric gente, quando a & pi
Ponendo in luogo di cos. a il suo sviluppo in serie trovo

y=fe (s —e=adasc)

—b:
ama T{#) il valore dellintegrale fe -

Ora se ¢

1 & . PRI —bx
daoad —, abbiamo tra i medesimi limiti fe . &

s y
£ ‘dx:“T:!, &e. dungue sard

aTH o 4T
L ey T — S

E nella stessa maniera troveremo

4 Fib) ot LT et L0
o s e e T .

¢ L odTd) Tl .
Siccome adunque le fanzioni —=5 == Se. non sono in-

finite nei casi contemplati da noi, nei quali & ed n sono
> o, apparisce evidentemente che anoullndosi @ & y =T(2),
¢ z = 0. Abbiamo pertanto, per determinare le costan-

i A e B, I'equazioni I'(b)= —:; cos:By 0 = —:;smu,

le quali ci danno B=inx, ove i & un numero intero qua-
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lunque, # il rapporta della circonferenza del circolo al dia-
metro, ed A === 40T (#) secondo che i & pari o dispari, & per
conseguenza
n 3
5= -i—“fln sen. nt =
@
(@)
= Hm o

=
(@)

5. Possiamo render pitt semplici quest’ espressioni ridu-
cendo I' (4) per ogni valore di b al caso di . Poiché in-
tegrando per parti abbiamo

—3
S e = —

W b

o quindi tra i limiti 0 ed L
2T i
O —— fe L ads=— 2 T(F)

la qual’ equarione integrata oi di F(3) =21 . Sard dungque

=0 sen nt
B
(b2
W= Tti)x cos. nt
=y
(ands)

ove T(r) rappresenta il valore dell’ integrale fe ™. 4" du
tra i limiti 0 ed .

6. La med suol farsi cosi:

—ix - i ;
nella formola fe “. " dx si pone x in luogo di bz, e sic-

y > 2 — m—:
come dopo la sostitnzione diventa s feosm i) s

ne conclude immediatamente che tra i limiti o ed X sia
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A —bp A=l - =1t ”
Yre o dy=Jfe & dz Questo ragionamento perd
non pud usarsi che con molta precausione, perche applicando-

i —r, =2, 1]
lo all” integrale f “1‘ ed osservando che la sostituzione

T

di bz in luogo di # ne fu spavire la b, ¢ inganneremmo s&
:,

e gy o ad L

T 0

da cid deducessimo che 1’ integrale

dipendente da b, Tnfatti

Far

L =tz .
s —f =t

™ . —bz, .
od integrando ablimo [T = 0—log. b. Posta b=t s

=
trova la costante € =f‘T‘3; dunque

e
f = de=—log b.
Lo stesso, se bisognasse ,; st potvebbe dimostrare in al-

tro modo. Ponendo 1 +4—1 in luogo di &, ed invece di
—(—i)z
e

il suo sviluppo in serie, avremo

/-

= ’d:[y_ I;‘%x*‘%;—)l:‘—&c.].

e =

dz=

et ' - —
Ma tra i limiti 0 ed = & fe de=1, fe xdx=1,
— 2 5 .
fe x dr= 1.3, e generalmente denotando i un numero in-
e o 7 .
tero positive & fe . adr= 1.2.3. .13 pereid

(b= (=1
3 3

+&e.=—log.b.

br_ ot
=T dp=—(b—1)+
=

Né ¢id deve recare alouna maraviglia , perché sebbene

e Ll A s bz,
per la sostituzione di z in luogo di bz I integrale ,::_‘.E

. s x4 . e et
si cangi mf—"_—a,—' , & ne scomparisca la b, essa pord st ri-
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trova nei limiti, i quali non sono o ed 63 come prima, ma
0.5 ed oo b, ed avuto iguardo alla variazione di & in que-

a. 0
limiti === non & zero, ma =— . Poiché rappre-

sti

sentanda col segno () 1’ integrale indefinito f

S E =g B —i(o.0).

o
5 sark Lke

mo, tra 1 limiti 0. % ed co. &.

i)
de

2y

Ma siccome

7. Si puo facilmente assegnare in generale la condizione,
a cui si deve soddisfare, perché in un integrale qualungue

[dzF(x) da o ad = sia permesso di mettere i in luogo di

%, essendo ¢ una costanie, ed insieme supporre mantenuti
i medesimi limiti. Affinché 1 integrale fedx Fca), in eui do-
po la sostituzione si cangin fdxF(x), conservi il medesima va-
lore, & necessario che sia questo indipendente da c, e ¢
di e sia nullo tra i it dati il differenziale preso per rap-
porto a ¢. Abbiamo adunque la condizione

(@) o= LA — fdaFlex) + fodi LHlen),

d.F d Flex) . .
Ma essendo cT':’)_. J—c:’,s: trova integrando per pasti

Sede 8D = frde ST — 2Flor) — [drF(cx),
sostituita il qual valore 'equazione (2) diventa
o=zF (cx)

e deve verificarsi tra i

iiti o ed -, perché salvo il va-
lore. dell’ integrale e conservati i medesimi miti sia permes-
sa la sostituzione di ex in luogo di .

Se ne facciamo 1" applicazione all’ integrale
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—t i,
desen.ax, ayremo la condizione

-z w
o=¢ . & SEN.acT.,
la quale & soddisfatta nei limiti o ed < quando b &> o, ed

0> 6, ma non lo sarebbe mel caso di b zeroco din

n
negativa, Pertanto, quantanque la sostituzione di z in luo-
o di ax fuccia spavite Ta quantiti @ dallintegrale ==,

sta sola circostanza non ci autorizza a conchiudere , che

qu
tea i limith 0 od & sfa fZ indipend

8. 11 caso di m=o non & compreso nei valori di = e
di  teovati di sopra (4). Riandand infatti i ragionamenti

precedenti vedeemo che non hanno luogo in questo caso I’ e-
quazioni (1) ¢ (2) ;masi devano ad esse sostituic le seguenti

te da a.

oppure le altra

dz
i

dalle prime o dalle seconde delle quali facilmente si dednce

b2 dvenox X, s 14
__:‘__A.c(um;, _.;)

f —hx
9. Qnantungue i valori trovati (4) di = ed y siano tali
di' >0 , e debba per conseguen-
il caso di b=o, pure scordan-
mo, ed dltri dopa,di lui pongona
i, ed ammettono come legittimi

e

L log

sotto | espressa condizione

za escludersi dai med

dosi di eid I’
b =0 nelle farmole g
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'

e
f"‘: = ciob all" arco di go. gra
quest” equazioni non potendosi riguardare come in fal modo
dimostrate, hanno bisogno di altie prove.

Siccome le formole fdzsen. ax ed (decos. ax ammetto-
1o I integrazione indefinita , i valori trovati per questo mez-

i resultati particolarl fdasen. az

Sdveos. ax = o, &e.

L evidente che

zo dei medesim

integrali tra i limiti 0 ed = possono som-

ministrare la conferma dei resultamenti precedenti. endo

Jdusen. az =—=222, ed [dwcos.ax == 2%, avremo tra i
a a
= son
llmil.iaed%, Sdzsenax = ————, [drcos.av=——. Ora

a
sen

oA o o K 2
perchi le due quantith ——= e — si riducano yespetti-

2 :
vamente ad — e zero, bisogna supporre nel medesimo tenipo

€05, = =

o, lo che non pud

dell’'equazione {::Da. 2 }n+ ( sen, 2 )s =

a motivo

a
5 e sem. =

10. Sembra che il seno dell’ arco infinito, il quale non
si riferisce piuttosto ad un punto che ad un altro della circon-
ferenza, possa essere rappresentato da un numero qualun-
que m compreso tra i limiti+ 1 e—1; ¢ cosi pure il coseno
dell’ arco infinito sia espresso da un numere indeterminato
n, ma compreso tra i medesimi limiti +1e— questi due
numeri m ¢d 7 non sono perd indipem'l.('nti tra loro essen-
do legati insieme per mezzo dell’ equazione m* = n*=
quantunque essi non possano esser nulli nel medesimo tem-
po » contuttocio zero @ la somma di tutti i valori tanto del-

che dell’ altro, ¢ per conseguenza — & il medio avil-

Tomo XX. as
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[
o

motico tra tutti i valori della quantiti s ezero il me-

o
son. L
dio aritmentico tra tutti i valori della quantith T L

sono pertanto ammettersi contemporaneamente in un certo
senso ambedue 1* equazioni

1 cos L

s

quando cio¢ " intenda che il secondo membro esprima non
il yalore assolnto del primo, ma il medio aritmetico tra tut-
ti i valori, che questo pud prendere.

imiti o ed L I'equazioni [drsen.az == ,

Supposte tra i .
Jdx cos. ax =0, sc ne deducono col meazo della differen-
ed frdzsen.ax

siagione lo seguenti fadw cos.az =

—o, lo quali possono ancora ricavar dai valori di y e z

ponendovi &=0, ed n=2. L’ integrazione indefinita ci da
swnar | conar
T

Jadxcos. ax

seon.az

[ wdzsen. ax T

sy Fwa S
ma né la gaantith — presa tra i limiti o ed
X pub divenire =— -, nb la quantiti — T2 4 S22

il medio arit-
banno

pubd ridursi a zero, se pon quando si consideri
metico tra tutti i loro valori. E simili osservazio
le relativamente alle altre equazioni, che si
nte I ulteriore differenziazio-

lnogo in
o dalle precedenti medi:
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ne relativamente ad @; o inopportunamente si deducano dai
valori generali di ¥ o di z, facendovi b= o.

Passiamo ad sltre considerazioni. 1l Sig. Poisson nella ci-
tata Memoria prosegue le sue dotte ricerche sopra una cla
se molto estesa d"integrali definiti, ma noi ci ristringeremo

[reis ax.
e

per breviti ad un caso particolare, ciot a quello di f“

tra i limiti 0 ed . Chiamando y il valore di questo inte-

guale definito cgli ginnge all’equazione

chie poi riduce a o=y — S& supponendo fdxcos. ax =c.

Questa circostanza (9) lascia nella mente qualche serupolo
sull’ esattezza della soluzione. Oltre di che per det

il valore dell’integralo f et nol easo di a=0o il Sig.

s

Poisson vi pone x in Tnogo . az, dopo 1 sostituziue

: rdren.s . "
(Iuvcm:\j o+ © sianufa in —
Non sembra primieramente che questo medo di ragiona

re possa senzi dimostrazione :Am:ucll(::sl generale, e ne
avremo una prova convincente applicandolo all’ integrale

s o
e e, ) quale per i vitiovati del Sig. Poiseon s

qu

‘3

, quando @ & zere.

vebbe =o per qualunque valore di a. Postovi x in Tuogo di az
ot

questo integrale si cangerebbe in f dz, e qualora

nel caso di @ zero fosse permesso sopprimerne prima dell” in-

tegrazione i termini moltiplicati per a. diventerebbe

dell

F

In secondo luogo & da csservarsi, che i limil integrale

i

rdxaen. x . - r.
fL-T non sono propriamente o ed < , quali erano pri-

ma della sostituzione, ma 0.z ed . a, ¢ questi nel
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@ zero diventano 0.0 ed =0, ciot o ed 1. (Sivedail se-

guents 0. 13.).
Ponendo in luogo della quantity —— il s sviluppo
in serie abl

[ cos. ar( 1 — ' o &2.)

e se tra i limiti o ed = fossero realmente nulli gl intogra-

li fdvcos.ax, fe*decos ax, [widncos.az, &e., ne dovrenm

lrcos. ox.

mo conclude: =o. Questa consegnenza, che non

=
sarehbe facilmente ammessa relativamente al valore assoluto
di quell’ integrale, ¢i somministra wn altro motivo di dubita-
re dell’ equazione fdicos.ax=o. La medesima equazione rion
implicherebbe forse contraddizione veruna nel concetto del 0.
10, nel quale gl integrali fdx cos. ax, [a*dxcos. av, &e. s0-
no tutti nulli senza contrasto, quando ciod si covsiderasse il
medio aritmetico tra tutti i possibili valo

1a. Non ignoro che il resultato a cui & giunto il Sig,
Poisson , si accorda con questo, che & stato ottenuto con al-
tri metodi, ma anche questi sembrano sogwetti a qualche dif-
ficolta. 11 Signor Laplace prendo a considerare I integrale
doppio

—pi)

s=//¢

tra i limiti ced % per ambedue le variabili x ed

. aydydx cos. ax

ed inte-

grando in primo lnogo velativamente alla y trova =

Per altra parte incominciando le integrazioni dalla x, eal 05~
e

s =
TF dx cos. ax = f—; eV ne deduce

servando che /e

= -
> & siccome [dye

=y/afdye
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. s ; x —a
conchinde finalmente essere z cioe "—f'.‘”f;,'l:-a_.a A

Niuna osservagione pnd farsi intorno alia prima integra-

2 1 —=yH117)
zione , perché fe @

L
Taa

- 2ydy conserva la medesima forma
x

per tutti i valoni della » da zero all’ infinito; ma non
& Io stesso della seconda integrazione. In questa si ammetto
=

; —yran 7 S 5
che sia fe °  dwcos.ax= {7"9 per tutti i valori che

pud prendere la y, tra i quali & compreso anche lo zero , ciod si

suppone che sia fdicos.ax= L . Y= 1o che in qualun-

que modo & molto lontano dal vero. Bisognerehbe adunque
dimostrare che una tale supposizione non pud influire sul
risultamento finale , ed alterarne il valore

Per mostrare con qualeh’ esempio, che la nostra ol
ne mon & forse priva affatto di fondamento , applichiamo il

metodo del Sig, Laplace alla formola = = ¢ ™™, 1 ydyds tra

i limiti o ed ?' tanto per la z che perlay. Avremo da una

fﬂ;j, dalPaltra = ./%_I, lo che porterebbe ally

strana conseguenza che fosse zﬁ’ j“{T‘, e quind

=

parte =

tra i limiti 0 ed - . Cessn ogni difficoltd , se le integrazioni

si fanno wa i limiti 1 ed % » perché i due valori di z, che

=2
B
mente eguali.

Se prendiamo ad esaminare il valore z dell’ integrale

o LA, .
se ne ottengono, cio Y sono evidente~

ffe ¥ dvdysen.ax, e primieramente integriamo per rapporto

Jaten. ax
=

ad ¥ da zero all’infinito, troviamo z — » ed integran-
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17k

. - - —y
o relativamente alla x abbiamo (5) fe  dzsen.as

Fry?

& quind

dr y 5 v
f el = 3 qul apparisce clisrameate cho

. ST . —=r
mentre supponghiamo essere —— il valore di fe " dusen.ax

che nel caso di y zero, ammettiamo per dato quello che

usstione, oiob supponghiamo che sia fdusen.az=—.

in

. 11 Signor Legendro nelle sue cccellenti Esercitazioni
sopra il Caleolo Integrale, dubitando forse anch’ esso dell’e-
quazione fdxcos.ax=0 ha immaginato un ripiego ingegoo-

so per evitarla. Ceveando il yalore dell'integeale

i limiti 0 2=, ove i & un numero intero e ax la circon-

foronza del circolo che ha per raggio Punitd, egli assegna con
tutto il rigore U equazione differcnziale, da cui dipeade la ri
soluzions del prablema propostosi. Ma nellapplicazione, che

ne f alla ricerca dello stesso integrale tra i limiti o ed =,

Tascia nello spirito qualche incertezza la supposizione , che
I arco infinito termini precisamente dopo B nimero atero
di circonforenze, 0 dopo lo stesso numero intero diviso per
a. Poiché sebbene posto i un numero intero infinito e & un
nnmero finito la quantiti 2iz-+b possa riguardarsi come eguale
a0 aim, non & perd sen. (2iz-b

Per toglierei quosto dubbio; seguitando lo traccie del Sig.

—=sen.aiT

[zeos. az

Legondre cerohiams il valore % dellintegrale 022 pre-
=

e ta i limiti 0 e ¥=2, ove b & una quantity indipenden-

1 @, ¢ tenendo conto della variazione di 2 nel seconda

te
limite troveremo

(aime=ens
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e differenziando di nuovo

e wm- ax (siz—+-Hpien b oalaizt-bleos b

7 el T i) T T
¢ quindi

o—d———fn’xcos 4T+

Ma siccome [dx cos. ax

i P’, avremo finalmente

. : P& infinitos il o anlsisbiond
Quando il numere i & infinito, il termine ]

annulla, il termine r"4ﬂ‘—‘- diviene =21, ¢ pe
risce & dall’ equazione , che si riduce a

o=Z —

b spa-

oz
e

E qui giova avvertire che si giunge al medesimo risulta-
mento, senza che sia necessario di porte infinito sotto la
forma aix o sotto la forma aiz--b. Infatti chiamando Z' 'inte-

grale 1292 4ry § fimiti 0 e £, ed operando come: sopra
=
avremo

o=Z—r——

dar

la qual’ equazione , posta ¢ infinita, si cangia in

Semb
chea quests

adunque potersi con ogni sicurezza conclnder
ultima equazione deve soddi

fave: il valove dell’in.

Taha e tra i i

mo inge

s

@
< oed 2,
tegr 2,

ti se sia permesso di sostitnire a questi i limiti 0 ed co.
Poicht cercandosi- direttamente il valore y dell’ integrale
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20007 gpa { limiti o e aiz-+b si glunge all’ equazione
=

I

ove il termin

= [ cos. an = Snstize

o alnin+ ; : o
b non si annulla per ogni valore did,

comunque sia il numoro i finito o infinito, e né pur divien
ZELO pnnenduu col Sig. Legendre § = o, s¢ non quando az
un numero intero.

Se non tenendo conto di questa difficolti vogliamo de-
durre dall’ equazione

1" integrale f“"" da o ad = , rimane al compimento del-

minazione delle costanti G e G nel valore

la ricerca la det

1l Sig: Legendre siflette che la prima
jronnz

di y= 0"+ Ce

s8 la

dev’ esser nulfa per la natuca dell’integrale

=y

seconda eguale al valore dello stesso integrale nel caso-di a=o0,
e punu!‘lll) I’ unita in lnogo di cos.ez ¢ poi integrando trova
dr

5 ma questa seconda parte ha bisogno di

esser dimostrata. Gonvien ciod far conoscere il motivo per cui
nel caso di @=o si possa prima dell'integeazione porre Lunita

.fmu.z =

.8 nel medesimo ca-

invece di cos.ax e dedurne
so non sia permesso di pnrm zero in luogo di sen.ax, & con-

edrsnn.or

cluderne

Sembrami, se non m’inganno, che alla richiesta dimo-
stragione possa supplissi cosi. Ponendo in luogo di cos.zx il

suo sviluppo in serie avremo

fm o [ (s =2 )

Ora facendo le iniegrazioni da zero: ad —troviamo
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d
/:.'5.7= Arc( tang, — )_A
iz ;
T——f(‘ _w)d;n= Lk

o [l = s

€. £

et
-1

Dunque sostituendo questi valori avremo tra i limiti o ed =
I%

essendo P una quantitd che svanisce insieme con a, e per-

cid posta a=o sard tra i limiti o ed -

_Arc( tang. =

Ma qmlum sia riconosciuto le"{tumu il precedente ra-
un nuovo i

1 Yieandal

alla ricerca del valore, che prende tra i limiti o ed % Pin-

ddx\ul! ax

tegrale

quando @ & zero. Poiché sostituendo a

sen.ax il suo mluppn in serie avremo

e o iedis)

e ponendo in Inogo di f Zf, [ZZ, & i valori prece-

«:-’

denti troveremo tra i limiti o =ﬂ—.-

‘zdrun.az x s '
g s bk
ove Q si annulla con a. Pertanto posta @ = o sarebbe tra i
limiti 0 ed -

Tomo XX. a3
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wdewngs _ o1 ' =
f e L e &e. = 0,946083

cio molto diverso da £, valore comunemente attribuito al

medesimo integrale.
Merita di essere osservato, che la stessa serie

. '
—sutoEr— 7‘14-&6»

tra i limiti o ed

rappresenta ancora I'integrale

com' & facile verificare. Questo integrale adunque & indipen-

dente 4, ¢ per conseguensa = 22 e i Timiti o e
e fors'anco = %

| guisa tra i limiti o ed =

o

tra i limiti o ed =

=

8i trova in si

fi:&iz:"_ﬁ*n...n e — &= 0,a8g811,

T g tra i limiti 0 ed 1,€

=

ed ha il medesimo valoreﬁ
pare che sia lo stesso quello dell’integrale f;';;'—“ dz tra i
limiti © ed % 5

I dubbj da me accennati ed altri simili, che per brevi-
ta tralascio , potranno forse dalla sagacita degli Analisti es-
sere facilmente dileguati. Ma siccome non mi & riescito, per
quanto vi abbia meditato, di trovarne per. me stesso; uno
scioglimento, che mi acquistasse pienamente lo spirito , cosi
bramerei che un gran Geometra, come il Sig, Legeudre il
quale ha portato tanta aceuratezza in altre parti della Mate-
matica, prendesse la cura di schiarir le difficolti, che pre-
sentano alcuni principj ammessi nella teoria importante degl’
integrali defi
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14. Prima_di terminar questa Memoria indicherd un nuo-
vo metodo per troyare i valori degl’integrali definiti in prin-
cipio contemplati, il quale pus esser utile in altre circostan-
ze. Ritenute le medesime denominazioni abbiamo

%:fe_‘ 2 dveos.ax, _—fu 2 dxcosiax
© quindi 1’ equazione
—L + gh=0
la quale ha per integrale
y=plbtay/=1)+¢(b—ay/—T).

La determinazione delle funioni arbitrarie ¢ ¢ dipen-
de dai valori di y ¢ di "l, quando @ & zero. Ora essendosi
da not dimostrato (4) che in questo caso & y =T(2), e 3 —o,
avremo indicando col segno /() la fanzione d'ﬁ“’

#8) + P =TE)

) —Fl)=o
ciot integrando (k) — ¢(4) = ¢, essendo ¢ una costante in-
dipendente da &. Sard dunque q;(b):m—r*“y Plb)= %"‘,
e per conseguenza

y=

Db /S Tb—a /=)
N

e posto in luogo di I'(h) il suo vnlnmr(” (5)

= F=3—n
7:[.(')(:-..”/ T ”:(i-..- 1y
la qual’espressione col mezzo delle consuete formole inser-

vienti alla riduzione delle quantitd immaginarie si trasforma
in quella trovata al n.” 5.
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& : —bs m—t
15. L integrale definito z=f¢ .z dxsen.az con-
duce alla medesima equazione

¢ quindi allo stesso integrale
s= b ay=T)+ (b —ey/=T)
ma le funzioni arbitrarie debbono determinarsi diversamente.

_larg
[

E siccome nel caso di a zero & () s=0, e :i

ayvremo
WH + @ =0
V=T — ] =— 250
clod () — () =22

altra (0) + p{H) =0 ci dara y{) = 21, g(b) = ’l‘%‘: s e

, & questa equazione combinata coll

pereid
s=TB—a)/=T)=P(bray’=5)
Fr=n

ciok sostituendovi il valore di I'(2)

==T(1): (h=a :ﬂr"ﬂ+. ="

3 /=1
Ia qual formola per la riduzione delle quantita i
diventeri lo stesso valore di z del n.° 5.
16. In questa soluzione non & escluso , come nell” altra, il
—Fd

caso di p==0. Abbiamo allora (6) S = [~=2% —log. b, e

aquindi

f:"‘“cmu’—e" e = JoE(a B Y+ bogla—bpr=1]
=

r3

=—Llog (a*+1")
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f Hdvenox - Jog (bt a )P oT )= Tog (b — #/=7)
PY=n

=

=Are ( tang, = -E-)
com” & noto.

17. Senza ricorrere all’ equazioni £X. . By _

i
e %"ﬁ_,-p% =0, potevamo ottener l'intento con la semplice
sostituzione alle quantith cos.ax e sen.ax del Toro sviluppo
in serie. Infatti cosi facendo abbiamo trovato (4)

= @ dTE) el ahTih)
y=IE)—% S8 L 40 g

s dT(E) @ BT a d5T(B)
Femmd e ks o s o

che & quanto dire
— M —ap =y T = 7y
== = Yy
o A ot VG L (V)
_—;—L.JV_I -
18. Potremo ancora poire in luogo di cos.ax e sen.ax
i loro valori espressi per 'esponenziali immaginarie, ¢ sicco-
me dopo questa sostitnzione y e z diventano

e SR s
,‘/,__x fe—za_q/:), e Jet T

senza altro ragionamento ne dedurremo a colpo d’ occhio i

resultamonti. precedenti. E questa sembra la pit semplice so-
luzione del problema.

19. Pitt gencialmente, qualora tra i limiti o ed = sico-

" 0 -
nosca il valore F(#) dell'integrale fe¢ . Xdr, ove X & una
funzione di = che non contenga b, se nella funzione F(2) por-
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remo in luogo di b prima & —a /=1 e poi b+ay/—1, la
semisomma di questi due resultati dard il valore dell’inte-
grale fe . Xdxcos.az da o ad %, e la loro semidifferenza
divisa per / — 1 somministrerd il valore dell’ integrale

. b g :
Je " Xdzsen.az tra i medesimi limiti . K per altro necessaria

la condizione, che 2% non sia infinita, perché altrimenti

non p di che llandosi a, sia

fe-", Xdxcos.ax=F(}), ed Ia_”.xdxsen.aw= 0.




