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Se una linea piana si move nello spazio, e nello stesso tem-
po varia di grandozza con qualsivoglia logge, genera una su-
perfice tale,, che la sua estensione e quella dei solidi’ termi-
nati da essa comprendono, pressoché tutte le grandezze geo-
metriche delle quali finora si & stabilita la misura. Infatti va-
riando la natura di quella curva, e moderando diversamente
le leggi del suo movimento, potranno venir generate le super-
ficie coniche, cilindriche, anulari, le superficie gobbe, quelle
del secondo ordine, le superficie sviluppabili, ¢ simili.
Quando poi la linea generatrice & retta, un punto il qua-
le scorra lungo della medesima con legge determinata, descri-
verd mello spazio una curva la quale, per rispetto ad un al-
tra che dirigga il movimento di quella retta, potri rappre-
sentare molte di quelle linge la cui importanza attrasse mag-




Der. Dorron Maniannt 483
glormente Iattenzione dei geometri. Per tal modo infatti po-
tranno venir generate le evolventi ed evolute di Huyghens
e di Monge, le curye parallele di Leibnitz, le linee dei cen-
tri osculatori, quelle di curvatura sferica ece.

Nella presente memoria per me si svolge questo importan-
te argomento; cioé si offtono le formole per deserivere e mi-
surare le estensioni nominaté, qualunque siasi la legge della
loro generazione , quindi percorrendo i casi particolari della
maggiore importanza, si ottengono i risultamenti noti ed altri
ancora che forse misi devono interamente.Tali sono,a cagion
4" esempio, le espressioni della estensione e curvatura delle
evolventi ed evolute, della linea dei centri oscnlatori, e dell’
evoluta per il piano di una linea data qualunque: aleune re-
lazioni semplici che regnano fra lo spigolo di regresso di una
superficie sviluppabile ed una linea qualunque tracciata in
essa, d” onde si desume I'equazione delle linee brevissime di
quella superficie, la quale equazione si riduce alle quadratu-
re; poi si ricavano la famosa teovia delle sviluppate di Mon-
ges e gli eloganti teoremi di Lancret. Finalmente si di una
nuova estensione al fimoso teorema di Guldino , cios si ge-
neralizza la regola insegnata da Archimede per misurare la so~
lidita del cono ordinari

Avrei potuto applicare le formole trovate in questa me-
moria a molte ricerche particolari, ma la quantita delle me-
desime e la prolissith di alcuni calcoli mi hanno determinato
a fare di queste 1" argomento di un altro lavoro , che mi fa-
i sollecito di pubblicare.

PARTE PRIMA.
DELLE SUPERFICIE GENERATE DAL MOVIMENTO DI UNA LINEL RETTA.
PROPOSIZIONE PRIMA.

Una retta si mova nello spazio in maniera che un pun-
to individuato di essa percorra una linea data, o roti intorno
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a questo punto con legge determinata qualunque , & nello stes-
so0 tempo un punto scorra lungo la retta generatrice pure con
data legge: mi propongo di trovare le equazioni della super-
ficie e della linea che vengono generate dal movimento di
quella retta e di quel punto.

1 punti e le estensioni che mi occorrera di considerare
in appresso, le supporrd riferite ‘a tre assi ortogonali G, Gy,
Gz colla traceia Gg rappresento una curva qualunque cui
sia tangente I asse Gas con MG la retta generatrice consi-
derata nella posizione primitiva, e con MP, PQ, GQ le coor-
dinate del punto M. Si conduca la retta MQ, e si supponga-
1o Ang°MGQ = 4, Ang:MQP=u. Fingiamo poi che moven-
dosi la retta GM, il punto G della medesima scorra Jungo
la curva Gg, e tragga seco gli assi coordinati, per modo che
V" asse G sia sempre tangente alla curva diretrice Gg, ed il
piano yGz non roti intorno a quell’asse, Giunto estremo Gin
g ed M in m, supponghiamo che gli angoli, b, @ divengano i«
spettivamente -, @+8; ove considereremo 4, 0 quali fan-
zioni determinate della lunghezza dell” arco Gg.

Ponghiamo quest’ arco Gg=s, gm=m, © chiamiamo x,
5 2 le coordinate del punto m3 p, g, r quelle del punto g;
e finalmente rappreseatate con gx’ la retta tangente in g la
curva Gg, con gz’ la sua projezione sul piano delle rette g,
gz rispettivamente par le agli assi G, Gz ; supponiamo
Angzge' = h, Ang*a'ge’= k. Cid posto immagino condotta
pel punto G una retta GM=m per la quale le coordinate del
punto M siane MP=', PO=y", GQ=¢, Avg "M Ga=b-+a,
AngsMQP'=0-+0; e sorivendo per breviti @ ed & in luogo
di o <+ 6, a+ b avremo

&= MCos.a, y'= MSEN.ACOS.0 ;5 2= msen gsen.o

Fingiamo ora che il sistema delle rette Gz, Gy, Gz, GM' si
disponga in maniera che il pnnto G cada in g, I’asse Gz si
adatti o g, né accada rotazione intorno al punto G- I chia-
ro che la retta GM' si confonderd colla generatrice gm, ¢ le
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coordinate del punto m per rispetto a questi assi saranno 2",
"5 . Cid posto I'nsse Ga considerato in questa posizione si
mova ora nel piano 2"gx’ traendo seco gli altri due finche si
adatti alla retta gaf, senza pe b ohe accada totasione intor
ad esso, e supposte z, y', =, le coordinate del punto m
spetto agli assi primitivi l:r ec. considerati in questa terza
posizions, avremo facilmente

a"cos.k — y"sen.k, ¥

“sen.k + y'cos.k, 5'=z",

Supponghiamo per ultimo che gli assi Ga ec. vengano rimos-
si ancora dalla terza posizione, I"asse ga' si avvicini a gz nel
piano xgx', finche si confonda con esso, e tragea con se gli
altri due assi senza altro moto di questi. Siccome z—p, y—g.
z—r sono le coordinate del puuto m rispetto a quest’ ultimo
sistema di assi, quindi avremo

T—p=zcos.h—z'senh, y—q=y, s—r=ux'sen.li-+z'cos.k.

Eliminando ora dalle equazioni trovate le quantitd &', y' ec.
&' ec. si avranno

L= - THCOS.GCOS. .’mos..k—msuJz(scn‘hscn.s-'-cus,,’.sen_}‘ws‘m]
(1) y=g-+mcos.asen.t+msen.acos.kcos.o

=r-+ meos.asen.ficos.f—msen.afsen .Issun.kcuswns.dsen‘n)

ove gli angoli /i, e £ si determinano mediante lo equazio

(%) sent =(2).

Ora tutte le volte che le quantith p, ¢, r; a ed o saranno
date in funzione di s, eliminando m, ed s da quelle equazio-
ni, la risultante rappresenters la superficic generata dalla ret-
ra GM. Se poi il punto M scorre lungo la retta generatrice,
espressa la lunghezza variabile m in funzione di s, eliminan-
do dalle equazioni (1) questa quantita s, si avranno due risul-

(3)  coshoosd= ( ) sen.ficos.k
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tanti dalle quali verri rappresentata la linea descritta

da quel

punto.

Per indicare con un esompio facile e comunc I'uso di

quelle formole, fingiamo che si voglia trovare Vequazione del-
la superficio generata du una retia, la quale si appoggia co-
stantemente sopra altre tre rette date. L’asse G sin una di
queste direttrici, 1" asse Gy sia il prolungamento della minima
distanza di quella retta o diun altra direttrice, le cui equazio-
ni sisno x=Az, y=Ds ¢ supponghiamo la terza direttrice
rappresentata dalle equazioni Mz+N, y=Pz-+Q. Suppo-
sto nel caso presente, che la linea Gg sia lo stesso asse G,
avremo =0, r=0; =0, k=0 e le equazioni (1) forniranno

X =P MC0S.By Y = THSEN.0C08.0; 5= msen.gsen.a

m' lo parti della retta generatr e in-

quindi indicando con m,
d ognuna delle altre due direttrici

tercette fra I’asse Gz e

avremo
P+ mcos.a=Amsen.asen.o, mMSEN.AC08.0= D

P+ m'cos.a = Maisen.asen-o +N,
m'sen.acos.0 = Pmsen.asen.a -+ Q.

Eliminando ora m ed n' si ottengono
pros.asen.a D(Asen.osen.a — cosals

(p — N)(cos.o — Psen.a)sen.a= Q(Msen.osen.a — cos.) 5

e siccome tang.e = .% 5 Cos.a= ’_;!, ’"=|/ll-f—p}’+y‘+z')
quelle equazkoni & trasformano nelle seguenti,

Ay —D)=Didz—3), (p=Nly—P2)=QMz—=+7)
da cui climinata p si ottiene per la superficic di cui si trat-
ta, la seguente equazione

[D{As— =)= { y—D]](y—Pz)=0[(Mz—z)( y—D}-+D(A=—

1
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Mediante le nostre equazioni si risolvono molte questioni re-
lative alla superficie considerata; sulle quali perd non ci dob-
biamo trattenere.

'PROPOSIZIONE SECONDA

S DOMANDA LA LUNGHEZZA DELLA LINEA GONSIDERATA

NELLA PROPOSIZIONE ANTEGEDENTE,

Formando le derivate , per rispetto ad s delle equazioni
(1), nell’ipotesi che m sia funzione di questa variabile, ed in-
dicando, cogli apici quelle derivate che non si possono effet-
tuare, secondo il metodo delle funzioni analitiche di Lagran-
ge, si ottengono

s.ficos. k-—=m (sen.asen.hsen & —sen.acos.hsen.o

—cos.asen heos.)—mk (sen.acos ficos.kcos.o—+cos.acos.fisen. k)

-+-mf'sen.a(cos.hsen ksen o—sen.ficos.o)+ T (v —p)

— mal[sen.acos.ficos.k +- cos.afsen.fisen.o +- cos.hsen. keos.o)]
(3) y=sen.k-+mk(cos.acos.ki—sen.csen keos.w)—md'sen acos.ksen o

-+ % (r—g) — ma/(sen.asen.k—cos.xcos.kcos.o)

s sen.hoos.k--mli{cos.acos. heos k—sen.acos.hsen. keos.o

— sen.asen. hsen.o)—mk (cos.asen.hsen. k-+sen.asen.kcos.kcos.o)

-+ ml'sen.afsen.hsen.ksen.a ~ cos.fcos.o) + - (5 —71)
— mal[ sen.asen.hoos.k - cos.a(sen.hsen.keos.o— cos.hsen.a) |
Rappresentando ora con © la parte della linea cercata com-

presa fra i punti M ed m, quadrando le equazioni (3), poi
sommandole avremo
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1+ (cos.acos. k—sen.asen kcos.a)'~+sen. asen."0)
k| 1—sen “asen.to)+m'6’ *sen.*a—amh'sen,acos.ksen.o

ksen.ocos.o+am Ik s 08 Kic0s.0-+-cos.usen. k) \

—nm’&‘.'x’s:n.a(sen.mn.k—c.ns.acos.Lcus.a)
_gm’ﬂ’i.'sanAanas.ascnn-e—m”-a—m“on”—t—z(wcos.u') i
—+ am’a(lcos ksen.o - Keos.0)
da cui, dopo aloune facili riduzioni, si deduce
/== [son.a — m{a~+ Kcos.ksen.o == Koos.a)]* 3
«i—m:[ﬂ‘sen.w—-k‘nos.ascnﬂ.—k'(sen.wsen‘k—cos.accs.knoe.ﬂ)]‘ 1
+ (mdcos.a)*
PROPOSIZIONE TERZA.
Proponiamoci di determinare la tangente ed il raggio oscu-

lators la linea considerata nella proposizione seconda , corri=
denti ad un punto indivi qualunque della medesi-

P
ma linea.
Formando le derivate per rispetto ad s delle equazioni

(2) si ottengono

p'=—lson.heos.k — Feos.hsenk, g'= Keosk,

r=licos.hoos.k — Ksen.hsen.k

—=—F"sen ﬁcos,k—ﬂ'cos.ﬁscn.kﬁ(fa"d-i.")cos.hcns.k
= afiksen.hsen.k

P

g'= Koos.k — E’sen.k
"= K'cas.hcos.k — K'sen.hsen.k — (k4 k)sen.heos.k
— afi'kcos.hsen.k

da cui si desnmono
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Pg"—p'g=Nsen.hsen.kcos.k+k cos.b, rp'—r'p'=—Nh'cos,"k,

"= g'¥= Noos.hsen. fcos.k — K'sen.h.

Indicato poi con R il raggio osculatore; con ¢!, i’ le deriva-
te degli angoli di prima e seconda flessione della curva Gg,
avremo
5 =P g = e o082k
P — PR P R g ) B
= (k'k'— KE)cos k= (24" A'cos. k)'sen. k.

Cid posto, essendo =2, 2=t

presi dalla retta m e dagli assi coordinati, ed Rp", Rg", Rr"
le quantith analoghe per laretta R; rappresentando col sim-
bolo R.m I angolo compresa da quelle linee, con ms.Rs lin-
clinazione dei piani che passano 'uno lungo le rette m ed 5
Paltro lungo le rette R ed s; della quale indicazione nserd
sempre in appresso; si avra

coseni degli angoli com-

() cosRm=T[pe—p)+4lr—g)+ (z=1)]
=Rsen.a(/'cos.ksen.o + K'cos.o ),
e dalla trigonometria sferica avremo
cos.R.m=sen.acos.ms.Rs.

Siceome poi, indicato con m.Rs 1" angolo formato dalle rette
m col piano Rs si ha

c08.%m. Rs= cos.*a~+-cos.*IL.m, onde sen.*m.Rs=scn *acos.*R.m;
quindi avremo

(6) sen.m.Rs = Rsen.a(f'sen.o — J'cos.kcos.o)
Tomo XX. 50
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Gib premesso, osservianmo che le equazioni dei piani i quali

si segano lungo la rettam, e passano rispettivamente per le

tangenti leo curve s e © sono

[rly —g)—g(e—nIP—p)+[Flz—r—rlz—rl
XQ—q)+[fle—p) —plr—R—7) =

[y =g) =y =X —x) +[#e—r) — == —p)]
XX =y + e —pely—gfE =2 =0

purché P, Q ecc. X, ccc. rappresentino le coordinate di un
punto qualunque dell’ uno e dell’altro piano, avremo quindi
il coseno dell’ angolo compreso dai piani medesimi, cioé

COS. MY, s =

L e o e 3) e e )

[y = %
TP =g Re—nIl B o= E—pIP=+s0.] LT gy (BT e e (P 1)

Ora il numeratore si riduce facilmente alla quantitd che segue
(pargyrslle—p)+-{r—a) e H#le—plr =)
(e[ p—p)g (y—gHrla=r)]
ed essendo
(x —plp'Hy = glg+ [z — rir=meos.a,
P24y #=1-+{moos.a) —msen a(i'cos.Asen.- -+R'cos.a),
& dall’ equazione (z—p)'+(y—g)'+z—ry'=m", cavandosi
(=)'t (y — gy~ (z—r)z'= m(m~+ cos.a)
il detto numeratore si ridurrd ad
mPsen.afsen.a — m{a'+ F'cos.ksen.o + Kecs.o)l;

siccome pei
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Iy —=g)—gle—nl+[ple—r)—rlz—p)'+ ec.
(P}l g g el =msen 2
[y —g) =7 (s— A+ [3e =) = (5= p)P+ .
= e %) = [ — )+ (3= g) o+ £ e — A
= m[v"— (m'+ cos.a)’]
ayremo, per ultimo sostituendo

i TN 'cos.
08,10, s = HLEmHE o bun ol con o

Essendo poi

cos.mo= o [#(x —p) +5'(y — 9) + #e — )]
avremo la seguente equazione
(6] 0'.008.1.0 = I+ ¢05.a
e quindi sard
8) v'senJn.u.cos.mv‘m.r=sen‘a-—m[u‘-e-h‘cos.isen.n-v—k‘cos,m)
Cosl siccome
©\.co8.0.8 = p'r' 4 ¢'y'+ r'z'= 1 + (mcos.a)’
— msen.afkcos ksen.o + K'eos.o), sard

] v'.€08.0.5 = 1 4 (oS, @)~ cos.Rum.

L equazione del piano osculatore la. curva Mm nel punto m
& la seguente

(7="—y"z) (X —x)+|

B e

ove X, ¥, Z rappresentano le coordinate di qualsivoglia pun-
to di quel piano. Dunque indicando con p il raggio oseunlato-
e di quella curva, avremo
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cos.mo, U=

402

—."’"Hx'\F—"—i‘(n-‘ml‘='A"—6"-!'I+Ef(=_p)-x‘fJ"-ﬂ'lll""—l*:‘l
T e e (e R T

[ =gy l—nl "
WE=p—rt

ma il numeératore del secondo membro non & altro che
[ #le—p) + 7= )+ e — 1) ="+ yy"+ 2%)
— He—p)+y Ur—g) +& =+ =)

¢ sicoome formando Ia derivata per rispetto ad s dell’ equa-
zione l

#(e—p) +¥(y—g) +2(s — 1) = mim'+-cos.q) si b

2 (z—p)+yr—g +2 - 1= L ()’ 2{meos.a)
4 | = u"— msen a(kcos.ksen.o + Kcosa),

e sono inoltre
V=7 (= 2 o] =
V1 [{5":)'f'j'3—)‘(W’))’-‘—(z‘(n—r)—z‘(z—p))“-o«ec‘ = mu'sen.m.v;
per conseguenza sostituendo avremo
(10) "'—‘: senim.p.cos.mo.po = min'+ cos.ay’—v[ L (m)' |
—+ a{meos.a)+1 — o*—msen.ali'cos ksen.o <+ Kcos.a)]

ove sen.mip.cosmiv.pu=cos.mipy come risulta dalla trigonome-

tria sferica.

La ricerca diretta del raggio osculatore p conduce me-
diante calcoli profissi ad nn risultamento complicato, Possia-
mo, per altro ottenarne il valore col seguente processo di cal-
colo, che indicherd soltanto, mentre sebbene sia pit spedito
del primo, pure la formala risultante & del pari complicata.
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L’ equazione di un piano che passa per 1" origine delle

coordinate ed & parallelo alle rette tangenti le curve o ed s

nei loro estremi variabili e corrispondenti, & della forma se-
guente

2l —py Y (pE—r = X (Y —g )= o

ove X, ¥, Z rappresentano le coordinate ‘di un suo punto
qualunque.
Sard per conseguenza
€0S. pv. VS=
i e = i O Y O i )
ol E Gl T i K10

Ora il numeratore del secondo membro non & altro se non se

(g = a2 o Yl o 2 &) P gy '),
¢ siccome mediante le formole riferite disopra si trova
P 4-gy g =m(k k" c0s. k) cos.a-+(h'cos. ksen .o-+K cos.0) X
[(msen.a) -~ m{0'— Ksen.kjsen.a],
percid formando la derivata per rispetto ad s dell’equazione
Pagy+ra=14(mcos.a)—msen.a(k'cos. ksen.o-+k'cos.o)
si otterri il valove del trinomio p'a"+gy’~r's", e quindi quel-

lo della frazione che si considera, Avremo poi anche quello
del denominatore osservando che

{

(P —g'x ) {7 —p' s g 2 —ry = p g ") 2y 2"
—{ P gy )

Cerchiamo ora cos.mv.vs, € siccome sono date le equagioni

dei piani mo, e vs i avri




0,0 e e e O] ) b, il ol

4o4

§ ' b ) ;

woami T T—FF - pE—r 2 Py —12F]

Ora il numeratore del secondo membro non & altro che
(pargy e e—p)y r—g) e el )
[z —p) + gy — g) 7= —7)]

la quale espressions & formata di quantitd totalmente cono-
sciute.

Posto tutto ¢id supponghiamo cos, pu.vs=p.A,c0s po.un: p.B,
cos.mv.os =0, 8 siccome Ang muvs=Aug *po.om—Ang. pu.os

s—C
avremo p*= piG

Determinato cosi il valore di p si avrh immediatamente
la posizione del piano oscalatores e quindi si conoscera tut-
to quanto ci siamo proposti di trovare.

Corollarj. Se la retta m movendosi 'si conserva tangente
alla curva direttrice Gg, siccome a=0, b=0 avremo dall’ e~
quazione (7) o':00s.v.s=1-+m'; ¢ dall’equazione “

o= (1w ;—': per cui sard 0'.560.9.

Se inoltre fingiamo Angv.s=g0." saranno I--m'=0 ¢ o=

So poi nella ipotesi di =0, b=0 vuolsi che la lunghezza
maRe

della retta m sia costante, avremo ©.C08.0.5= 1;
& onde si ricava m=Rtang.v.s

Se la generatrice sari ovunque normale alla curva Gg che ne
dirigge il movimento, supposti a=o, b=q0", avremo dalla for~
“_—ﬁ’"‘“l,:"‘ ™, La pri-

mola (7) voos.mo=m, ¢ dalla (q) v'cos.0.

ma ne insegna che essendo m costante sari AngSm.o = go’

& viceversa: ¢ supponendo nella seconda Ang."v.5=0, nel qual
caso le curve v ed s sono parallele; si ayrd la nota relazione
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che regua fra gli archi corrispondenti di due curve di questa
specie.

PROPOSIZIONE QUARTA.

Nella superficio gonerata dal movimento di una linea ret-
ta, che qui si id i un poligono mistili
qualunque , e proponiamoci di_ trovarne I quadratura. Chia-
merd S la parte di quella superficie compresa fra un arco
qualunque s della curva divettrice, dalle rette generatrici che
passano per gli estremi di quell’arco, e da una linea qualun-
que Mm tracciata in quella superficie. Rappresenterd con z,
¥: & le coordinate di un punto m di questa linea arbitraria,
con ¢ la sua lunghezza, e chizmata n la parte della retta ge-
neratrice compresa fra il punto m e la curva Gg, ayremo

()= [R)E) - (a1 EE-E !
+ E(ff)(%) -]

Siccome poi le derivate (%), (), (%) rappresentan i co-
P | @) TAPP!

)
seni degli angoli che la retta tangente la curva o nel punto

m, forma cogli assi courdilmll,c(:—”‘), cc. i coseni analoghi re-

lativi alla generatrice,, e il secondo membro di quella equa-
zione rappresenta la funzione seno.n e sard

(222) = (&) smon,

ponendo ora nella formola (7) m'=o0, cambiando m in n, per
cui si ha v'cos.v'n = cos.a ossia v'sen.v.n =/ v"— cosa, so~
stituito quivi il valore di o' quale fornisce la formola (4) do-
po di avervi suppesto m=n e costante, si avrd
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(11} (—ﬁ-):;/[(mn.a. — nfd-+ Rcos.ksen.o -+ Keos.a))* /
~+-n*{f'sen .a—F'cos.asen .o—H(sen.asen k—cos.acos keos o)) ]

Gio posto si effettui la integrazione per rspetto ad n il che
& sempre possibile. {ofatti chiamato B* il coefficiente di n®,
A il coefficiente di —ansen.s, e supposto

1/ (sen. e — sAnsen.a -~ B*n?)—Bn = usen., si avri

@an ) T ) A+bap

( Pl ) _ _ ante(BeadurBup

Fatto poi A+ Bu=s s ha (%:5;,) =—

quindi integrando ed eliminando & si avrd

as) 20 Bt a
(&) = cose—i™ [(A-+Bip— bl 4B A" log(A-+Dul]
Si estenda ora questo integrale da n=o0 fino ad 7 eguale a
quella funzione di ¢ che rappresenta la parte della retta ge-
neratrice compresa fra la direttrice Gg, ed nno dei lati del po-
Tigotio A cui 8 cerca Ju quadratura, onde si avrd

Cost. =222 [AB + (B'— AYlog.(A + BJ} -
eseguita ora di nuovo la integrazione per rispetto ad s
& estenderd il risnltato dall’uno all’altro teemine di quel la-
to del poligono che si considera. Ripetuta poi una simile ope- |
ragione per ciasoan Tato di quella figura , nella somma. alge-

braica delle quantith successivamente ottenute si avrd Despres-
sione dell’area richiesta.

Ma in tanta generalith di supposizioni non & possibile
spingere pit oltre la integrazione. Possiamo per altro ridurre
quella ricerca alla misura dell’ estensione di uva linea, come
git usarono in simili indagini il grande Eulero ed altri. Infat-




Dew Dorzon Maxanor 497
ti immaginiamo una curva piana qualungue, per esempio la
stessa linea Gg, distesa su di un piano, Fingiamo che una ret-
ta scorra con un estremo lungo quella curva e sia tangente
ad un’altra linea da determinarsi. Prendo nella curva arbitra-
ria un arco. di lunghezza s, chiamo v 1'arco corrispondente
della linea cercata, m la parte della retta generatrice compre-
sa fra quelle linee, e A langolo formato da questa retta colla
curva arbitraria e data, Posti nell’equazione (7) Ang.’mo=o,
a=~2 avremo v'=i'+c0s.4, 0ssia v=m -/ cos.A.ds. 8i suppon-
ga ora

Asenia on 2 a_ (A*=Biyr A+ B
Ceos.p= e e (e~ o+ AD—Aog 55 |

essendo © una costante richiesta dalla omogeneiti , ed avre-
i v—m
mo 8 =Cost + =

Dunque descritta la curva » poi misurate le linee v ed
m si conoscerd I’ estensione cercata. Riguardo poi alla lun-
ghezza della retta m si desumera dall’equazione (8) ponendo
in essa
Ji=o0, G=0=0, Angm.=0, a=1, & %i avrd m(K~-A)=sen.2.

Corol” 1.2 8e la superficie sard sviluppabile avremo A=B,
come fra poco verri dimostrato , per cui sparird la quantith
trascendente dalla formola che abbiamo superiormente tro-
vata,

Se la retta m si conserva tangente alla curva direttrice
Cg, essendo o = b = o avremo

(=)

didn)
1l geometra Tinseau in una memoria presentata all'Ac-

cademia di Parigi si propone di quadrare la parte di una su-

perficie sviluppabile, quale attual e idera, compre-

sa fia lo spigolo di regresso, due lati rettilinei, ed una curva
Tome XX. 51

(Wocos kK= , & quindi (:,;‘):;_‘;?-f-con.
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piana qualunque ; e giunge ad una formela particolare »
complicataed essenzialmente diversa dalla nostra, Per compren=
dere la ragione ' di tale differenza si osservi che il Tinsean
idera due lati infini e wicini di quella superficie com:
presi fra 1o spigolo di xegresso o la linca piana , quindi de-
scritto nel piano di ‘essi un arco circolare avente il centro
nellestremo del lato maggiore in ¢ni tocea la curva dicettrice,
e per raggio questo lato medesimo, suppone che la parte del
lato minore intercetta fra quella circonferenza ¢ la linea pia-
na nominata superiormente eguagli il differengiale del Jato,
mentre con faciliti si prova essere eguale alla somma alge-
brica dei differenziali del lato e dello-spigolo di regresso.
Corol.” a.” Se la retta m tangente alla direttrice & an-
ds

ey i
-fT' e siccome [

che di lunghezza costante sard § =

eguaglia 1’ angolo di contingenza della direttrice medesima ,

percio indicato quest’ angolo con A avremo 5 T’A,ia cui
discende la regola insegnata da Archimede per quadrare la
superficie del cono retto.

Corol.* 3° Fingiamo che la direttrice sia una retta, per
52 lo stesso asse G, per cui saranno h=Fk=o0, e supposto
costante 1 angolo a, siccome A =o, B=f@sen.« avremo

(:—f]—.—-CosL - 4lox. ubfsen.a] ove u=y/ (1+1"0%)=n0".
Limitando maggiormente le condiziovi del problema, de-
sumeremo poi da questa formola le espressioni gih trovate da
Fexgola nell’Accademia di Napoli e da Saladini nell’l. R. Tsti-
tuto Italiano, per la quadratura della Volta spirale scalena.
Corol.® 4. Supponendo che la linea direttrice e Ia cor-
va limite siano parallele, posti nella formola

(9) a=o0, b=gc’, Ang.®vs =0
afremo  w=1— cos.Rn, o siccome in questo caso
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d*5
dn.ds
ed integrando di nuovo S=Cost.-+n.s — 2 f SRt gy Ora

nel piano normale alla curva Gg, pel centro del circolo oscu-

" 8 =
1 — g cos.R.n,avremo (E) —z5 cos.Bun,y

latore si conduca la perpendicolure al raggio R, ¢ si estenda
fino ad incontrare la retta n. La parte di questa retta com=
presa fra la curva s e la perpendicolare ad R, rappresenta un
raggio di curvatura della linea s, onde indicata quella parte

con R, essendo R=R'cos.R.x, sxr.af 8“"6': _fh‘ € que-
sto integrale rapp! I"angolo di i dello spigo-

lo di regresso di quella superficie sviluppabile in cui sono
collocats quelle curve parallele. Avremo per conseguenza

8 = Cost.~4-n.s — %/%, che & la formola trovata.

Corol.® 5.° Supposta la superficie sviluppabile ciob A=B,
si finga inoltre che il punto in cui la retta m incontra Ia di-
rettrice sia il proprio centro di grandezza, e siano o=f=o0,
m ed @ costanti. L’ equazione A=D0 ridurrassi per tanto ad

=sen.a—nk,

k'cos. (a-+k)=0, onde supposto /'=0 si nvr.'n{ e

0ssia. (f) =nsen.a— T K + Cost. Estendendo ora da n= —m

=amsen.o, ¢ finalmente

ad n=m lintegrale, avremo (&

§ =am.r.sen.a. Teorema di cui forse non si conobbe finora
che il solo caso considerato da Euclide nel quale la diret-
trice & una linea retta.

PROPOSIZIONE QUINTA.

mo il poligono mistilineo considerato nella pro-
posizione antecedente, poi le superficie cilindriche che pas-
sano lungo i lati di quella figura e le cui caratteristiche so-
no perpendicolari per es.® al piano zCy, e proponiamoci di
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trovare la cubatura del solido compreso fra quelle superficie
e questo piano.

Si chiami M il volume del solido terminato dalla super-
ficic che nella proposizione antecedente si & indicata con 3,
nella parte inferiore dal piano zGy, e lateralmente dalle su-
petficie cilindriche perpendicolari a quel piano ¢ che passano
Tungo i lati del quadsilatero 8. Indicata poi con ¢1a lunghez-
za di una curva qualonque che passa per il punto m e da
cui dipende il valore di M, avremo

()= -
NN

Ora, siccome le derivate {:—:), (:—:) ec. rappresentano i cose-
ni degli angoli compresi dalla curva o e dagli assi coordina-
tis (j—:) ec. sono le quantitd analoghe per la enrva £; ec.; cosi

per quanto ha provato il cel. Lagrange nella meccanica ana-
litica, il secondo membro di quella equazione eguaglierd il
prodotto sen.n. sen.v.nt, ave vt indica I” inclinazione della
cnrva @ al piano delle altre due linee r e 2 Avremo. quindi

M
(aa,u.n..) = sen.n.t.sen.o.nt

La curva arbitraria ¢ sia presentemente la stessa ordinata z,
per cui ritenute lo denominazioni assunte disopra avremo
nsen.ng=y/[(@ —p)'+ (r — )] Esseado
(¥ =np—=)— X =2z —r)=¢
I equazione del piano m.z, purché siano X, Y le coordinate

di un suo punto qualunque, sard sen.v s = 4 ‘j‘_”;‘;gm
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e percid avremo

(2) = 2 lp = b= =0

Sostituendo finalmente il valore dell’ espressione (p— 2 ) ¥'
—(g—y)x, introducendo la variabile s in luogo: di vy in-
tegrando per rispetto a = e supponendo per brevith

U= (sen.hsen.ksen.o -+ cos.ficos.o)sen.a,
.’x‘(cos.ﬁ:sen.R-i-scn.ucas.kccs‘m)[(scn.hsen‘Ams.m—-ous..'xsen.a}sen.u
— sen.ficos.keos.u] — K[cos./i(cos. a4+ sen.acos."c)
T—{ — sen.asen.hsen olcos.acos.k — sen.asen.kcos.o)]
-+@'sen.afcos.afcos hsen.o—sen hsen.kcos,o)—sen.asen.hcos.k]

— &(sen.hsen.ksen.o =+ cos./icos.0)
avremo (% = (T+U)=
Sostituendo ora il valore di z ed integrando per rispetto ad
n si avrd

=7+ -‘;ms.men‘heos.k—%-nssn.u(acn.hsen.kcu;.g
amy_ ,
(13)(7) ={ —cos.hsen.o)H-Unlr+ - neos.asen.ficas &

- nsen.asen hsen. keos.o—cos.hsen.o)]-+Cost.

Esteso ora quest’ ultimo integrale da =0 fina a quel valo-
re di n che rappresenta la Tangheaza della parte di questa
retta che & compresa fra la curva direttrice e la linea ©, quin-
di integrando per rispetto ad s ed estendendo dall’uno all’al-
tro termine di questa linea si avra I espressione del solido
rappresentato con M. IL volume del solido domandato mella
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proposizione sard poi la somma algebraica di tanti solidi con- |
formati analogamente a quello di cui abbiamo superiormente
esibita la cubatura,
Corol® 1° La superficie generata dalla vetta m sia svi-
Iuppabile o la linea Gg il suo spigolo di regeesso. Supposti
nella formola trovata & =4 = o avremo

(‘%{}:Cust,—ﬁ(ﬁu—nmcn.ﬁcus.k)(h‘wn.fzseujc,cus.k-o-k'cus..’a)_
Introduciamo le coordinate della curva Gg, e siccome

Koos.lh+ Rsen.hsen.keos.k = ¢ p'—qp'=p"* \#} 0

sen.fkcos.k =r'= (:l) 4§ (‘:‘;’-} si aved ‘

an "’(%'L) d g
MY — £33 2 ok
()= oo — =5 [o(6) - G
&
Sostituendo poi alle variabili s ed # le projezioni di queste
linee sul piano Gay, le quali indicherd rispettivamente con
ds)

ed I, siccome cos.nz= (%) : (—) o= nsen.n.z, (%),_(j_;),

=(§;) per ci & (‘;7) ==n:(j7;), ayremo quindi per ultino
pol £l o
(%) = Cost. — e—((‘__)l[ ramal (ii}l

i p

Patagonando questa formola: con quella proposta dal Tinscau
nella memaria citata ove suppone che la linea © sia la trac-
cia della superficie sviluppabile sul piano Gy, si scorge che
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la nostra & differente e assai piit semplice di quella, & cid
per I errore superiormente avvertito.

Corol:® 2.° Se lalinea direttrice & lo stesso asse Gx, sup-
posti nelld formola: (12} A= o, ed r= o si ottiene

{‘:‘—’f-):% nisen.asen.o(f'sen.acos.aseno — a'cos.n)

+ = w'sen asen.oc0s.0 -+ Cost.
Se fingiamo inoltre &= 9c si avrd

an 1 e
(7,-) = Cost.+- S 7sen .20,

PROPOSIZIONE SESTA.

8i domandano le formale per determinare la posizione dei
centri di graviti della superficie e del solido considerati nel-
le proposizioni antecedenti.

Incominciando dalla superficie quadrilatera indicata su-
periormente con S, consideriamo la curya descritta dal centro
di gravitd di quella parte della retta variabile n che & com-
presa fra la direttrice ¢ lalinea arbitraria v che termina quel-
la figura. Fingasi che la densiti d’ogni punto di essa curva
sia proporzionale alla lunghezza della retta generatrice che
passa per il punto medesimo, ed il centro di gravita di que-
sta curva sard manifestamente il punto cercato.

Ritenendo ora le denominazioni assunte disopra ed indi-
cando con X,Y, Z le coordinate del centro richiesto, median-
te le formole notissime che offre la meccanica, si ayranno le
seguenti equazioni

X fno'ds={nxvds, Y [nv'ds=[nyv'ds; Z [ nv'ds=[nzv'ds,

GCid posto dovremo sostituire in queste formole i valori di z,
¥,z ¢ v desunti dalle formole (1) e (4), dopo di avervi cam-
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biatd' m'in - ny e di aver sostitnito ad r il valore che si of- ,

tiene combinando le equazioni (1) con quella che rappresen-
fa la cucva atbitraria tracciata nella supetficie che si consi-
dera.

Se il quadrilatero 8 fosse attraversato da una di quelle
lines chiamate da Monge lignes de strictions, dovremo allora
considerare separatamente le due parti in cui il quadrilatero
medesimo vien diviso da quella curva, ad una di esse si po-
tranno applicare le formole trovate, e quelle per altra si ot-

terranno cambiando la n esplicita in i‘{—", ela implicita in 2,
¥y 7 e vin 2% essendo il valore dinche carrisponde al-

la curva pint lontana dalla direttrice.

In quanto poi al centra di gravitd del solido M, espres-
so con X; Y, Z le sue coordinate, e ritenuto quanto sopra,
avremo

nx:ff,rx(ﬁ%‘z) dsdnds, le:-fffy(d%‘;) dednds,

Wi ) s dds

Supponiamo ora nelle equazioni (1)

cosiacos.heos, b — aeu.a(cos.i'asen.kcas.wsen.ﬁszn‘]=P, ’
cos.asen.k - sen.acas keoso = Q, \

cos asen heos.k — sen.afsen Jisen. kcos.o —cos.fisen.o)= R,

per cui saanno z=p-+nP, y=g +nQ, z=r+ak:
sostituendo in quelle formole questi valori non che quello di

4m B .
(‘MM' ed integrando rispetto a = avremo




Der. Dorros Marxaso: 505
MX = [ f{p -+ nB)(r + nR)(U + #T) du.ds,

MY =/ f(g -+ nQ){r+ nR){U~+nT)dn.ds,

MZ= [ /(r aR)(U +nT)dn.ds.

Sviluppando , poi integrando per rispetto ad 2, avremo per
ultimo

MX=/[prU.n+ = (RUp=+-PUr-+Tpr)n* -+ (RUP=+RTpe+ PTr)n?
- PRTaf]ds
MY=[g7U.n+ L(RUg+UQr-+Tgrn' -+ (RUQ-+RTg+QTr)n*
+ ;_ QRT.ni]ds
MZ={[r"Un++ (2Ru-Tr )’ (RU-2RT)n LTt

Ove ho omesse le costanti, mentre il solido M st :mnniin tap-
1o per n=0 come per =0, Determinata finalmente n in fun-
zione di 5, come si & detto disopra, eseguita Vintegrazione ri-
spetto ad 5 ed estesa fra i limiti dati, si conoscerd la posi-
zione del centro richiesto.

E poi manifesto come mediante le formole trovate si giun-
ga a determinare il centro di gravitd di qualsivoglia porzione
della superficie ovvero del solido, di cui abbizmo in questo
luogo parlate.

PROPOSIZIONE SETTIMA,

Si cerca qual relazione deve aver luogo fra le leggi che
regolano il moto della retta generatrice, perché la superficie
descritta possa distendersi su di un piano.

Si osservi che la generatrice dovrd in tal caso serbarsi

Tome XX. Sa
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tangente ad una curva tracciata in quella superficie, per-
ché essendo Mm questa curva fatto, nelle equazioni (7) (8)
Angfmo=o si avranno

o'=m'~4-cos.a, ma+ Keos.ksena—+ Kcos.a)=sen.a.

Combinando ora queste due erquazioni colla formola (4) si
ottiene
(13)  Ksena— Heosksenw-+ tang.a(k'sent—0) =0
che & la relazione cercata, Mediante questa equazione essen-
do dato @ ovvero 8 in funzione di s si troverd I"altro an-
golo. Avremo poi m=sen.a: (& +Kcos.ksen .o + Kcos.o )i
w=cost.A-ni-fcos.a.ds; © dall’equazione (6) si avra

sen.mRe=R E22 (0= Fsenk ).

PROPOSIZIONE OTTAVA.

pponendo che Ta superfici id finora sia svi-
Luppabile, & che la linea Gg ne sia lo spigolo di regresso, pren-
diamo @ considerare aleune relagioni che regnano fra questo
spigolo ed un’ altra linea qualunque tracciata in quella so-

perficie:
i () (2) &

1
pp a=o0 le eq

;"_;: Hi+m), vsenmo=",

o .cos.m o=t T
combinandole poi coll'squazione (1o) ne dedurremo facilmente

mv P .
S oosap =10 sen.*m.o - (m-v)sen .o

Ia quale, per essere ¢ e vsen.m.o=m.c; suppuslo%:E'

conduce alla seguente

Eleos.mp = [¢+ (me)]senam.v.
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Siccome poi

22 e po={a—p 'y ) y—g) s o) =2y
=2y (=)= =gl e = ==e—p) 2T =g} (=)

¢ nella presente ipotesi di =0 si hanno

— (- amli- malJsenJeeos. ke (K-+and '+ mk")cos hsen ks

+omkksen Asen. k—m{k+E)cos. hcos. &,

7'= (K4 am' K+ mi")cos kit msenk—mhk'sen.k,

‘= (4 am' ' mk")cos. heos. k — (K'+2m' K+ mA”) sen.hsen.k
—aml'Keos.hsen. k—m(h"~+k")sen.hcos .k,

¥ {wmpp)—( y—g )=’ ( cos.h-+h'sen. hsen. keos.k),

#(z—

:,’

{y—a)—(s—r)=m’ (I cos. hsen.Reos A—E'sen. k),

{5 — p)=—mohcos'

onde sostituendo nel valore di sen.m.pv e riducendo si avrd

mp

senm.po= ——[(h'k —hE)cos. k=T (2R 4+ cos. )sen. k],
Ora ponendo mente al valore del prodotto ¢4 trovato nel-
la terza proposizione si avrd
(16)  Elsenun.po= g

m‘ i ovvero E'sen.m.pr=i'sen.*m.v.

Da queste eleganti relazioni (15) (16) si desume poi ancora

) [ oo pun mn-t-lr-'o’myw_[c_._

onAm.u

)i

Per ottenere ' espressione del raggio osculatore della curva
di cui si tratta formiamo le quantitd seguenti
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(1 -+ 3m'am®— ) (Hsen Jsen.kcos.k -+ Kcos.h)

i 1) o8-l sen. fisen.keos. k47 cos. hsen.keos.k

S =TY=C L pisen hsonRyr me{(RK — KE)sen ficos."k
+k"lc'cus‘.’ms“.{-F-E‘h'scn.hsen‘kcns.k—t—.{"cus..'n]
(14 3m+ aml— )} cos.fisen keos ks —F'sen )
gty = 1=+-m')('cos. Fisen. keos ;—k'sen.k—h>sen hsen.koos.k
YE=IZG oo sent - [ E—l K eosieos h—*Kseuheos. K

— KeRcoshisen.keos.k — Kisen k]
-4{:+3m'+am"—mm"].'n’nm.’Ia-m(l-i—m‘)(?i’cos.’k
#a'—a= )_ ol K'sen.koos.k) -+ me[(A"K— R A)sen.keos.k

— (W2 K*)hoos. k— oK sen. k]
Avendosi ;‘L:‘scn‘lh pr={y's"— z')p"-i-(s‘x"-z"r')q"-{-(x'y"—x"ﬂf "
sostituendosi si ottiene

(18) ‘;—; sen.R.po= —m(1 -+ m)[A'¥— K )cos.k

—li{ak* = WKsen.kcos k- Fcos.*kjsen.k].

Quadrando poi quelle equazioni & sommandole avremo facil-

mento 1 espressione del raggio osculatore che qui non rife-

risco, essendo alquanto complicata.
Corol? 1.° Supponendo che I’ angolo m.o debba essere

di grandezza costante, dalle equazioni trovate desumeremo le
seguenti
Elcos.m.p = ¢'sonm., Bsenm.po = isen’m.o,

ot AT ARG Y, fa g%y 2
= Er=e’+ivs

=
v
inoltre m.cosm p= p.sen.im.u.
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I noto clie il Ch. Laneret pubblich una memoria sulls
sviluppate imperfette, la quale trovasi registrata nel secondo
volume delle memoric presentate dai dotti stranieri all’ Isti-
tuto di Francia. 1 assai probabile che quell’ illustre autore
rimarcasse prima di me le formolette elegantd riferite in que-
rlo non essendomi sta-
to possibile il consultare che il primo volume di quella col-
lezione, che unico possiede la I. R. Biblioteca di Pavia,

Corol.® 2.° Fingasi ora Ang:m.

Angfm.p= Aog"ni.pv,

E'seim.p,

0, U=, ¢ p= moos.n.p.

Le prime tre formole sono quelle trovate da Lancret in una
bellissima memoria registrata nel primo volume della colle-
zione superiormente citata, ¢le nltime conducono alla famo-
sa teoria delle sviluppanti ¢ sviluppate i cui siamo debitor all’
immortale Monge. Infatti Essendo p=m.cos.m.p, Ang.'m.v=g0°
ne segue che tutte le syiluppate di una curva sono disposte
in una superficie che puo venir generata dal movimento di
una retta, la quale scorra lungo la curva dei centri osculato-
ri di quella linea, e si conservi perpendicolare alla superficie
osculatrice la linea medesima. Dall’equazione m'-+1=o0 ossia
m=cost.—s, si raccoglie che fissato ad un punto della curva
Gg il capo di un filo e disteso in maniera che I"altro estre-
mo incontri la linea Mm, se questo estremo si obbliga a per-
correre Ja stessa curva M, il filo distendendosi sulla super-
ficie che & il luogo delle sviluppate, si adatta alla linea Gg,
per cui questa linea come pure un’ altra evoluta qualunque
saranno curve brevissime di quella superficie.

Supposto nell’ equazione (18) 1+-m'=0 si ha sen.R.po=0,
ciod il raggio R & parallelo alla curva v, ossia il piano m.p
& perpendicolare al raggio 1t della linea brevissima Gg, ¢ quin-
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di tangente alla superficie in cui questa linea & traceiata,
Coneludiamo adunque che la superficie luogo delle evo-
Inte di wna curva qualunque & Iinviluppo dei piani norma-
Ji a questa linea, ossia & una superficie sviluppabile di cui
uno spigolo & la retta che unisce i punti non comuni alle li-
nee p ed m.
Corols 3.2 8o I inclinazione dello spigalo i regresso ad
un piana qualunque z0x & costante, ciod se k= cost.; avre-
o y'=m"sen.k ec.; ma per una sviluppata qualunque di quek-
lo spigalo si ha m'=o per cui y'=o, ossia y=As+B ove A,
B rappresentano due costantis dunque ciascuna di quelle svi
luppanti ha una costante inclinazione al piane nominato , il
chié non concorda con quanto asserisce il sagacissimo Bobi-
Tier nel volume 17. degli annali-di Gergonne.

PROPOSIZIONE NONA

Date le eqiiazioni dello spigalo di regresso di una super-
ficie sviluppabile , si domanda quella della linea brevissima
che congiunge due punti qualisivogliano della medesima su-

perdficie.
Sia Mm Ta linea brevissima di cui si cercano lo equazio-
i, Siccome il piano osculatore della medesima deve esserc
ovunque perpendizolare alla superficie sviluppabile in cui quel-
Ja linea ¢ tracciata , dall’equazione (15) supposto
Ang.pm =90", si avid
¢(m.p)= o, ossia e~ (m.8) = @ costante.

Essendo poi cos.m.pp = C08.1.9 P equazione (16) fornirh Ia

seguente

E
Cio posto , siccome m= R(r+m') tangm.v. osia

— 1, integrando col metodo noto questa equa-

isen .o,

1 got{e—s)
il 7

sione alle derivate del primo ordine, si avri
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‘cot famd) cotfa—e)
SEds T f =i
m=g [b=/fe ds]

ove ¢ rappresenta la base dei logavitmi iperbolici e 4 la
costante portata dall’ integrazione. Avremo poi ancora

—f hde=y, oablaa) g
j . zfs].! 4

R

fm.«;md«; ﬁ/'u.u-;—ﬂi,
le
L dr]

o

e siccome E-

quindi avremo

)
‘son.(@—¢) 2

b [dssenfo—e)
JUTE =)

m=

mediante le quali equazioni la linea sard totalmente deter-
minata.

Per determinare poi le due costanti che entrano in quel-
le equazioni, dagli estremi fra i quali si deve estendere Ja li-
nea brevissima si condurranno le rette tangenti lo spigolo di
egresso; si misureranno le lunghezze di queste tangenti, che
indico con m', m', ed anche le parti del detto spigolo com-
prese fra il primo termine arbitrario dell’ avco s ed i punti
in cui lo stesso arco & toccato dalle rette m', m", le quali
parti chiamerd rispettivamente s’ ed . Cid posto rappresen-
tata con m= f( 5 @, b) Pequazione della linea brevissima,
avremo m'=f(¢,a,b), m'=f[s" a, b) e mediante que-
ste equazioni caveremo i valori delle quantitd @ © bcer-
cate.
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Osservazione. Se trovare I’ equazi delle li-
nee brevissime che ponno tracciarsi nella superficie genera-
bile dal movimento di una linea retta, qualunque essa siasi,
bastera supporre nell’ equazione (o) della Prop. 3. I’ angolo
m.p=0g0." e si avrd quanto si cerca.

Se poi vorremo conoscere le linee di massima e minima
curvatura, trovato il valore di p, ne formeremo la derivata per
rispetto ad ' considerata qual variabile unica ed indipenden-
te dalle altre, e questa derivata posta eguale a zero fornira
I’ equazione delle linee richieste.

PROPOSIZIONE DEGIMA.

Supponiamo che la retta m movendosi descriva quella
superficie sviluppabile, la quale distesa su di un piano tras-
forma Ja linea Gz data in una linca vetta, sia ciod la super-
ficie di Lancret, ¢ proponiamoci di trovare I’ equazione del-
lo spigolo di regresso di quella superficie.

Rappresentato colla linea Mm lo spigolo cercato, dovran-
no essere Ang’m.u =0, Ang.ms. Rs = go°: per il che le e-
quazioni (5) forniscono

AngeRom = go®t Aloos.ksen. - k'cos,a = 0.

Fasendo poi Re= 1:(K A "cos *h)=sen. 1*(sen.2o-4-c0s.%0), avre-
o sen.a=I, cos.o=—RA'cos k. Ponenda ora nelle equazioni
(7> (9) Angim.v=0, cos.R.m=0, Angev.s = Angm.s=a, si
AVIANNO T=M'~+008. 8, T'COS. { ) e quindi ma'=sen.d
Per determinare 1" angolo a si ponga  mell’ equazione (4)
o'=m'cos.a,ed essendo sen g =0, l'cos Jsen.u-k cos.0=0

si avrd

B'sen.a — k'cos.asen.a — .'t'(st:nuseu.k—-cos.mca!}mol-m) =

Sostituendo i valori di sen.o, cos.o trovati disopra, dividendo
per cos., ed osservando che
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KP4 Rcos.tk = & , avremo tang.a =

e

R —Hwen k)"

Dall’ equazione sen.o = R&' poi si ricava

= R RA(KK— RHJoos kK sen B] o

tang.a=— (A" KE)cosk-+I {2k T cos. Rjsen k]R=1:R%"":

ma ¢= - onde avremo per ultimo tanga= % : come altri-

menti ha dimostrato il sagacissimo Lancret.

Dall® equazione m=

si desume poi'm=¢)/ e+ i™:
:(e"i'—¢'i"), onde conoscendo m,a ed @ potremo descrivere per
punti lo spigolo di regresso della superficie cercata.

Per conseguire le espressioni dell'arco, dei raggio osculato-
re ec. della medesima curva si osservi, che siccome la retta
m tocea la linea Mm , dalle formole della propos
va, fatto

ne otta-

Ang.“m.s=180°= & caveremo m'+v'=—cos.a, psen.g=mv',

e per quanto abbiamo: osservato nella proposizicne nona si
avranoo

e=I'sen.a, E — a = cost. Essendo poi ¢'= ftanga

si deducono I'cos.a, V= d"+i?

altre formole dovute a Lancret, dalle quali si ricavano poi

E=cost.+ Arc.tang. &,

e finalmente p =4

PROPOSIZIONE DECIMA PRIMA.

Si cercano le equazioni della linea di curvatura sferica
o sviluppata per il piano di una linea data.
Tomo XX. 53
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Questa curva considerata Ja prima volta jo credo dal Cel. Mon-
b . go, & 1o spigolo di regresso della superficic sviluppabile, Inogo

geometrico delle evolute della curva proposta.

La linea data sia Gg, Mm la richiesta. Siccome i piani
tangeati la superficie sviluppabile nominata, ciod i piani oseu-
Jatori della curva M sono perpendicolari alla linea Gg, ed 1
L lati di quella superficie, ossin le rette tangenti la stessa linea
\ Mm sono perpendicolari alla superficie osculatrice della cur-

va Gg, percid gli angoli di prima ¢ seconda flessione di que-
} sta linea saranno rispettivamente eguali agli angoli di scconda
& prima flessione dell’altra; ossia E=i, ed I =z, siccome & no-
A to. Gid posto indicando.con M, r, w le quantitd rappresenta-
t te disopra con m, p ¢ 9, siccome a=q0° ed Ang. M Ms=g0"s
I’ equazione (8) fornisce

M ( Kcos.ksen.o + K'c0s.0 }=1t

& quindi dall’ equazione (5) si caverd R= M.cos.R.M; co-
me & altronde sappiamo. Avendosi poi senM.w =cos. MR,
Ang*Mw.rw = o0, dalle equazioni (7) (10) otterremo
A
Mot e R MMM ' (MMM —i).

wsen RM = M, 22

7, eli-

VE.M = siccome =

winata @ dalla soconda i avea M=T0+ (B, o quindi

La prima di queste ci di W=

w=Ri'"+ (%;)Iassia w== + fRi'ds.

{ Chiamata poi £ il cateto del triangolo rettangolo di cui
Iipotenusa ¢ la retta M, & 1’ altro cateto il raggio osculato-
re, R si avrd

P =M — R ossia R'=4"
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Cosi avremo cos..M=
nalmente

TS e W r
T) ossia r=R+ 5,

ed ecco costruite tutte le formole necessarie per determina-
re compiutamente la curva dei centri di eurvatara sferica di
qualsivoglia linea data;

Corol.” 1.* Siccome le evolute della curva Gg, che giaceio-
1o nella superficie sviluppabile di cui Mw & lo spigolo dire-
gresso, sono linee brevissime di quella superficie, cosi combi-
nando quanto si & detto nella proposizione presente e nella
proposizione nona, giungeremo a trovare Iestensione ¢ la cur-
vatura di una qualunque di quelle sviluppate.

Chiamata L la parte del lato di quella superficie svilup-
pabile’ che & intercetta fra I’ evoluta richicsta e la curva dei
centri latori biaudo nelle equazioni trovate nel Corol.*
citato m in I —L, e angolo di contingenza della detta curva
dei centri in i, e viceversa; ds in dw=[Ri'4+ (‘l) i

2 g5 = ids= i, o finalmente B in r= R+ (3 sioco-

Ay :

_("E_.ﬂd';:]dicol.{a—i) = —logsenfa—i), e

cot.(a—e)
Jhe =
&

T

cost avremo le seguenti equazioni

L=E _mr:__"{[#. JTRi+ (3—‘)’] sen{a«i)»d:] K

[——-—r—M_;r (57 )'fm_,(a _‘_)[ be T (%) Tsena=i) s 1
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b— fTRi= (%;-)‘jseu. (e

mediante le quali si troverd facilmente un’ evoluta qualanque
di una linea data.

Corot® 5.° Affinché una linea data possa adattarsi inte-
ramente alla superficie di una sfera, la sua sviluppata peril
piano, cioé la linea di curvatura sferica, dovrd ridursi ad un
unico punto, per cui supposto w=o nella formola che espri-
me | estensione di questa linea si avri

Rf+(l“_:)=n

che & Ia condizione cercata. Mediante le espressioni di M e
dell’ angolo R.M si troverd poi la grandeaza del raggio e la
posizione del centro di quella sfera.

PROPOSIZIONE DECIMA SECONDA.
La curva descritta dall” estremo libero della retta gene.

ratrice sia il luogo dei centri osculatori di una linea data, &
hi quanto & io per d inase compiutamen=

te qnesta curva.
Supposto che sia Gg la linea data, ed Mm la curva dei

centri osculatori, saranno
Ang"R.m=o0, Angta=go", senmRs =0 edm=R,
onde dalle equazioni (§) (5) (6) si d le seguenti

m(lcos ksen o+ Keos.a)= 1, tang.o =252,

o= m(f'sen.k — O)+ m™.

Formando ora la derivata per rispetto ad s del valore di

(R k'=k'k umj-_.w-.“k, per cilidaF

tang.o s ottiene 0'= et
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Ksen k—0'=R[(K'A—k%")cos.k-+A'sen . A{ak>+T"cos *k)]

= —R%*=—i. Siccome poi R=m =2, ed

L 0 . 0 .
— %, sk v'=mtitm®, ossin

(19) = R ™)

Si ponga ora nell’ equazione (9) cos.Ram=1, m=R, a=go.
e ne verri Ang.‘v.s=o’, da cai si apprende che il piano mo
deve essere perpendicolare alla curva Gg. Dall’ equazione (7)
poi si ricava v'cos.mu =m e quindi
T &7

(20) tangRo= LI = &,
le quali equazioni semplicissime hastano a rettificare la cur-
va non che a descriverla esattamente per punti.

Osserviamo ora che essendo la linea v tracciata nella su-
perficie sviluppabile di cui lo spigalo di regresso & il luogo
dei centri di curvatura sferica della linea Gg, cambiate nelle
equazioni (t5) (16) della Proposizione ottava m in I, e ango-
lo di contingenza della sviluppata per il piano inie vicever-
sa: avremo

E'cos 1. p = [{+{ft) Jsen.lo; Elsen.Lpr = e'senLo;

siccome poi 1w =go"— R.v e dalla trigonometria sferica si
hanno

sen.Lv.cos Jv.pv = cos.l.p, cos.*lp + cos.*Lov = cos.’Lpu,

ossia sen.’Lpu = cos*Rw — cos*lp, sard
E'=[i+ (R0} ¢"cos. R0,
it "
Ma tang Rov = — 4~ onde cos.Ro = V_'ﬁ?"
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ed (Ro)=— (%}
avremo per conseguenza

e[ () i+ 25

e quindi si avri tosto p =g,..

Essendo poi cos.lo.pv= ":(é‘ﬁ avremo

xnng,la.po=|ﬂ,—i:ﬁ :[i'+ {%‘;‘) _7-:':—:,;;]

onde nulla resta a desiderare intorno alla curva considerata.

Coral.® 1.° Abbismo trovato tangRo=— e

dalla proposizione antecedente si ha tang. MR’ = , onde

[T

ne segue tang.R.vtang RM =1, la quale ne apprende che
la curva dei centri &’ osculo & perpendicolare alla rotta M.
Corol” a.° Se la curva Mm, di cui sopra, fosse nn evo-

Iuta della linea Gg, avremmo v'=R’ ossia v"= f,{:}w“‘,: quin-

di i=0 ossia i=o0; ciod 1" evolvente sarcbbe una linea pia-

na, come ha osservato credo la prima volta il Monge.
Corol® 3 Se la curvatura della linea Gg ¢ costante ,

per cui ¢"=o, saranuo tang R.ve= - ossia la curva dei centri
osculatori perpendicolare al raggio R, o'=Ri' ossia p=Ri~+cost.,

quindi E'= i per cui p=j==—=R. Avremo pui dalla

proposizione antecedente i=o, M=R; clo¢ la linea dei cen-
tri di curvatura sferica coincidera con quella dei centri oscu-

latori, per cuil'=¢'= -fr , ossia I=e= %- ~ Cost. Ciascu-
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na delle linee Gg, Mm sard la curva dei centri d’osculo dell’
altra, come ha osservato il Monge in una elegantissima me-~
moria che verte sull’integrazione delle equazioni che non
soddisfanno’ ai eriterj dintegrabiliti.

Corol.” 4. Colle formole trovate si possono risolvere mol-
te questioni. Eccone una per esempio.

8i cerca I’ equazione generale di quelle ourve Pestensio-
ne delle quali, e 1" estensione corrispondente della curva dei
centri osculatori differiscono di una quantitd costante.

L’ equazion di condizione sard v'=12= 1 ossia, attesa la
formola (19) sard

b= "
Per introdurre le coordinate si osservi che e*=p"*srg"*r",
4= p g ) (PP g T
onde quell’ equazione si ridurra alla seguente

s,

s

o g = P g

Se la curva richiesta sard piana, facilmente si troverd la sna
equazione finita.

PARTE SECONDA

DELLE' SUPERFICIE GENERABILI DAL MOVINENTO DI UNA LINEA

FIANA QUALUNQUE.
PROPOSIZIONE PRIMA.

Una linea piana si muova nello spazio in maniera che un
i duato del piano di essa scorra lungo una linea
data, roti comunque intorno a quel punto, e la linea mede-
sima varii di grandezza con legge determinata e tale, che il
punto in cui il piano della linea generatrice incontra succes-
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sivamente la curva che ne dirigge, il movimento, sia sempre
disposto similmente per rispetto alla linea medesima,

Supponendo che si conoscano la linea direttrice , la ge-
neratrice  lo leggt colle quali questa linea si muove e va-
ria di grand hiamo le equazioni della superficie che
viene descritta.

Tutte le estensioni che dovremo considerare in appresso
le supporrd riferite a tre assi ortogonali Gz, Gy, Gz; e riter
remo poi le denominazioni gid assunte nella prima parte di
questa memoria.

Sia G la linea che deve percorrere un punto G indivi-
duato nel piano della generatrice considerata nella posizione
p-iuu[‘wn, ed M qualunque punto della medesima. Nel mentre
che il puato G percorre I'arco Gg==s, il punto M descriva la
curva Mm, ¢ supposto GM=m, sia gam=in.n, essendo nuna
fungione data dellarco Gg=s, dipendente dalla legge con cni
varia la dimensione della curva generatrice. Questa curva con-
siderata allorehé il suo piano passa pel punto g sia mékf. Sup-
poniamo che gli assi gx, gy, gz ortogonali accompagnino la
generatrice nel suo movimento, di modu che la retta gex toc-
chi costautemente la direttrice Gg, ed il piano ygz non roti
intorno a quella retta. Sia poi gof la sezione comune al pia-
1o della generatrice gmif e al piano xgy, e gbh una retta
arbitraria tracciata nel primo piano. Gid posto, dal centro g
all' intervallo eguale all’ unita si descriva la superficie sferica
abede , su cui si conduca I arco di circolo massimo ad per-
pendicolare allarco cde: finalmente si suppongano

Arc.ec =4, Are.be= A, Ang'eca=w,
Arc.ab=y, Arc.ea=a, Ang'aec=o0+ 0,

e finalmente p-+A=r.

Gonascenda gli angoli A, 4, w, a, @, ¢ § chs sono fan-
sioni di_s, & Vangolo g fanzione di quell'arco della generatri-
ce considerata nella posizione primitiva che cordisponde ad hm,
il quale indicherd con ¢, conoscendo. dico quegli angoli , si
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conoscerd la superficie di cui si tratta, Infatti dalla trigono-
metria sferica abbiamo

ot gien Amcas eos A

(1) cos.a=c0s.Acos z-+sen. Asen.zcos.w,cot

wnw

per cui se nelle equazioni (1) della prima parte cambieremo
m nel prodotto m.n, vi porremo i valori di a, @ forniti dal-
le precedenti equazioni (I) ed il valore di m espresso per £,
quale fornisce I’ equazione della generatrice considerata nel-
Ia prima posizione , eliminando dalle risultanti le variabili £
ed 5 si avra I’ equazione richiesta.

Se poi vi elimineremo saltanto ¢, si avranno due equazio-
ni che rappresentanc la generatrice considerata allorquando
il suo piano incoutra la direttrice nel punto g, ed eliminan-
do s avremo le equazioni della curva generata dall’ estremo
variabile M del raggio vettore GM.

PROPOSIZIONE SECONDA

Si cerea 1’ espressione della superficie di cui abbiamo su-
periormente parlato.

Si chiami 8 la parte della superficie richiesta che & com-
presa fra le curve mh=1, M=o ed altre due qualisivo-
gliano: per quanto si & detto nella proposizione quarta della
prima parte sard

s

W) =sen.v], e quindi siccome I = n.¢ avremo

a8 _ . (3
(ﬁ) =n (E) senw.l.

Tndicato poi con & 1'angolo cae e con § l'angole mv.ms for-
mato dai piani che passano per la retta gm e per le tangen-
i alle curve v ed s, dalla risoluzione dei triangoli sferici

cut. Asen.7—cos.weos. ¥
oo

Tomo XX. 54

avremo cot.a=
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cosuw.] = cos.lv.cos.L] + sen.Lusen.L.L.cos. (e — &)

Essendo poi tmng.ll——:"ﬁ’-, ove gli apici posti al piede

delle lettere g ed mz indicano le derivate prese per rispetio

a ¢, siccome miu--m =1, avremo sen.lI=my, cos.ll=m, |
e quindi cos.v.I=mcos © + my,sen.Lucos.(a— ). Ora dalle |
cquagioni (7) (8) cambiatovi m in mn si hauno !

|
ove colla lettera [ rappresento la retta gm = m.n. (
l

o008.L0 = mn'—+cos.a, vsen.lo.cos.t =sen.a
— min (&~ Keos.ksen @ + Keos.a) ,
e quindi per I equazione (§) avrassi
vsen.Lu.sen.f = mn[f'sen.a — Keos.asen.a
— K{sen.asen.— cos.acoskcos.o)l;
& finalmente
[sen.a—mn(al-+ Feos.ksen.o + Kcos.o)]*
-+ m*n{0/sen a—K'cos.asen.o — Ksen.asen.k
— cos.acos.keos.a)['+ (mn' + cos.a)*
I (ﬁ)ﬂl/ — [, (man/~+-c0s.a)+ mytcos.afsen.a
— mn{a=-K'cos.ksen.o+ k'cos.o)]
~+ m*nysen.offisen.a — K'cos.asen o

— K{sen.asen.k — cos.acos keos.a)||*

che & quanto ci siamo proposto di trovare.

E cosa facile " applicare la nostra formola ai casi parti-
colari, per cui mi limiterd a pochi esempj e ai pitt comuni.
Uno dei teoremi pilt importanti sulla quadratura delle su-
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perficie si & quello di Guldino. Per darne una dimostrazione
assai semplice, divierd per un momento dalla formola (I1).

La curva generatrice sia sempre normale alla linea Gg ,
non roti intorno al punto G, né varj di grandezza, per il che
saranno n=t, Ang."v.I=090", 2 =a0% e qundi mediante la
formola (g) della prima parte, avremo

(.‘115_) =(.r;) = el

s d) s B

Nel piano mgf in cui giace il raggio osculatore R della cur-
va Gg si conduca una retta qualungue gbh ¢ si rappresenti-
no rispettivamente con @ ¢ gli angoli mzh, R.gh, per cui sa-
18 AngR.m=@—i, ove ¢ & funzione di £ e non di s, e ¢
funzione di s soltanto. Avremo quindi

(5‘%):1#!& cos.(f—y), ossia S=s.t— [22L s fm.cos.p.de

Ora se il punto g & il centro di graviti della curva genera-
trice, estesi gli integrali rispetto a £ a tutta la curva mede-
sima, si_hanno fm.cos.gdi=o0, [(m.sen gdi=o, dunque chia-
mata I la totale estensione di quella linea avremo S=s.I che
& quanto ec.

Nei corpi dei quali in pratica occorre spesso di misura-
re la superficie, il piano della generatrice non rota, ¢ la di-
rettrice & una retta che supporremo essere I'asse Gx. Saran-
no adunque @=f—o, k=f=oc e lu formola (II) si trasforme-
ra nella seguente

" dsfmsen. g de.

(1) (fr:l): n,/( sen. a4 (mn'-- c0s.a)'— [im,(mn'+ cos.a)
— s sen. acos.al* ) 7

Bupponiame dippitt che il piano 2Gy arbitrario sia_perpendico-
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lare al piano generatore per cni w=go’, ¢ fatto A=o avre-
mo

cos. = cos.A.cos.u, cota= cot.Asen.u e quindi,

cos.asen.a=cos.Asen.u. Introducendo questi valori e sostitnen-
do g alla variabile #, se cio riesce piit comodo si avrd,

(-3;‘) {[sen at+ (mn'4- cos.a)’] ( )

— n[{mn'+ cos. rz) ( )4- meos.Asen,uf* )

e siccome

ar ) ..

[ = r{ ) e 5=
si avrd per ultimo
( I _’P)“‘ﬂ-]/ ({m "o, Jsen *A-[m’n-(mcos. p—m sen. g)cos. A] )
Se la superficie fosse cilindrica avremmo n'=o e quindi dal-
la formola (I1I) si caverd

{ds) = sl/(l_-cos *A.cos. ’({l—p\)

Se ora si finge sen.2 = cos.Acos.({l= g}, si potrd descrivere
una curva dalla rettificazione della quale dipenda integrale
che rimane a trovarsi; come gid si & fatto sul fine della quar-
ta Proposizione.

Se la superficie & conica sard, n proporzionale ad s, on-
de supposto n=a.s si avrd

(

8e il cono & retto, essendo Az=gc®, avremo

~asy/| {(m‘—hﬂz")sen CA-H{am*+(meos. p—msen -y)cosd]‘}_

T (B)= 2 e s mes o
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s¢ poi il cono & obbliquo, ma la base circolare , supposto
m=1 si avra

(j—:)z - W{sen.‘ﬂ-o—(waos.ﬁcos,p)“)
che & la formola trovata da Eulero, Leibnitz, ed altri.
PROPOSIZIONE TERZA,

Si cerca il volume del solido terminato dalla superficie
considerata superiormente, ¢ da altre qualisivogliano, delle qua-
1i si conosca la natura.

8i chiami M il volume del corpo i di cui estremi sono,
la superficie 8 della proposizione antecedente, il piano della
generatrice considerato in una posizione qualunque, la super-
ficie generata dalla retta gm=1, ed altre superficie di natu-
ra conasciuta,

Ritenendo le denominazioni adottate finora, per quanto si
& osservato nella Prop. 5. della prima parte si avri

{:%) =senw.lsen. I,
siccome poi sen.v.[l=sen.L.v.sen.(a—E), sard per conseguenza
(%):(;;} senZvsen.tL. sen.fa — §):
Sostituendo ora i valori delle guantitd che formano il secon-

do membro di questa equazione , quali abbiamo trovati sul
incipio della proposizi d ponendovi

mn=1, sen Ll _—_z(‘}f), avremo

fusen.afsen.o—L(a'+F'cos.ksen.o + &'cos.o)]

— Fpgos.alf'sen.a—Fk'cos.asen.o—Fk'(sen.asen .k

— cos.acos.keos.a) |
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ove = integrando ora per rispetio ad I ed estenden-

do fra i limiti di =0 ¢ di E=mn si avid

(1)) {% ): m‘n‘lu'mn.a(—:—sen.m— % mnfa/ -+ cos. ksen.o

+ Feos.o)]— § mincos.alffsen.a — Keos.asen.o

— (sen.asen.f — cns.ucos.icos.n))
che & la formola cercata.
Mediante questa formola si potra poi trovare il volume
del solido di cui si & parlato nella proposizione.
Veniamo ora alle applicazioni.
Riferird qui pure una dimostrazione del teorema di Gul-
dino, senza farla dipendere dalla formola {IV), perché riesca

piit semplice.
he la grandezza della generatrice resti invaria-

Fingiamo cl
bile, il punto G rappresenti,il centro di gravitd dell’area ter-

minata da quella linea,’ed il sno piano sia sempre perpendic
colare alla curva Gg che ne dirigge il movimento. Avremo

per conseguenza
E 1 &M '
sono.ll=cos.v.s ¢ quindi (m]ﬂ.sznlucas.v-sz

si sostituisca il valore div'.cos.v.s che fornisce la formola (9)
della prima parte nell’ ipotesi di a=00° e si avri

e\ 008 R
(m?)"('__‘_n )sen‘m.n‘

Supponendo AngR.m=g—y come nella proposizione , sasti-
tuendo ed integrondo si ha

n[_—Jffaenmsdm.dt—-f""T" d:ffm.con@sen.m.:.dmﬁz
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_f'%’! ds | fmsen @sen.n.t.dt.dm .

Estesi ora gli integrali rispetto a £ ed m, a tutta la su-
petficie generatrice, siccome il punto G & il centro di gravi-
t di quella superficic, saranno

[ [mcosgsen m.t.dt.dm=o0, [[msen gsen.m.t.dt.dm=o,
€ siccome [ fsen.m.t.dt.dm rappresenta l'area generatrice, in-
dicata quest’area con A, avremo

M=As che & quanto ec.

Supponiamo che I'area generatrice debba essere sempre
perpendicolare alla curva che ne dirigge il movimento, per
cul saranno 5 & : i+u e la for
mola (IV) si ridurrd alla seguente

4 o ' 3 . .
(d,m} =] - 5 mn{l'cos.ksen,o+-K'c0s.4)] 3

siccome poi le quantitd 7, A, & e A sono funzioni della sola

variabile 5, ed m funzione soltanto dell’angolo g, avremo in-
tegrando

(:;?L) =L mrdp— T (Reos.keos, i—Ksend.) [misen.pn.di
= g (K'cos.ksen.A+k'cos.A) Smicos.u.du.

Fingiamo che il punto in cui l'area generatrice incontra la li-
nea G, sia il proprio centro di gravita e saranno visibilmente

misenpdp =c, [md.cosud)
! dy wdyp

siccome poi. A la totale estensione della gej ice con-

siderata nella posizione primitiva, si ha f m*du=A, percid
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indipendentemente dalla natara della linea direttrice e dalla
legge colla quale la generatrice Tota intorno @ questa linea
avremo

M= Afn'ds
teorema che parmi degno di qualche osservazione.
§i finga 7=, essendo a costante, come nel caso co-

A f(a—s)ds.

=y

a
mune in cui l'asse del cono & rettilineo,siavra M
o e di

Integrando quindi ed estendendo fra i limiti di ¢
s=a avremo
'
M= Aa

Danque la regola insegnata da Archimede per trovare la
solidita di un cono a base oircolare ed estesa dai moderni al-
la misnra dei coni di qualunque base, vale quand’anche I"as-
so sia una curva e I'area generatrice voti intorno a guellas-
se con una legge qualunque, purché si conservi perpendico-
lare ad esso.

Particolarizzando ancora pilt questo teorema ne segue: quel-
lo di Guldino superiormente dimostrato. Infatti se n=1, ciod
T area generatrice mon varin durante il suo movimento si avrd

M = As.

Ognuno vede quali e quante applicazioni potremo fare
della nostra formolas mi limiterd per altro alla scguente per-
che presenta qualehe cosa di nuovo.

La generatrice sia sempre perpendicolare al piano %Gy
& non roti intorno alla direttrice, inoltre questa linea sia lo
stesso asse Gz, onde soranno h=Fk=ro, a=l= o, w=g0"
A=osen.asen.a=sen.A e "z‘l =1 m'wpsen A
Fingiamo n’=aas-+bs’; ove a,  siano quantitd costanti, e fi
palmente m=1. Egli & manifesto che il solido per tal modo
generato sard del secondo ordine ed avremo per esso
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M= B2 (Jas 4 b5° )s

di qui si ricavano i seguenti teoremi, i quali parmi che
credano tuttora esclusivi ai solidi di rivolu

Se per la retta luogo dei centri dei cireoli generatori una
superficie di secondo ordine si conducono due piani qualisi-
vogliana, 1" unghia solida compresa fra essi ed il piano diuno
di fuei cerchj ¢ proporzionale all’angolo che formano le ret-
te lungo le quali i primi due piani segano quello del cerchio
nominato.

ne.

Se la curva che regola le variazioni del cireolo gencrs
tore & una parabola ayremo b =0, oude

M ’# s.as= — pnlssen.A, e se g=27 sard

M n® ssen A,

cioé il solido terminato dalla superficic generata e dal piano
di un cerchio qualungue vale la meta del cilindro circoscritto.
Supposto che I equazione della carva regolatrice si

=2 (ads— ), ciod: supposti & === B b=

fatte = ax avremo

M: == a(Ae— 1 o) sen.A = B

ciot se la regolatrice & un elissi od un iperbole, il rapporto
geometrico che ha il solido terminato dalla super i

condo ordine e da un cerchio qualunque, alla differenza dei
volumi di un cilindro obbliquo dell’angolo A, di cui l'altez-
za ed il raggio della base sono rispsttivamente il semidiame-
tro della curva regolatrice, luogo dei centri de’ circoli gene-
ratori, e la parte di questo o del suo prolungamento , inter-
cetta dal solido che'si considera, e del cono rettangolo obbli-

Tomo XX. a5
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quo pure dell'angolo A, che ha per asse la stessa parte dell’
asse nominata; il rapporto geometrico di questi solidi egua-
glia quello che hanno fra loro il quadrato del diametro della
direttrice conjugato al suddetto e di questo diametro mede-
simo.

Pongo fine al presente Javoro con un’altra osservazione
relativa al teorema di Guldino. E noto ai Geometri gquante
siasi seritto intorno a questo argomento, e come venisse am-
pliato da Eulero, Bernoulli, Vincenzo Riccati, e da Monge ;
parmi perd che csso riceva, selamor del vero non m’ingan-
na, una nuova rimarcabile estensione dal teorema dimostrato
nella terza proposizione di questa seconda parte. Nessun Geo-
metra poi prima del Chiar. Professor Bordoni sembrami aver os-
servato che regge il teorema di Guldino, anche quando 'area
generatrice ruoti intorno al proprio centro di gravitd, e tut-
ti ammisero, ma nessuno ha dimostrato che le altre condizio-
ni siano essenziali, prima di quell’illustre Geometra nel XX.
Volume degli Atti di questa celebre Societh delle Scienze. Sic-
come perd la parte del teorema reciproco del Bordoni,
ciok quella che rignarda la genesi delle superficie lascia for-
se tutt’ ora qualche cosa a desiderare, cosi ho divisato di ten-
tare la dimostrazione di quella parte, ciod di provare che se
la superficie generata dal movimento di una linea piana qualun-
que & proporzionale al prodotto dell’ estensione di quella li-
nea, e dell'altra che vien descritta dal proprio centro di gra-
vitd, il piano della generatrice sard sempre perpendicolare al-
Ia curva percorsa dal centro nominato, e quando la linea ge-
neratrice non sia un cerchio, non potrd rotare intorno al cen-
tro medesimo.

Immaginiamo la generatrice nella sua posizione primiti-
va. Conduciamo pel suo centro di gravith G tre assi ortogo-
nali Gz, Gy, Gz, di cui i primi giaceiano nel piavo di quel-
la linea. Siano z , y le coordinate di un suo punto qualun-
que, e fingiamo che allorquando il punto G occupa il lnogo
cui corrispondono le coordinate p, ¢, rysiano #', ', =’ quelle
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del punto i della g ice ed 1’ i del-
la curva percorsa dal centro suddetto.

Fra le coordinate x , ¥, &, ¥, 2, p, ed r sussisteranno
le seguenti equazioni

(1) z'= paz+ay, y=g+ba+bly, d=r+ca-tcy
ove le quantitd a, a', b ec. che sono funzioni di s, rappre-
tano coseni di angoli.

Indicando ora con ¢ l'arco della generatrice compreso fra
Iasse G ed il punto =, y, ¢ con 8 quella parte della su-
perficie che si considera , la quale & intercetta fra le curve
descritte da un estremo della generatrice, e dal punto z, y;
e I'intera generatrice considerata nella posizione primitiva e
nella seconda; per I’ enunciato del teorema dovrd essere
8§ =H.T.s: essendo H una quantiti costante, e T la lunghez-
za totale della generatrice.

Ora siccome

(=)= 1(6)) - ()6 (i)
(@) HENE-EE) |
Se si formano le devivate per rispetto a ¢ e ad s delle
equazioni (1) coll avvertenza che le quantiti p, g, 7, a, @' ec.

sono funzioni di 5 e non di ¢, ed x, y sono funzioni di que-
sta vaviabile ¢ ma non della prima, si avri

(#)(#) - (E)E) =2 (@) =2 )

pitt termini moltiplicati per i prodotti di una qualunque del-

le quantiti = ed y per le derivate (:—,’} 3 (:—{), e dove per bre-
vitd ho supposto
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—. [dp dr 1[4 v fdr).
e )=o) )l

Cosi avremo _
dy' dz' dz' \{ dy' _arfdz  fdy

()(5) () () =a(8) B () + e
dz' dy' dy' az'\ __ . [dzx " {d)‘ :

(5)(5) (&)%) =" (5)+5'(2) + e

ove 1l significato di A', B' ec. & analogo a quello di A,e B.
Supponiamo ora espressa la variabile y da una serie or-

dinata per rispetto alle potenze crescenti dell’ arco ¢ e sia
y=Mi™ 4= Nf*4-ec. ove non puo essere m < 1, altrimenti a

t = o corrisponderebbe (:—{)= T!:' . 1l che e assurdo.

Noi supporemo che 1’arco generatore della superficie S
abbia le estremita neij punti a cui corrispondono =t e =t
onde sara T—=g¢ — 7', quindi nelle serie che forniscono i va-
lori di z, Y €c. espressi per ¢, terremo a calcolo solo quei ter-
mini i quali non contengono alcuna dimensione delle quan-
tita £, 7 e 7. Del che se ne vedra tosto la ragione.

Essendo G il centro di gravita dell’arco T sara f:_ydt=0

osslia
M M1 JM=t=1 N N==1 Ji==1
—(t — )+—(t —t' )4+ec.=c

per cui il parametro M conterra almeno n—m dimensioni de-

= : ’ dy\ __
gl archi ¢, ¢, e sara per conseguenza y = o, Frs g

Dall’equazione (g)zi/l - ( Z—t" )L si hanno ( Z—f) e

x =1 + Cost., ove i termini ommessi contengono dimensioni
di ¢,z er maggiori della prima.

. . T . I}
Siccome poi [ _xdt=o0, ossia (7—7')cost.+~—(r*—¢")+-ec.=o,
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avremo Cost.=o ed z=o. Sostituendo ormai 1 valori trovati
nell’ equazion di condizione, eseguendo ’integrazione rispet-
to a ¢ ed estendendo da =17 a t=17 si avra

(e— ) [V (A*+-A"+A")ds+ec.=H(z— 7').5,

ove i termini ommessi nel primo membro contengono potenze
di ¢, ¢ non minori della seconda. Dunque quell’ equazione
non pud essere identica quando non sia

1/ (A*+ A4 A?)ds = Hs,
qualunque siasi s, cioé -
v (A*+ A"+ A®)=H,

o finalmente

A+ ()]
)] 1

la quale ne indica che considerata la generatrice in qualun-
que posizione che movendosi assume la tangente alla curva
descritta dal centro di gravita, ed una retta qualunque Gz
condotta nel piano della generatrice, dovranno formare un an-
golo di grandezza costante; ossia la detta tangente dovra es-
sere perpendicolare al piano della medesima generatrice.

Rappresentiamo ora con v I’arco descritto dal punto x,y
e si avra

a8\ _ . [ ds\ __[év
(m) — sen.v.t ossia (d_th) —(c-l?) sen.v.t .

Ma dalla formola (9) della prima parte si ha (Z—:-’) €0S. V.5 =

m

Rcos..R.m, ove m=}/ 2*+y*,ed R e il raggio osculatore, del-

| o—
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la linea s nell’ estremo variabile di sua lunghezza: avremo
percid

d»8 m sen.v.t
(dt.ds) —( S R cos.R.m ) cos.v.s

Siccome poi nel caso presente Ang.’m.v= 0° come si &
provato nella Proposizione 3. della prima parte , si provera

facilmente colla trigonometria sferica che cos.v.2=sen w.s.sen.m.2
onde

sen. v.t
Ll

=1/ (1+4cos.*m t. tang.*v.s) , e

C08.V.§
22 )=( 1 =2 cos.R.m V/ (14=cos.*m.ttang . v.s.)
Q@)= R 908 it S NE O

Cio premesso osserviamo che se in qualche posizione della
curva generatrice il perimetro di essa segasse la superficie svi-
luppabile descritta dal suo piano, pii non avrebbe luogo il teo-
rema di cui si tratta, e siccome questa superficie non & altro
che il luogo delle evolute della curva direttrice, cosi non potra

essere giammai R:cos.R.m <m ossia 1 — + cos.R.m < o.

Il minimo valore poi che puo ottenere I’ espressione
V/(14-cos.*m.2.tang.>v.s) essendo l’unita, avremo

m a2 2 m
(r—— + cos.R.m )I/(H-cos. m.t.tang.*v.s)non <i— cos.R.m,

e quindi

ff(x — %’- cos.R.m )l/(l+cos.“m.t.tang.ﬁ"v.s)dt.ds

> [f (l -—l;:- cos.l{.m) dt.ds

cioe maggiore di T.s, come risulta dalla proposizione seconda
di questa seconda parte.
Dunque la condizione S=T.s non potra essere soddisfatta
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a meno che si abbia cos.m.z.tang.v.s=o0 cio¢ cos.m.t=o0, ossia la
curva generatrice una circonferenza, ovvero tang.v.s=o0, vale
a dire le rette che toccano le linee descritte da qualunque pun-
to della generatrice e dal suo centro di gravita, la dove le
medesime vengono incontrate dalla generatrice, tali rette do-
vranno essere parallele fra loro, ossia la generatrice non dovra
rotare intorno al proprio centro di gravita, che & quanto ci
restava a provare.



