SOPRA LA RIDUZIONE

DI ALCUNE TRASCENDENTI

MEMORIA
DEL CAVALIERE GIULIANO FRULLANL

Ricevuta adt 1. Ottobre 1830.

o presenti Feos.s una funzione qualunque dispari. di
cos.z; tale in conseguenza che essa muti segno allora quan-
do cos.z diviene —cos.z; cosicché si abbia Feos.z=—F(—cos.z.)
Sia inoltre i un numero intero e pari. Cid premesso la for-
mola integrale

estesa tra i limiti s==0, z=1=, ove = rappresenta il rappor-
to tra la periferia circolare e il diametro, ammettera alcune
riduzioni che in qualche caso potra essere utile di avere pre-
senti, ¢ che brevemente andrd esponendo.

Rappresentero col segno y, la formola di cui si tratta.
Né occorrerd che io richiami alla mente dei miei lettori i li-
mith dell”integrale con adoperare il segno /7 poiché una vol-
ta per tutte mi basterd il dire che lo formole integrali che
si incontreranno nel corso di guesta memoria sono tutte as-
sunte tra i limiti citati.

2. Ammesse tali convenzioni, noi avremo

j':idz. Feos. s
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se in luogo di z si sostitnisca z—z, sard senza che i limiti
vengano alterati

y=flz— z)ichF — cos.z.

i

Ma poiché F—cos.z= — Feos.z avremo pure

y=—f(r—z)daFeos.x

Ora risolvendo il binomio (z—z), e dinotando col segno y, nl’iur

i—n 5
tegrale fz  daFcos.z, noi otterremo’, rammentando che il
numera intero @ & pari,

(m:) hm) o

%y, g e

E parimente

__ (=l (i=3) s
o,y Sy

% i- (i=E)_=
y, Sty — Sy

i~y

oy, =y,

Attualmente moltiplichiano la seconda di queste cquasziof
per i(i—1)z*2; la terza per i(x‘—l){j—n){:’—3)~:‘ﬁ.’ la quarta
p!'r n(n~x)(:—n}(x—€l )(i—d){i—5)22", e cosi di segnito: essendo
A, 2, & ec. coeflicienti \lrlntl\r\ 4 si otterrd, mmnandn tut-
te le precedenti equazioni cosi moltiplicate:
Tomo XX. 78
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cmay —iny,_ —ili—)i—2) (ﬁa—z) Yo

)i s+

{8 (st + 5 O .
) — co.
+|‘(i—-|)t’(%-‘- n.i) y

o ifim1)(i—a)(i—3) &t

il )=o) i3 )5} {, e A ) Yis

+ ec.
Abbiamo supposto i numero pari: & dunque manifesto
che le quantita 4, 4 4" ec. s:uzumo'T—- 1 di numero; cosic-
i)
:
ché la serie di esse si cstenderd sino a A

3. La precedento equazione (1) r\ppacscmam la funzio-
ne y . data per meazo delle i—1 funzioni y, e
a2y

y 3 delle quali potremo eliminarne ’7 — 1 convenientemente
B

determinando le quantitd 4, 45 &' , meno per
altro la funzione y  la quale non puv eliminarsi perché non

& affetta da nessuna di quelle arbitrarie.
Cosi. per escmpio osserveremo che nella serie

¥ Er ey

s Y.
=2
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ove i & numero pari, li termini collocati in posto pari sono

— 1 di numero; noi potremo dunque eliminare tutti que-
sti termini ed in tal caso la funzione y resterd espressa li-
i

nearmente nella equazione precedente (1) per mezzo delle
quantiti

e I

1
=i

4. Per escguire questa eliminazione & chiaro che noi do-
L2
3
vremo determinare le arbitrarie 4, 4, 4"
mezzo delle equazioni seguenti:

per

g F
2h+—=0

A '
ai it = o

(4)

" A A
WS+

& 2 13
Ay v X s v 7 R i

zié‘"-t—%— -+
ec.

Ammesse le quali rimarra ¥, espresso dalla equazione
y=iey, + li=1)i=2 )rzrzayl_-z
(i1 ) im0 )i B) i 4 }a'a ;
(2) + (i1 )(i—a)(i—3])(i 4)u1yi_d+e:

At (e
i—ol)z @ ”y‘__’h_'-ke:c‘

1){i—2)..

purché si abbia
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()

A Sp—

permmrTTETY

5. Tutto dunque consisterd nella risolugione delle cqua-
sioni (A) e nel calcolo delle quantitd @, a @' ec. date dal
le equazioni (I

Per tale <
cquazioni (A) sussisterd pure 1a equazione

ile il convincersi che ritenute lo

ymdipilet
AT A S A e,

enta una variabile qualunque:

ove & rappr
Or supponendo

| 4 Ao Atk Ko A2 ec. = fx

-+ ec.

PR =
Y b O ET

& manifesto chie la precedente equazione diverrd

VoV

d' onde trarremo:




Dix Cav. Guuttano Faviias 717
Sfr=— 4
( AL ")
€

+a

¢ ne inferiremo che le quantitd 2, A, 2".. ... ec. sono i coef-
ficienti delle successive potenze di z nello sviluppe della
funzione

facendo x=o dopo le differenziazioni.

Per determinare i valori di ¢,a!,a" ec. dati dalle equa-
zioni (B), noi osserveremo che in virtd di queste ed essendo
« una variabile qualunque, sussisterd pure la equazione

1 g’z o 230 phsee. . x> 3
pr e e e et Sy R T3 T alaseq T o0

Or noi abbiamo

1A A A A e,

e si ha non meno

= = o
1EST et sugEEy, T —

quindi concluderemo




Borra s Repuzioxe ec.

. . )
( Ve —3V -T) q
(g e, = 2N T

(1‘1/“ =3V %

E pertanto

o P

purche si faccia =0 dopo lo differenziazioni.
Or dalla decomposizione nei suoi infiniti fattori della fan-

zione esponenziale

' 1
L/ —xVx
e “+e {
noi abbiamo:
' 1
_‘/I _T‘/z 8, =
log ( +e ) lusrn+__+ .
w
8¢ = et
+ — 60 Tec.
B h“il‘“—"

essendo
' x '
8 =i+ "ga+ o R

ove m & un numero intero e positivo. Pertanto
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(n)
a

8
= ST
A 5
ove il segno superiore conviene al caso di n dispari, ¢ I’ in-
teriore al caso di n pari.

Denoti: attualmente con i i B .
notiamo mente segni B.’Ba’Bs ec

la serie dei numeri di Bernoulli. Noi avremo , come & mnoto
dagli elementi di algebra

anerg

Ne questa espressione di a”) potra lsciare da desidera-
re quanto alla generalitd, perché il termine generale dei nu.
meri di Bernoulli ¢ analiticamente determinato in funzione
del suo indice.

6. Riprendiamo attualmente il valore di ¥, dato nel pre-
cedente articolo 4 dalla equazione (a). In esso potremo sosti-
tuire in Iuogo di @, @', &', ec. i loro valori dedotti dalla ge-
nerale loro espressione: e cio facendo otterremo:

ay= L Alat—1)Bay '__ajfj;” 4 at—1)Baty,

(i1 i) (i3) i
-+ —.—“lg_ﬁ 2i—4) 4( 25~ I)Eﬁn“ys_s
it —
shrn st
B b

i i
== = - 4‘(2—”55—;“ ¥
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nella quale espressione il termine generalo che vi & com-
preso avra il segno superiore quando & & pari, e I’ inferiore
quando ¢ dispari: e Inltimo termine di essa dovra essere pre-

ceduto dal segno positivo quando = sia dispari ; e dal nega-

tivo nel caso contrario.

Si noter che nella espressione di oy in luogo del pri-

mo termine che sarebbe imy,  ho scritto il suo equivalente
et

S4lat—=1)B Ay
dei termini.

La equazione (3) potrebbe scriversi in ordine inverso: ©
¢id facendo si troverd:

, e cid per meglio rappresentare la legge
'

a5 ﬂ[.«{ @—i(p,_,

ayicdy
7

— ec.

5 ¥
maneer  aner

Nella quale equazione il coefliciente di B i

avrd il segno superiore quando sia 7 dispari, e I
do sia pari ; mentre poi degli altri doppj segni doyranno pre-

ferits] i superiori quando = sia dispari, e gli inferiori quando

L si pari. Tale sara dunque il yalore dell’ integrale

i
afzdsFeos.s

2




Dev Cav. GruLiaxo Fruniaxt 7ar

esteso tra i limiti z=0, z== purché sia i un numero intero
e pari ; ed Fcos.z una funzione dispari di cos.z,
7. Abbiamo, come & noto,

5 _ ot
=00 B, =t ce.

Se pertanto nel valore generale di o faremo  snccessivamen-

te i=o0, 2, 4, 6, ec. troveremo le riduzioni seguenti

fd:Feos.s =

[5*dzFeos.z =mzdzFeos.z

[=*dzFcos.z = a1 [z d=Fcos.z —n’ fzd=Fcos.z

[3*dzFoos.c=31 [s*daF cas.5—5r° [ 2*dsFcos.z+3n° [ zdzFeos.z
ec.

8. I notabile ¢he la generale equazione (3) pud molto
semplicemente rappresentarsi per mezzo di una equazione
simbolica.

Infatti abbiamo la equazione identica

AtV i ik
= SE1) B

—ec.

i 1Xi—alli—3imd) s
T P Y
Indi & manifesto che la equazione (3) equivarri alla seguente:

(5) o=y - Ut =T ity
i wkii1)
purché nello sviluppo per le potenze di % si ponga
ppo p F Pong;

i
s, , in luogo

ki

ket . & . .

della potenza & , essendo B 4y 1\l numero di Bernoulli
st

rispondente all'indice 2/-+1.
Tomo XX. 79

S e
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9. Riprendiamo la generale cquazione (1) riportata nel |
precedente avticolo 2.

In quella abbiamo sino ad ora determinate le arbitrarie

, A" ec. in modo da esprimere la trascendente y, per

- Po-

Ay

mezzo delle analoghe trascendenti y
i

tremo invece disporre di quelle arbitrarie inmodo che la tra-

scendente y; venga determinata per mezzo delle trascendenti

e T R

ed otterremo cid facilmente purché i faccia '

Per risolvere le equazioni (C), e determinare le quantita
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2, #', A" ec. noi csserveremo che sopra quelle equazioni stes-
se si ricadrd quando per risolvere in serie secondo le poten-

S . Ax 5
ze della variabile z la funzione VE _ = opongs

onde sard

I+ At = A VA e el

- vz
d :c iy

V=

a
a3 g )d" T

purchd si faccia #=0 dopo le differenziazioni,
Parimente risolveremo le equazioni (D) osservando che in

virth di esse sussisterd indipend mente da x la oq
B e S et s Y ME Ve
T AT A T A T et ry

= 1 4 bx -+ bt B+ ec.
Facciamo

Fx =1+ A+ Ax’+ A0+ ec.,
e la precedente equazione ci dard

o= 2 V) FriFa—r.
Ma si ha Fx_""'i/,—_v;‘v,— quindi pure sard ridu-
cendo ,
e —tvs
gr=t 21
e —tve :

€ —_—
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Una formola conoscinta (*) ci d&

: :

SV B

e

aBy = aBex?

—e0.
334 33456

ove B, B, B, ec. sono i numeri di Bernoulli. Tale dunque
sard lo sviluppo di @, dal quale, confrontato con altra sua
espressione

G = 1 4 bx bz b 2 ec.
si deduce
ab

3t
(3]

prendendo il segno superiore s¢ 1 ¢ pati, e Vinferiore se & di-
spari:
Con queste determinazioni si avrd

aifi—r)i=a)=3) 74
B rE 254 =B

3)(i—4)(i—S5
i—d)li—5) :GBS i

¥

an-er i—an—a

(*) Logendre, Exercices do Caleal Tntigral 4 partia art. 64 ot muir.
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ove il segno superiore avrd luogo nel termine generale se n
& dispari, e Iinferiore se n pari: e cosi pure nell’ultimo ter-
mine si preferird il superiore o I"inferior segno secondo che
sarh dispari o pari il numero—-.
Pertanto se daremo ad i li particolari valori o, 2, 4, ec.
ed in luogo di ¥ riprenderemo la formola integrale che ne &

rappresentata, si avrd
fdzFeosz =0
2*deFoos.e=n [ zdzFcos.z
[&dePeos.z=2x 2 dzFcos.z—n* [z°dsFeos &
S =*dzFeos.z=3x [z*dzFcos. u——fz%lecos f z*dz¥'cos.z

ec.

10. Anco la equazione (6) potrd rapp rsi col meaz-
zo di una equazione simbolica.
Di fatti abbiamo, svolgendo in serie per le potenze di £

o e U 4
P

Mi=a)(i=3) 73
e KE e,
Indi inferiremo:

(7)

i3 hmy_-r-.r;_.u/—w—n

purché nello sviluppo per le potenze di & si ponga

2 -
B, oy, ,inliogodi .
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11. Abbiamo sino ad ora suppesto che nella formola in=
tegrale
5 dsFeos.z

¥

sia i un numero pari, ed Fcos.s una funzione di cos:z che

non muti segno allora quando cos.z divenga — €03.2.
Analoghe riduzioni varranno se nella formula

[7dz Feos.z
sia i un numero dispari, conché per altro Feos.z sia funzio-
ne pari di cos.z; oyvero tale che il suo segno ed il suo va-
lore non muti se in luogo di cos.z si ponga — C03.Z.
atti in questa ipotesi

Sia

#dsFeos.z,

I
Se in luogo di = si sostituisca  — =, avremo:

yi=— f{z—a) deFeos.z.

E dinotardo s

oy =imy
i -

In questa equazione successivamente mutando i in i—2, i—4,
i—6, ec. otterremo altrettante equazioni analoghe : e se alla
prima aggiungasi la scconda moltiplicata per ifi — 1 )a*23 la
terza moltiplicata per ili—1)(i—2)(i—3)a%4,
la quarta moltiplicata per

i )(i—a)im3)i—4)i—5 s

e cosi di seguito, ove 4, A, A' ec. sono quantitd indetermi-
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nate, noi otterremo una equazione della stessa forma di quel-
la riportata nell’articolo 2; dalla quale se vorremo eliminare
le trascendenti

¥;

non dovremo che ripetere i calcoli dell’ articolo 43 e trove-
remo quindi

ilim 1) i) (i3 i) =
25 a.:‘;‘m Ala"—1)B,y,

P
4By, e

fi—am)

notando che il termine generale compreso in questa formula
avrd il segno superiore quando sia i pari; I"inferiore quando

sin dispari, e I'ultimo termine sard preceduto dal segno posi-

tivo se - sia pari, e dal negativo nel cago contrario.

3, 5, ec.

Indi si dedurrd, facendo successivamente i=1,

fadsFeosz= z-;- [fdeFcos.z

[Zd=Feosa= % [*dsFeos.z—T [dzFcos.z

3

f=*dz.Feasz= ?fz‘d'chosz— :‘:—. x:’szcus.z-i-"—;fszcus %

ec.
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12. E manifesto che anco nel caso che ora ¢l trattiens
¥, per le denti

Sopra LA Ripuziose ec.

d

potremo rappresentare la t

(9)

(—su—i), a1
anra)

ove nel termine generale si prenderd il segno negativo se »
& pari, ed il positivo se & dispari; valendo per I"ultimo ter-

mine la regola stessa secondo che sia == dispari, ovver

par

E qui pure noteremo che le equazioni (3) (o) possono
rappresentarsi per mezzo di equazioni simboliche; valendo per
la prima di esse la forma stessa segnata (5) nell’ articolo 8 ;
e per la seconda la forma segnata (7) nell’ articolo 10.

13. Oltre la t
cedentemente
finita di altr

cendente [z dzFcos.z che nei
inti ammette le esposte ridnzion
trascendenti possono come quella

casi pre-

per esempio & manifesto che la formola integrale [z dsFsin.s
estesa tra i soliti limiti, e dove i sia un numero dispari, puo

soggettarsi alle trasformazioni riportate nei precedenti artico-
li to, 113 o che dalle stesse riduzioni pué dipendere la pit
generale formola

j'zgsz( c08.7; i
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purché la funzione F(cosz, sinz) non muti segno né valore
quando in luogo di cos.z si ponga —cos.z

Per un caso semplicissimo consideriamo la formala int
grale

Sz desins(a “beos.z )

presa tra i soliti limiti 5 e dove sia i numero intero ¢ dispa-
ri; n numero intero comunque; ed @, &, m quali s siano
costanti.

A questa formula potremo applicare le riduzioni dell’ar-
ticolo 133 © cosi nel particolare caso di i =1 si avra:

= anm

[dzsin.slat-beoszs ) .

fzdzsin.a(m-bcos.n“

ghiamo

7 =/{dasin zla + beos.z" )",

si avrd, integrando per parti,
an
y=—rcos.5(a==boosz )
: an . an met
— amnb fdzcos.z sinz( e+ beos.z )
ovvero:

an i1

y=ala+b)"— amnb fdscos.s sin.zla+ boos.z )

ma abbiamo pure:

2 an s
anb G = amnb[dzeos.s sin.z{ @+ beos.z

onde dedurremo:
Tomo XX. 8o
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y-'-arxb%za(a-i-b)m. {

e quindi

an
yb =C=

[l ap.

an

&

Pertanto se faremo cominciare con zero 1’ integrale com-

preso nel secondo membro, si avr

_ v flavbras
y=—J o

b an
nb b
onde sard finalmente:
e an
(10) [zdzsinz{ @+ boos.s
|
an
a per semplicith maggiore & = k5 ed avremo: {
an o an,
(11} [adzsinzlath"coss ) = flar b )ik

la quale riduzione potra condurre a calcolare molte formole

integrali definite.

se sia m=— n=1 si troverk: |

e % log. S

I“v Yok
J 7

o dei piti semplici casi quello sard in cui abbiasi m==—1I,
Con tali determinazioni consegniremo:
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(13)
ovvero:
(14) f-%f-:"TE" = 5 are. tag: e

Per una semplificazione ulteriore facendo a=h=10t=
terremo:

(15) Jm=

la quale formola dedotta da diversa aualisi trovasi riferita
dal cel. Poisson mella sua seconda memoria sopra gli integra-
li definiti inserita nel giornale Politecnico.

Dalla formola (14) potremo traire altre viduzioni. Ponga-
si fy/— 1 in luogo di A ; noi abbiamo se & <\/a

= (asei

T gre. tang. M = log.
hF=nva S Ta W a = [ Famh

e quando fosse /> /e sarchbe
—t iz 1o hH/a
7, ve. tang,%_ mlna- ,Elf—n

onde in questi due respettivi casi otterremo:

(16) i o855
() =t

Le formole (14), (15), (16}, (17) possono dedursi da quel-
le riportate dal cel. Legendre nei suoi esercizj di caleolo in-
tegrele art. 75 e seg. della 5. parte.
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Altre integrazioni defivite potranno dedursi dalla equa-
zione generale:

an m

Sadssinslarboosz )= L larh " )"

onda degli infiniti casi di integrabiliti della formola

{(a+h"")"dk. Tale assunto essendo straniero all’ oggetto di
esta memoria, mi limiterd ad osservare che qualora per la
alitd. degli esponenti 7, A non ammetta quests formola
uua finita cwtm.mue. potremo adottare in tale occasione li
metodi .\p,mnunmm referiti nella eccellente memoria di Eu-
& contenuta nel 4.° volume del suo caleolo Integra-

(a).
14. Esscndo i un numero impari, ed Fcos.z una funzio-
ne pari di cos.z, ¢ ponendo

" deFoosz

ave i limiti della integrazione sono sempre z=0, z=7 10l tro-

mmo nell’ articolo 11

— ec.

anee1, aneen

(o' == B

ANy iman—1

{23 De resalut. form

lo /2" dr(A+="Y), MS. Aesd. Petrop.
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Se nella formola

S 2 dzFeos.z

faremo Feos.z
otterremo

X

¢ sostituendo nella equazione precedente si avra

v dwaga (eDili=1) g
(a’—1)B — =5 (2 1)B,

i3} 16—
(18) : (af—1 )Ba
(i1 )ifi=1] ] oL
+ee . R — (2 l)BMﬂ.._cc

La quale equazione contiene una generale relazione tra
i numeri Bernoulliani, che per mezzo di quella potrebbero
tutti suceessivamente determinarsi. Ed infatti se successiva-
mente faremo i=1, 3, 5, 7, ec. s ayrd:

1 mi)B,

Be1 g 0 )8(3—1)
2 ()8 — BB (2B

5- 3 St )5(5=1) (5==a) (5=-3)
=L _;)n,_‘#_jjq {af— et ’(auung

ec.

E potremo anche in tale circostanza osservare che la
equazione (18) pud rappresentarsi concisamente col mezzo del-
la equazione simbolica
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(19) o= 1 (Tt :v|!‘*‘:£.llty—|J‘*’—a

la quale sussistera quando nello sviluppo per le [mtcn:'_l. dik
s 2l
si ponga (2 _')B,;__. in luogo della potenza Py

15. Moivre nelle sue miscellanee analitiche dedusse dal
caleolo delle differenze finite una generale equazione, nella
quale successivamente determinando un indice compresov i
ottenevano altrettante equazioni atte a determinare 'uno dopo
altro i numeri di Bernoulli, appunto come ho accennato po-
tersi conseguire dalla equazione {17)

La equazione di Moivre pud dedur:
che ho riportata nell” articolo 12,

Di fatti facendo in questa Foos.

dalla equazione (9)

a Lroveremo:

tie}i

i—3) {iotea)ilimr i) i3I —4)
Bi+ A8 B

3345

che appunto & quella di Moivre; e dalla quale altrettante
equazioni successive si ricaveranno facendovi successivamen-
te i=3, 5, 7, 0. ec. Ma egli & manifesto che tanto la equa-
zione di Moivre quanto la equazione (17) che ho di sopra ot-
tenuta, c[uai: possono offrire forse quulclm euriositd come
teoremi numerici, non presentano nessun’ interesse quando si
tratti del ealeolo dei numeri di Bernoulli , dei n]nah & nota
1’ espressione del termine generale in funzione del suno indi

FINE.



