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SOPRA GLI INTEGRALI DEFINITI.

MEMORTIA

DEL
CAV. GIULIANO FRULLANI

Riceouta adi ax, Novembre 18a9. !

Ncl V. Volame del sno Calcolo Integrale Euler trattd il
primo la formola. trascendente [ S2E% estesa tra i limiti

@ =0, ¢ =oco. In appresso altri geometri distintissimi si oc-
cuparano di quella formola stessa, e cid con impegno tanto
maggiore in quanto si riconobbe che varie estese classi di
trascendenti ne dipendevano.

To mi propongo in questa Memoria di esporre alcune con-
sideragioni mon tanto relative alla formola qui sopra citata,
come rignardanti altre analoghe trascendenti.

1. Per determinare 1" Integrale j 2021 ra i limiti =0
g=coi incierd con divid I ione in una infi-
niti di parti; successivamente prendendolo da zero sino ax,
da ax sino a 3z, e cosi seguitando in infinito: ove = dinota
la mezza circonferenza del circolo di cui I’ unitd sia il rag-
gio.

- Cosl formeremo una serie infinita e convergente, di cui
troveremo facilmente la somma, Infatti noi avremo

i Ba e fun mze.
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Avvertends che Pintegrale relativo ad « deve estendersi da
% =0 sino ad u=mn; mentre la somma denotata dal segno
3 deve essere estesa a tutti i valori interi e positivi di i, da
i=0, sino ad i=roo.

Cosi la Equazione precedente si ridurra alla seguente:

::.f'c‘fﬂ%—#;:fdn.!in.u!-;-—“_'—«+—wlz;—i:';—-o—u" !

Ma tra i limiti o

abbiamo

d'onde dedurremo:
f.m‘@d:\ = [ dusin ,‘5"",41

Or si ha pure per un Teorema dovuto ad Euler e che
euol riportarsi nei trattati di Calcolo integrale,

g=c
g=co

L cotang. = —

& quindi

gz;‘;j..—’_—-: £ [dusin.u. cotang.

Effettuando 1 integrazione nel secondo membro , otterremo

immediatamente
g0 | fiosss _ x
f=cs 7 a
2. To comunicai, gid da tempo, questo modo di determi-
nare 1" integrale lt{#_& esteso tra i limiti =0, p=co al
Tomd» XX. 45
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cél. Sig. Poisson,uno dei pitt distinti geometri dei nostri gior- |
ni. Inerendo Eglhi ad alcune mie vedute sulla teoria degliIn-
vegrali defniti » soggiungevami in proposito della ricerca qul
sopra esposta con le riflessioni seguentis che volentieri riferi-
sco per la giustezza delle idee che vi si contengon
aira disparoitre toutes les difficultés que les inté,
quantités périodiques peuvent présenter en les considerant

Bt * o pas isolément, mais comme les limites d’autres intégra-
. les de quantités decroissantes, En général pour éviter de

commettre des erreurs dans le Galcul des Intégrales défi-
. nies, il faut admettre les resultats qui seroient verifia
. bles approximativement en nombres, et les expressions
.. qui sont implicitement les limites de semblables resultats.
st 14 un principe dont je crois qu’ il est important de
. ne jamais &' écarter, Pofif cette raison jlaime beaucoup vo-
re de parvenir dircctement & la valeur de I'in-

45 tre ma

, tegrale fi""‘;i en la decomposant en une somme d'inté-

grales prises depuis § =c jusqu’s @ Ce procedé est,
. en effet, 1"imitation du calenl numerique qu’il faudroit
3 faire pour obtenir les valens approchées de I'intégrale en-
| .. tre les limites zéro et I'infini ec.

3. La formola pitt gcner:l:,f&"fi estesa pur essa tra
C

i Timiti ¢ =0, ¢ = oo si riduce alla precedente, Ha luogo
difatti, sempre che sia r una quantiti positiva ¢ maggiore di
zero, la equazione

Per di laio considero 1a eq y=S1 Que-

]
sta si viferisce ad una curva anguiforme la quale all” origine
delfe” coordinate ortogonali § ed y taglia Iasse y ad una di-
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stanza 7 dall’ asse delle @, intorno al quale serpeggia sncces-

sivamente tagliandolo nei punti ove @ yu

i
finito; essendo  la mezza periferia del circolo di cui
I" unitd & il raggio. Infinite porzioni deerescenti, altérnativa-
mente positive e negative costituiranno le aree comprese tra
la curva e I’asse delle ascisse ¢ ; e quelle porzioni saranno
rappresentate dalle formole

(&)

E tutte queste quantitd insieme aggiunte & manifesto che com-
rg.d¢
7

porranno la Formnlaf estesa tra i limiti g P

Ora & facile a vedersi che ciascuna di quelle formole &
indipendente da r.

Poiché , quanto alla prima; abbiamo integrando indefini-
tamente,

ove C & una costante arbitraria. Indi si deduce
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e

espressione che non dipende da r

e imagy 2 b
a3 T 23458 s

dente da r la for-

Pitu p
mala
g=22
v dgsing
) f [

P= ("l-‘-,Y L

che esprime il termine generale della serie (A)3 e quindi sa-
ri pure indipendente da r la formula

S

che ne rappresenta la somma
Cosi rimarra dimostrata la equazione

o0 furanf e

E poiché nel precedents articolo vedemmo essere tra gli
d

indicati. limi 222 — £ ne inferiremo per i oasi di r po-

sitivo maggiore di zero, e tra i limiti stessi

dpinrs . x
LR

4. A questo stesso modo potrem noi rintraceiare le pro- |
prieti della formola f G, guiesn trad limiti =, e

purché sia 0 <.
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Infatti & chiaro che questa formola si compone di una
infinita di parti decrescenti, alternativamente positive e ne-
gative, e rappresentate dai termini della serie

o

g=2 5
Biliess o ¢:ax£fﬂ;—

- (amadle
=t

ec.

Incominciando dalla seconda di queste & chiaro che tut-
te queste formole sono indipendenti

da r: cosicche la diffe
renza delle due formole simili IM, f
Puna e Paltra tra i limiti P=0, f=co sari ml:pn'amnn dal-

la differenza dei soli primi termini delle due serie che vi cor-
rispondono; 1" una delle quali & la serie (B), e I"altra & ana-

pces.r’s

estese

loga ¢ corrisponde alla’ formola _/ ‘dg;,“%.

Avremo dunque

p=

fay e
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purché sia o minore di Z,e diZ.

Ora abbiamo, integrando indefinitamente,

qui—“%i‘—:ﬂ-v—log‘nﬁ——-hf‘:ﬁ-cc

C la costante arbitraria. Sarik dunque tra i 1

essendo

dgeos i 3
lf st =log. & —logr—5s + mam —

o ol >
—logo+—5— 553+ C.

Quindi sard ancora
F=a
o=zl

=log. -+ @

a3

_%“"Z;UM

§hear®) o =T
T — oty o

Ma noi osservammo essere

P=0
==

o pertanto sard

g=0 zfd;{cnl r.—-cnﬂ';]:!ag.:"_r‘(v‘—v"! nku*—ﬂ)_'_cc ‘
Tty e e )
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yedi X,
ar ar

ove o esser deve minore di

Se supporremo =0 avreno

foo] /e

come & noto.
5. Alla equazione

g=o f
P=co
suol pervenirsi anco nel modo seguente. Posto
o /
P=c=
si ha, differenziando per rapporto ad r

[4
[

Or per un teorema dovuto al Sig, Poisson , la funzione

dosin.ry

o dy
L } foos. . d = %

3:.-vm:liu.1ﬁf§c fcos.rh. dp deve riguardarsi ; come la
: . g

congensre § =2 E [sin.rpidp deve eguagliarsi ad - sintan-
to che sia » pasitiva ‘e maggiore di sero.

il iy i ot
Poiché dunque abbiamo & = o, ‘sark y = cost. &' quindi

e

D’ onde immediatamente si deduce

=V

?
P
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6. Per dimostrare le formule

gz; % Jdfeosrp=0; [dpsinsg=
sogliono considetarsi le pit generali equazioni ambedue do-
vute ad Enler

B2 | g iy = <2 gt
o

gz;g fr‘hsin.,q)_(ﬁ»—.dg: sinnt i ?’m_iffﬁ

3
(o)

Ove ¢ dinota P'arco della tangeute :—.ln quelle facendo b=0,

n =1 abbiamo appunto
=o |
322 | fenrp dp=o

g;‘;{ foin.rp.dp =" .
Ma poiche la supposizione dib=oedi n=1 possa cori-

spondere ai dati fondamentali che hanuo servito alla dimostra-

sione delle Equazioni (C), sari io di appoggiore que-

sti resultati a qualche nuova considerazione.
Onde giungervi prendiamo ad esaminare generalmente

I integrale fdfFre estoso tra i limiti g =o, =co. Sia k

una costante indeterminatas e supponghiamo che tra i limi-

ti g=k, p=co ahbiasi [Frgdp=8,. |
| facile il convincersi che Vintegrale indefinito della for- |

mola differenziale fFre.dg sara G-ﬁ", G essendo una costan-
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te arbitraria, e _Bq cioé che ﬁkdiviunc se in luogo di k si so-
stituisca 9.

Per determinare 8, riprendiamo la Equazione
p=k =
S=k )\ raprg=s,
ed in essa ponendo @=x =k i nuovi limiti saranno x =0
2 =03} onde avremo

z=0
& =co

Jds Friz + 1) =8,

sard dunque ancora

i e "
i g [asFriz+7) =3,
onde per/¢id che qui sopraabbiamo potato, I integrale inde-
finito della formola differenziale; Frpudp sava dato dalla e-
qnazione

ffz=0o

JEpdp=C—{ [T [dxFr{x+ §)

Or supponghiamo Frg = cos.rg, ed avremo
Seonrpdg=C— | =7 | fazcosr(z+¢)
ovvero
Sfeos.rpdp=0C— { iz‘;é cos. rp [dx cos. &

x=0
r=e

+4 sin. 1 [ d sin. rz

Ma i ha feos.rfdf =111 + (5 ende sostituendo, sark non
Tomo XX. 46
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meno ed identicamente

C-{‘if;c cos. r g [ dxcos. rx

2Z2,) s faxsn e

Dovra essere per tanto C'=C; ed anco
x=0

e i [dzcos.rz=0

il if:lxeln.r,:

x=c

le quali formole trattavasi appunto di dimostrare.
Questo metodo, estendibile a molti analoghi casi nei qua-
i si tratti di fonzioni periodiche , pud servire a mostrare il
legame che unisce alcuni integrali indefiniti ai corrisponden=
ti definitiy i quali senza di cib comparirebbero indetcrminati.
7. Vedemmo gia nel precedente Articolo 4. come possa
determinarsi il valore dell’integrale

;i fcﬁcr)i’ covr' ap

e lo trovammo = log. = .

che un caso speciale di una assal

dallamalisi seguente.

Questa formola non
piit generale, come appari
Sia data ln formola

y=f .

. Differenianda rap-

du integrarsi. tea i limiti § =0, @
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porto ad r,.noi avremo in riguardo della variabilith del se-
condo limite,

dy " A
o = [P dp — Eb
ove F'rg dinota la- funzione ‘:‘—':?.

Sard pertanto

e passando-ai' limiti, e supponendo che al limi
zione Frg non divenga infinita, avremo

$=0 la fun-

E quindi integrando
7 =—Fo.logr+C

sard pertanto

s |/

La costante C essendo indipendente da r, noi potremo deter-

— Fologrr +G

- O .
minarla per mezzo della stessa formola f P";‘“ attribuendo

ad r un valore particolare. Cosi se faremo r= 1, sari

FHY e

ondé sard pure, sostituendo,
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j__}fr_«ze—_rm,+;

Per wn altro valore 7 di r avremo parimente
o Vods, Foid
_;%f ——-Fn.]og.r-k% 7“/

avvero, sottraendo,

eV S M T

Se faremo b =00, sard
=0 Efﬂ;_p'l’.dqj:l?n.lcg.%

To comunicai questo risultato al ch. Plana sino dal 1821.8uc-
cessivamente, ¢ nel giornale della Scuola Politecnica per 'an-
1o 1823 ne ho veduta una dimostrazione dovuta al ch. Cau-
chy, e dedotta da prmmp] differentissimi dai prccedcnu

8. Col metodo qui sopra esposto noi possiam ginngere ad
altre pih generali conseguenze-

Consideriamo la formola f it g oni si voglia il va-

lore esteso tra i limiti ¢ =

Ponghiamo
= [t
y=[ 2

avremo differenzianda rapporto ad r, ed avuto riguardo alla
i del secondo limite,

variak
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dy T ¥rgds _ Fh
ar T T4 3

ma per le cose precedenti noi abbiamo tra 1 limiti § =0,
=2,
Frddd —_ Folos P= Fg.d
f-T_ Fo.lnl,‘r-o-iqj_; if_r

onde_ayremo sostituendo

r=fyzalme.

YL T

— For (logr=1)—=r%+c
h

Essendo C una costante indipendente da r. Avremo quindi
in egual modo

e
— Fo.r (log. r—l]—r Bt

e sottraendo, otterremo il teorema
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VL Ml

il ¢ :F‘o[r‘(log.r'— 1)—r(logr—1 )11

| soon[(423) f2=2]

Da questo gencrale risultato potremo inferirne aleun altro pitt
particolare. Cosi se sin h =<0, avremo immediatamente

! $oot fot p = Potrogrmil— liogr—1))

+(r-f)/"<+’¢

or sia per ulteriore: esemplificazione Frp=cos.rf — 1. Sard
Fp=cos.fp—1 , Fo =0, Fp=—zing.
Quindi sostituendo sard

F=0 fm. rgm—conrg i i, sing g
p=c i = df=—(r—¥) —f—i
Or noi ahbiamo tra quei limiti
[tn=3

! sard pertanto

p= i PN )

gﬁ:mgf v Bl <o
risultato importante nella teoria degli integrali definiti, ¢ che
il ch. Bidone ottenne il primo per mezzo di cosiderazioni

diverse da queste,
Facciamo per altro esempio
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Frg = log. cos. rg. Sari

Fp=log.cos.g5; Flo =

quindi sostituendo,

G} [ =t=tay e () [

Ora noi abbiamo, come & noto, tra quei limiti stessi,

j da
#

"

sard dunque

Jel St

Se ne dedurrd tra i

iti f =0, g=co

f m,v;:mu‘g dp j‘ log.cos. r:—.\u,lﬁl s )

Non mi estenderd ad altri esompj, potendo cigseuno da per
se stesso supplirvi, non che estendere il precedente metodo
ad altri casi in cui la vaviabile fosse nel denominatore eleva-
ta a potenze maggiori.

9. Lanalisi di cui ho fatto uso nell®articolo 6. trattan-
do le formole fcos +@. df, fsin. rf. df pud qualché volta ap~
plicarsi alla trasformazione di altre formole integrali definite.

Per ridurre ad espressione coneisa il principio adoperato
nel citato articolo, consideriamo la formola integrale /Far.dx
che debba principiare con z = o. *

Sard generalmente

_,meb:—-% :

S fAFuda
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ove la differenza finita della funzione Fu, dinotata dal segno
AFy si referisce ad u, che varia della differenza finita z.
Infatti & manifesto in primo luogo che I’ integrale inde-
finito della formula Fadz potrd rappresentarsi dalla Equazione

[Fade=C—{ %= 24 Fu.du

=

essendo 'C tna costante arbitraria. Onde se vorremo che l'in-
tegrale [Fa.dv cominci con £=0, noi ayremo la costante G
determinata dalla Equazione

o=C=} 520 fFuda
sard per tanto

[Frde=| B0 Y Fudi— s | Fude

ma s ha identicamente

LS E‘fl"u.dusz"':n | [Fluse)de

U= =0
onde sostituendo
=0 o
Radem{B=2 1 fFudom fe=2 b ir(umta)de
ovvero pili concisamente

[Pade=— {0 { AFu.du

u=co

come sopra’
Facciasi per esempio
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mo di trasformare con la formola precedente I'in-

—, :

L Hoer ]z, esteso da x =0 sino ad £ =5 es-
=

e propongh

tegrale f

sendo & una costante qualunque. Noi avremo
— —u

wdar sineuds
:—bg_/. f - ¢ ccs‘ddj‘_—__“‘_h
u

b
—e sinch f cbondud
b

ondue

ove nel secondo membro gli integrali devono estendersi da
=0, sino ad w=co. 3

10. L’ equazione precedente si trasfi
te nella seguente:

ma immediatamen-

= @
—a sm'di/_
ove nel secondo membro i limiti sono »

Quindi si deduce che relativamente all’ acere
definito di ¢ il limite dellintegrale

sard

u=o nads _ 5
P

Noi troveremmo nelle circostanze stesse

:’__bgf Sl

Tomo XX.
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Or noi abbiamo, incominciando gli integrali da k=0,

i h (zvin hr-tcoshix) .
fe coshadh=¢ ———t— s
=h =l (wsinbz—cos hix) B
e conhndhi=e ———a— o

Se da ambe le parti noi moltiplicheremo per dx, sara pren-
dendo gli integrali in modo che syaniscano per & =0,

B f i 3 ;
e'/w dy = Arc. tangx+ [ == L it
=y b
—h it Jiz—con hr) — A
e ]Lﬂ_m— d@_—Arc.cang.x—a—/_‘__Iﬂﬁ

ove gli integrali rapporto ad % si estendono sino ad % qua-
lumque,, e gli integrali rapporto ad % sino ad # qualonque
pur essi.

S¢ supporremo k infinita ayremo dalla seconda equazione

Aedk — Arc.tang.x

Se vorremo invece supporre x infinita, noi osserveremo pri-
mieramente che per quanto di sopra avvertimmo si ha quan-
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z=0 c-—’fm e
r=co i =y

onde trarremo

el

coihe & noto.




