RIFLESSIONI ANALITICHE
SULLA BIDUZIONE BEGLL ARGHI GIRCOLARI

AT LOGARUTMI IMMACINARY

M EMO-RTIA
DEL SIGNOR GIUSEPPE CALANDRELLI

Ricevuta adi 1. Marzo 1825,

Iy All'gt;c:\siolm di una controversia nata tra i due chia-
rissimi analisti Conte Vincenzo Riceati, e Gioacchino Pessuti
pubblicai gii nel 1778, una Memoria sulla riduzione degli
archi circolari ai logaritmi immaginarj. Tenni in seguito una
letteraria corrispondenza coi celebri analisti d’ Alembert,
Conte Ciordano Riccati, e Canterzani. Ora dunque. che mi
si presentano ulteriori riflessioni sullo stesso argomento atte
a togliere qualunque questione, queste tanto pid volontieri
manifesto, poiché derivate sono da’ medesimi principj, che
il grande Eulero propose gid nel Cap. VIL, ed VIIL della
sua introduzione all’ analisi degli infiniti.

2. Essendo a la base logaritmica, ed @ un numero infi-
nitamente piccolo, onde soltante non sia uguale a zero, al

num. (114) stabilisce Eulero essere a= =13 essendo an-
che ¢ un numero infinitamente picolo. Siccome poi pud es-
sere P=wo; 1 >0; o finalmente ¢ <03 dipendendo il va-
lore di o dal valore di @ ; quindi pone  =4ko, onde ne
venga ¢ = 1 -+ ko. Essendo poi & la base logaritmica, sard
Lo (ke ).

3. Nel sistema de’logarit, abulari si pone a = 10, ed
al numero (114) trova & =2,30258; ¢ =o,00000043429. Al
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numero (1a2) si riflette, che pud prendersi a piacere la ba-
se logaritmica @ ; ma volendola prendere, onde sia k=1,
s trova la base logaritmica iperbolica_compresa da
2,71828182845904523536028. Chiamando dunque ¢ questa ba-

se, sari e¢=|+a, € L.g’=m:L‘(|-v-n).

4 A norma del num. (115) essendo ¢ =1+ o0 snk

|—¢—"7D + ——"‘:0 o i—-—'ﬁ_,f:jd“")as-l-ﬁ()uam]u irap-

{140

rappresentando £ nn numero

presenti Vinfinito; potra farsi o

una frazione infinitesima, equivalente

qualunque finito, onde

ol

, & sard e = (11 )
Hima)i—) =t

EEYY o+

Ma essendo i infinito, i fattori i—13 i—a; i 35 i—4s f; pos-

sono prendersi tutti pel medesimo fattore i; onde sostituendo

ad . In luogo di o si sostituisca

= i
a)iatiy

.i:"' x'{x"—i)('

=14 F+

2
T3 12543

sarde = 5

—+ f. Questa serie evidentemente , secondo il diverso valore
di z, pub rappresentare un diverso qualunque numero finito

1 4 x. Quindi secondo il numero (r19) sard = (1+=)

= 4y & percid (1)

Ma essendo & =1 =%, sard 3= L(1+x)=1(1+ i,
P
nlimth{aiet)
=Tl

Hﬁ—‘)la__‘f‘ ed

essendo infinitoil valore dii aar.‘)?:%‘,’—:—'
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£

—5+ 35— 2 f Dunquei{i+2)" —i=L.(1+2)
"_' el _% +?—f. Con questo metodo, se in luogo di

& fosse data /=1, si trova Li(1+/—n)=to" + L —
—-;—"-@Jf%— — 5 ~+f; come si vedrd (1c).
5. Su di tntto cid non ha luogo difficolta aleuna, su-

perando anche I’ & il valore di 1 di quanto mai si voglia.
Vuole dunque esaminarsi, se lo stesso possa dirsi, (lwenen-

do 1" esponente della base ¢ negativo, essia uguale a — = |

ed in secondo luogo essendo posntwn. o negativo , s
nel tempo stesso i i P 3

T

Primieramente data e ¥, sard anche ¢

Cid pud rilevarsi dall” essere = 1—=, poichi mul-
' B

tiplicando per 1 + L si trova 1=1—

i equazione, che

pud aver luogo essendo finitesimo disecondoordine, Ma

== . Dunque pud anche stabilirsi e SilE:
14
T

1=, o quindi &7 =(1—2) Nelluserie ora stabilita

(4)in Tuogo di =+ sostituendo —
= o

e e ,5
pud eyidentemente rappresentarsi per 1 — y, dipendendo il

=+ f. Questa serie

et

valore di y dal valore di . Sard dunqueé B =(1—-%

T
T

(rmslF oo =il1=p)T =i,

=

I—y, onde 1—
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—y)'. Dunque standa alla serie di-

i i e L
SRR n 5 £

Ma—z=L.e =L

mostrata (4), sarh L.(1 —y)==—L—

—f; come si vedrd in seguito (1o}, Qui opportunamen-

te pud rilevarsi, che nella dedotta equazione 1"y non pud
mai superare I’ unith, ma: bensi dee essere sempre minore

, s comprende ,

di 1: o fatti essendove’ =1 —y=
7

valore die 5 ®

che' per quanto voglia immaginarsi grande

ugnale ad un in-

supponendolo anche infinito, darebbe
i , onde anche infinitesimo il valore di 1 — y; & per-
cid y minore sempre di 1.

6. 8i ¢

psideri ora I esponente immaginario <=
V=i
. Posto cid, e posto anche 1 = 1, di-

de dato siae

co che

. Yolendo con-

234

tinuare questa serie ; si rileva sempre,, che i termini dopo il

arj s ma i

rimo 15 e secondo 2 sono reali, ed immagi
: i g

reali sono tutti di un- valore infinitesimo di secondo, terzo ,
quarto f grado , onde negligentabili rispetto al primo termine 1.
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Gli immaginarj poi sono’ similm
maginario , ed infinite 0 di s
do, e percid negligentabili r

ite tutti di un valore im-
condo , terzo, quarto f gra-
petto al secondo termine im-

e

. Sarh dunque ¢

maginario -

7. Posta I’ equazione e =1 ﬁ » © paragonata

T % ="
colla consimile e * = 1 + = (4), swik ancora ¢

(1+ ) consimile ad &={(1+

)A. Nella serie dunque

i

la quale esprime il valore di (1 - ) (4) in luogo delle di-

verse potenze di = si sostituiscano quelle d

Y i
V=

+f A

T EY

come anche pu

— — o 3

L.(cos z-+sen.zp/—1) . Dunque 2/ — i =iL(cos.z-4sen.zp/—1) .

Diun’ arco percid qualunque z due sono i valori, cioé potrd
Tomo X 7




—i(cos.z—sen.zy/

5o Rerressiont Awavmions ec.

2 (i(cos.z+sen.z,/—1) — i), e potra anche os-
=

farsi z=
v

i L.(c0s.z-+sen. s/

9. Come si ¢ fatto al numero (6. e 7) si prendaa consi-

derare I’ esponente immaginario — » & nel modo mede-
el 5 ey 7= 5
Al 1 i o

simo potré stabili

BT * e
nu aasq!—_quo“'f*'_ s

|1J4.,(. f—L-+ A —!-f-/gyy—f_coa Z—sen, xl/— N
—a /=t
Sard quindi similmente , come si & rilevato (8) e

= (1YY= conz — sen. /=1, € percid —

—1; onde zy/—i=

e =)

=(cos.z—sen.z/ 1)

=3) i Ma Lee
;

= L. (cos. z — sen. z |/ — 1 )’ . Dunque 5,/ =3 =

——F
—% L. (cos. z —seng,/—1) ,e cosi saranno i due valori 5 =

i(cos. z—sen. g/ /—1) +i) o anche z =

i gy
=
—2— (—iL.(cos.3—sen z /—l) ). Finalmente combi-
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nando il valore di 2,/ —1gid trovato (8) col presente, sard 2.2,/
. :
=i(cos.e+sen.sy/=1) —i—i(cos.z—sen.z/ ) HI=
: s

i{cos.s-+-sen g/ — 1 )I —s‘(nos.»-sen.:q/ﬁnj' soanche a.z/—1
. f

— R
=iL.(cos.z+sen. 5,/ —1) —iL.(cos.z—sen.5,/—1) . Ce-
neralmente poi parlando , si trova cos.z X tan. s=sen. z. Dun-

que sard ancora 2.z} —1=iL(cos.z4 sen.z )/
'

—iL.(cos. z—sen. 5/ — L. (1+tan.zp/ —
'

iL. (cos. nF—iL.(cos.s)T —iL.(1—tan.zp —1 }‘

iL.(1-+tan z,/Ta)i — i Lo 1 — tan.

L{1+tan. 2/ — 1 }—L.( 1 —tan. 2,7 —

g L-m:; Szl m. b f(:”_'_lmzﬁ

3
= ansé | tans an 26
L e 4.22_ =

AT s
8 A Yo
ta, e facile esattezza, e precisione, essendo s=457, o anche
milmm ovvero essendo la tangente 1, o minore ancora, sard

—/f; onde per una pron-

—= esen.45*

_l/T‘ essendo 1 il raggio, sard poi (8) 7/ —T=45%/—T==

s,/?(.+./—‘T)T—=':H--|/TTH~./'1‘-‘)T
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L ' L
T it E3 ai
T oL =t —=——=_— . Pus dun-
B a v S
= i+
{1+1)

que dirsi 450/—i=i(1+1/=1) —i=iL(1+/=1) . S

i) sileva poi i{ 1 4/= 1] —i= L.(.+,/Z‘}T=;.(n+l/‘__.)

(X

.']

l‘?"/ |«+—’=—LA7'+-L+__‘__L4.;+‘{
il s =i R =] z,/; 2

'\“. quantith immaginaria, la quale non pus
co di 4)‘ r15|li‘lm al raggio 1. Si prend
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asirileva L/ —i=-2£=0

_H/_T—'+:J:___,_=@+f3 =T

e, . e NP =
+f)_ E—-r +?-—-_’_-+? -—;-I»f. Serie trovata

L) ,:I:_".—_f, ¢ Ly/—r=—L—/— 1. Se quindi si pren-

da un numero d qualunque positivo della serie aritmeti

a
055y A0 135 saré+d_45“:=—l/— b=t

— 44 &7 Se poi per —d si pren-

da un numero negativo della serie medesima , ossia — (3

= _f,;m—.as"zi( e ey e ) =

11. Quando incontrasse difficoltd Laver fatto l/; =

allora il primo valore di 43°)/—71 =L l/7 (1 "'1/:

B st (/] L l/ Z

L.{1-+/—1)
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+Ly/ T 00 Ll/;:_L.(%)Tr.
—LL(1+1)=— 5 L .+:au‘4s-;=_¢(m_uw§5-x-
pe iﬁ nﬁ‘ +:..n4s’;l (..nas-»t+f) ___;_(!__;_
+T—7+?—T+f)(4}:—%—-%+~}—

Si trova similmente L.{ 1 +/— 1) =L. (1 +tan. §5°)/— 1}
= 'ﬂ"43’l/—1 53 v-n.gw fan 45'1 = (l.m,;ﬁ‘)‘ . 45@;;/:.‘

mgs P fuangbey 35 [un:&“)‘ i P L l/:' Gt
ST e
§ & 7

1
w

R CLY . a=Th
3

~

10,45}/

T

.'.f(ﬂ:%._‘_%_%_p%#:';ﬂ,f.;‘ =t £t L
an. 450 )8/ a5 L/ Lt 48R

{ 45-;/*' ( 45:1/ Lt 4&:;/ FDungie

L1+ tan. 431/ =)+ L. oo, 450 =L. 1-0y/—1)+ L. 1/ &

) =L+ — ——L(H»x)_—'k——u-t— &-v—f
i/ o ungig umqsn]\/—_s+ (LR o T . et
[ E) 5 3

; s e T i
. o e B

=N +ru.-.1r.-)j_/—_‘_. =
5
=D VRV VL VS f e percid

3

s = (tangS =1
7 5 ]

4=t = +ai-—-%+f, valore vero, e reale. Questo me-
desimo metodo di il secondo valore di 455/ —1=—L.(1—/—1)
—L.I/TTz—L. (= TR e L) = —
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B o o

o T i Iy

=) =
+¢—%+f. Sard quindi anche il secondo valore di

45'=rﬁ.L+L—% =+ f vero e reale, e la gil trovata

equazione ritorna ancora , poiché si trova 2,45 V=

L(|-|-|/—x}+L|/w-.Ll/—_L( e

Questo facile ed evidente computo potea ben deter-
minarsi, ed allora da questo medesimo computo, ¢ da quanto si &

Li{cos.z+sen.o/—¥)

(L.{1+ tan. /= 7) + L. cos. # ), quantita

=

rilevato (g) sarebbesi compreso, ch

uguaglia

V-
reale, benché in apparenza sembri immaginaria. Quando dun-
que L. (1 +tan. £ /= 1) si possa risolvere in termini res-
li, ed immaginarj, sari necessario che L. cos. z annienti
tutti i termini reali. Da cid dunque ne deriva un teorema
ON conoscinto, e questo &, che il logaritmo iperbolico, ossia
Licos.z debba uguagliare — 222 snst ot o oq, g;

mostrazione di questo teorema dli:endc dal trovato valore dell’
arco z = 45°% al quale pus ridursi un qualunque arco z. Sia

dunque z:45°%=m: n, onde

I 45°. Cosl per esempio I'ur-
3031". Essendo 43°= 162000,
sl gco

o

co z sia di 25° 5o, 31"

sarehbe z:45°=m: n = 93031: 162000, onde =

Da cid dunque, e da quanto ora si & dimostrato, sard
45/ —1=L.(1 +tan‘4:')°¢/:]+hcos‘45,"=%

umi&:/—x _:m..;s-;a/'_—- Qe

i
e — e fae
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e IR e U B s
+ Li.cos.45% ossia — i T S = f- Dunque

2 Lo( 3 +tan. 459/ =1) + 2 Li.cos.45°

ﬁ ‘*‘f)"'%umsa]/. — 7%1.”\ ;-:,1 =

24/

AR fn (ot fe g )
it valore di z(/ =T zon pud por=
immaginarj, poiché si annientano tut-
e (o) porta z /.
= L1 + tan.zy/— 1)+ Licosam=——"—+ —

O T R
e T e i L G s

i evidente dungues cl
tare, che i soli termin
i gli altri reali. Ma la formola

tanizt
3 i

que

/=1, che i soli termini immaginarj, sat

i N tan
da equazione necessariamente Leosiz=— —— =+

. " - v
et £ dovendo essore il valore reale diz=

ale dimostrazione. Si ¢ gid dimostrato
=l i—r =

_mnay = aw _5

Dituue

Ma zp/ =1 = L.(cos.z -+ sei

S L.coa E( 8§ ) ="

o Lp b
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pronta, e facile esattezza, ¢ precisione , sia z non maggiore
di 45.%, e per esempio si ponga z=25.250. 31", la di cui tan-

gente & 4843203, ed il coseno uguale a .gooocco =2, Sard

a3foloy | aSSeand _ ciasobds .
a ! [ Y

9001665 _aoos3noy _, esecigif ' e
L e e — 11728404 .01 37

—00a15107-+00037843—.00007 1 01-+.0600 138800000370+

\06000057—f=—10536050. Rimane a conoscere come, anche
nella supposizione di z non maggiore di 45°, i due valori di

—;)c:ﬁ
;

8); o anch gl altri du s= — —L (;(cos.z—san.;,/:;‘ +i)

L{cos.z+sen 2/

(i(cos‘.‘zd-scn‘q/f

7=

( < it e e ) {9) pos

> dimostrato nel

sano dare un valore immagioario

caso di 5 = 45°, cos. (10). Si riflet-

(:‘ (008 5 + sen. z |/ 1) —x’)

=t (.( [tz /=T X eosz )_ ;)
Tomo XX. 8

ta dunque essere
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— et ) ¢ oos. 2 * Questa quan-

v

: - T
il valore di cos.z .

tita & sempre immaginaria, qualungue si
Quando perd cos.s porti un valore finito rispetto al raggio 1,

potri sempre esprimersi cos. = divenendo m un valore

anche finito rispetto al raggio r. Cosi per esempio s¢ = fos-

-Dun-

so uguale a 63° sarebbe cos.z = .42a7183 = wuﬁ;mm
. T_’
e X S
quindi cos.z porti un valore finito rispetto al raggio, pud ge-
'

que €os.5

neralmente dirsi con somma approssimazione cos.z = [, €

questa quanto mai prossima uguaglianza pud anche rilevarsi

75
dall’ essere ( 1 -~m) maggiore di 1, ma minore it T

paich‘e( 1 -«41’)' supera 1+ m. Gio premesso venendo al

'
5 Lo T
secondo valore si trova z iL.( cos.z - sen.z |/ — 1)

'(L.(r+l:m.:l/:!_;%+L cns.:—i):

.
(L(rtan/=1) L) =L (1 +tamsy/=T)
sy! (m-q{f_P
yalore uguale all’imm:

AT fl) s

agiuario ora trovato. Benché pero quan-




Dr Giosgere Cacaxoneri 59

1 1

to mai prossimamente sia ccs. =

, quindi L.cos.s =L.1;
:

2
non con esattezza pub dirsi il cos.z =iL.r=o, ma ben-
\

si L. cos.z = L.cos.. Galoolando dunque su di questo prin-

iL.(cos. s +sensp/—1) =

cipio sard z

:
L (1-tan.z ) /=T ) X cos. 5 )=
;

i L 1 4 tan. z;/_—.)T—o-L‘ cos.z) )=

' 1

=1L R R

( 1+ tan. z /— 1 )+ L. cos.z); quantity dimostra-

14 ora vera o reale. Quanto si & detto rispetto i due valori
siferiti (8), lo-stesso puo: dirsi degli altri due (o).

12. Date I" equazioni 2. 45° /=1 =L.)/— 1 =

=L =y
——— %— =, sard an-
= Ly =1

= v sf/—=1 a
(- + e g+ f -2

'

cora () geop/— 1=L.)/=1, & quindi go° =

, serie esprimente la Tunghezza dell” arco di go®

Ly/—1

pubd dedursi a.g0,/—1 = aLy/—r, onde ()L, —1 ==L

9
doppio di 45 Dalla medesima equazione go°y/— 1

— WS ST WU p e quindi anbe ()
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go"= = aV’-- {

QW= a a a 5
W f)=a g2 — 2 = —f, serie, come
7 Fy -
sopra, doppia di 45° Per m rappresentando un numero intero
qualunque dispari positivo, o negativo sard sempre (IV]
md

! [ ﬂlé__tf)_ Essondo 2.90°/— ¢
¥ ne viene anche (V) 180°=
A =

'{ —4—f A4y qerie exprimente o lunghosza
:E; vera ¢ veale dell'arco di 180° quadruplo di 45%, e doppio di

L. — 1. ovvers

A go*. Essendo ora dimostrato 180"

)it 1B/ == L. — 1, sard (VI) la lungheaza dell'arco di 180"
i) al raggio 1, ossia la circonferenza al didmetro come L.—1:

p SEEEAL ko
i |,cmnc4—§+5 oo
i} Questo & il teorema gid proposto dal Bernoulli, il quale ha
N ecoitate tante questioni tra i piit profondi analisti, perché

mai proposto con questa evidenza, e precisione . Dal

A ray

180" = —= | =

= L 7=

+f) pud anche dedursi
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. ("l/f-,_i‘L;*T_....E!/; B= ) Kyendoinlyh

sta U'equazione 180°= p—= 1, € llmlxde!u]u un numero

qualunque intero dispara positivo, o negativo, come == 13 ==
=5y iz f, o generalmonte ==, ne verrd sempre (VIII)

Epafic=—t (pl—i) =

=T p
T

:f). Prendendo poi
Pequazione 18c¢ = L.1, e posto che g rappresenti ==o;
4

Erizta: £5: S o, o generalmente zero, o qualungue nu-
mero intero positivo o negativo, paro o disparo, sard sempre (IX)
=gL)= Li=—i(=
e v =

et f} . Tornando al-

=

la prima equazione :.45“|/—1=L‘|/:=£a ZI;E+

T W= £ potrd anche dedursi 4.2.459/ =T

=Ly @—f@+5‘2—:—@+%"5—mn-

8
=z

-v-%— »f— 4—% — [ serie rappresentante la vera, ¢ reale lun-

ghezza dellintera eirconferenza 36¢% ottupla di 43% quadrupla

di goe, e dupla di 18c Ma 2. Sr.'m"='7—-aL.|_

i sin ] (.ny—. = LT L
Sper 3 5




8 8 8 8 “
—toZ_Zl Auche in questo caso del

tera circonferenza, o di 360, prendendo == g nel senso gia

indicato, sempre si rileverd (XIl) == g.360" = —== (2=gL.1)

13. Sono state dedotte tutte queste veriti dalle formole
generali dell'arco = applicate all'arco di 45.° Possono_ perd le
medesime formole generali dell’arco = applicarsi all’arco di
go%; 180 36¢%, ¢ cosi determinare la misura, o lunghezza de’
medesimi archi. Sia dunque z=9g0°% onde cos.3=cos.00"=0,

n.g0°=t. Dalle formole generali dellarco = (g) sa-
' 3
=

i{cos.g-sen.zp/—1) —i (cosiz—sen.zy/
'

€ sen.z=

rb 2goY =

— L (ooss -son.zy/m1) =i L. (cos. 5 —sen. z)/—7) =

—@. Dunque go’=

;f.,(l/-.)i_iu(—y_-,;‘# =L

[

Ler(=ry5

L. /=T equazioni

3 i = V=
gid dimostrate ( 2. 1L) (12, I. ). Sia ora I’ arco di 18c%,

onde. cos.18c® = — 1, e sen. 18c° = —o. Sari dunque dalle

medesime formole generali per 1'arco z (9), 2. 180%/—

i { cos.180° - sen.180%/—1 ) — il cos. 180%—sen. 180"/ = 1)
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=iL.(c0s. 186" +-sn.1Bay /1) —iLife0s.180°—sen.180%, /1]
: :

=iLf—1 )‘—iL‘(—I:I - 1. Dungue 18c° =

L= —21_
W V=t
te { t2. VIL ) (12, V.). Sia finalmente intera circonferen-
za 360° e percio c0s.360°=1, e sen.360°= 0. Insistendo

dunque sempre sulle formole generali per 1 arco 5(9),si

~—1; equazioni dimostra~

rileverd 2.360%/—=1 = i ( cos, 360° + sen. 360° /=T
x

— i(cos.360°—sen. 360,/ 1)

=iL.(cos.360"+sen.360%/—1)
:

' 1

—iLLy(c08.360°—sen.360%/=1} =iL.1 —iL.1 =L.1.Dun-
:

que Sﬁu’:T[:L, 1=

ni gii dimostrate ( 1a. XL ) (1

!/—'—_IL‘(.)°=P’=‘ L. 13 equazio-

X. ) Tutte queste equazioni

2.45°= go" =

P L T =
JI/:L —= sVTL v
I _aL./—1 :VT’—' L. ;/:_]; 2,90° = 180°=

Li— 13 2.a80'= 36c°=

L.1, si conoscevano giay ma ricoperte

da una misteriosa oscuritd hanxio dato luogo a tante questio-
ni. lo mi lusingo, che si fatte questioni debbano terminare,
poiché la verita delle medesime equazioni non rimane pii oc-
culta, ma bensi evidentemente dimostrata.




