-SUL TEOREMA GULDINIANO

MEMORIA
DEL PROFESSORE ANTONIO BORDONT

Ricevuta adi 3. Marzo 1826,

lu questa breve Memoria dimostro in tutta la generalith
il Teorema Guldiniano ed anco il reciproco di esso. Sebbene di
questo famoso Teorema, di tanto uso st nella teorica che nel-
la pratica, abbiano parlate molti womini sommi , fra i quali
merita di essere distinto G. Monge, non ostante io spero che
non ispiacerd cio che ho qui divisato esporre relativamente
ad esso e al suo reciproco.

1. L'area della superficie generata da una linea piana
clie si mova conservandosi perpendicolare alle linee descrit-
te dai punti di essa, & eguale al prodotto della lunghezza
della medesima linea generatrice per quella percorsa dal suo
contro di gravita: eceo Ja prima quistione che sari qui trattata.

Essendo la linea generatrice di ligura invariabile , ed il
suo piano costantemente perpendicolure allo lines percorse
dai punti di essa, queste medesime lince saranno fra loro

parallele.

2. La linea generatrice nella sua primitiva posizione sia
¢spressa dalla traccia AMB (fig. t)s e G sin il suo centro di
gravith,

Riferiscansi st i punti che le linee agli assi Oz, Oy or-
togonali; e dal punto M qualsivoglia della linea AMB si con-
duca la MP ordinata; dal punto Q a distanza indeterminata
del P conducasi la QN altra ordinata della medesima linea
AMB. ed estendasi in T ad incontrare la retta MT toccante
in M la curva stessa AMB: congiungasi la retta MN, e con-
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ducansi le . , Gx+ .5 - « Gy ., parallele ai medesimi assi
0z, Oy,

Ghiaminsi &, y» o, < le OP, PM, PQ, AM; ed m(z, 2),
t 2, 4) le lunghezze delle linee parallele percorse dai pun-
ti M, T mentre il G centro di gravith percorre la parte 4
della linea da esso trascorsa nel generare la intera superficie;
ed 2°(4),5°(4) o semplicemente 2+, y* gli angoli descritti in que-
sto movimento. dalle rette . . Gz, .Gy: . .ed anco dal-
le rispettive loro parallele; in ultimo si chiami F( 2, 2 ) Parea
di quella porgione di superficie, Ia quale & generata dalla AM
mentre il centro G percorre 4.

Essendo F (. 4) I"area delly superficie generata dalla
AM, sark F(z-+0, 2 )— F( 2, 2) area di quella generata dal-
la MrN; ed

F(a+6, i+a)—F(z, i+a)—= Flavo, 4)+F(z, 1)

I’ area di quella superficic generata dallo stesso arco MrN
mentre il punto G percorre I incremento. indeterminato &
della 4,
Sviluppando il quattrinomio. qui trovato, e riducendo, si
trova esso eguale
ae B+ A:

in A gli aumenti %, @ hanno almeno tre dimensioni

Gli apici |, qui posti alla ¥ per cui si ha IY, i
quello in alto la derivata di F( x, 4) rispetto alla
@0 Paltro la derivata della medesima funzione rispetto alla
variabile A: analogamente si fard per indicare le derivate
spetto alle 2, 4 di altre funzioni. delle wmedesime variabili
25

Essendo: le lines percorse dai punti M, T; M, N fra loro
parallele, le avee delle superficie generate dalle rette MT ,
MN, mentre il centra G percorre la «, saranno, per la pro-
posiziane settima della Memoria. sulle linec ¢ superficie pa-
rallele,
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L (ol Asram{zs Aty Ak}t 2)) MT
< (m{w, Ar-d)—mlz, Am{v-0, Aa)—m(z-+0, A) ) MN
ossin
L (am A+ eco.) M < ( 2am, -+ cce. ) MN :
i termini ommessi contengono almeno . Ma & natissimo che
MT—os', MN— as+ ecc.3 ¢ dalla proposizione sest della
dianzi citata Memoria si ha

M, e

il s

i)=A4-+xGCH+
U 2y ) = ( 2y A ) = Owk @y Y

adunque le aree delle anzidette superficie generate dalle ret-

te MT, MN saranno cosi espresss

aosm, + B, aasm+ C:

menti @y hanno almena tre dimensioni,
superficie. generata dalla

: g
I area talmente espre

i dimostra che; I
NT mentre G porcorre ' h
i aumenti a,@ haono almeno. tre dimension

i facilissi che nelle i
ed in quella del seg-

come anco dim
defle aree del triangolo rottilineo M
mento MANM vi ¢ almeno @

Ora si immiaginino lo"tre superficie segnentiz quella. ge-
nerata dalla ‘retta’ MN ‘mentre il ipunto G percorre a aumens
to della 43 quella composta, délla generata daliarco MrN so-
pra considerata ¢ dei due segmenti coi «quali coincide IMANM,
quando G trovasi nei termini'delle linee 7, A-+as in ultino
quella composta, dello superficie generate dalle etic MT,
N di cni pure si & parlato diauaiy e dei due fr
tilinei nei quali cade successivamente IMTN; quando
to G si trova nei termini anzidetti delle Asdet. Queste tre
superficie hanno tutte per contorno lo stesso contorno della
prima di esse, e voltano le convessitd dalla medesima banda,
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pitt la prima e la terza raechindono la seconda; e perd l'area
di questa sara compresa nel modo noto tra le due delle altre.
Ma le espressioni delle aree di queste medesime tre superfi-
cie sono ordinatamente, per cié che ubbiame detto e trovato,

ansm-+ B, aol'+ D, aosm-+ E;
ove si deve osservare che gli @, o contenuti nelle quantitd
B, D, E hanno almeno tre dimensioni; adunque avrassi
F'=sm.
Quest’ ultima equazione dit immediatamente
F'=sm ossia F'=gs~+ 2/(g)s.CH-+ y (g)s'. HM,
dove g esprime la lunghesza della intera linea percorsa dal
centro G e della quale ¢ parte 4. Quindi avrassi Varea della
intera superficie gencrata dalla curva AB eguale a
gf5'dx + x(g) fGHdx +y(g) (HMS dx,

purché le primitive si estendano dal termine A al B cioe dal-
la x=0D alla x=0C; e siccome [s'dz = AB, ed [CHi'dz,
[HMsdy, sono eutrambe nulle per essete G centro di gravi-
td della intera linea AB; cosi avrassi I'area della superficie
di cui si parla eguale al prodotto g. AB, ciob delln Tunghez-
za della linea generatrice per quella della linea percorsa dal
suo centro di graviti: appunto come si & annunciato sopra.

3. Dimostrerd Pesposta quistione anco nel miodo segucn-
te, al quale nppnguru, come vedrassi, la dimostrazione della
prop di essa desi

La figia generata istera te in un qua-
drilatera ABCD (fig: 2.). che avrd due lati AD, BC paral-
leli agli altri due AB, CD eguali fra loro, I due lati paral-
ino le linee percorse dai punti A, B termini della
generatrice, ed i due altsi cioé quelli fra lora eguali saranno
i Iuog}u nelle estreme ]705!!10!!! dalla stessa linea generatric
ntendano ti i punti, le linee, ¢ le superfi
tre assi ortogonali Ox, Oy, Oz; ¢ si chiamino x, y, z le coor-
dinate rettangole OV, VT, T™ del punto M qualunque del-
la superficie; ¢ si immaginino in esse le due linee PM, QM,

Toma XX. 12
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che hanuo entrambe un termine in M e glialtri due cioé i
loro principj P,Q nel contorno della medesima superficie, &
siano 1'nna porzioue defla generatrice PN passante pel punto
M e Paltra porzione della QR linea stessa » che & generata
dal medesimo punto M loro comune, ¢ si denomini g la PM
ed R la QM. Gosi, si chi r quella porzione di contorno,
che ha un termine uel principio di g ¢ I altro nella prima
situazione della linea 5Nmmuicc ciot la AP; ed 8 esprima
Varea del quadrilatero QMPA di cui tre luti sono R, g, 73
in ultimo K rappresenti la intera lunghezza della generatrice.
Considerando le S, #, ¥, 2 funzioni delle due g, rs lo
quali sona indipendenti Funa dall’altra, la teorica dello spia-
namento delle superficie di
2 (e ) )
le «, ¥, = sono usate.si in questo Inogo che altrove per

esprimere le (éi), {j:) (:‘T) cioé le derivate delle =y, %,

dr
rispetto alla 75 € 16 2,5 3,5 5,5 per esprinmere le (%} (j_;) >

(%.] derivate delle stesse 2, y, = rispstto alla variabile g
"

Sviluppando i tre quadrati, che vi sono indicati sotto il

segno radicale, e sostituendo in vece dei binomj
Yo sl 2k BT

rispettivamente i tre- equiva

V=t 1=yl 1=3h

si trova facilmente

s R g 1 o

T = /&y B — (v yy+2z)]
Ma per essero le r(#) ; y;(:_:‘) . z':(g)msr.m deghi

angoll fatti cagli assi delle =, y,  dalla retta M tangente

Jlia linea ©M nel suo punta M e le =, x, = gli analog i

coseni per la retta Mg fangente nello stesso punto M allali-

nea PM ossia g3 la frazione
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(#t Yyoe 2

eguaglia il coseno dell’ angolo 4Mg compreso dalle medesime
due tangenti M4, Mg; per cui, essendo quest” angolo retto ,
sard

x4+ 5y +zz=c.
Adunque avrassi
() =) i (22) = ().
per essere, come & daltronde noto /(3" 4-z")= (%) ;
Si denowini A la lunghezza della linea percorsa dal cen-
tro di graviti della generatrice K, nel mentre che un suo
punta percorre la QM:e p, ¢ esprimano le coordinate rettango-
le del medesimo punto M per rispetto a due assi mobili
stenti nel piano della u e passanti pel centro di gravita del-
la intera PMN,
La teorica delle linee parallele da
R=A-+mp+ng.,
ove le m, n sono funzioni della » e costanti rispetto alla g
& per conseguenza anco rispetto alle p. ¢; per cui sard

(8) = 2 i gn.

Quindi avrassi

a5 " . S
(‘Mﬁ) = A4 pm'- g, ossia

(§ ) =& fdu = m'fpdu + n fqdu , ovvero
Ha N e
(£)=x+
essendo [pdu =o, fqdu ed fdu=K, estesi che sia-

no gli integrali ossia Te primitive agli estremi AD, BG della
superficie.

Dall'ultima relazione (ﬁ):m‘, osservando che ad

ar
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§=o corrisponde 2 =0, si desume la
§=Ki,
ca, che, 1 atea della’ superficie ABNP di cui
seratrice per quel-

La quale sign
si tratta, eguaglia il prodotto della linea g
la percorsa dal suo centro di gravitd: prop che avrd evi-
dentemente luogo anco per la intera super cie ABCD.

4 Se pii Tincs AB, GD, EF, ecc. ( fig. 3 ); esnienti
nello stesso piano yox, si movessero, COMG si & supposto
sopra, che si movesse la AB della figura prima, la som-
e delle superficie generate da esse sarebbe egua-
generatrici moltiplicata

ma delle are
le alla somma delle medesime lince
per la linea percorsa dal loro centro di gravita.

$i conducano le rette. . Ga*. .y - Gy .. pel punto G
centro di gravita di tutte le linee AB, CD, EF, ecc. e
ad esse le pcrpendicnlm-i g5 M, if', ecc. dai punti gahsis
wtivi centri di gravith. Chinminsi g, /1,y ecc.
G lo lunghezze delle lines parallelo percorse dii medesimi
centr g,y i, €0c. G € 8i ritengano i simboli =13 per signi-
ficare cib, che hamo significato nel paragrafo terso.

L somma delle aree dells superficie generate dalle 1=
nee AB, CD, EF, ecc. sard

AB.g 4 CD.k + EF.i + ecc. ossia

AB(G+y" gg'd—x'.g‘(}}A»—GI?(G+y',Mz‘—: MG) 4+ eco. ciod

(AB-+CD-EF-oco.|0--{AB.gg-+CD A —EI i recaly

+ (AB.gG — CD.EG — EF.76 4 eco. ) &°
Ma i mltiplicatori delle ¥,  sono nulli, perché espriniono
i momenti delle lines AB, GD.EF rispetto alle rette. .Gy,
G . pussanti pel loro centro di gravith jadunque Ta som-
ma delle aree di cui i parla sard eguale ad
{ AB €D + EF + ecc.) G

o al principio di questo paragrafo.
td non eessa di aver lnogo anco nel caso
ci siano in piai differenti , purché esse

ece. loro i

come §i & enunci
Questa prop
che le linee gener:
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si movano conservandosi invariabilmente unite , ¢ le linee per-
corse dai loro punti siano perpendicolari ai rispettivi piani
delle linee generatrici medesime : cid & facile a dimostrarsi.

5. Passo a fare altrettanto per le solidita; vale a dire a
dimastrare che, il volume di un corpo. generato da upa su-
perficie pisna, Iz quale nel moversi si mantenga perpendk
colare alla linea percorsa dal suo centro di gravitd, & egua-
Ie al prodotto della lunghezza di questa linea per I° area del-
la stessa superficie generatrice.

Comincio a trattare il caso che tutte le linee percorse
dai punti della superficie generatrice siano parallele fra lo-
10, ¢ perd anco a quella percorsa dal centro di gravita del-
la medesima superficie generatrice.

La superficie generatrice sia in primo Tuogo il trapezio
ADCB (fig. 4) avente gli angoli D, G retti, i lati CD, AD,
BO rettilinei, e 1" AMB qualsivoglia anzi curvilineo.

i riferiscano i punti e le linee alle due rette perpen-
dicolari Oz, Oy scelte per assi delle coordinate. Per E pun-
1o qualunque del trapezio si tirino le rette PEL .. VEF.
paraliele alle Oy, Oz; e dall’H, avente dalle rette PEL
VEF . , distanze indeterminate, si tirino le HL, HFUQ pa-
rallele anchesse alle Ox, Oy; in ultimo pel punto G centro
di gravith del tmpezio ABCD tirinsi lo . . G
pure pnralh-ic agli assi Ox, Oy.

Per semp si chiamino %, ¥, @, 0 ordinatamente le
oP, PE, PQ EL, ed A, !, fsecc. le lunghezze delle linee
pardllele percorse rispettivamente dai punti H, L, F, ecc.
mentre il G percorre A in ultimo V (7, 4) il volume del
rato dalla porzione AVEPD della figura ABCD
mentee il punto G percorre I arco 4, ed @, y* angoli ana-
loghi ai gih indicati con questi medesimi simboli superior-
mente.

Essendo V (x,,4) il volume del corpo generato dal-
la figura VEPDA , mentre G percorre 2, sard

Vo, y+0,3) —=V{ey+04) —V{z-+a, 7, 2) +V(5:5: )
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il volume di quello generato dal rettangolo EFHL; e perd

V-t 3+ 0,74-8)—V (i)=Y (st 0tV i rt)
V{0, o AV (s 305 AV (aros oy A=V (s 1 )

esprimera il volume del corpo generato dal rettangolo ELHF
mentre il centro G percorre & dumento di 4.

Sviloppando quest’ ultima espressione secondo le dimen-
sioni crescenti degli aumenti @, B, @, e riducendo, trovasi
essa eguale ad

g (5T ) A
wol \ g
in A glie, b a hanno almeno quattro dimensioni.

La proposizione della Memoria sulle linee e superficic

parallele usata gia pin volte da

l=e+ by, f=e+or, h= e+ Oy + ax,
i prodotti dell’ af area del rettangolo ELHF succes:
delle e, ¢, f, % corrispondenti

or ¢
sivamente per gli incrementi
all’ & della 4 saranno

ot () + B ot (&) +o.

o (1) -0 s (5) =
ove le B, C, D; E contengono le a, @, 0 almeno a quattro
dimensioni.

Ora riflettendo al volume del corpo generato dal rettan-
golo ELHF , mentre G percorre a, ed a quelli dei quattro
primi snaidetti, non & difficle il concepire, cho il primo sa-
xi compreso tra il pilt grande ed il pitt piccolo di questi vo-
lumi; e per tanto dovendo essere

Fal
= (mf,,u )"’ &

compreso tra due delle quattro quantitd pocanzi trovate , s

avrd
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i e o [y
(8) = () s (1) = -
6. Quest™ultima equazione si puo desumere anco. dalla pro-
priet, che, il volume di un corpo compreso tra due super-
fivie parallele e corrispondenti , & eguale ad un terzo della
distanza di queste superficie moltiplicata per lu loro semisom-
ma insieme al doppio della superficie parallela corrisponden-
te ed equidistante da esse, la quale & dimostrata nel corol-
lario secondo della proposizione tredicesima della sopra cita-
ta Memoria.
Di fatto . il corpo generato dal rettangolo ELHF ha le
faccie generate dalle rette LH, EF, non che quelle genera-
te dalle EL. FH, fra loro parallele; e perd il volume di esso

sard eguale al prodotto di 5 EL per la semisomma delle aree

delle faceie generate dalle rette LH, EF piit il doppio di quel-
la generata dalla retta IK parallels ed equidistante dalle stes-
se LH, EF. Ma le aree delle superficie gencrate dalle rette
EF. LH, IK sono, per la proposizione settima della Memoria
sopra citata, eguale ad

L (e Jas L () 03 = (i-+-Ro=

adunque il volame del corpo anzidetto eguaglierd

(e feiehis

(5 et £ (e SR )

ossia%(ea—_f«-h-ﬁ-i):

espressione che si riduce alla seguente
olle+ = oty -+ — a0z,
ponendovi per £ A, i i loro valori usati poc’ anzi.

Ma il volume del corpo generato dal rettangolo EFHL
mentre G percorre A & anco eguale a

V(eto, y+0, A=V(z, y+, A=V(e+e,y,+V(z. . 2)
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ob
ossia ad of (:X-’:)-_)-v-Q‘ ove la Q contiene @, 8 a tre dimen-
sioni almeno; adunque sari

ofl (i}}) + Q=0le+ + oy + o'z

e conseguentemente avrassi, come superiormente, (dwﬁ) =

7. Essendo, per la proposizione relativa alle lince paral~
lele gia nsata replicatamente,
¢= A+ x. T +y. TE,
1’ equazione trovata nei paragrafi antecedenti si riduce alla

—A4an GT+y TE,

la quale insegna, che, il volume del corpo generato dal tra-
pezio ABCD, eguaglia
Af [dudy + x* [ [Gldxdy +y[ [ETdzdy;

purché le primitive si estendano allintero trapesio stesso. Ma
siccome, estendendo in questa guisa tali primitive doppie, si
ha la prima eguale all’area dello stesso trapezio ABCD, ele
altre due entrambe nulle; cosi il corpo generato dal trapezio
medesimo ABCD avrd il volume eguale all’area di esso mol-
tiplicata per 2, che esprime la lunghezza della linea percorsa
dal suo centro di gravitd, come si & enunciato.

8, Quest’ ultimo risultamento si pud dimostrare anco in
quest’altra maniera. Si facciano i rettangoli MRQP, SNOP; e
chiamisi  P'ordinata MP corrispondente alla ascissa OF = 2
della linea AB, F(x,4) il yolume del corpo generato dal tra-
pezio AMPD mentre il punto G percorre Ia linea 4.

Facilmente si dimostra, che i corpi generati dalle super-
ficie MNQP, MRQP, SNQP mentre il punto G percorre I"an-
mento a della 4, hanno i volumi espressi dalle quantiti

ao F -4 ecc. , % ( M+ 14 p+q,) PQ. MP+ecc.,

7:' (s n+p+ q,) PQ. QN —+ecc.
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ove le m, m, g, ps 1y, esprimono le linee parallele percorse
dai punti M, N, Q, P,N, 8 mentre il G percorre la 4.

Essendo NQ = u-+ o'+ = i+ ece.

n=r=y.NR, s=m -y 5M,
le ultime due quantitd qul esposte si riducono alle
-:)- (Mg, -p r) ottect., % (m+p+g,+r)au-+cee.
© perd anco alle seguenti
i o .
S (m,+-p,) 1 + ecc., = (mep,) + ecc. :
nei termini ommessi gli aumenti @, & hanno almeno tre di-
mensioni,
Ma d’altronde & facile il concepire, che la quantita
% 0¥+ ecc. dev’esscre compresa fra le ultime due esposte;
adunque sard
e B
F==(m+p), osia F==(m+p).
Ponendo in quest® equazione in Inogo delle m , p i loro
valori seguenti £y MT, ¢ — y PT, essa si riduce alla

F=ut +%y~(MT— PT) assia F'= ut —+ %y' MT

Ia quale, posto per ¢ il valore 4+ 2CT, da
¥'=Ju + uCT + L (MT'—FT" ),
cioé il volume dell’intero corpo generato dal trapezio ABCD
eguale a
Afuds = fOTads -+ 2 f( MT—PT) de;
purché le primitive si estendano da 2=0D ad z=0C. Ma
iali primitive sono, la prima I’ area del trapezio stesso ABCD,
Ja seconda ¢ la terza nulle; adungue il volume di cui i
parl eguaglierd il prodotto di 4 per I' area del trapezio ge-
nerante ABCD.
Tomo XX. 13
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9. Essendo| = (m +p ) I area della superficie generata

dalla retta MP. I’ equazione F'=- (m -+p) insegna, che,
il volume del corpo in quistione eguaglia la primitiva rispet-
to alla 2 dell’ area della superficie generato dalla MP ed e-
stesa dalla z = ODalla z=0C. Cosi per essere nulla la primi-
tiva di MT" — , I altra relazione
F=ut+y [IF'—MNT")

ci insegna che , il volume medesimo eguaglia la primitiva del
prodotto 1t , presa anch’ essa rispetto alla x ed estesa come

le anzidette.

10, Ora, senza a restrizione
sul principio del paragrafo settimo, passerd a dimostrare la
quistione di cui si_ tratta, seguendo un metodo , al quale ap-
poggerd , come vedrassi, la dimostrazione della quistione re-

lichi: quasi

ciproca di essa.

Si chiamino &, ¢, u le coordinate rettangole, per rispet-
to a tre assi fissi, del ceutro di gravita della superficie ge-

tri id in qualsivoglia sua posizione; ed #,7,5
le analoghe coordinate di un punto qualunque di essa. Cosi
usi p, g le coordinate rettangole di quest’ nltimo pun-
to riportato a due assi rettangolari mobili ed esistenti nella
stessa superficie generatrice ¢ passanti per lo stesso suo cen-
tro di gravitas © 4 esprima la linga percorsa dal centro di
gravitd per arrivare nel punto corrispondente alle 5, £, w.

Una leggera riflessione fark comprendere la sussistenza
delle tre equazioni

=35+ Ap+Bq,

y=¢t +Cp+Dy,
s=u-~+Ep+Fq,

nelle quali le A, Bj G, D3 E, F sono costanti rispetto alle
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2+ g» © fungioni delle s, &, u; giacehé esprimiono i coseni de-
gli angoli fatti dagli assi delle p, ¢ con quelli delle z,y, =.

Considerando il volume del corpo, che chiameremo
Y(p, 4. 4), ¢ le coordinate =, y, = fanzioni delle tre quan-
tita 4. p, g indipendenti I’ una dall’altra, dalla teorica delle
cubature si ba

R ICERC
ELEE-E 6]
1)) -6 )

« o s o v (). (2. (). (). 5).

(j_y) sonio ordinatamente eguali ad A, B, G, D, E, F; cost

sark
(st =t (22) - — 1) (2) -+ (ap—B0) (1)
(er —ve) /] (j%;) dpdy+
ossia (g) = {(BE — AF)_[[{%) dpdg
(AD—BC )ff(j_) dpdg

ove le tre primitive doppie si debbono estendere a tutta la
superficie. generatrice.

Ma per essere i punti della superficie generatrice inva-
riabilmente uniti fra loro, dimostrasi facilmenie che

(=<t
dove & bene osservare, che le @, b, ¢, d, ¢, f sono quantita
costanti rispetto alle p, g per cui si ha

) = fr ey — bz,
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i (L) dpdq = af [dpdyq + bf [=dpdg — cf [ydpdy,
S (&) dvda = [dpda + o] Fadpdy — ef fzdpds.
S (&) dpda =11 Fdpdy + ef Lrdpiy — b1 Fwdpdys

[ () deiz=a e i =(z)e
17 6) i mtdmer e ()

S (&) tota = ce—vat ity = () &

ove © b posta per sempliciti in Tuogo della doppia primiti-
va definita f[dpdy ciod dell’area della superficie generairi-
ce ; cosi avrassi

(&) =6(icr—DE)Z)+mE—sn)(%)+(a0-0)(%)).

D’altronde si sa che le tre quantiti CF—DE, BE—AF,
AD—BC sono i coseni degh angoli fatti cogli assi delle s, 2, u
dalla retta perpendicolare al piano delle p. g, per cui esse egua-
gliano i coseni degli angoli fatti col desimi tre assi delle
5, £, u dalla tangente la linea 4 nel suo termine corrispon-
dente alle coordinate s, ¢, 4, cioe esse qu‘mti:.’n sono rispetti-

vamente eguali alle devivate (2), (%), (%), Adunque sard
g q

((%)+{i)¥(%l}=
e ()=, e s 5[5+ =

Da quest’ ultima relazione trovata, cioe (!:-"ﬂ(n)= G, osser-

@

vando che a A= o corrispande V=0, si desume Ja segueate
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Ve=:4C;
la: quale nppresenta visibilmente la proprieti enunciata ¢ di-
mosirata in parte superiormente.

11. Suppongasi la superficie o figura generatrice del cor-
po la ABHCLDG (fig. 5.) qualsivoglia. S: divida nei trape-
zj ABFG, BHCEF, e nel segmento CLDC, e triangolo ECD
figure tutte analoghe a quella della generatrice considerata
qui sopra,

I punti 1, 2, 3, 4 siano i centri di gravita di queste
quattro figure ¢ si .lu amino A, B, G, D le lora aree, ed
a B, pl, 4, 0,3 0,0 B, lo ascisse ed ordinate dei mede-

simi centri rafemu ai due masd , . Qo .+ Qy. . passan-
ti pel punto Q centro di gravitd di T ﬂVule stesse os-
sia centro di gravitd dclla intera generatrice.

1 volume del corpo generato da tutta la figura ABCHLDG

sari eguale ad
A.A‘-i- H.l]I + C,Cl-)- D.D

ove le A.B, C.D esprimono le lunghezze delle linee

fra loro p'ua'l.lele p:-n,ursr dai punti 1, 2, 3, 4.
Si ponga in questa espressione in luogo delle A B

(:l, D‘ i lore rispettivi valori
Qaz+pfy, Q—az —f y,
Qs z+fy, Q=g a+8,r,
B A

ove O esprime la lunghezza della linca percorsa dal punto
Q. ed essa si ridurrd alla seguente

(A+B+C+D)Q+(Aa—Ba —Ca —Da, Jor
+(AB—Bg +C -+ D3,)r

ma le quantl!u, che moltiplicano le 27, y°, sono nulle; gmt.\-
ché esprimono i momenti delle superficie A, B, G, D aventi




103 Sus Troupsa Gupisiaso

il centro di graviti nella origine delle coordinate a, B3 a , 8,
28,

a 85 a,, 6,5 adungue il volume del corpo generato dalla

figura ABHCLD, che & qualsivoglia, & eguale al prodotto

(A+B+C+D)0Q;

ciod eguaglia Varea della stessa figura generatrice moltiplica-
ta pel viaggio percorso dal suo centro di gravita.

12. 8¢ nel piano delle rette Oz, 0y, ove si & supposta la fi-
gura ABHCLD, vi fossero altre figure qualsivogliano, e =i mo-
vessero tutte in modo di conservarsi perpendicolari alle linee
percorse dai rispettivi loro centri di gravita, avrebbesi la som-
ma dei volumi dei corpi da esse gemerate, eguale alla som-
ma delle arce delle medesime figure generatrici moltiplicata
per Ja lunghezza della linea percorsa dal loro centro di gra-
vith. Anzi una proprietd affatto analoga ha Iuogo anco nel
caso, che le figure generatrici non siano nel medesimo piana,
purché esse si movano conservandosi unite invariabilmente e
perpendicolari ognuna alla linea percorsa dal suo centro di
gravita: tutto questo & facile a dimostrarsi dopo le cose esposte.

13, Non pmmatters di far osservare, che dalle propos
zioni usate per dimostrare le due quistioni costituenti il Teo-
rema di Guldino in tutta la sua estensione , risulta , che le
cose esposte reggono sempre che le linee e le superficie ge-
neratrici abbiano tali movimenti, che le superﬁciL sviluppa-
bili alle quali si mantengono taugenti i loro piani non siano
toccate dalle effettive generatrici medesime.

14. $ia V il yolume del corpo generato nel modo ammes-
I paragrafo settimo da una superficie piana di area Q3
10, K la lunghezza del contorno della superficie gene-
¢ ed S Paren della medesima superficie generata da csso.

Se I linea percorsa dal centro di gravita della saperfi-
cie generatrice del corpo e quella percorsa dal centro di gra-
vitd del cdntorno di essa saranno fra loro eguali , evidente-
mente aviassi
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V:8=0: K ossia V:

GS',

e perd, se 1'area Q egnaglierd il prodotto del contorno K,
per una linea N, sard V=S8N ; vale a dire il volume del cor-
po eguale alla superficic convessa di esso moltiplicata per I'a-
potema della figura generatrice del medesimo: questa proprie-
ti ha evidentemente luogo, quando la figura generatrice
un cerchio od un poligono regolare.

15. Ora parlerd delle quistioni reciproche alle due espo-
ste, cioé del Teorema reciproco di quello di Guldino, e co-
mincierd dalla quistione reciproca alla prima delle medesime
esposte.

Sp la superficie generata da una linea piana ha Varea di
una qualunque di quelle sue parti, che si possono supporre
generate dalla stessa porzione della linea generatrice la inte-
ra superfirio, eguale al prodotto di questa porzione della stes-
sa generatrice per la lunghezza della linea percorsa dal suo
centro di gravitd, la linea generatrice sard dovunque perpen-
dicolare a quelle percorse dai suoi punti; e queste saranno
per conseguenza parallele fra loro ed anco a quella percorsa
dal centro di gravitd della stessa generatrice.

Ritengo tutte le denominazioni e dichiarazioni fatte nel
paragrafo terzo per la stessa prima quistione , eccettuate le
propriets del parallelismo delle linee r, 2, R ¢ la perpendi-
colarita di esse al piano della p generatrice della superfici

Egli & evidente che trale 2, y, z e la 8
la parte della superficie, che fra gli estremi
s 7 sussisterd la relazione usata nello stesso paragrafo terzo
cioé la

(£2) = vty

Cosi per essere, come nel paragrafo decimo e per le stes-

se ragioni,

(%)-—-u+£m-—cz, (’17‘,) =d-+cs—eu, {i%‘} =fet—0bs,

Ya P+ (25— 2z (2 —5xF]
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¢ daltronde s=- [zdu, e= fydps == [up, sari
= (o -+ bfsde—clydp)s
(‘i) = (o cf s —efd0)
= (pf -+ efydp —bfxdp)s

& perd avrassi

( e+ bfadp—cfydp P+
(;4}51/3 (d+ cfwdy —ofzdu P+ 0

(of + efydp — bfxde )

essendo, come & noto

LE s\ (e N (=Y
()= )+~
Ma dev’ essere
— i ed anco (%):,u(}“] adunque sard
(ua~+bfzdp— efydy )+
{g) =/ (ud~+efxdp— efsdy P+
(uf e fydis— bfxdu ). S
Quest’ ultima relazione; dovendo sussistere «qualunque sia
I’y somministra la seguente
(a-bs—ey ) pa—+bfzdu—c[ydu)+
i oz —es ) pd o/ sdu—efade 1+ ¢ (7]
(m) /4 (doz— ez ) pd el xdu—e =i} s
{]+ay—b2)(yf+zfycfy—bf.rry,)

ossia

(2) et ()0 (8)+(E) o )+ ) )
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diviso per la radice quadrate di g* (;,} “'é"\}, <
ciog f

(i2) = e s (5).
Quindi, affiniché abbia luogo la proprieth ammessa nel teore-
ma di Guldino . doved sussistere la equazione

@yt ()= lr—rmr+le

& consegnentemente anco la seguente

(¢ ()=
» . . e d

Va2 e s =, 11 (3
Ia quale si he, il seno dell'angolo compraso. dalle tan-
genti le linee R, A nei loro punti corrispondenti alle coordi-
nate x, s eguaglia il seno di quello compreso dalla medesi-
ma tangente la R e la tangente la u nello stesso punto loro
comune. Indicard questi due angoli rispettivamente coi sim-
boli 117, .

Riflettendo, cl.p,l u,umnm- qui trovata ossia la proprie-
t di essere ‘cos.fia=sen.B, dove aver Inozo qualungue sia
P altro termine della g osdia qualunque parte u sia della linea

dellasuperficie, o che col diminuire lag,avvic

dc I altro suo termine al termine comune eolla R, 1 angolo iR
4i, si comprenderi, che lerette tangen-
analoghe alla 2 debbono essere tutte
langnled la R, ossia che dev’ essere
retto I'avgolo i, qualunque si

+(1'5—25)]

(#5454 =)

deve finalmente annul
i delle differenti linec
parallele alla snddet
sen, y,ll_l ci la gz c‘l
aneo comprenderassi ; che (hi:]mnu essere le tangenti delle
linee analoghe alla R corispondenti a differenti valori della
@ tutte fra loro parallele. Anzi, dovende e ere Iangolo .ull
ed ogni sno analogo retto , esse saranuo nei corrispondenti
plani normali alla Tinea ¢, i quali sono tutti perpendicolari
allo stesso piano di essa medesima; vale a dire, le tangenti
delle linee R debbono essere parallele fra loro ed in p

14
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perpendicolari al piano della u
© conseguentemente Saranno esse pure perpendi
wo di questa medesima linea, o cio che & lo siess
percorse dai punti della generatrice di nna superficie per la
quale sussista Ja_ propriets. Guldiniana, suranny parallele fra
loro ed anco parallele alla linea percorsa dal centro di graviti
di qualsivogha parte della medesima linea generatrices il che
& appunto quanto si ¢ dichiarato superiormente.

16, In ultimo passo a dimostrare che, se un corpo gene-
rato da una superficie , ha il volume di una qualunque sua
parte compresa tra dae posizioni della superficie geaerante
eguale al prodotto dellarco della superficie stessa per la lun-
ghezza della linea percorsa dal suo centro di gravitad nel pas-
“are dall’ upa all’altra di queste posizioni, la superficie ge-
nerante il corpo si manteiti costantemente perpendicolare al-
la stessa linea percorsa dal suo centro di gravitd; sia poi che
essa roti o nom roti intorno di questa linea medesima.

Ritengansi qui pure tutte le denominazioni e condiziont
gil usate per trattare la quistione diretta nel paragrafo de-
cimo , cccettuata la condizione che la superficie generante
mantengasi perpendicolare alla linea percorsa dal suo eentro
di gravith.

Comunque si mantenga la superficie generatrice del cor-
po rispetto alla linea percorsa dal suo centro di gravita, me-
diante le considerazioni occorse nel luogo dianzi citato, si
mostra che

{%}:[[FG—E‘.D](%)4—(815—aF)(%)ﬁ»\D—BC)(i-:)] c.

La proprieta chie si deve verificare di Vequazione V=4G,
la quale dovendo sussi qualungue siala 2, inistra la

v’
ﬁ) =G
& perd dovrd essere soddisfatta la seguente equazione

[l(FC——ED}(:—;)q-(BE—AF) %)4-(/\1)-50)(:_1) ] 6=¢

neratrice della supesficic ,




e

Fey 2
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ovvera la

(00— (25 )HBE—AF) (o) HAD—B0) (%) = 1.

Ma i hinomj CF—ED, BE—AF, AD—BC, come si & gia
detto, egnagliano i coseni degli angeli fatti cogli assi delle
coordinate x, y, 5 da una retta perpendicolare al piano del-
le 7. g ossia della superficie generatrice, ed i simbo: (%),
(4 (%) esprimono i coson degli angoli i coi medesimi
assi dalla tangente la 4 nel suo termine corrispondente alle
coordinata s, ¢, 43 adunque per la equazione qui sopra espo-
sta ciog per la

s dt t

(FG—-ED)(‘ﬁ)+(BE—AF){5)+(AD—EG](H) =
quest’ ultima tangente ¢ la retta anzidetta saranno fra loro
parallele; vale a dire il piano della superficie generatrice del
corpo per cui si verifica la suddetta proprietd Guldiniana
sard costantemente perpendicolare alla linea percorsa dallo
stesso centro di gravita di essa, come si & enunciato,




