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INTORNO AL METODO GENERALE PROPOSTO.
DAL SIG. HOENIE WRONSKI

ONDE RISOLVERE LE EQUAZIONI DI TUTTI I. GRADE

MEMORIA

pe1 Sicnor Paone Rurrixi

Ricevuta li 20. Marzo 1816.

II Ch. Sig. Hoéné Wronski in un suo Opuscalo portante il
titolo Résolution générale des Lguations de tous les dégrés de-
dicato alla Polonia, e stampato in Parigi nel 1812 espone
un metodo , col mezzo del quale asserisce ottenersi la solu-
zione di tutte le Equazioni algebriche determinate, qualun-
que ne sia il grado. Il pensiere di fare cosa grata ai Geome-
tri, comunicando loro lo seioglimento completo di un Problema
cost famoso ha fatto si, che Egli non ha esposti nel suo O-
puscolo che i risultati indeterminati o generali ¢ la traccia
del suo metodo, riserbandosi a renderne pubblica in seguito
1a Teorica. Le regole pratiche e i calcoli, che in esso pro-
pone, sono indicati con chiareaza, e si possono agevolmente
eseguire rapporto alle Equazioni di 2.° e di 3.0 grado; ma
relativamente alle Equazioni di grado pin alto, e special-
mente a quelle che superano il grado quarto , sono essi a
cagione della loro lunghezza e complicazione , e a cagione
della grandezza dei coefficienti per riescire laboriosissimi , &
capaci di stancare qualunque pili paziente Calcolatore . GCio
non ostante se dall’ esecuzione dell’ enorme lavoro realmente
si ottenesse infine lo scioglimento delle Equazioni generiche
di 52, di 6.5, ec. grado, potremmo anche affrontare la som-
ma fatica, sicuri di trovarne finalmente un compenso nel
vedere per noi determinate quelle radici , che per tanto
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tempo hanno inutilmente cnrnatc_i piu gran@i Geometri. Ma
P impossibilita gid esattamente dimostrata di risolvere _]c K.
quazioni generiche di grado uuper.inr.e al 4:° um.femlu:l cer-
ti, che qualunque metodo percid unmagwn_atu & erronen e
qualunque fatica inutile; pmremr-nﬂ con-ragiono tralasciar di
eseguire I”immenso calcolo del Sig. Wronski, e potremmo e-
ziandio dispensarci con pieno diritto dall’ effettuare aloun
discorso , che ne dimostri la fallacia, allorquando alle Equa-
zioni si voglia applicare di grado non inferiore al 5.° Gio
non ostante , siccome tale erroneitd pud agevolmente dimo-
stravsi con raziocinii assai semplici, e siccome per guesta
pud la dimostrazione della menzionata impossibilita ricevere
maggior lustro, ci aceingiamo ad esporia .

1. Propostasi dall’ Illustre Autore I’Equazione algebrica

generale .
(I) o=A +Az+A r+Aa"trec.+A 2™,
° ‘ o 3 '

di cui chiama % , F o Hp €0, & le radici, e nella quale sup-
1

pone per semplicitd maggiore il ¢ efficiente Am; , 0 al

1, indica il metodo, onde determinare dipenden-

tro A
m

temente da certe supposizioni un’ altra Equazione di grade

m—1esimo , cioé la

(1) =YY (Y £+ Y Eec.+Y gy  fn—
f a 3 - P 3

i coefficienti Yc, Y!, Yu, Ys, ec. Ym_’

della quale dimostra essere , come sono difatti, funzioni ra-
zionali dei coeflicienti Aﬂ, A,A,A,ec. A, e denomina
1’ T m

Eo, §=, E., 53 ec, Eu_' le sue radici: chiamate in seguito

o, in

Pyr Py Py €0 p le m radici della Equazione zm — ¢
m

mado che sia

p,= cos.’:—:-o-;/—r Xuen.‘;‘: € 7 esprima la circonferenza del

circolo avente il raggio 1, conclude infine dover essere
Tomo XVIII.
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m—t

smp o pV I bt W,

-
m n m m
= o E +ec. m—t
x =py/§ pV E eV e pm e
ec.
" ) o n
= - ec.+p "/ &
i) sl e st Tl
a. Per riconoscere se qm-sm conclusione sia giusta, e
quindi se gli esposti nel ( n.” prec. ) possano  essere i veri
valori della z pella Equszione data (I); comincio dal riflet-

tere, che in conseguenza della ipotesi fatta dall’ Autore nel
(0.2 prec.) deve essere p =p ", rappresentaudosi con la
i3

un numero intero ([mlunqua . Difatti, posto p =1, dalla
p = cos. “"l/_' seu T abbiamo p,=cos. "+|/-tst=n =
e posto g = n, abbiamo p,=cos. + -—zsen— ma

dalle proprietd delle quantiti r:m:ulan si sa essere

(cas. o/ —rsen —) =c0s. 2% 4 /—1X sen.”Z | Dunue ce.

Suppongasi successivamente n=1, 2, 3, ec. m; risul-

i p = s =p * 60, )

tando da cid Py=Pa Py =Pl =P r8Cap =P 5

ne segue , che come le p , P> £33 50 p, ‘tutte rappresen-

T n
tano le m radici della 2" —1==0, cosi le radici medesime
Verranno rappresentate dalle p , [ PPy ec. pP=1, 05
1 T B

sin posto per semplicith p invece della P dalle p, p* p*s
phyec., pr=1.
m

Si faccia | /E=u, e si sostitnisca nelle precedenti Equa-

zioni (III); cnnglatesl essk percm nelle
m—t
z =pu +p u +,on eoHpu
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= pou + PA;.;n-p—pf'us +-ec.bp=Du

8, \J 9, ec.+ pH"=u
P, - pi, PP P 2l
ec.

.R"m - IJ]-.'- !Jn == ES -+ ec. = M,m’“"
si moltiplichi la prima di loro per p™=7, la seconda per
pn—=, la terza por p™, e, e Ia penultima per p; si som-
mino insieme le Equazioni, che ne risultano unitamente al-
PFultima & =u —+u “u +ec.u , & ne verrd evidente~

S R Gl i

mente
= pm—t s m—3 oL
mul—p & P xn-%p .t3+ﬂ +f>rmp'-0-zm;
& perd
¥ met, m—a ey R SO Tl
D U e e e T

Determinato cosi qual funzione delle =, Z 5 Ty €
5 3

m
sia la & , veggiamo, quanti valori diversi puo essa § , che
' 1

per semplicita dird &, acquistare per tutte le permutazioni
a le E Ty €0 F
3. Cominciamo percio dal portare nella funzivne

et . = e
P P A pT N a0 | X

la radice esistente nell’ ultimo termine al termine primo, quel-
la del termine primo nel secondo, quella del secondo nel terzo,
¢ cosi di seguito; e ottenuto per tal modo il risultato
Tl o pTRr = p" Sy 4 ec. x
P m p 1 p a 6 pzmo—z 2 m—r o
io dico che le potenze mesime di queste due funzioni sono
uguali fra loro.
Supposto difatti chiamarsi la prima di esse ¢_, e la se-
1
conda # 5 & chiaro risultare pt =¢ e quindi p™® = &7 3
X s T
ma a cagione di p"=1 si ha pm™™ =¢= . Dunque sard an-
B 2

cora ¢ — ™
1 a
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4. Replicando successivamente quanto si pud la permu-
tazione supposta nel ( n.° prec. ) avremo evidentemente dalla
funzione ivi indicata gli m seguenti risultati

ity me—ay. 3 i

PoiE AP PR e P 2,

m—tzy = 4 pn, - px

prix P P e pr  E

Mty =iy e pm—3 4
g M Rt L

ec,

it m—s. m—3 X
A ey ol e P i 4+Eﬂ+p-tm+zl,

i quali denomino rispettivamente ¢, ¢, £, ec. & . Cio fat-
2?13 "
to col ripetere quel medesimo discorso, mediant: il quale
nel (0. prec.) si & provato essere £ =¢" , si dimostrerd
1
ancora essere ™ =™ | ™ =", ec.i™ = ¢* . Duugue
a 3 =1 "
le potenze mesime di tutte lo m fonzioni ora determinate so-
no uguali fra loro,
5. Eseguendo nella funzione (IV) tutte le passibili per-

mutazioni fra le z , T Wy e0 E i risultati che se ne ot-
' m

tengono, sappiamo essere di numero 1.2.3...(m—1)m. Ma in
conseguenza della permutazione supposta nel (n. 3) dalla stes-
sa [unzione si ottengono m risultati nguali fra loro (0.4 ),
e tale nguaglianza succede qualunque sia il valore partico-

lare delle v , 2 , Zyy G T . Dunque tutti gli accennati
ey m

1.2.3.{m—1)m risultati dovendo pereid essere tra loro uguali
ad m ad m, i valori che dalla funzione (IV) provengono dif-
ferenti fra loro sotto tutte le possibili permutazioni non po-
tranno tutt’al piit che essere in numero di

adummiin o3 ().

6. Aggiungo, che i risultati, i quali sotto tutte le per-

mutazioni fra le » , x zoec. x provenendo dalla fun-
s m

zione (IV), divengono disugnali fra di loro , sono necessari
mente di numero 1.2.3..{m—1).
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Difatti, lasciata nella fanzione (IV) la @  costantemente

nell’ ultimo luogo , supposto quindi pn—rz -4 p"—"r 4+ p" T

-+ ec. + pr =X, onde si abbia E=—7% (X + =2 ), e
i (m—t m L
supposto che eseguita tra alcone o tutte le m— 1 radiei
Ko, X, T, 0 X una qualche permutazione, la X diven-
Eb S ) m—z

. . L3 m
iasi, se & possibile, che si abbia 750 (X'+xm) =

g X, vog

T

(X + = )"=&. Per la supposizione ora fatta, e per I’ al-
m

tra di u™ =& (1n.°2) avendosi tanto 7 |"<‘§+zm)r‘t , guanto

;l—:,,‘()( -'-.l'm)'” %", sird valore della u si la quantita
.

,';( X +2 ), come I altra = (X -2 ); ma per la neces-
saria disuguaglianza fra tutti i valori p, p*, p?, ec. p™', 0
per la genvralitd della Equazione data (I) (n.° 1), e quindi
per la indeterminazione delle R RS la X & necessa-

(X~ ) disuguale

riamente disuguale dalla X e perd la

dalla o ( X.+::m): dunque queste dne quantitd non potran-

no che essere due radici dell’Equazione z™=§ disugnali fra
di loro. Ora, chiamate z , ", tali due radici , osservo che
b

per la natura delle radici dell’ unitd,, il valore ", deriva sem-
pre dall altro « mentre venga questo secondo moltiplicato

per una radice mesima dell” unitd presa opportunamente , e
diversa dall’ unitd medesima: dunque, chiamara g« simile ra-

dice, doyrd essere u =uu e perd n—:(xlﬂ‘x’,‘) =LK+ )3

ma quest’ ultima Equazione deve verificarsi, qualanque sian-

si i valori delle x , T o Ty €0, perché !’Eriu:zione data (1)
:

& generica : dunque dovendo verificar.i indipendentemente
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dai valori medesimi, dovranno in essa i termini omogenei e-
gnagliarsi fra loro, e avremo perbx =ux . e quindi 1=y
ma cid & impossibile, perché p & valore necessariamente di-
verso dall” unitd : dunque serd ancora impossibile, che si ab-
bia L(X +.‘Fm)= %(X‘-t-xm) , & perd che la § non cambi
sempre di valore softo qualunque permutazione si voglia esegui-
ve tralez , &, &, cc & _ . Ora queste radici sono di

2 —

pumero m—1, ¢ tutte le permutazioni fra m—1 quantita
sono di numero 1.2.3 ...(m—1). Dungue la § sotto lo varie
permutazioni tra le &, &, &g, eC. acquisterd necessariamen=
te 1.2.3..{m—1) valori disuguali fra loro; ma pel dimostra-
to nel (n.°prec.) non ne pud acquistare un numero maggio-
re . Dungue ec.

7. Suppongasi 1.2.3..(m—1)={, ¢ si chiamino £ , £, & ec.
& tutti gli £ valori della &, che pel (n.° prec. ) sono neces-
sarinmente fra_loro disnguali. Sapendosi da” principj noti nel-
Ta Teorica delle Equasioni, potersi sempre trovare un’ Equa-
zione , le cui radici siano le precedenti E"’E;’ ‘Ea‘ ec. E{’ ei
coeflicienti della quale siano tante funzioni razionali dei coef-
ficienti A, A , A, ec. della data (I), supponghiamo determi-
pata attualmente simile Equazione , e tale sia la

'3

V) oe=T + T15+Tf+TaEs+zc. +E .

8. L’Equazione (V) ora trovata non pud avere alcun fat-
tore, i coeflicienti del quale siano tutti funzioni razionali de’
coeflicienti An, A, A,, ec. della (I).

Concedasi per nn momento I’ esistenza di questo fattore,
& supposto rappresentarsi pel polinomio

(V) R + th - Rﬁé’“-c-ec.-l- £

asserve che dovra essere I’ esponente r<{, e chiamate & ,
¢

Eﬁ, Ea‘ ec. §Y quelle tra le radici della (V), che in esso si
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contengono , ciascuno de’ coefficienti l\o, R‘, ]1“ , ec. dovrd
essere funzione delle medesime , onde espresso per R;.,';l uno
qualunque de’ termini del fattore (VI), porrd in generale

=flé Ea, Ea, ec. 5’). Cio posto, si pre.,nda uno degli Z;
valori della & (n.°.prec. ) che sono diffeventi dai precedenti
o § E‘ ec. E, il che pud sempre farsi essendo r <&; e

0 f ,!l osservi per quali tra le radici = 2%,

dcumm
ec. & permusate fra loro dal risultato £ ottienesi 1" altro
3 Dr(ermmam per questa osservazione tali radici, si per-
n:(mo esse medesime in simile maniera ancora nel risultato
secondo En, nel terzo £, e cosi di seguito fino allo resimo
£ . e chiamati i risultati che ne vengono in corrisponden-
z;, (e Ee) E Ll €Css E", si formi il prodotto dei bi-
nomj & l-*.E, Er*J~E,EM.S—§,oc>,5n'— £, e si rappre-
senti per

(Vi s -—SE'+S"+S £ - ec.+ E7.

Denomisato Snéi il termine, che in questo corrisponde al
termine RkE‘ del fattore (VI), & chiaro, che in conseguenza delle
supposizioni fatte dovri essere Sk=f( E"H, EH_H, Em.d“' £)s
ma ciascuna delle EM E’_M, EH_B 3 8C. Em_ deriva da cia=

scheduna delle rispettive E’ ek ‘Ea , ec. & per la per-
r

a

mutazione fra le medesime tra le &, X, X5 €C dunque
ancora tutta la 8 deriverd da tutta la R per una permu-
tazione tra le accennate fra le radici R
Ora dovendo per la ipotesi essere I{k funzione razionale de’

coefficienti Au, A’, A , ec.; qualunque permutazione si faccia
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fra tutte , o alcune delle Ty &, Ty, 00T, eS80 Ri non
cambia mai di valore; dunque non dovendolo cangiare nep-
pure sotto la |mrrnumzionc testd accennata, ne segue che do-
vra risultare S,,= R . Il discorso fatto presentemente si ve-

rifica qualungque sia I indice & : dungne col fave successi-
vamente k=0, 1, 3, 3, ec. r, risultando SD=R°, S.w—_ R:"

S =R, Sar;Ra, ec. S =R,=T ; ne segue che i due
3 a -

polinomj (V1) , (VII) sono identici fra di loro , e quindi for~

matene le due Equazioni
R°+RE+R§‘+R§‘+~B¢.+E’=0,
SD-o-S§+S!E’+Ss§34‘ec.+£':a,

le radici di questa dovianno uguagliare rispettivamente le

radici di quella; ma .’,‘Ml & per la ipotesi una delle radici

della seconda Equazione , e 5', En, Es ec. gr sono tutte le

radiei della prima. Dunque £ dovrd necessariamente ugoa-
1 |

gliare uno ‘dei valori & ,% ,Es,eu.§ ; ma cid risnltando con-
b IS s

tro la supposizione, non pud essere; dunque non potrd neppu-
re essere che il secondo membro della Equaziove (V) abbia
un fattore (VI), i coefficienti del quale siano funzioni razio-
nali dei coefficienti della Equazione data (I} .

g. Allorché sia m >3, il valore (IV) non pub essere
giammai radice dell” Equazione (II).

Nella ipotesi ora fatta di m>>3 risultando £>m — 1
(0.7 ), non potrd I’ Equazione (1) essere identica con la
{V) . Aggiungo non potere neppur essere, che il secondo
membro di quella sia divisore esatto del secondo membro
di questa, ué che questi due secondi membri abbiano un
esatto comun divisore [nnzione della &: perché se o I’ uno
o I’ altro di 1ali casi avesse luogo; allora, essendo i coeffi-
cienti della (II) funzioni razionali dei coefficienti della (I} (n.°
1), il secondo membro della (V) avrebbe un fattore esatto,
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i coefficienti del quale sarebbero funzioni razionali de’ cocffi-
cienti della (I), il che non puo essere (n.° prec. ). Danque
il valore (IV) essendo radice della (V) (n.°7 ), non potrd es-
ser tale della (II}; perché se lo fosse, i secondi membri di
queste due Equazioni sarebbero amendue divisibili esattamen-
te almeno per E,—- £, il che & contro c¢io, che si & dimo-

strato presentemente .

10. Suppongasi m numero primo. In questo caso le fun-
ioni . i h i ri-
zioni Z‘, ;n, 53, ec Em_‘ (n2 1) non essendo che tanti ri

sultati, i quali provengono dal valore (IV) per tante permu-

tazioni fra le = , = , 2, ec. (nea), saranno altrettante ra-
2’ o

dici della (V); e niuna per conseguenza di esse pel dimostra-
to mel (. prec.) potrd nella ulteriore ipotesi di m> 3 esse-
re radice della Equazione (II).

11. 8ia m numero composto. In questa supposizione non
tutte le funzioni f', Ea, ES, ec. provengono dal solo valore

(IV) in conseguenza di semplici permntazioni fralex .2 LS
¥

Abbiasi per esempio m
p=V —ds p=—1,p,
(ne=2).

S e he
E‘_.f‘( 2y =1 x=+:r3|/—x+x4),

p== i
= —xl+za—xﬂ+z4),

4. Essendo in questa ipotesi
|/— 1, p4=1 s e verra pel

§3=;T(—r5|/—1—:ra+:=x|/—r+z4)‘,
e di questi risultati essendo il primo E: identico col (IV)
mentre si faccia m = 4, il terzo £, proviene bensi da esso
(IV) per la semplice permutazione delle AR fra di loro;
ma il risultato secondo Ea & una fanzione affatto diversa dalla
Tomo XVIII. I
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£+ e quindi non pud derivarne per una semplice permu-

tazione .
In questa supposizione di m=4 o la £, ot la £, po-

tranno pel (0.2 prec. ) essere radici della Equazione (II). Avu-
to perd riguardo semplicemente al grado di essa (II), ed al
non poter avere il suo secondo membro aleun fattore comune
col secondo membro della (V) (n.°g), potrebbe essere radice di
essa (II) il valore EH ; perchié questo non pud essere radice
della (V), e di pit per tutte le peemutasioni fialez, x v,
non pud acquistare che tre valori fra loro diversi, ciod i tre
%(—z!+:r’ xq)" ﬁ-(—-\zn+z‘—x3+x4)4, 4—;- (—x‘i+:n—r
Nel caso poi in cui En fosse radice della Equazione (1I) di-
venuta nel presente caso di grado terzo, il che né asserisco
né nego, non avendone effettuato il calcolo; le radici di essa
(II) sarebbero necessariamente le tre funzioni (VIII) ora de-
terminate .

12, L’esposto metodo del Sig. Wronski potrd essere at-
to, come lo & realmente alla soluzione delle Equazioni di se-
condo, e di terzo grado, perché in amendue questi casi ri-
sulta {=m— 1, ¢ |a Equazione (II) diviene identica con la (V),

Nella ipotesi di m =4 potrebbe la (II) pel (0= prec.)
avere per radici le tre fanzioni (VIII), e se cio fosse, I in-
dicato metodo somministrerebbe eziandio la soluzione delle
Equazioni di 4.2 grado; ma si avverta, che, se cid accadesse,
chiamate coll” illustre Autore £, E.65 (02 1) o tre ra-
diei di essa (II), e perd le tre funzioni (VII) ( n.° preo.), i

valori delle #z , z , %y &, non uguaglierebbero gii le funzio-
Ay

ni di esse EI, E:. 53, che propone il Sig. Wronscki (.01 ),

ma si avrebbe

4
L D Gl S
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4 4 4
£_VE=VE Vs
4 ' 4
zy == =V

4 4

s =V V8=

13, Nella ipotesi di m > 4 il metodo proposto dal Sig.
Wronski, onde sciogliere le Equazioni generali, & fallace .

Quanto quivi asserisco era pruovato pienamente in con-
seguenza della impossibilitd gid dimostrata di risolvere le E-
quazioni generiche di grado superiore al 4.°: cid non ostan-
te potremo riconoscerne ancora la veritd in consegnevza di
quanto si & detto nei (n.f prec.! ). Di fatti sia in primo Ino-
go m numero primo > 4; la funzione (IV), onde aversi la
soluzione della (I), dovrebbe in questo caso essere necessa-
riamente radice della (II) (01,2 ), ma cid pel (n.°g) non
pud essere. Dunque nel caso di m > 4, e numero primo, il
metodo presente & erroneo. Restando m>4, sia esso nume-
ro composto; pel cit.’ (n.°9) non potra neppure in questo
caso la funzione (IV) essere, come vorrebbe I’ Autore, radi-
ce della Equazione (I); pure potrebbe essa (II) contenere
siccome radici i valori di un’altra funzione, i quali, come
si & osservato relativamente alle Equazioni di 4.° grado (n.°
prec. ) avessero solamente m— 1 valori; ora il numero com-
posto piti piccolo maggiore del 4 & il 6: dunque se avesse
mai luogo la nostra considerazione, il minimo grado della
Equazione (II) sarebbe il 5%, ma simile Equazione di 5.2
grado pel gid detto non si pud risolvere . Dunque ancora nel
caso di m > 4, e numero composto, il metodo presente &
i di inistrare la soluzi della data Equazio-

p
ne (I).

La fallacia finalmente di questo metodo deducesi ancora
dal Teorema , che un’ Equazione generale di grado m, essen-
do m > 4, se si vuole abbassare ad un’altra, che sia di un
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grado minore di un numero p, essendo p un numero primo
non > m; essa non potrd giammai abbassarsi, che ad un®
Equazione di 1.°, oppure di 2.° grado: Teorema dimostrato
da me da prima nel caso particolare di p=35, e dimostrato
in seguito generalmente dal Ch. 8ig. A. L. Couchy ( Journ.

de P'Ecol. Polyteck. Cakier 17. )




