SOLUZIONE GENERALE
DI UN PROBLEMA DI PROBABILITA’
Detr Sicnor Grovawsr Prana
Ricevuta li 17. Luglio 1815.

I. Dopo la altrettanto felice che importante scoperta del
principio dei minimi quadrati, il celebre Geometra Sigaor
Conte Laplace ba cercato per via di un’ analisi molto inge-
gnosa I' espressione analitica dell’ error medio da temersi so-
pra i risultati medii di un grandissimo numero di osservazio-
ni ottenuti mediante 1’ applicazione del predetto priucipio .
Rinvenne egli tosto, che questa espressione conteneva un
rapporto, del quale & impossibile di caleolarne il valore a prio-
ri a meno che non si voglia aver per nota la legge di facili-
t4 di ciaschedun’ errore, ed ogoun sa, che una tale ipotesi
& affatto inammissibile nelle principali quistioni di Astrono-
mia e di Fisica, nelle quali si suole far uso di questo meto-
do. Fortunatamente questo medesimo rapporto ricomparisce
nella soluzione di un altro problema, il quale d& un mezzo
facile di determinarlo, se non esattamente , almeno con som-
ma probabiliti, ed ecco in qual modo.

Cercando' la probabilitd che si ha perch® la somma dei
quadrati degli errori di un gran numero di osservazioni sia
eguale ad una quantitd data, il Signor Laplace osservo,
che questa probabilitd acquista il massimo del suo valore,
quando la quantitd data diventa eguale al prodotto del rap-
porto di cui si tratta per un numero per altra via noto;
egli, in forza di questa conseguenza , conchiuse che si po-
teva supporre quest’ ultima quantitd eguale alla somma dei
quadrati degli errori, quale si otteneva mediante la sostitu-
zione dei risultati medii nelle equazioni di condizione, d’on-
de si ricava con tutta facilitd il rapporto cercato.

Noi riassumiamo in questa memoria 1'analisi del Signor
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Laplace per far vedere, che essa si addatta ad una qualun-
qne funzione degli errori. E considerando particolarmente il
caso in cui questa funzione viene espressa per una potenza
intera e positiva degli errori, presi tutti positivamente, ne
ricaveremo un teorema degno di attenzione per la sua sem-
plicita, il quale comprende siccome un caso particolare, quel-
Jo trovato dal Signor Laplace .

2. Alla soluzione del problema, che abbiame principal-
mente in vista, noi faremo precedere alcuni risultati, dei
quali se ne vedri I’ uso in seguito,

I dimostrato in varie opere, che assumendo & = —cz,
& #=-+co per limiti dell’integrazione si ha,

dxc | =7,
ove ¢ rappresenta la base dei Logaritmi Tperbolici, e 7 la
lunghezza della semi-periferia del circolo che ha I’ unitd per
raggio . Di 1i ne deriva, che dem:ru gli stessi limiti si ha,

j-dz‘c—&‘ T =’ |/:rt

qualunque sia il valore di @ reale od imaginario . Infatti svol-

—aar : 4
gendo ¢ , noi abbiamo,

fdx.c_X) ;-fdx.r:_t (r—nﬁx+ ”?,_:
Ma egli & provato ( . Exercices de Calcul Intégral de Le-
gendre ) che, integrando dall’infinito negativo fino all’ infini-
to positivo si hanno le equazioni
i1 —r
]

—ia
f:!.uc £
per gqualunque valore intero e positivo di i ; ﬂunque si avra,
e wal 1l = 138
frtzc =5 (H'.— £+-=5 S e

ossia

j‘dx.c—z’—nax_l/;. (|+a’+ at
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Ora, se noi facciamo a=§ .}/— 1, questa formola ci da,
i —
= |/ T

Avrei potuto stabilire immediatamente questa equazione

facendo osservare, che
—x*—20% a* —{z-+a)*
fdz.c :c‘j‘dx.c

ma sotto questa forma il risultato dell’ integrazione cessa d’es
sere evidente per i valori immaginarii di @ stante che gli stes-
si limiti diventano immaginarii. Per questo motivo ho creduto
dover preferire la prima dimostrazione abbenché pilt lunga .

Dai precedenti risultati ne emergono i due seguenti, i
quali hanno luogo integrando da 2 = — oo fino ad x =—+223

2 —x'—aax

ﬁi: e o

e Py L

) o l/;;_(l—(—a T
gib1  —aP—zax

fn‘:c.x 6 =

& aigss) | @ — j —=8 i g

e =

3. Hceo presentemente il problema generale, che si trat-
ta di risolvere. Sia,

2a” 4+ cc. );

si domanda una serie convergente per determinare il coeffi-
ciente di una data potenza di z dello svolgimento di X™ sup-
posto 7z numero intero positivo , e grandissimo . 1l termine
2 le , tanto dei flicienti B quanto degli esponenti a
puo essere una qualunque funzione dell’indice i. Si suppone
soltanto, che tale sii la funziene relativa ai coefficienti, che
abbia Ja proprietd di decrescere mentre crescono i valori di i.

La quantitd cercata essendo per sua natura indipendente
L

da x, egli & permesso di fare z =
Tomo XVIII.

» © per conseguenza,
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sz(ﬂ £ B,c“‘“l/:+]3:5"’ =i Bscaavg/:'x : '-+B,f"m/'j

Cio posto, chiamiamo 2’ la potenza di x, di cui si do-
manda il coefficiente; egli & chiaro, che siavri questo coef-
ficiente prendendo il termine indipendente da o, che si tro-
va nello svolgimento della funzione
s

Sia Q questo termine: mediante il cambiamento delle
funzioni esponenziali in funzioni circolari, il valore di Y di-
venterd della forma,

Q+8.4; cosiig—+ S.4A;sen.iz, e per conseguenza

si avri
Q=-;;fd'm‘.c_W X,
integrando da o =— 7 fino a g =-+7.

¥ m mlog.X
Ora, se si osserva, che X = ¢ ©

2aQ=/doc '
Svolgendo log. X secondo le potenze di @ si ottiene una se-
rie della forma,
log. X=log.F-+{an-+a's?+a'"a’+ec.)/ —1—fo*+§ o*+3"o0+ec.
dunque, fatto u=mo, si avrd
saml)=

, me seguird
il

(a—-L)ut S w2 e, |/ il LW SLLE ST
i " m# m m m?
@i .c
ossia,
ammi):
[ I3 e
—;j‘n+(ﬂ—;)u.i/h1 G 5 sl el
F*ﬁ!uw [|+(;,;, rﬁq—;,uﬁ-—em)/—: +(;pu"+;;-u '+ ec.
supponendo 1
(i,u3+
=

c G & il K H
Lo s TR 6 f
_|+(W. W +ec‘};/ tgut g Ul e

oy e
¥ +-ec. Ji/—1 4+ u"-o—;;;!cﬁ-kec.

¢ i
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I limiti di u sono —mz €~-mm; ma stante la grandezza di m si
pud senza errore sensibile integrare da u=—co fino ad u=-4-cs:
I termini componenti il valore di axm() si potranne in con-
seguenza integrare mediante le formole generali poste nel

N.¢ 2. Per eseguire questa integrazione facciamo u =2}/ 8l

L T
I/ m (H-m 4"2%34“60.) i

avri

21rQ/m3:F"'f
omettendo la parte moltiplicata per /=1, la quale deve ne-
cessariamente svanire per essere Q quantitd reale, e 8 quan-
titd reale positiva, siccome dimostreremo in seguito. Il ri-
sultato di questa integrazione dard una serie, che procede
secondo le potenze negative di m, la quale sard per conse-
guenza tanto pill convergente quanto piti grande sard il nume-
ro m: ma in quasi tutti i casi si possono trascurare le quantita
divise per my/m, ed allora si ha,
. R —I
T
aq/mb
ed integrando da z=—co fino a z=-+c=,
_‘_(nmwe)‘
ml
- il e, (T
k al,/ mx|

Cerchiamo presentemente 1 valori delle due costanti @ e 3,
che entrano in questa formola .

Svolgendo il valore di X secondo le potenze di o si trova.

X=B+5.B+o/—1.5Ba —

i ii

ove la caratteristica S deve essere estesa a tutti i valori dii

da i=1 fino ad i =n. Facciamo per maggior semplicita,
F—B+8.B ; F=S.Ba ; F'=8.Ba?; ec.
i i (i

c

o

.SB_ui‘—kcc.,
i

avremo,
log. X =log. F + log. (.-Hq/:. e ec_),
e syolgendo,
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log.X=log.F+o)/—1.%

Questa equazione ci di,

4. Applichiamo le formole trovate al caso in cui si ha,
*
B ¢.(§), a==,

7 essendo un numero intero positivo, e q}(%) una qualunque

funzione di z, la quale decresce a misura che anmenta z.

Bastera di fare successivamente x=0, I, 2, 3. . . . ..n per

avere tutti i valori di B ed a . Sia -:~= = Az, avremo,
i i

F=B4+n.8.A43('),
Fen .8.A22" ();
Fren"" 8 A2 9 (&)
Si potrd adunque trovare il valore di queste costanti, me-
nte le note formole sul Calcolo integrale delle differenze
finite ; ma supponendo z numera grandissimo, siccome ¢io ha
luogo melle quistioni alle quali si applica questa teoria, si
potra cambiare Az’ in da', ed il segno § in quello degli in-
tegrali ordinarii, di modo che integrando da &' = o fino ad
z=1 si ayri.
F=n./fde'.$(),
Fen"rde.a g2,
Fr=n""" fidr o §(
Ora se noi facciamo
ar
E=[dod(2), K= [dz 2" P2}, K'=[fd'. 2 ¢(z)
ne risultera,
2T (A {
L
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Sostituendo questi valori nella formola (I) si trovera, che fatto,

p=¢m+n‘5'/;; " %’irr«utrﬂ/TnY AR
h
£ i
si ha,
(nh)mE. Ay @
Ml 10 € D
Q nyfamn

5. Questo valore di Q diventarebbe immaginario, ove la
quantith Ak — K acquistasse un valore negativo; ma senza
conoscere la forma della funzione @(x') si pud dimostrare,
che questa costante rimane sempre positiva , purché gi(z) ab-
bia la proprietd di diminuire a misura che &' aumenta. Os-
serviamo in primo luogo, che se noi prendiamo ¢ (2')=1 si

5 s " ' o
ottiene k=1, i'=—=, A'=, e per conseguenz

HH“[. Nel caso generale dico, che noi abbiamo"% <ﬁ,cs—
sia A (2r—+1)<h.
Infatti, sostituendo in vece di & e %" i loro valori si avrd,

Fdap(a)>(ar-+1)fd= 2" P(x);
e siccome i limiti dell’ integrazione sono '
noi dimostriamo che

.-n'“fdx‘qi(x‘ )> (2541 )fd:z'.w'mﬁ(f)

si dovrd @ fortiori ammettere I* ineguaglianza precedente .

Differenziando e dividendo da ambe le parti per s tro-
va 2§ («)) < fdx'@(+): differenziando di nuovo, questa ine-

. . ) . .
guaglianza diventa ‘-—““'i,x—' < 0; cid che & e

vamente ve-
ro, giacche @ (2') decrescendo a misura che 2' aumenta,

2.px") 4 s o
_:T.x;“de"'“ essere negativo. Egli & adunque provato che i<

W . ok 0 ’
- Cid posto sard dimostrato che AE" > B*, facendo
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vedere, che si ha n't:?> %, ossia h> By ar+1. A quest’ og-
getto rimettiamo in vece di ke di 4 i loro valori, si ayra,
g () > vy . a2 () -
Per mettere questa ineguaglianza fuori di dubbio basta pro-
vare che,
2" fdaP (&) > ar . fdx .2 g (2):
Infatti differenziando e dividendo da ambe le parti per z°
si trova,
¢ fda'p (2 )> () ar+1 —1) 2P (')

di qui mediante una nuova differenziazione si deduce
(|/2’Z+l —f =1 ) Pla) -t-([/;-l—-—l — |)_x’ ﬁ‘}< a,
risultato incontestabile , giacché ©+ 1>/ ar+1, e x'%}<u.

6. La formola (B) trovata nel N.° precedente di la pro-
babilita che si ha perché la somma delle potenze 7 degli er-
rori di un grandissimo numero m di osservazioni sia eguale
ad una data quantitd p, supponendo che ¥ (%) rappresenta

la legge di faciliti di un errore = ¢ prendendo

a2zl <)

w .: w

Giusta la teoria delle combinazioni egli & chiaro, che la ri-
cerca di questa probabilita si riduce a quella del coeflicien-

te di «° che si trova mello svolgimento della potenza m di
un polinomio simile a quello, che noi abbiamo chiamato X
al principio del N.° 3. (%)

() Questo teorema si dimostra fa- appresentin le probabilith corrispon-
denti per avers al primo calpo i nume-
+i della prima serie . el resto si pud

scheduno de” quali sieno segoati consultare a questo proposito 1" cocel-
lente opers di Moivre intitolata Do~
ctrine of chances .

numeri 0, 8,8, 63, . .
°: 843859

maniera che B, B , B, By, ..
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Siccome la facilita di un errore non & altra cosa, che
il rapporto del numero dei casi in cui .lm inoglu al numero
totale dei casi, ne segue che la somma intera di’ questi rap-
porti deve dare la certezza ossia l'unitd ; si avid adunque
F =nh =1, ¢ per conseguenza

L =TT

D=t norh
i

Questa espressione acquista il massimo suo valore quando

q ma in questo caso la formola (¢) trovata mel numero

. Tl . — -
precedente diventa, p= 2723 dungue fatto = = a, la som

ma la pits probabile delle potenze ¢ degli errori, presi tutti
positivamente , sard espressa dalla seguente semplicissima
formola,
i S (A)
TEE)

Qui vuolsi osservare, che @ rappresenta il massimo errore
possibile misurato coll’ unita della specie che gli conviene, ¢
che tutti gli errori si dovranno per conseguenza valutare col-
la medesima unitd . Era necessario per la soluzione del pro-
blema di immaginar diviso in un grandissimo numero n di par-
ti I intervallo compreso fra zero ed @, onde poter compren-
dere nel raziocinio tutti i numeri che trovansi in questo in-
tervallo; ma ora possiamo fare astrazione dal numero n, il
quale non entra nella formola (A).

Volendo supporre, siccome pare naturale, che la proba-
Lilitd degli errori non cambia col cambiar di segno ai medesi-
mi, ne seguirk che ¥ (%):‘F (—%) , € per conseguenza § («)

aW(x). Sostituendo questo valore nella formola (4), essa
si trasformerd nella segnente,
Al i g S0 (B)
A F () 2

Iz
ove i limiti dei due integrali sono z'= o0, 2'= 1. Facendo
T =2, questo risultato si accorderd con quello ottenuto dal
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Signor Laplace ( . p. 312. Théorie Analytique des Probabi-
lités) .

7. Cerchiamo presentemente la probabilitd , che la som-
ma delle potenze 7 degli errori, presi tutti positivamente,
si troverd compresa fra due dati limiti. Ad up tal fine rias-
sumiamo Je due equazioni

E

Q=—=
Sl g i
p=Zr s gnyim

ed osserviamo , che dovendo p, sotto questa forma , essere

. . . . L
numero intero si dovra prendere per g un multiplo di _’Vﬁ
W

T chiaro adunque, che se noi facciamo Ag =
e
LAY o
a
per espressione della robabilita, che il valore di p si tro-
verd compreso fra i limiti,
o Iy
LSS %-}—grﬂ/m.
Siccome Ag & una [razione estremamente piccola ne viene
in conseguenza, che
e R s rh
aE n aE 2
Ag e =—= fdq. 5 yé B
= 8.4q.c = fig.c fa),
ove I’integrazions deve estendersi da g=o fino a g=¢.La
formola (a) dd la probabilita, che il valore di p sitroverd
compreso fra i limiti.
; T e —
ma¥ —aq/m, "_‘l’h_“‘_A—!-ag‘Vm;
e dividendo questi limiti per m, la medesima formola (a) da-
74 la probabilita, che il valore medio di p si trovera com-
preso fra i limiti
atit v

& Vo




Der Stc. Grovansi Prana 41

massimo errore possibile. Supposti inva-
I valore di g orescerd con quello di m,
valore dato dalla formola (a) sard sem-

-
: a5
prossimo alla certezza. Supposte inoltre, che -17::. &

ove a rappresental
riabili questi lir
e per conseguenza

s

pre piit
una [razione piccolissima, si potrd, moltiplicando le osserva-
gioni , ottenere quel grado di probabilita che si desidera , e

W 5 : e
2H gard prossimamente il valore medio di p .
b

Chiamando adunque S.¢* la somma dei quadrati degli er-
rori di un grandissimo numero di osservazioni egli & wolto
probabilc , che questa somma sard prossimamente eguale ad
nel | onde stabilita I” equazione

”%W_S S
se ne ricaverd il valore di

Jd' 2 ¥y 8

TIOTE - me
senza conoscers la furma di W(x
Signor Laplace ha determinato il rapporto di questi due in-
tegrali definiti . Conosciuta questa quantiti non v* ha piu dif-
ficolta veruna per trovare valore dell’ error medio , sicco-
me si vede nell’ opera precitata ( pag. 3a8-329 ) .

8. Le formole dianzi esposte danno con tanta facilitd Ta
soluzione del problema che ha per oggetto la ricerca della
vita media della specie umana, che jo non posso astenermi
dall” aggiunger qui nna si bella applicazione del calcolo del-
te probabilita .

In primo lnogo egli & necessario di chiaramente spiega-
re cio che noi intendiamo per vita media . Ad un tal fine,
chiamiamo n’ la massima etd a cui I’ uomo puéd arrivare; x

. Tale & il modo con cui il

una qualunque altra etd compresa fra zero , ed n; e @ (l)
=

una funzione di x, la quale rappresenta la probabilitd che
ha un fancinllo sppena nato per vivere fino all’ etd espressa
Tome XVIII.
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per . Cid posto, la somma di tutte le etd possibili molti~
plicate per la probabilith corrispondente , ossia la qnantitd
S.z2¢ :) sard quella che noi chiameremo vita media . Se

si osserva , che il predotto re;‘i(% & quella sola porzione

della vita = a cui si ha diritto nascendo, ne ver
guenza , che la somma di tutte queste porzioni costituisce
I eta che si pud accordare ad un fanciullo appena nato, vo-
lendo seguire lo legzi deila probabilita .

Supponiamo i numeri # ed n divisi in un grandissimo
numero di parti, e facciamo %:a:‘, ;' = dx'; si avrd inte-
grando da &' =o fincad 2’ =1

x g ’
Sx.@(;) =p fr'd2.g(z).
Vediamo ora in qual modo si pud trovare il valore di questa
quantita senza supporre nota la funzione P(x') .

La probabilita, che la somma totale delle vite di un
grandissimo numero m di fanciulli sia eguale ad una data
quantita p si ottiene calcolando il coefficiente di 27, che na-
sce dallo svolgimento del polinomio

o ' a\ o 3 n ot
[qi(;)«ﬁ(:).r—wﬁ(T).x +96{.;) .13...+qi(-;:) o .z"] i
Basterd adungue di supporre 7= 1 nelle formole del N.” 6.
per farne I applicazione al caso di cui si tratta, Di qui ne

yisulta, che se noi facciamo ,

K=/dzp(«), K=/adeg(x), K'=[ x*d'p(+')

=

i Lkl o
z a G
l/;,fadq.c iy
per espressione della probabilitd, che la somma delle vite di
m fanciulli sard compresa fia i limiti

ayremo

o, gy
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due limiti per m, la medesima formola (o)

Dividendo questi G A form
che la somma intera delle vite divisa per

di le probabilita
m sari compresa

|/m >

Chiamando @ la massima etd espressa in anni si potrd ora
sostituire @ in Iuogo di 2 in questi limiti, i quali diventeranno

a“K'—I—}_“—, @K'+ VL’L

osservando che nK=1, gnlsta quanto & stato detto nel N.° 6.
2 5 8@ noi supy a g un valore di medio-
cre grandezza, ne seguird che la probabilita data dalla for-
mola (a) ( la quale deve essere integrata da g=o finog=yq,)

41
sard vicinissima alla certezza, e che -2 O non cesserd di rap-

presentare una frazione piccolissima stante la grandesza sup-
posta del numero m : dunque chiamando T la somma osser-
vata delle vite divisa per m; si potrd, senza grave errore,
supporre T =a*K', ossia,
T— g2 fi di'p (&)= vita media.

Tanto piii sara esatto questo modo di determinare la vita
media quanto piit sark grande il numero de’ fanciulli, de’ qua-
i si sard osservata I’ epoca della mnascita e della morte. Ma
chi volesse avere nna pit precisa idea sull’ errore da temer-
si in pift 0 in meno in questa determinazione, potrd acqui-
starla agevolmente, riducendo in numeri la seguente formo-
la del Signor Laplace,

/B=T

Vamx ©
nella quale H rappresenta la somma dei quadrati delle vite
divisa per m. (V. Thiorie dnalytique de; Probabilités pag. 411).
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Nota sopra U integrazione di un’ Equazione differensiale
data da Euler

RS

Enler, nel Tomo secondo del suo Calcolo Integrale ( pag.
458 ) asserisce che la formola,

e A e el DR )

soddisfa , siccome valore particolare , all’ equazione

iy e By e
di ordine infinito

Il seguente calcolo proverd, parmi, che questo teorema

non pud sussistere . Infatti, differenziaudo il supposto valore
di y, e facendo per maggior semplicitd,

p=sen(xsinfd+§), g=cos{zsin.0+E)
si ottiene ,
:{ = A.sxmll’.[.pcnsﬁ—p.s'm.ﬂ)',

8 4
1: —Ae . (ge0s.28—apsin.0.cos 0—gsin.0) 5
v}
i [geos 20 —3p.cos 20.5in 6 — 3gcos.B.sin20-+psin .20 );

-(g.cos.20—np.cos =~ sin .0—’#:—" qe0s./—20.5in 20

=) peos."—30.sin. 20 +
Ora da queste equazioni facilmente se ne deduce che,
dr | dy . dy 2wy
St il e SR e
o5
=A.e . q(1-4+c0s.0 +cos.20+c0s.30 . . . . 4-cos.c0f )

- A,em'e.p(sin.3+siuaﬂ + §in.30 ..., +sin.c0@):
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Ma egli & dimostrato nell’ Introduzione all’ Analisi &’ Euler,
che si ha,

c08.0 +cos.20 +c0s.30 . . . . +coscol=—1,
sin 0 =-sin. 20 -sin.30 . . . . -=sin.ccf=}.cot. 18,
dunque si avm,
iy =y
Jf+ +3?+dz""""+.1,?-5‘

o
0

e [ cos.(wsin.0 + &) — cot.10.sin. (2sin ﬂ+§}]

A zmw[,_ i ]
A L e et i e
3

osservando che cot.f 8 =

Presentemente & chiavo, (‘Ile il secondo membro della
precedente equazione non pud diventar zero per qualsivoglia
valore dato alle due costanti &, &, siccome vorrebbe FEuler,
ginsta quanto sogginnge nelle ultime linee della pag. 458.
Vuolsi osservare , che facendo 6 eguale ad un multiplo del-
1" intera periferia del circolo, la medesima espressione pren-
de la forma 3, e che nel caso attuale non & punto eguale
a zero il suo valore.

Del resto non & difficile di dimostrare @ priori I”impos-
sibilita di soddisfare all’equazione di cui si tratta per via di
un’ espressione esponenziale . Ad un tal fine, osservisi, che
posto, y=e"*, si ha per determinare la costante m I’ equazione

o= TI+m+m+m ... . +m”,
cui non pud soddisfare verun valore finito di 2 né reale, na
immaginario, stante che'il secondo membro di essa non & al-
tra cosa che lo svolgimento della frazione
T
=n

Supposte giuste queste mie rifléssioni converrd tivarne
la conseguenza, che non pué aversi per vera I’ integrale del-
I’ equazione

oy By By =y
R=y+g i oo 22,

che Euler di alla pag. 460. del dianzi citato Libro.




