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SOPRA LA DIPENDENZA TRA I DIFFERENZIALI
' ~ DELLE FUNZIONI
E GLI INTEGRALI DEFINITI

 MEMORIA

P. PROF. DELLE MATEMATICHE SUPERIORI
NELL’ UNIVERSITA DI PISA

Ricevuta li 4. Febbrajo 1818.
PRESENTATA,

Dan Socto Sic. Proressor Pierro Paori

E RIVEDUTA

DAL SIG. PRESIDENTE RUFFINI

Ho esposti altrove alcuni nuovi e generali Teoremi sopra
la maniera di ridurre i differenziali delle funzioni a dipende-
re da integrali presi tra certi limiti; ritornando inseguito so-
pra queste idee medesime mi si sono affacciate alla mente va-
rié riflessioni, che mi sono sembrate poter riescire ai Geome-
tri di qualche interesse. Le ho pertanto destinate ad essere
il soggetto di questa Memoria. E per facilitarne ai miei let-
tori I’intelligenza credo opportuno il cominciare con una sue-
cinta esposizione di quei Teoremi medesimi, tanto pit che
ad~aleuni di questi dard in tale occasione una generalit an-
che maggiore.

¥

Sia primieramente proposto di ridurre in una serie or-

dinata per i coseni degli archi moltiplici di ¢ la funzione qua-
lunque F@ in modo che si abbia
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Fp=A + A cos. ¢+ A cos.2¢+ A cos.3 P+ ec.. 4+
A, cos. P +ec.. .+ A cos.n@ +ec. Se moltiplicheremo cia-
scun meémbro di questa Equazione per cos.n .4, e pren-
deremo quindi da ambe le parti I’integrale trailimiti $=o,

¢ =m, & denotando la mezza periferia circolare , avremo

SF @.cos.np.dp = A [cos.np.dp + Alfcos.nqi.fcos.cﬁ.d¢ -+
Aafcos. ng.cos. 2. dp +-ec.......~~A_ ['cos. np. cos. AP. dp —+-

-3 il
ec...+ A f cos.n@. dp -+ ec. E dopo questa operazione , il

coefficiente del termine qualunque A sard

/ cos.n@. cos.hp. dp .

Ma qualunque numero intero esprimano n, ed %, abbiamo

[cos.n@.cos . hp.dp= {(Z]:T-T) sen. (n-+h)@ -+ ;(-r-l-f-_-ﬁ-)sep .(n—h)q3+costf

quantita che si annulla tra i limiti stabiliti . Conviene per
altro eccettunare il solo caso di n=%; cercando infatti il va-
lore del termine

—— . sen.(n—rh)Pp

a(n—

allorché n="~, con la regola dataci dal Calcolo Differenziale

lo troveremo essere =‘%— . Sard dunque in questo caso

2
fcos. ng dp =Z{Z sen.a2ng -+ —Zﬁ -+ cost.

Ed avremo tra i limiti §=o0, g==x

ﬂos.nq; dp==.

Questo pertanto sari il solo coefficiente che dopo la prescrit-
ta operazione non anderd a zero nel secondo membro della
equazione ‘

[F p.cos.np.dp =Afcos.ng§ . dp + Alfcos.nq}. cos. . dp +
A _fcos.n@.cos.ap. d¢+ec....+Ahfcos.n¢.cos.hq5. dp-+ec... =
Tomo XVIII. Nnn
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2
+A cos.n@ dp + ec.

la quale si ridurrd per conseguenza qualungue sia n alla pit
semplice forma

2 n

[F@.cos.ng. dp= = A
dalla quale si avra :

= f F@. cos.ng. dp.
E facilmente vedremo anche che il primo termine A sara
dato dall’altra equazione

A= .’- SFP. dg.
sempre mtegrando tra i hmm P=o0, ¢——n'. Con questo me-
todo pertanto si potranno conoscere i coefficienti dei diversi
coseni nella serie
FP=A-+A cos.§+ A cos.2f +ec....+ A_cos.ng =+ ec.

2.

Cid premesso , proponghlamom di ridurre in una serie
ordinata per le potenze ‘intere, e positive di « la funzione
qualunque fx in modo che sia

fx=a+a T+a 2*+a 28 +ec....+a " -+ ec.

3
Noi avremo dal Calcolo Dnﬁ'erenznale
Dl it W
an T S1.2.3. 7 ny dx®

facendo x=o0 dopo le differenziazioni. Se adesso nella fun-

-1

zione fx sostituiremo in luogo di x la quantitd e » 81 avra
=t W= . e S—x 3¢/ =1 /=t
fe =a-+a e +a e +ae ~+ec...+a e ~+ec.
2

e sostltuendo nella stessa funzlone J% in luo'ro di z la quan-
-—g/ =t

titd e 5 avremo anche

i
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-/ = —g/ = —2g)/—1 =3¢ = —ng)/—1
Je =a--a € +aae : +a3e —+€C....+a € ~+~€cC.
I 3
Aggiungendo queste due Equazioni, ed osservando che
h@l/—%  —hg/—x
: e e = 2.¢08.hp
otterremo
W =1 =1 |
| s =a-+-a _cos.P-+a c0s.2P-+a,c08.3¢+ ec. ...+

a c€0s.n@ —- ec.
n

Moltiplicando ora per cos.n@.dd da ambe le parfi , €d s
integrando quindi tra i limiti ¢ =o, g=m, sara per I’articolo 1.

o= 2 .
=2/] T fe_‘f"/:] o

Ma si ha, facendo x=o0 dopo le differenziazioni
a.= fx,
1 drfx !

1.23...n da**

Onde nelle stesse supposizioni avremo

foiz of [T LG,

: » a¥ V= -/ =1
- %:% = = '/[feqj -+ fe i ],gos.nqi. d¢

. purche la integrazione sia eseguita tra i limiti g=o, p=m.

-

a =
n

3.

Molte sono le conseguenze che da questo Teorema di-
scendono. Noi possiamo primieramente estenderlo ad un nu-
mero qualunque di variabili, prevalendoci dell’ artifizio me-
desimo usato nel precedente caso pit particolare. Prendiamo
infatti a considerare una funzione qualunque z di z, ed v,

e supponghiamo che riducendola in serie per le potenze di
% si abbia : ;
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Z==a-+a x+a x"‘+a3x3+ec. v oma xec..
2 I 2 A

noi avremo dal Calcolo differenziale

e p drz
n T DaaNaan dxn

facendo x=o0 dopo le differenziazioni. Allorché¢ vorremo la
funzione z svolta in serie per le potenze. e per i prodotti
delle variabili z, ed y, sard d’ uopo svolgere in serie per le
potenze di y tutte le quantiti a, a,a,8,....4 , €cC.

d d? a ‘
ossia le quantita z,(d:), %(dxf ), —- ( = ), €Ceovse e

- ( Z;i) ec. ove dopd le differenziazioni & stato fatto

£.2:3...7

=o.

Pertanto nella evoluzione della funzione z il coefficiente

di 2™ y™ sara
I qr+mzy
1.2.3..n.1.23..m \ dx"dy™

facendo x =y =0 dopo le differenziazioni.
Se dunque nella funzione proposta z sostituiremo in luo-

. . —I T . 1
go di x prima e » quindi e , € chiameremo u ,z’

resultati di queste sostituzioni, noi avremo pcn il Teorema
del numero precedente

e b T, (u~+1u')
¢ f Fat \ 9P
I.ﬂ.;..‘..n ( 3;2» ) = /.(ui+u') cos.n@.dp ,

integrando tra i limiti § =0, g=m, e facendo x=o0 dopo
aver differenziato; e se supporremo

5= fu-_l e .
ol —f(u+u,')cos.nq3 dqf

Sara pilt semphcemente

z=S.

t.a3...u ( dx® )_' g
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Qve le quantxté. S, T dipendono da y soltanto.
- -Facciamo 'ora in ciascuna di queste Equazioni prlma

y=e , quindi y=e o , € chiamando %, %', quello
che S diverra per queste sostituzioni, e k, &', quello che
diverra T, noi avremo, per lo stesso Teorema del preceden-
te articolo, integrando tra i limiti ¢y=o0, ¢ ==, e facendo
=0 dopo le differenziazioni , :

e ”/(h-r-h') ap
x.a.?f...m( dmz) —/( ll—l-h’)COS ml]jd'zl’
' dz Y _ (k+E') .
IM(dzn)—;/Tdtp RPN ane

1 wdpatezy NSy "o
1.23..m.1.2.3...n (dy”'dz"') < ;-f( k- )LOS.‘mlll d']) 2

Supponendo ora z=F(« , y) sard per le convenzioni stabilite,

(N)

w=F(M ™ Ly). .
u'=F (e ﬂ/,—l, e

Ed avremo anche

S_______f(u-l—u') i3 __‘___/[F(e ,y)-l-F(P :?,-y)]d¢

R f u-+u') cos.nP.dp =— f F(e ,y)+F (e_W—Izy))cos.ng?dqi.
estendendo gli integrali da g=o0 a P=sx.
Rammentandom adesso che % , %', sono quel che S divie-

W—r = e

ne per la successiva sostituzione di y=e sed y=e 2
e che k, %' si deducono da T nel modo stesso, facilmente ve-
‘dremo che facendo :

e e b

+F (e —l, o AT ') si avra

b k= f_. dp 5 k-rk= —/z‘ connd i
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sostituendo ora questi valori nelle Equazioni (N), otterremo
immediatamente per I’ mdlpendenza delle variabili

z=;:;f% dp.di.
(%)== f koo dp. dj.
= (di;—f— ) = Z;f? cos.n@.dp.diy.

2
1.4 dr+mz 1 j :
AN B ( Ty ) =;;fz.cos.n¢.cos.m¢.d¢.d¢.

Integrando da ¢=o sino a g=x, e da Y=o sinoa Y=x ,
e facendo inoltre z=y=o0 dopo le differenziazioni.

Quindi facilmente apparisce come dovremo contenerci se
il numero delle variabili sard anco maggiore di due. Data la
funzione z=F(x, y, u, ¢, ec.), noi agglungeremo 1ns1eme
&ltrettante funzioni della forma

F( ::(ﬁl/—l e_’-Tl/_I’ ib]/""

pec)
in qnanti modi & possnblle il permutare tra di loro i segm
delle quantita :

"'—qsl/—l P i¢|/-—-I ’ i3|/——1 , €cC.

e chiamata 2 questa somma, avremo

(dn-l-m-l-p-i—....z ) 2 2 8
dar.dy™.duP.... 1 ‘

TERTTR T f Z'r.cos.nqi.cos.mw,l/.cgs.pc?.... Adp.dyp.da.....

‘ ove /= al numero delle variabili, e dove le integrazioni devouno

estendersi da g=y)=0=......=0 sino a g=y=0=...=n, pur-
cheé dopo le differenziazioni facciasi ¥ =y=u=....=o. E dal-
le cose precedenti facilmente apparird ancora che quando una
‘delle quantitd n, m, p, ec. sarA =o, converrd dividere il
secondo membro per 2; se due di esse saranno —o, dovre-
mo dividere per 22; e generalmente se r di quelle quantita
mancheranno, dovra il secondo membro esser diviso per 2’.
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Consideriamo attualmente le due serie infinite
z2=A+Ax+ A x"-l—Asx?' —+eC...~+ A x"+ ec.
& I 2 n p,
z’=a+ax+ax°+a3x3+ec....+a 2"+ ec.
I 2 n

e proponghiamoci di trovar la somma della serie
Aa-l—A a+A a +Aa +ec. ...+ A a +ec.
n n

33
chiamando z, #' quello che diviene z facendovi successiva-
—_I — —
mente x=e¢|/ ) L==re A , ¢ chiamando inoltre &, &'

quello che diviene z'in virti delle stesse sostituzioni, le due
serie proposte si trasformeranno facilmente nelle due seguenti

(PR "':"" =A+Alcos.qﬁ—i-Aacos.z(ﬁ-l-Ascos.3q3+e0"'+Ancos.n<ﬁ+-ec. )

E+F __
(3) eeree —= ._..a.+alcos.q}+a2cos.2¢+ascos.3¢+ec...+ancos.n¢-!-eC-

Moltiplicando adesso la prima di queste per (k-+%')dp, ed
integrando tra i limiti ¢=o, g=r , otterremo dividendo per =

= flurw)prk)ag="2 [leri)ag+ = ﬁk+k')cos.¢.d¢+
-"A}%‘ ﬁk+k’)cos.2¢.d¢ -G e :l—"- ﬁk+k')cos.n¢.d¢+ec_,

Ma applicando alla serie (2) il Teorema dell’ articolo (1), ab-
biamo , tra i limiti stablhtl

.—_—_/ ke+k) cos.ng. dp .

Quindi sara, sestztuendo 5 :
— ﬁu+u J(k+k)dp—Aa=Aa+A a +A a +-A a+ec. ..-|-A a --ec.
5.

Il problema qui sopra risoluto fu primieramente tratta-
to da Parceval,il.quale, per una strada diversa dalla nostra
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giunse ad un resultato in apparenza molto dissimile dal prece-
dente. Con facilitd per altro possono I’ uno all’altro ridursi,
e per convinc¢rne credo utile qui riportare come Parceval
risolvé questo problema, tanto piti che nel seguito di questa
Memoria avreme occasione di fare alcune riflessioni sopra la
di lui soluzione.
Siano date le due serie
Fr=A- Alstc+A2.x2 +'A3x3 - €ec.
fo=a+a ~+a L+a,’ + ec.
Se noi ne faremo il prodotto, troveremo in esso tre specie
distinte di termini . vi saranno quelli che non contengono la
x; e questi otterremo moltiplicando i termini corrispondenti
delle due serie; vi saranno inoltre i termini che contengono
le potenze positive di x , e finalmente i termini che compren-

dono le potenze negative. Il nostro prodotto sara pertanto
della forma

vesee m -—-I_ —_ A
Aa+A a +A, aﬂ+§c +[azm]+[8 = Fr.f—
indicando col segno [ @ #™] tutti i termini che contengono
potenze positive di x , e col segno [ ——] quelli che con-
tengono le potenze negative. Se ora in questa Equazione fa-

) 3 —g /=1
remo successivamente x=e¢'/ x=e i of , otterremo a

®a /=7 —_—
& *=cos.@=sen. g/ —1 , i

cagione della nota relazione e
due resultati seguenti:
Aa+A a +A a +ec.....-|-[a(cos.mq3+l/—rsen.mq5)]

+[8 ( cos.mP—/—1 sen. m@)]=Fe f ¢l/-—r
Aa+A a+A a -+ec... +[ & (cos.mp — /=1 sen.m¢)]

+[8(cos.m@ 4 /—1.sen.mp )] = Fe V—I. feﬂ/—l,
ed aggiungendo queste due Equazioni, avremo
2(Aa+A_a +A_ a -+ec )+2(acosmP) + 2 (Bcos.m@ )=...conee
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— Fe¢'/ 55 fe—-q’l/mI -+ Fe S fe o 2

“Per fare sparire i termini che comprendono la quantita cos.mg
bastera moltiplicare da ambe le parti per dp, ed integrare
tra i limiti =0, g=m=, avremo quindi, dividendo per 2x,

Aa.+A a,-i- A a—l—ASaS—l— €c. =

f[F ¢|/—I ¢|/_I ; e—¢l/_1 fe¢l/_I] (l¢
6. i

Cosi presso a poco dimostro Parceval questo Teorema ana-
litico. La formula che noi abbiamo trovata nell’articolo 4.

(R) -——f +u)(/c+/c)d¢—Aa,_.Aa+A a-+A a +A, a+ ec.

vi si riduce per altro assai facilmente. Rammentandoci infat-
ti del significato che nel citato articolo hanno le quantita
u,u, k., k', troveremo che nel prodotto (u-+u') (k=+*') la som-
ma dei termini zk, ©»'k' & rappresentata come segué:

uk +uk'=(A+A eﬂ./_x-l-A e

P/ —1 g/ —x

ata e +a e —+ ec.)

~+ €c. )

e W S

a2

(a+a e_(m/—l +a e—a¢|/_; -+ ec.)

+~(A+A e -+ €ec. )

eseguife le moltlphcazwni , un termine qualunque sard espres-
so dalla formula
A a (e(m-'-.n)qu/:T 4 e—(m-'-,ﬂ)W:)
m n
ciog dalla sua equivalente

2A a_ cos. (m—+n)§p

ed il solo termine mdlpendente da cos.§ sara 2Aa. Moltiphi-
Tomo XVIII. Ooo
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cando dunque per d@ la quantitd wk-+u't', € la sua equiva-

lente qui sopra assegnata, & chiaro che estendendo gli inte-
grali da $=o sino a ==, noi avremo solamente

f;f(uk+u’/c') dp=Aa
quindi la quantita

—;fﬂ—f(u+zi’)(k+lc')d¢—Aa

si ridurra alla forma piu semplice

;;f (uk'+u'k) dp

e la nostra Equazione (R) diverra

——f (wk'+u'k) dqi._Aa—i-A a + A a_= ec.

formula identica con quella dell’ Artlcolo precedente, come
& facile persuadersene , ricordandosi che u, u' sono quello
che diviene la funzione qualunque z="Fx, ove in luogo di

: ; =t . . ==t

. % & stato posto prima e » quindi e ; e che lo stesso

si ¢ fatto per ottenere %, %' dall’ altra funzione z'=fz.

La nostra analisi ci offre anche il modo di generalizza-
re quanto & possibile questo Teorema, applicandolo al caso
in cui le serie proposte contengano piu variabili, ed al caso
ancora in cui le serie siano in un numero qualunque. Ma pri-
ma di mostrare come cid possa eseguirsi, credo opportuno
qui indicare un nuovo Teorema molto generale da cui come
caso particolare quello del numero 4. discende.

Date le due serie qualunque

Jx =a,+atx+aax’+a3x3+ec....+anx"+ec.

Fr=b+bx+b x’+63x3+ec.... .+bnx"+ec.
I 2

proponghiamoci di trovar la somma della serie il di cui ter-
mine generale sia della forma ap bq, essendo p, ¢ due nu-



(5)
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meri interi comunque, ma tali che variando da un termine
all’ altro, pure indipendentemente dal segno ; la loro differen-
za p—gq si conservi costante. Dalle cose precedenti trovere-

mo facilmente le due trasformate

22 =a-+a cos.P+a cos.2¢+a3cos.3¢+ec....+uacos OP+ec.
X o X

4 v
k':’“ =b-+b cos.G+b cos.zg5+l;3(;os.3¢+ec.....+bacos OP-+ec.
I 2

essendo al solito u, u' quello che fx diviene per le succes-

sive sostituzioni di x=‘e¢'/_l, x-_—;e_ﬂ/_l, e lo stesso dicasi
per le quantitd %, %' riferite alla funzione Fzx.

Da quelle due Equazioni ne dedurremo quest’ altra:
(u+u'") k~+k')

gipmeg | : 9 ec.
g ._(a—l-al(os.qi-l—azcos.gqi+a3cos.3¢+ec. ~+a,c08 dp-+ec.)

3 g R )((6+blcos.¢+b cos.2q5+bscos.3q5+ec....+bacos.3<ﬁ+ec-):

ed effettuando la operazione indicata nel secondo membro,
troveremo che un termine qualunque di questo prodotto sa-
ra della forma a & cos.p@. cos.g@., cioe della forma

gk i

ceven o= a bgcos.(p——q)¢+ e 2, chos.(p+q)¢ .
Proponghiamoci adesso di trovare in quel prodotto il coeffi-
ciente di cos.0@. Prima di tutto in questo coefficiente vi sa-
ranno come ¢ chiaro i due termini

a ba ~+ aab A
vi saranno poi tutti i termini dati dal primo termine della
riduzione (V), ove p—g =27, e cid indipendentemente dal
segno, ed esclusi i casi di p=o0, 0 di g=o0, essendo questi
gia considerati; e tutti questi termini gli rappresenteremo
col segno &

: —2abd

2 P q
essendo = a, bqla somma di tutti i termini della forma a %

Prq
ove dall’ un termine all’altro la quantitd p—g & costante ed

= ¢ indipendentemente dal segno.
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E finalmente vi saranno anco tutti i termioi dati dal se-
. condo termine della riduzione (V), ove p~+g sia =0, e que-
sti- tutti presi insieme gli chiameremo 3

=3a b
= r

v g
3" @ b indicando la somma dei termini delia forma a 5 , ovQ
P4 5 Sl P 9
in ognuno di essi p+g=27.

Riunendo queste tre distinte specie di termini vedremo
che il coefficiente di cos.0¢ nel secondo membro della Equa-
zione (S) sara :

ab+a b+ ab+—3alb .

o 9 a P g g P 1
Ma questo stesso coefficiente sara dato nel primo membro del- -
la stessa Equazione (S) dalla formula

I
S ﬁ u—+u') (k++k') cos.0p. dqi
integrando tra i limiti §=o0, =m, come abbiamo gi di-
mostrato nell’ articolo 1. Quindi eguagliando questi due coef-
ficienti, si avra

e (u+u')(k+l’c")cos.3¢.d¢=

27

T B et 1 S B, e L Skl g v
Onde ne trarremo

ab3+aab+2ap bq:

& ﬁu‘-l—u’)(k+k’)cos 39 dj—ab—ap—a b,
indicando col segno ' b la somma dei termini della for-
ma a b ,ove p+qg=0, € denotando col segno Za b la se-

rie infinita dei termini, ove fatta astrazione dal segno, si ha
p—q=0, escludendo per altro in ambedue queste formule il
caso di p=o, o di g=o. E se vorremo pilt semplicemente la
espressione precedente, potremo dargli la forma

(H) - f (u+u')(k=+Fk")cos 0P .dPp—2 ap bg=26zp bq 3
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ove adesso nei segniZ'a b ,Za b sono compresi i casi di p=o,
' P4 P -
e di g=o0. Il nostro problema & pertanto completamente risoluto.

Il Teorema del numero 4. & compreso in qguesta soluzio-
ne, e ne discende supponendo p—g=0=o0. In questo caso
non si pud sodisfare alla condizione p+g=0=0 se non cheé

supponendo p=o0 , g=o0. Quindi il segno Z'a 5 esprimera sem-
5s o
plicemente il solo termine 2ab, ed il segno 2z b rappresen-
P q

terd la serie
2(ab+a b +a b +ab, -+ ec. )

poiché nelle due formu]e Zap bg Zapb se vi & il termine
q

a b vié ancora I’ altro a b 3 sostituendo ora questi valori
m n

nella Equazione (H) troveremo , dividendo per 2
=5 ﬁu+u N~k )dp—ab=ab~ra_ b +a bz+a3" b3+ec.
come gia nel numero 4. trovammo.

8.

Passiamo ora a vedere come il Teorema del numero 4.
reso nel precedente articolo piu genPrale, possa estendersi
al caso di piu variabili. Proponghiamoci pertante di trovar la
somma della serie

a b 4+a b +a b +a b +a b —+a b -ec.
0,0 0,0 1,0 1,0 0,I O,I 2,0 2,0 I,I 1,1 0,2 0,2

formata dalla addizione dei prodotti dei termini corrisponden-
ti nelle due serie conosciute

Z2 =—a -4 y+a x+a Y'4+a xy-4a x --ec.

xy 0,0 1,0 o,I 2,0 0 & 0,2
]
(] % P
2 =b b y+b z+b +b xy-+b 2’ ec.
X,y 0,0 r_,(‘;#” 0,I s_,o‘y 1,1 4 0,2
ove sara

A = % ‘ dm-l-nzx’y
myn 1 23.m.1.23..n dy™.dx"

: dm+ng'
b = s =
m,n 1.23..m.x23..n \ dyndz"
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facendo x =0, y=o0 dopo le differenziazioni.

W=t

Cio posto, facciamo prima y=e , quindi y=e
e chiamando P, P' quello che diviene z per tali sostituzio-
vy

—
Lt §

ni; e Q, Q' quello parimente che diviene z' , noi avremo

. L 4
facilmente
!
PP —4 +a cosq)+a x+a  cos.af+a xc0s.Y+a x*-+ec.
0,0 1,0 0,1 2,0 I,I 0,2
Q+0

' .
=b -+b cos.y+b x+b cos.2+b xcosPh+b x'+ec.
2 0.0 1, ~ 0,1 2,0 1,1 0,2

(o]
Parimente in queste equazioni facendo successivamente
P/ =1 -/ =1 5 5
x—k¢c s X==e , avremo, chiamando 2, 3’ le respetti-
ve somme dei parziali resultati che con tali sostituzioni ot-

terremo per le quantitd P+P', Q+-Q’,
=2
—=a ++a cos.Y+a cos.Pp-+a Cos.2y -
4 0,0 1,0 ¢ 0,31 ¢ 2,0 '4/
a_ c0s.4cos.P +a cos.2P -+ ec.
I, 0,2
z'
==b —+b cosil-+b «cos. b cos.2
4 0,0 1,0 ¥ o,IL ¢+ 2,0 i
b cos.fcos.p-+b cos.2f-+ec.
1,1 0,2

E sara, come nell’ articolo 3. abbiamo dimostrato
2

[z.dp.a%
a —_—
0,0 4n

2
JZ.cos.mip.dg.dy

m,0 DY o

(4)

2 1
pugrei O fE.cos.nq).dq}.d;lp

o,n an?

2 L
a o f 2.cos.m1[/cos.nfp.d¢.d¢
msn W n*
integrando tra i limiti g=o0, g==, Yy=0, Y=mx. Analoghi

saranno i valori di & , & ec. e si otterranno da quelli
0,0 m,O

, €c- cambiandovi solamente = in X',

dia ,a
0,0 m,
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Riprendiamo adesso la Equazione
3 '
- = ‘b~ cos. cos.P+5b  cos.2
= bo’o-l- & S 1,0-!-60’! P I3 P+

b cos.p.cos. + b cos.ag +ec.

I )2

ed integrando

moltiplicandola da ambe le parti per -}:j’%'d—”"-

prima rapporto a 7, quindi rapporto a @ tra i limiti Y=o,
Y=z, =0, P=m, noi avremo

a 2 ) 2
JEXdgdy b [Zdp.dy s SZ cos dg.di b [Zeos.g.dp.dip
4z ST 570 ? 1,0 z? ~ 0,1 z*

2 2 2

o fE cos.mf.dq}.djb_:_b _fz.cos.m}/co:.¢ de.diy LEp fEcos.nq:.dq).dw]I_!,:Cc“
2,0 n I,I n , ’2 %

ma tra i medesimi limiti abbiamo dalle Equazioni (A), co-

munque siano m, ed n

2
__JE.dp.dy
o L n?

4a

& ;
A =f2‘.cos.m'tfd¢.d1b
m,0 7

2
2 @ =fEcOs.nq: dg.dy
o,n T

a
" AR f 2.cos.mi.cos.ng.dg di
man n?

quindi , sostituendo, la nostra trasformata diverra

2
LI _, § =4 b ta b s b o

2
4n 00 0,0 0,0 00 1,0 I,6 0,1 O,

a b -4a Ib

+—a b -+ec.
2,0 2,0 1, 1

C,2 0,2 (U)

+~a b +a b —+a b —a, b, +ec.
0,0 0,0 - 1,0 I,0 2,0 2,0 3,0 3,0

I,

+~a b 4a b <4a b <+a _b _+ ec.
0,0 0,0 0,0 O,r 0,3 0,2 .03 0,3 ;
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Le due ultime file di questo secondo membro possono agevol-
mente conoscersi, riprendendo le serie proposte

Zii=a, ol G ORa e x* + ec.

x,y 0,0 I,0 0,2
z =b -l-bI y+b Z+b v SO xy—l—b X —+ec.
Zy 0,2
Se mfattx faremo xz=o in queste esPresswm , Sl trovera
z")y—a -|-a y—l-a y-{—a y -+ €C.
z’oy—b +b y+b y -i-b y -+ ec.
pA

a]le quali potremo. applxcare il Temema del numero 4. per-
cheé dnpendono da una sola variabile , e dedurne la somma
u della serie

g=a b —4+a b +a b +a, b, —+ec.
) 0,0 0,0 1,0 1,0 2,0 2,0 3.0 3,0

similmente dalle stesse serie proposte , facendovi y=o , facil-

mente vedremo che con lo:stesso Teorema del numero 4 si
otterra la somma g’ della serie

== 0 +a b 4+a b —+a _b +ec.
0,0 0,06 0, 0,I 0,2 0,2 0,3 0,3

sostituendo dunque questi valori nella Equazione (U) avremo

2
1 fE.E'dqﬁ.d«]J '
=t (u+u+a b )=a b a a b
4 72 (‘u 0 bo, ‘oo) 0,0 o,o+ 1,0 bl,o-l- 0,1 O,F

+~a b 4+a b 4+a b - ec.
2,0 © 2,07 iy 1,T - T, 0,2 0,2

La quale Equazioune risolve il problema proposto. E inu-
tile I’avvertire che lo stesso metodo serve ad-estendere que-
sto Teorema al caso in cui le serie proposte dipendessero da
un numero di variabili maggiore di due.

9. '

Abbiamo veduto nell’ articolo 4 come , date le due serie
ordinate per le potenze ascendenti della variabile x

() z=a-+az+ax+ari+aztrec.
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(2) 2'=0b-+bx+bx*+ b+ b4x4 ~+ €C.

& sempre possibile di ottenere la somma della serie che na-
sce dalla addizione dei prodotti @b, a & , @ b > a, b, , ec.
3 X ) 4

ogni volta che siano conosciute z, z'. Questo Teorema ¢& uti-
le quando vogliasi ottenere sotto forma finita 1’ integrale di
una Equazione a differenze parziali, che sia espresso in una
serie infinita, ed in upa serie tale che si possa decomporre
in altre due di cui sia nota la somma, e che moltiplicate ter-
mine per termine la riproducano, appunto nella maniera con
cui la serie
ab+a b+a b+ a, b, +ec,

dxpende dalle serie.(1), (2). Ma pud spesso succedere che la
seyje proposta non possa decomporsi in altre due conosciute,
e che per altro si possa risolvere in un numero- maggiore di
due. Date pertanto le serie in un numero qualunque

z=a+ax+ax +a3x3+a x4 4~ec.
g=b4+b x-l—bax +b3x3+b4x4+ec.
I

g'=c+c x4 cﬁx2 +C3x3 —+ c4x4+ ec.
b 4

ec.
conviene esaminare se sia possibile di ritrovar la somma del-
la serie.

abc---."l"a b c :-to+a b c.0‘b+a353030000+ec.

Brevemente adesso vedremo che questo caso ancora & suscet-
tibile di una generale evoluzione.

Supponghiamo che le serie conosciute siano tre, e da
questo caso particolare vedremo come dobbiamo regolarei es-
sendo il numero di esse qualunque. Sia pertanto

(m) Z=a-+ax—+ax +azxt+axt+ ec.
x 2 3 4
(m) 2=b+bx—+bax*+bx’+0bxt+ec.
1 a 3 4
Tomo XVIII. Ppp
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(m")  &'=ccmc a4 oat 4o wh+ec.
I 2

Si sostituisca nella serie (m) in luogo di x la quantitd

WA= . =gk —T z 4
el 5 quindi e P 5 avremo , chiamando R, R'i re-

sultati , ed aggiungendoli
Bl =a-+a cos.(P-+k)+a cos.2(P-+k)+a,cos.3(P+k)+ ec.

2
parimente nella stessa serie (m) in luoga di z prima si pon-

—kN/ =1 . qe —lp=E)/— :
ga e’ LT quindi e # ', chiamando R", R" i resulta-

ti di queste sostituzioni nella funzione z, avremo, aggiungendoli

B” +RI "
2

=a-+a cos (P—k)-+-a _cos .2(q3~/c)+a3cos 3(Pp—k)+ ec.

4 " " i '
E sommando questo valore di Lt con I’ altro di I.‘:;:Ii ;
avremo
R+R'4-R""4-R'* cos.(@-+k)-+cos. (g—k)
et (. (ot

+a( :

Ma avendosi

cos.p{p=4-k)=4-cos.p(p—Fk)
2

sard ancora, sostituendo

'R-I-B.'*B'"* mnr

4

c08.2(@-+=k)~+cos .2(g—k) ) +a3( casﬁ((ﬁ-!—k];bcﬂs-g(w) )-I— ecC. )

= C0s.pP. cos.pk.

=a - a Ccos.P.cos.k 4+ @ COS. 2. C0S. ok
I

~+ @,cos. 3p.cos. 3k+ ec.

Ottenuto queste resultato , riprendiamo le altre due serie
(m') =0+ b!x -+ bzx“‘ -+ bsx"' ~+ 64::4 -+~ ec.

o " 2 3
. =CeAC X 4 X +C
(m")  F'=cecx 4+ 2 +c4x4+ec.
. . . w'—x . . t :'—
Nella serie (m') facciasi x=e » € quindi x=e ' ag-
giungendo i resultati, e facendo questa somma =H, si avra

%- =b-+5 cos. ¢ + b _cos.ag + b,c0s.3¢~+ ec.
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* Parimente nella serie (m") ponghiamo x=ek'/—’, e quindi

=}/ =3 X X ; g
x=¢ v e si aggiunga ; facendo il resultato di questa ad-
dizione=H', si avra
1]

I—:- = cxcos.lc ~+ ¢ _cos ok cscos.3lc —+€C.

Ed avremo dalle cose precedenti (1)
bs=;fH.cos.s¢.d¢.
c=_ fH'. cos.sk . dk

purché gli integrali siano presi tra i limiti §=o0, g=7; e
sara ancora tra i limiti stessi

EEFEL

.c=—'—f5'd/c.
7 Py

Riprendiamo adesso la Equazione sopra ottenuta
R+-R'4+-R"+-R"’ g

7 =a-+a cos P.cos.k - a_cos 2@. cos.2k

-+ a, c0s.3@. c08.3% + ec.

Moltiplicando da ambe le parti per-}“i d$ , ed integrando tra
i limiti g=o0, g=m, si avrd

fni{-"{;ii .H. d¢ =%fHd¢+—;— cos.k./H dp.cos.@
-+ —j;’; cos.ak f Hd.cos.ap+ -—af— cos.3% f Hd@ .cos.3¢

~+€C ...~ -‘;i- cos.slcfH d@.cos. sp - ec.
Ed essendo

2 [Hap=2b
2 fudp.cos.sp=b

otterremo , sostituendo, :



478 Sorra LA DIPENDENZA TRA I DIFFERENZIALI €C

. [ " m ;
fw Hdp = 2ab 4+ a b cos.k +a b cos.ak
4 475 b3 A ¢ 2 3

-+ a, bscos.?:k -+ €c.

Se moltiplicheremo adesso da ambe le parti per }-;—' dk, avre-

mo , integrando tra i limiti A=o0, kt=nx,

/ /‘R"*R'*R"*R"” HH.dp dk =22 f /s f H'dk.cos %
f H'cos.2k dk =+ 3 ’s f H'cos.3kdk —+-ec.

Ma abbnamo veduto essere tra quex limiti
2c = — f H'dk
= = /H’.dk.cos.sk .
Quindi avrassi, sostituendo,
f [ ER D H g dk =4abe+a b c4a b c.

+a b c -|-ec....—|-a b c -+ ec.

La qual f'ormula ci dila completa evolumone del nostro
problema Le cose precedenti danno tutta la possibile esten-
sione al Teorema enunciato nell’articolo 4.sopra di cui sem-
brami nulla aver lasciato da desiderare.

v : IO.

Tutti questi resultati- discendono dal Teorema dimostra-
to nell’articolo 2. mediante il quale data una funzione qua-
lunque Jx di x, che vogliasi in serie per le potenze dx 5
in modo che sia

Je=a-+a x+a2x°+a3x3+ec. oo a x™ + ec.
b 4

si ha, per determinare* il termine generale a la Equazione

—'/’(fwI . )cosm¢ dg.
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purche la integrazione sia eseguita da g=o0 sino a g==,
Per darne un esempio semphc:ssxmo, proponghiamoci di svol-

Avremo primieramente

22
gere in serie la funzione —-,:—_:—

= nx2-4-ax-n

E quindi
T /=
e
2¢[,/--1_’_M¢l/— ~“+n ne-nﬂ/—! -W—I-l-n.
Cio & riducendo allo stesso denominatore, ed osservando che

e""/-:I - e'-"’}l/::I = 2c0s.p , si avrd ¢
,fe¢b7:I -I-fe_W-I o 2

= xncos.gp

= L f 1-+71C08.¢

x50 dp.cos.mp

g '—_f1+ncos¢ !

purche si estendano le mtegraznom da §=o0 a g=m.
E noto adesso che si ha tra i 11m1t1 stabiliti

b g
"f x+ncos¢ s

| cmea—T1Y

dq) cos.m@ — =/ 1—n?
T I4ncos.g I/_I:F " Y

I

Vi—n3 -

= m
a’ — 8. 11—/ 1—n* |
= Vi n .

Ove il segno superiore conviene al caso di m pari, e I’ infe-
riore al caso di m dispari. '
Se; dunque sostituiremo quest1 valori nella espressione
: z
T

f '/"I fe ‘7"/""_

Quindi sard

‘Sard dunque ancora sostituendo @ =

=a-+ax-+ax+ aax3_ ~t=€C.

noi avremo . - . ) f
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2% sil] : ¢ 1—n" -/ - \2 a

I
— 2 1
— 3
I I=—~7
e i)

Xl

Proponghiamoci adesso di svolgere la stessa funzione
X . . i 3¢ y
wase, Col metodo ordinario, e per tale oggetto facendo

2%
nxr—4=-2r-+n

=a-+axr+axr+a
b 2 3

e moltiplicando per nz*-+2x-n avremo

x3-ee.... -I-amx"‘-i-ec. »

2x =na-~na x -+ na x“+na3x3 +na4x4 ~+~€C....~4+na a™-+ecC.
b ¢ 2 m

~+ 20% +2a 22 4= naaxs +2a3x4+ ec....42a Ix’"—{- ec.

-+ nax®—+na x®—+na xb+ec..,.+~na x4+ ec.
3 2 Mm=—2

E dal paragone delle simili potenze di x otterremo « =0,

208 4~ na = 2, € genera_lmente p{)i na -+ 2a . —-=na =0
b § m m~=x m=—2

alla quale Equazione a differenze finite sodisfa , come & no-
to, la formula ’

a —-L+C(!—|/’-:-":na )'r'l':cl(l"-‘/;:na )m

prendendo il segno superiore. se 7 & pari, e I inferiore se &
dispari . Per determinar le arbitrarie C, G' facciamo m=o,
ed avremo a=C+C'=o0, onde C=—GC'. Sia inoltre m=1, ed

Rl i g
: 1—/ 1—n 1+ 1—n a
avendosi g =C'( — |/4 ) ==
1 n n ]

sard C'= — l/.’;., . Quindi generalmente
I-n

1 I-l/:lam ‘I -I-':;L’m'
“m=i';/7:7f[( n )"( n )]

Questo valore di @ & differentissimo da quello che ci
m

vien dato dall’ analisi del numero precedenfe, ed & il vero
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che conviene alla proposta evoluzione rappresentando esso

22

solo il differenziale m#m° della funzione —
NT " ==2T=4=

- diviso per

1.2.3....m, e fattovi dopo x=o0, come & facile il convin-
cersene differenziando. Vedesi dunque che esistono alcuni ca-
si nei quali il Teorema del numero :1. & erroneo, e siccome
da questo Teorema stesso discendono tutti i resultati che
precedentemente abbiamo esposti, cosi questi ancora qualche
volta anderanno soggetti ad errore. Convien dunque cheé per
quel Teorema siavi qualehe caso di eccezione, appunto come
in quello di Taylor; prima per altro di rintracciarlo , sara uti-
le il fare qualche riflessione sopra 1” esempio precedemtemen-
te trattato, e che ci ha offerto questo paradosso.

I2.

Allorché ci siamo proposti di svolgere in serie per le p'o-r

tenze di x la funzione n—,—w—-—

noi vi abbiamo prima sosti-
Z2~4-27+n : R _

tuito in luogo di z ¥, quindi e s ed aggiungendo
i due resultati, abbiamo ottenuta la quantita

N o 2e PV T L 2 3
ne W/ T ST, ne 2T W T R

Il primo membro di questa Equazione rappresenta una serie
ordinata per i caseni degli archi multipli di ¢, ed & osserva-
bile che i due termini di questo primo membro sono identin

camente eguali ; infatti fa funzione proposta pud mettersi sot-
X

to la forma 1= (x+-ﬂ:_)
la quale non varia facendovi le due indicate sostituzioni dif.

ferenti, e ci di in ambi i casi - ; adesso la funzione

+ncos.¢
X

¢ o puo ridursi in serie per coseni degli archi multipli in



(4)

(B)

482 SoPra LA DIPENDENZA TRA I DIFFERENZIALI €C.
due maniere differenti. Se infatti svolgeremo per le potenze

di e¢l/:-—1' : ' 28W—I

la'di lei equivalente avremo
es I :
per I’ articolo precedente, e facendo per semplicita maggiore
¥4 =———I_l/nl_n 5 _p', — 1—-————-—+'/,:_;n3
b § !
= [o—r) "= (r—p) &

+(p —p'?) 3¢V~I— ec.].

Se in questa equazione cambieremo @ in —@, ed aggiunge-
remo , sard, dxwdendo per 2

s == o= | (2 —#)eos— (7" — p* Jeos. 2
=+ (p* —p'®) cos.3 qi—_-ec.]

b 3
1+-ncos.¢

tro modo, poiché facendo

=A+A cosq$+A cosz¢+Acos3¢

Ma la funzione pud ridursi in serie anche in un al-

I=+ncos.g

~+ec....+ A cos.mP —+ ec.
m
si avrd (1) tra i limiti g=o0, ==
gyl de = ara) cos.m@.dp
Lz ;f 1+ncos.g Am— T f 1-++ncos.¢p
A et a ( I~/ 1—n? )”"
|/1--n‘ ST V 1—n? Rk ;

Cioé, adottando le denommazmni superiori

ossia A=

— ap ]
m V/ 1=n? ;
prenden&o il segno superiore, se m & pari, e 1’ inferiore se
& dispari. Qumdx sostituendo avremo

1
I--ncos.g '/,_ng

( 1—=2pC0S .P-+2p>C08 .2@—2p3c0s .35 +eC. )



()

Dz Sic. Grvriavo Frurrana -483

13.

Le due evoluzioni differentissime per i coseni dei multipli
di ¢ che abbiamo veduto convenire egualmente alla funziene

———— ci additano la strada per rinvenire la sorgente del-
I-4-1C08.p :

I’ errore in cui il Teorema del numero . ci ha condotti. Ai

termini infatti di questo Teorema, data la funzione fr da

svolgersi per le potenze di « in guisa che sia
fx=a+a‘x+a2x2+a3x3+ec.......+amx"‘+ec.

: b i ; - ¥ = -/
conviene prima in luogo di x sostituire i ', quindi e s
ed aggiungendo, dobbiamo passare al resultato

&W—T*_ fé—¢|/:f
' 2

= a + @ c05.¢ + a c0s.2¢ gscos.3¢ :
~+ €eC....+ amcos;mqi -~ €ec.

ed inferirne quindi tra i limiti qi =o0, g=mn

a,=~/‘[f¢'/I~ " 1 cos.m. d¢

t/ = = e
A"Ol‘che fx = mSl ha f° +fc o _1-+ncos.p 7

qumdx per questo casa particolare la Equazxone (M) diverra

x -—
T R ek P + a cos.af + 23C05, 3P

4 €C.co.iua cos.m¢+ec.

Scordandocl adesso che i coefficienti @ , @@, ec. ap-

2%

partengono anche allo sviluppo della funzione —= per

‘le potenze di x, ma considerandoli come unicamente dipen-

denti dalla evoluzione - della formula —-—_'_-7-:;;,,— per i coseni

dei multipli di ¢, & chiaro che essi potranno avere due va-
lori differenti, perché in due diversi modi puo svolgersi la

stessa funzione nella forma richiesta.

_ =~
Tomo XVIII. 7 Qqq
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Una di queste evoluzioni sari data dal supporre tra 1
limiti ¢ =o0, q}—-ft

—¢|/ "dg.cosmg
f i e Jcosm@.dg = / l‘:’:o:" 2
ed~avremo cosi come vedemmo la serie (B)

Ty = e [1—9pc08.Pr-2pcos.ap—apos.3p +eo. ]

Otterremeo 1’ altra evolumone svnluppando per le potenze

N —r 1 :
di ¢ la funzione T 0 la sua equwalepte
A= S Sy s
- 2 » e cambiando quindi ¢ in — @ ed ag-

noﬁW:T.'.ze?’l/ —ln
giungendo ; e dopo questa operazione caderemo sopra la se-
rie (A) . 4 A . :
b x+n:cos.qi = VI:_:';;; [ (p—l’") COS.¢4- (P’ ""Pm) cos.s¢
-+ (p*—p?) cos.3¢ —ec.].

Ma il coefficiente di emﬂ/_l

as/ T

nello sviluppo della funzione

S ——— ¢ lo stesso manifestamente che il coefli-
P T eV T

ar . o 0
ciente di 2™ nello svxluppo di ———— ; quindi & chiaro che

i coefficienti dei diversi coseni nella serie (A) equivarranno

ai coefficienti delle potenze corrispondenti nello sviluppo del-

or ; A
——— eyt
nx24-ax=+n °

Per altro il Teorema del numero 1. esige che il coeffi-
ciente di a™ sia dato dalla formula

"::— f [ 8W_~,‘+'c_¢yq‘ Ycos. mP. dpp = % f dp cos.mg

1 ncos ¢

la formula

Ma cio.¢é impossibile, perché questo appunto & il coefficien-
te generale della serie (B), che & diverso dalla analoga quan—
titd nella serie (A), ossia dal coefﬁcleute di z™,

(B)

(4)
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14.

Apparisce pertanto dall’ Analisi superiore che riducendo

. . . ' 2 |
il coefficiente di x™ nella evoluzione della formula =

a dipendere dallo sviluppo della funzione m per i cose-

ni dei multipli di ¢, non facciamo altro che richiamare un
problema di soluzione unica a dipendere da un altro proble=~

ma che ne ammette infinite; poiche la funzione ey

- pud svolgersi. per i coseni multipli di ¢ in_quanti modi pos-
“sibili potranno tra di loro combinarsi le due: serie (A), e (B),
ed in questa moltiplicita di soluzioni quella sola che sodisfa
al ‘nostro quesito & la soluzione (A) nella quale il coefficien-.
te di cos.mg equivale al coefficiente di z™ nello sviluppo di
————— per le potenze di x. ;

Cosi il problema di ridurre in serie per i coseni dei mul-

tipli di ¢ la funzione ———— & réalmente indeterminato, e
1-+-ncos.¢

con infinite forme differenti potremo risolverlo. Discende que-
sta particolaritd dalla forma .stessa prescritta allo sviluppo,
-nel quale non sono i termini necessariamente 1’ uno dall’ al-
tro indipendenti; a differenza delle serie ordinate per le po-,
tenze di una variabile, ove questa indipendenza sempre ha
luogo , poiché tra le successive potenze di una vdriabile non
pud ammettersi nessuna relazione. Al contrario tra i coseni
dei ‘successivi multipli di ¢ questa relazione sussiste , e sap-
piamo che ha luego per esempio la eguaglianza

i -;' = €05.¢ + c08.2¢ + €08.3¢p + c0s.4P ~+ ec. ' (1)

Quindi se con un metodo qualunque si svilupperd per i co-

I

in modo che abbiasi
3-4=7C08.¢

seni dei multipli di ¢ la funzione
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=4+ a cos.§ ~+ a cos.2 + 4,08.3¢ -+ ec. (v)
I

& chiaro che con la relazione sopra riportata potremo varia-
re questo sviluppo secondo le infinite analitiche combinazio-
ni che tra le serie (1), (2) possono farsi.

I=+=1c08.¢

15.

L’ errore dunque in cui il Teorema del numero 1. ci ha
condotti, quando ne abbiamo nel numero 1o0. fatta un’ ap-

SR . : 2% . . ’
plicazione alla formula razry © derivato dall’aver supposto

- che la funzione

e o .o n. 33
rmcosp POtesse svolgersi in una unica manie

ra per i coseni degli archi moltiplici di ¢, mentre invece es-

sa & suscettibile di- due differentissime evoluzioni date dalle
serie (A), (B) STavi

s = i L (2= P)c0sg—(p*—p?) cos.ap (4)
-+ (p? .,_p's)cos.3¢f-ec.]_ ‘
,...,;os_q, = -l;’T!—_n; [ I—zpcps.qi-l-'zp“cos.zﬁ—2p3cos%$q5+éc.] (B)

“ove D=

l'q-[/fl,—n3
sy

(U I"'V’Tna
Queste due serie , quantunque tanto in apparenza diverse,
pure possono agevolmeute in questo caso particolare ridursi
alla forma medesima. Consideriamo infatti la serie
PCos. G — p*cos.2@ + picos.3¢ — phcos.4P —+ ec..
Facilmente troveremo la somma esserne espressa dalla funzione
£ [ o= pe W T ]_  pP~+-peos.g
> — T-apcos g+p?

ARy

14-pefV —1 x-q-pa—‘m/—"x
Parimente la serie :
P'c0s.§ — pcos.2P + p'%cos.3¢ — P'4cos 4P -+ ec.

_ p'*+p'cos.¢
sard espressa dalla formula iragicos grps
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M4 avendosi p = "'Vn’—"a s D= 1""/"'

X
,sarap—--;-,

quindi, mediante questa relazione troveremo
p*+pcos.¢ ' p'*=+plcos.¢ Biogie:
1-+-apcos .p=+p> 12-2p'cos. g-p'>
Questa equazione medesima passerd tra le serie
pcos.¢p — pcos.2@ + pcos.3¢ — pteos.4¢ + ec.
p'cos.p — p'*cos.2P —+- p'3c6s.3¢p — p'bcos.4P + ec.
E quindi in luogo della seconda di queste potremo prendere
I’ unita diminuita della prima.
Ora la serie (A) pud mettersi sotto la forma

———,+,:cos_¢ = I/I—-n 2 [ pcos.g—p>cos.2@-+p3cos. 3@—phcos.4p-+ec. ] -

[ p 'cos.¢p — p'*cos szcﬁ ~+ p'3c0s.3¢ — p'4cos.4P+ec. ]

1/1 n?
_E se in questa invece di
p'cos.p — p'*cos.2@ + p'3cos .34 —p‘*cos 4P + ec.
faremo la sostituzione sopra indicata 3 mcaderemo sopra la.
serie (B)

' 16.

Quello stesso metodo col quale nel numero r2. abbramo

ottenute due differenti evoluzioni pud

per la funzione ——
© I-4-ncos.¢

ancora generalmente parlando applicarsi a tutte le funzioni
di cos.@. Cio dipende dal potere eseguire lo sviluppo della
formula proposta per due quantity differenti, e quindi secon-
doché si adottera I’una, o I’ altra per ordinarne lo sviluppo,
si gmngeré a’resultati differentissimi. Cosi se per ottenere lo

sviluppo di si incominciera con eguagliare la pro- :

1-4-7c08§ ql
posta funzione ad una serie ordinata per i coseni degli archi
multipli di @, e quindi, tolto il denominatore dal primo mem-
bro, ridurremo nel secondo i prodotti dei coseni-a coseni di
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archi multipli, dal confronto dei coefficienti dei coseni divee-
si determinando i coefficienti dello sviluppo primitivo, si ca-
derd sopra la serie (B); mentre invece, come vedemmo, se

. § : : x & 2 . .
nella evoluzione della formula ey ordinera per le di-

b

verse potenze di e , riducendo poi i diversi termini che
si otterranno a dipendere dai coseni mediante la relazione
may/ —x —-mpy/ =t e
eqv -+ e ik = 2.¢0s.mP .

si caderd sopra la serie (A) diversissima dalla serie (B) v

17.

Per mettere in maggior luce queste generali riflessioni
applicandole nel tempo stesso-ad un caso meno particolare,
consideriamo la funzione qualunque Fncos.$, la quale, fat-

tovi x=¢" ", si ridurra alla forma F-%( X+ %) . Ridu-
cendo questa funzione in serie per le potenze di x + 7:—, ed

ordinando quindi il resultato per le quantitd x -+ ?:-, x"‘—l—;’; .

ad -+ =, €ec. si avrd
x

A A
F f—( +—’-)=A+—-’—(x+-5-)+-i-(x‘+—’-,‘)
2 X 2 K 2 X

A A
+__3.(x3+_1_3)+ec.‘”+__”l(xm+_1'_‘)_|..ec.
2 % 2 : - 4 :

Se eseguiremo le riduzioni indicate , si trovera , come altrove
ho dimostrato, che il termine generale A & dato dalla serie
m >

S I m dmFh nm2  dmeaRp v nm+4 dm+AF}, ]

Am_ 3"—'.1.2.3....m[n " dh™ 2(2-+2m) dh™+2 2.4.(a-+2m)(4-+2m) dh™+4 TR
purche si supponga ~=o dopo le differenziazioni. Ed ivi pari-
mente dimostrammo, ( ed avremo inseguito di questa Memoria
occasione di farle vedere per un’altra strada ) che la serie su-
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perigre & rappresentata dalla formula %ancos.qicos.mtﬁ.dq},

purche la integrazione si faccia tra i limiti g =o0, g==.

Dunque adottando questo metodo per svolgere la funzione

Frncos.¢, il termine generale A sard dato dalla Equazione
= .

2 .
Am = ;—an cos.¢. cos.mP.d .
Ove & da notarsi che la funzione Fr cos.¢p deve sempre potersi
ridurre in serie per le potenze intiere, e positive di n, poich®

il metodo precedente esige che la funzione F %(x+a—: )
possa esser ridotta in serie per le potenze intere, e positive
di # + >. Avremo dunque con quelle determinazioni , ponen-
do in luogo di x il suo valore et s

Frncos.p=A-+ A cos.¢-+A cos. 2 P+ A, c0s.3¢ ~-ec:

18.

. Riprendiamo ora la funzione F = (x-l—-:: ), e riducia-
mola in serie quando cid sia‘ possibile, per le potenze di x
in guisa che si abbia

F= ( % =+ = ) =a+a X+a x40 %3-4-eC...4a x"--ec.

2\ x : I 2 3 m
Per determinare i coefficienti ¢ , 2 , a ...a_ec. differen-
I m

ziamo prima rapporto ad n,quindi rapporto ad x, e ne avre-
mo , chiamando per semplicita F' il differenziale di Fn pre-
8o rapporto ad n ;

da da dag
I ' I 2 2 3
—;(x-i— )F -+—d—x+ — & - %% -ec.
%(I—x—,) F=a -i—smx-l-Sa x +4ax -+ ec.

Se tra queste due Equazmm ehmmeremo la quanltnté. -comune
F', si avra, ordinando per lq potenze di x

(B)
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RpR R day da, da "
LS ”zz—(nw*'“,)x—(”'z;—”d—n"‘”,)x»

dag da,
p — 3 = €C.
; (n = n — +{zx+3a)xﬁ ec

‘ove avremo

da
b
da,
N o———-—a =
dn #0T
) da, da
n—az n% - 20 =
da da
3 I —
e e +}a!—l—3a_o.

€ec.

E da queste equazioni si trarrd

u = c
a = ot
I nw
[
a = = .
2 n?
' . C,
a o 4 -
| W— o Sm—
3 n n

; ec.
ove ¢, ¢ , ¢, €5 €C. SONO costanti indipendenti da n.
I 2

Determinati cosii coeflicienti @, @58 ,..a ', €C. Sl avrd
- m

F-'i—(x-l-;—)=a+a1x+a2x“+a3x3+ec.

Ed in questa variando z in -35 , quindi aggiungendo, otterre-

mo , rammentandoci che zx=¢

(4) Frncos p=a+ aicos.qiq-q-,a c0s.2f - ascos.SqS - ec.
2

Abbiamo trovato ancora nel numero precedente
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Fncos.g==A A cos.¢-A cos.afp+ Agcos.?oqi -+~ ec. (B)

Ma queste serie non saranno mai identiche, perché differen-
tissimi sone i coefficienti A, a3 A , a ; ec.
. I ) 3

Cosi , per esempio, si ha
A== f Fn cos.§p d@.cos.§ -
Aa = -:?’ f .Fncos.qi.dq}.cos.aq} 5

integrando tra i limiti g=o0, g=um; ossia 17.

s 3py 5 d°F
AJ:ndF’”-r- i Ayl = %+ ec.

7 i) @it T ag(eva)dra) dk

1 | a2 d°Fh n4 - dAFh ;
A =4 ["’ T ()

facendo =o dopo le differenziazioni, mentre poi abbiamo

Cy Cy, ’ . e . . o
—_ = —, essendo indipendenti da » ;
@ = ——») @ o, €5 ¢ s € s P da n ; quindi

3

¢ chiaro che mai potra essere, perché¢ n & indeterminato
al = A: 2 an. o Aa

a meno che non succeda che sia AI =0, A2=o,.e che ¢id

pure accada Aal,le quantitd a,a. Ma & visibile che accid ab-

biasi Ar=o, Aa=o indipendeptemente‘ da 7, conviene che

la funzione F% sia tale che tutti i suoi differenziali all’ infi-
nito si annullino, facendovi A=o0 dopo le differenziazioni; e
cid non pud mai verificarsi se non quando FZ non contenga

%, ossia quando la funzione proposta F = (:c += ) sard una

costante indipendente da -% (x -+ -{% )
Tomo XVIII. Rrr
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e

- ) N .
i \

, 19. "

Senza entrare nella discussione dei casi particolari in cui
potesse avvenire che qualche determinato valore di » indu-
cesse eguaglianza tra i coefficienti delle serie (A), (B), potre-
mo dall’ analisi superiore, e dalle considerazioni dell’articolo
14. inferirne che se sia data una funzione qualunque Fcos.@.
gia sviluppata per i coseni dei multipli di @ in guisa che sia

Fcos.p=a + a cos.¢ + a c0s.2P ~+- 0,3005-393 -+ec.

generalmente parlando i coefficienti e, a , a_, ec. potranno
I

essere stati determinati in una infinitd di maniere diverse, e
per pronunziare sopra la loro formazione converra prima co-
noscere per quali strade lo sviluppo & stato fatto.

. Quindi se in quella equazione moltiplicheremo da ambe
le parti per cos.m@. dp , ed inseguito si mtegrera tra i li-
miti =0 , g=m, non potremo concluderne che si abbia tra
quel limiti

a = %chos.qS.cos.qu.dq}

sino a che non siamo assicurati che lo sviluppo & stato in
realitd eseguito con questo metodo, che & lo stesso di quel-
lo riportato nell’articolo 17. di questa Memoria.

Il supporre, o il non ammettere che lo sviluppo per i
coseni dei multipli di ¢ di una funzione qualunque F cos.@
sia stato esegnito col metodo del numero 17. ha relazione
con un’ altra circostanza che sarid opportuno I’ esaminare. E
noto che in una serie di qualunque forma che rappresenti
una funzione,, sempre esiste un residuo, il quale esprm;c la
serie stessa, presa da un suo termine qualunque in pon ; se
dovra pertanto svilupparsi la funzione Fcos.§ per i coseni de-
gli archi multipli di ¢, noi avremo, chiamando in tal caso

p" questo residuo, che succede al termine: A cos.m@ ,
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Fcosg=A A cos.§+A cos.2f +ec.... Amcos. mp g

Se moltiplicheremo da ambe le parti per cos.m@.dg, ed id-
tegreremo rapporto a @ tra i limiti g=o0, g=n, facilmente
vedremo essere

= 3chos.q3.qu. cos.mP — -’;fP(m)dqi.cos. me.
Allorche la evoluznone & stata fatta col metodo _del numero
17. abbiamo, come in quell’ articolo si & veduto.

_:—chos $.dP.cos.mP .

E pertanto questa supposxzxone comporta seco I’ altra

fP dp.cos. mq3_0

integrando tra i limiti $=0, G=mn. Quindi se il residuo del-
Jda serie proposta non sodisfard a questa condizione , ne infe-
rlremo che 1 coefficienti A , A Aa" ec. non sono stati

zdetermmatl col metode del numero 17. e tutte le volte poi
che I’ applicazione di questo metodo allo svlluppo della fun-
ziane F cos. @ dasse resultati assurdi, )mafrmarJ cioé , o infi~
niti,:cio indichera che la proposta funzione & tale che qua-
lunque metodo si ad0pr1 per svxlupparla secondo i coseni dei
multlph da @, mai pud essere tra i limiti g=o0, p==x

fP dp.cos.mp=o0.

Per magglor chlaxezza apphcheremo queste riflessioni ad
un esempio .
Sia proposto di svolgere per i coseni degli archi multi-

pli di @ la funzione —— , in modo che s

; ‘ C08.¢} b .
m=A—;—Alcos.q}-l-Aacos.ﬁq%-i-Ascos.Sq} +ec.
Prevalendoci del metodo del numero 17. il quale come qui
sopra si & veduto, esige che il residuo p™ sia tale che ab-

biasi tra i limiti =0, g=x

fP(m)qu.cos.mq5.=o >
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noi avremo, per determinare il coefficiente qualunque Am

_f d¢cos me@

== 1—cos.§

ed il primo termine A sard dato dalla Equazione
a=zfos

integrando per tutto tra i limiti =0 g=m. Abblamo ora,

integrando indefinitamente

.E.f___-d"’ o L Icok P T deonts ec: ¢

k3 1—CO08.¢ T  sen.g
e prendendo quest’integrale tra i limiti assegnati e sostituen-

la equazione

dolo poi nel valore di A, noi avremo A == .

Ne concluderemo quindi che la funzione - non pud

b ¢
—Co8.¢

‘svo]gersi in una tal serie ordinata per i coseni multipli‘di ¢

in modo che il di lei resxduo soddisfaccia alla proposta con-
dizione .

Con tutto cid abbiamo, applicando alla funzione ——
4 Y 1==C08.¢
il metodo del numero 18.

~— ==—2(c0s.f~2c0s. 2¢+3cos 3¢-+4cos.4Pp-+ec.)

1~-CO0S.¢

Facendo infatti x=e¢l/_ » la funzione proposta diverra

ax

——> la quale, svolta per le potenze di x, diviene

2X
2L ==2% 4 L

= o (% 22"+ 32% + 4t +ec.)

ed in qnesta variando x in —, ed aggiungendo, e risostituen-

do poi in luogo di x il suo valore eﬂ/‘ » ricaderemo sopra

lo sviluppo qui sopra indicato.
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20.

Se dunque sard ora proposta una funzione qualunque fx,
la quale svolta in serie per le potenze di x ci dia

fxr=a+a x-i-azx +a i +eCi . ia a"
I

— o T

se in luogo di ” porremo eﬂ/-x, quindi e .4 , noi avremeo
aggiungendo
feﬂ/—l-o- e_W

=a -+ alcos.cﬁ -+ a cos. 2fp

(m)
P 3
i —451 /vy

(m)
~+ec. . . = amcos.mqi + P ¢'/__.;—|—

. 2 o4
Moltiplicando adesso da ambe le parti per cos.m@.d@ , ed
-mtegrando quindi tra i limiti =0, qi_n, si avra

___f[qu[/—-x L ]dqi COS. 7P —
f [ P(m) + p™ = ] cos.mp.d@p.

Acciocche dunque sia come nel numero 1. abbiamo supposte

=—..—-/‘[f¢l/I = ]dqicosmqf,

conviene che abbiasi tra i limiti assegnat1

(m) &) 8 p e
f[P ¢|/:;+P W:]dqi.cos.mqi_o.
o :
Quando pon questa condizione non sari verificata ,1 Teo=
remi tutti che dal Teorema del numero 1. abbiamo dedotti,
saranno erronei, e converrd sempre aver moltissima attenzio-
ne alle condizioni superiori, le quali non essendo verificate,
il Teorema del numero 4. e tutte le nuove formule da noi
date nei numeri a quello precedenu e successivi, non avrans
no piu luogo.
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2I.

In proposito anzi del Teorema dimostrato con la: fiostra
analisi nel numero 4. giova qui osservare che quando si giun-
ge col metodo di. Parceval da noi ﬂportato nel  numero 5.
alla Equazione

2(Aa+A 2 +A a+A, a+ec. )-+2(acos.m@)+2(Bcos .mq&)
Bl M e fe ey

moltiplicando da ambe le parti per dq), ed eseguendo la in-
tegrazione tra i limiti g=0, g=n, non si puo supporre che
tutti i termini moltiplicati per i coseni dei multipli di @ si
annullino, fondandosi sopra la identitd [cos.m@ .dp = o,
ove ’integrale & preso tra i limiti ¢=o0, g==. Una simi-
le conclusione & vera quando si sia certi che la somma degli
infiniti termini che comprendono i coseni rappresenti una tal
funzione di cos. $, che svolta in quella forma, sodisfaccia
alle condizioni imposte dal numero 19, mediante le quah il

residuo che succede al coseno del multiplo m di @ sia tale,
che' chiamandolo p™ , abbiasi tra i dati limiti

fP(m) cos.mP.dp=o.

Ma quando questa certezza mancherd, dovremo sempre du-
bitare della veritd del Teorema. Se per esempio la serie dei
termini che comprendono i coseni fosse la seguente

c0S. —+ 2C08.2¢ -+ 3c08.3@ —+ 4cos.4P +ec. —
moltiplicando per d@, ed integrando tra i limiti g=o0, g=mn,
si crederebbe di giungere ad un resultato identicamente =o,
ma 4’ altronde sappiamo che la serie superiore & rappresen<

tata 19. dalla funzione  — — . ——,
2 1—co08.¢ °

e sappiamo ancora che tra i soliti limiti si ha

L a5t
o ';f 1=Cos.§ s
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. x d

e non gia —,-;f;-_-(i-;:o

come , ingannati dalla forma della serie, si potrebbe a prima
vista supporre. Ma senza punto entrare in questo esame , spes-
so impraticabile,, quando il Teorema del numero 4. si faccia
discendere dalla nostra analisi, le condizioni esposte nel pre-
cedente articolo determineranno la confidenza che dobbiamo
avere in quel Teorema medesimo, e nelle numerose estensio-
ni di cui abbiamo dimostrato essere esso suscettibile.

22. YE R

L’ esempio qui sopra trattato ‘conferma le riflessioni del
numero 19. dalle quali abbiamo glé inferito che offrendosi

una serie qualunque H tale che sia
H=a-+a cos.p+a cos.2f + a3cos.3q5+ec. +sta_cos.m@-+-cc.
I .

non se ne potrd mai concludere a = f Hcos.m@.dp, tra

i soliti limiti, se pur non siano verlﬁcau i criterj che esige’
una tal determinazione del coefliciente generale . E dunque
manifesto che se in una formula analitica si presenteranno
una, o pil serie infinite di quella forma in qualunque modo
combinate , prima di operarvi con la integrazione tra i limi-
ti , converra accuratamente distinguerle tutte , e per ciascu-
na di esse non ignorar la indole dei respettivi residui, se non
vorremo cadere in errore. Questa cognizione infatti ci garan-
tird dalle illusioni in cui ci trarrebbe la forma

@+ a cos. + a cos.2P + ascos.?)qi -+ €ec.

che pud essere all’ infinito variata in altre analoghe, senza
che si muti percio il valore della funzione che quella serie,
rappresenta , ed & manifesto che tutte queste forme non por-
teranno errore , ove pur si conosca il residuo che a ciascuna
conviene , poiché in tal modo sara lo stesso che operare sopra
la funzione non sviluppata ancora.
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23.

Per mostrare sempre pilt quanto siano queste precauzio=
ni indispensabili, e come in simili casi & necessario compor-
tarsi, prendiamo a risolvere di nuovo il problema del nume-
ro 4. nel quale, date le due serie

z=a+a x+ax +a3x3+ec....-l-a ™ -+ ec.

(m)

zw—b+bx+bx’+bx3+ec....+b ™ =4 P
&L

‘ove Px ¢ il residuo , si chiede la somma della serie infinita

ab+a b +a b +a b -+ ec.

Dalle serie proposte si avré con le solxte sostituzioni facendo

5 ' = - |
3 l/—l +z_¢l/ H= ZW:T+Z—¢V—I (st
(™) — p(™ L. p™° g
K™ ="p W= e

H e I
;_a+a1cos.q3—|—ancos.2,¢+a3cos.3¢+ec.....—l—amcos m@+ec. (1)

4 ; , b
%— =b-+b C0s.P-+b_ cos.2@+b, cos.3@+ec...—4+b cos.mq3+-l-§;— (2)

Incomincieremo con venﬁcare se tra i limiti =0,

¢ = m abbiasi
‘ b =—’-/H‘cos.m¢.a’¢?,

e questa Equazione avra luogo se tra quei limiti sia, deno-
tando 7 qualunque numero intero

fK( )pos.mtﬁ.d =0 .
Se una tal condizione non & smentita , moltiplicheremo la se-
rie (1) per — H'dg, ed integrando poi tra i soliti limiti, tro-

veremo che il coefficiente del termine qualunque @ sard

= f H' cos.sp.dp = b .
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Sembrerebbe in questa maniera il nostro problema risoluto,
ammessa che sia nella serie (2) la condizione

(m)
K “cos.mP dp =o
che deve aver luogo qualunque numero intero sia m e dove
(m)
K 4 o ¥ :
—— denota nella serie medesima il residuo che succede al ter-

mine qualsivoglia 5 cos.m@. Ma quella sola condizione mon
m

"basta , ed un’altra analoga ne bisogna per la serie (1).
Riprendiamo infatti le due serie (1), (2),

%{ =Q~-a COs .¢+agcos .2<;5+ascos Sp-+ec... ~+a_cos.mp-ec.
Ii'
a
Moltiplicandole I’ una per I’ altra a tenore de¢l metodo ora
posto in uso, avremo

Pl :

(m)
=b-+b cos.G+b cos.2¢+b3cos.3¢+ec....+b cos.mﬁ-i—l-{-;—
I 2 ' m

; i (m)
=20(b-+b €08 G-} C08.2G-+b 008 3tevr.bh_cos.mp+5")

: (m)
-+24 0. (b+bxcos.¢+bzcos.2q§+b3cos.3¢+....+b cos.mP +1{2—
2 m

124 J K™
+3a cos .n.qi(b—l-b!cos P+0b _cos .2q3+bscos SP+... .+bmcos mP ~+—)

oo

~+2a €08.5¢(b-+b _cos.G+-b cos .2¢+Z; 4C08.3P 4.4l _CO8. 7P =368
2

9o

* ec.

Moltiplicando ora per d@, ed integrando tra i limiti §=o,
¢=m , ¢ manifesto che il coefficiente di 2a_nella fila qua-

lunque ( s+1 )™ orizzontale dard dopo questa eperazione

per resultato f bs » poiché per le condizioni precedenti si ha

fcos.s¢. 5 dp=o.

Ma per esser sicuri che il resultato finale non sia- erroneo,
Tomo XVIII. Sss

(1)
(2)

(1)

(2)
(3)

(s41)
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convien pure esser certi (22) che tra le file verticali non pas-
sino tali relazioni da rendere illegittima quella integrazione
eseguita termine per termine orizzontale. Scriviamo dunque
I’ Equazione precedente rendendo verticali le file orizzontali,
poiché sopra di queste I’ integrazione prescritta non pud in-
durre in errore, verificata che sia la condizione

fcos.m¢ K(m) dp = o.
Facendo dunque la riduzione indicata , si avra

L '=9,b(a+aicos P+a_cosP .2-+a,cos 3P-+ec..~+a_cos.mp-ec 5 (1)

25 cos.§ (a+a cos.g—+a cos.2¢+agcos.3¢+ec...+amcos.mq3+ec.) (2)
I I 2

~+2b cos .2¢(a+a‘cos P-+a_cos.2P-+a,c08.3¢+ec...-~a 08 m@-+ec)  (3)
- 2

+2bscos.sg5 (a-l-alcos P+a_cos.2p—+a 3cos..3¢5-l--ec...-l--- amcos.m¢+ec.) (s+1)

ec.
Moltiplicando per d@, ed integrando tra i prescritti limiti
ciascuna fila orizzontale, acciocché questo resultato ron dif-
ferisca da quello che con altra disposizione di termini si &
ottenuto, conviene che il coefficiente di Q.bs nella fila oriz-

45 J
zontale (s-+1)**™* dia per resultato i

Se dunque sari Qz(m) il residuo della serie

% 3 m (m)
2 SaQ X4 X +a xS 4eC.. .. +a 2" +Q
x I 2 3 m x

si avra, facendo ) =Q(m) _-I-Q(m) __, ed essendo
$az —p/ —x
e e
sopra H=2z __ -+ G
come sop W= % ! =i’
e e (m)

H L
[ —/ a 00S. c . ssee . e
— =a-+a 008.$-a COS.2f—+ €C....~-a COS mp + —

Quindi moltiplicando per cos.s@.d@, accid il coefficiente di
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2b_mella fila orizzontale (s+1)*ime dia dopo la integrazione

per resultato il termine unico — @ , dovra essere ancora tra
S
1limiti g =o0, == i
S
I $
—z-fL cos.sp.dp=o.

Apparisce dunque che in ciascuna delle serie proposte

(m
z =a4+ax-+ax+axi+ec....+~a x"+Q )
x | 2 3 m x

"=b+bx+b x2+b3x3+ec....+b x"‘-l-P(m)
I 2

x m x
sono indispensabili le condizioni

aiis m = 3 dp=o
S = s S IR i
. € e

() m
f(Q ¢V:+Q _¢V___I)cos.m¢.dq3_o.

Cio & in virtu delle denominazioni adottate
fK(m) cos.m@P. dp = o
/L(m)cos.mﬁ.d'qi:o

essendo 72 un numero intero qualunque. Se alcuna di queste
condizioni non avra luogo, il metodo precedente ci condur-
ra senza dubbio in errore. 4

Sembrami superfluo 1’ aggiungere altri esempj, poiche
parmi che le considerazioni dei numeri 14. 19, ed i criterj
assegnati in quest’ ultimo articolo additino abbastanza come
generalmente nei casi analoghi converra comportarsi. Piutto-
sto , offrendosene qui I’ occasione , aggiungerd alcune riflessio-
ni sopra quella particolare specie di integrali definiti, che
abbiamo cosi spesso incontrati nel- corso di questa Memoria.

a4

Si & veduto nel numero 17. che una delle maniere per



&
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ridurre la funzione qualunque F cos.¢ in una serie ordinata
per 1 coseni dei multipli di ¢ & la ricerca dell’ integrale

;—chos.qB.cos.mqi.dqi tra i limiti §=o0, g=m, essendo

m un numero qualunque intero, e la evoluzione sempre po-
tra cosi eseguirsi, finché (19) quell’ integrale non abbia un
valore assurdo, come imaginario, o infinito. Tante sono per
altro le difficolta che quella integrazione presenta, che so-
vente conviene appigliarsi al metodo delle serie, e la indu-
zione facilmente ne offre il modo, conducendoci alla serie as-
segnata nel numero 17. E giacché la occasione se ne offre,
ci sia permesso di trattare questo problema con una analisi
differentissima da quella di semplice induzione da noi ado-
prata nelle Ricerche sopra le serie, tanto piu che vedremo
discenderne anche qualche non ovvio Teorema di Calcolo in-
tegrale.
25.

Sia pertante proposta la funzione F (m--cos.¢3) da svol-
gersi in serie’ della forma indicata , in modo che si abbia
F(m+cos.¢)=A+AIcos.¢+A cos.2@+-ec...+A cos.x@--ec.
. . 2 3

Ed il termine generale A sari determinato dalla Equazione
x

2
‘ Ax = ;fF(m+cos.¢)cos:.xq3. dp
integrando tra i limiti =0, g=m.
Per mczzo dei noti Teoremi che fanno dipendere le differen-
ze finite di una funzione dai suoi differenziali, noi abbiamo,
come & noto
: cos.¢ dF_m_
F(m—~+cos.@)=Fm—1+e am

-purché sviluppando 1’ esponenziale nel secondo membro di

m

. . . dF e . .
questa Equazione, in luogo delle potenze di %, ™" si sostitui-

scano i differenziali dello stesso ordine presi rapporto ad m,
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d"Fm
dm® °

Potremo dunque invéce della funzione F(m-+cos.¢) con-
siderare la quantita equivalente

ossia purché in luogo di ( ”Z—F;m'f )msi ponga

dFm
Cos.¢ T
Fm—i1+e 44 ,
‘€ tutto per conseguenza si ridurrd a svolgere in serie la fun-

dFm
. CO8.Q —5—~ . . . . RIS T
zione ¢ 7 dm per i coseni degli archi moltiplici di ¢, av-
vertendo dopo la evoluzione di eseguire gli indicati cambia-~

menti sopra le potenze di 11;_1" . Facciamo dunque per sem-
! | = .

plicitd maggiore i"%’%—":a, e proponghiamoci di svolgere Ila

d
0s.¢

@) ac . .
funzione e in modo che sia

acos.
e =Zz+bxcos.¢+b cos .2¢+bscos.3¢+ec....+b c0s.x@--ec.
2 x

Noi avremo al solito’, integrando tra i limiti g=o0, g=zx

b= = f i d@ cos.xP.
Abbiamo ora, integrando per parti ;
acos.gh

acos.g e ar aces.gg ' :
fe cos. xP.dP = -sen.xp. e — s Cos.xP.sen. Pue
7 acos.g . \ a2 =2 acos.¢
-+ — [ cos.x@.cos.@.e - d¢—;—,fcos.x¢.sen.¢e g ,
se prenderemo quest’integrale tra i limiti p=o0, g=nr, si
avra piu semplicemente , moltiplicando tutti i termini per -:‘?

?

ed osservando che sen.g =1 — cos.@

-;—feacos cos: ap.dp =2 f;fcos.x,qi. cos.@ eiit 4 dg
2

—= ;—:fcos.xq}. et ¢d¢+;—: = f cos. xP. cos. P o @

-

onde ricaveremo
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acos.
fe ¢cos.x¢.cos.q}.d¢

(@*+x%) 2 acos.¢ a a
—f e Cos.xP. dp= -, —

x2 T
a2
a® o acos.g
= ;—fe €0s. x@. cos.GdP .

Ma abbiamo adesso
b= =~ f ok cos.xP. dp

x
€ sara ancora
db,, ” acos.¢
—d-a._= ;fe CoOS. x¢.cos-¢. d¢

5. dg.

a*b,, - acos.g
— = ;fe ‘ cos. XP. cos.
Sostituendo quindi questi valori nella Equazione prece-
dente avremo per determinare & la Egquazione lineare del

X
second’ ordine
a2 db 3y 2
e BT i S e S T
a a da a z

dalla quale dipende il coefficiente generale nella serie

= b-+b c0s.G-+b cos.ap-+b 3cos'.3¢—|—ec....+b:mc:;os XP--ec.

acos.g
e
Ed il primo termine 4 sard dato dalla Equazione
&b 1 db |
da® i e
26.

*

Tutto pertanto dipendera dalla integrazione della Equazione

a*b, ; @by (x®+a?)
e - -——-—--'a3 bx——o

da* a
per la quale non & da tentarsi altra via che quella delle se-
rie. Per riescirvi con maggior facilitd facciamovi

b.=4°
: 1 il P A
essendo ¢ funzione di @, e p_funzione di 2, e di x. Noi

avremo , sostituendo



Der Sic. Giuriano Fruvnrpan: 505
: d
of d7* 10y dq Pz d*q 9Pz dg . dg¢*
x(da‘_:;; px-l-x 29 Ga da +qpxda’+_z—a_d pxza_‘;

. d’p dp
2 x I z B
+q [7;;_+_ _.px]__o.

a da

Facciamovi , per semplicizzarla
dg* LASAr S
ic el
di cui un integrale particolare & g=a. Questo essendo ‘al no- -
stro oggetto sufficiente , avremo primieramente
B==N"
x “ px

e sostituendo, otterremo anche la Equazione assai semplice
per determinare p
x

d’py az+1 9Pz
da* 7 a da el % HBA e

Se ora in luogo di p sostituiremo una serie ordinata per le
x

potenze ascendenti di a, troveremo facilmeute dal confronto
dei termini che tutte le potenze dispari mancheranno,e che

se chiameremo %4 il coefficiente della potenza a*", avremo
4 an §

per il termine generale della serie la espressione
h ‘

a*r— & an
on 2.4.6...2n(a~2x) (4-+22) (6-+22).. (an--2x)

essendo % una costante arbitraria dipendente da x. Sara dunque
x

a® at

px = hz ( sy 2(2-+27) e 2.4 .(2423z)(4~+2%)

+ec.)

Ma abbiamo (A S
x x
e pertanto sostituendovi il valore di p , avremo
X

a® at
a(2-+27) e 2.4.(2+4-2z2)(4{-4-2x)

=/ '‘a* (1 = +ec.)
x z
cio &
a acos.g fi & i a? at
-ffe CO?.x¢.d¢— kza,"( i 2(2-+27) R 2.4.(2=-27)(4+27) T €C: )

integrando tra i limiti §=o0, g=n.
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Il valore dxp qui sopra assegnato non & per altro com-

pleto dovendo per esserlo , contenere due costanti arbitra-
rie, perché & dedotto da una Equazione differenziale. del se~
cond’ ordine ; ma un poco di attenzione basterd per assicurar-
ci che I’ integrale particolare trovato & per il nostro oggetto

5 . . . ; 3 acos.g
sufficiente. Se infatti considereremo la funzione e svolgen-
dola in serie per le potenze di & troveremo

2 =2 _3 X =2 .

a cos. ¢+acos¢+ +aco.¢+ec
2.3 2.3.. “

acos. ¢

e =1 -+ acos.¢ -+

Moltiplicando ora per —:l cos.xqi.dq), e prendendo !’ integra-

le da =0 a g=m=, vedremo che la quantitd

; acos.g
= f e cos. 2p.dp

ci vien data da una serie della forma stessa che quella gia
trovata , poiché quando n <z, si ha sempre tra i limiti stessi

—T12 §
= fcos.ﬁ. cos. 2P. dp =o
onde sara superﬂuo il completare il valore di p poiché cosi
! x

sl indurrebbe nella espressione di b un’ altra serie di forma

assai diversa da quella trovata, e compllcata ancora con la
trascendente log. a. ( si veda il calcolo integrale di Euler ).
Per tanto la costante che moltlpllcheré questa nuova serie
dovra trovarsi = o.

Riprendiamo dunque la espressione

_a acos.g P T iy 13 ot
_-7—‘-/6 Cos. x¢ d¢ _h’za' [ I 2(2-+2z) = 2.4.(2+23) ({-4-2%) Rl ]

Resta a determinarsi 1’arbitraria 2 , ed a tale oggetto osser-
x _

veremo che differenziando rapporto ad a il primo membro di

" questa Equazione , si ha per resultato
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acos.g¢
= fe cos. @. cos. 2. dg

che si riduce alla forma

-,-f Pcos. (x—1)p. d¢+-—f ? cos. (x+1)p. dp

ed in conseguenza tanto varrd differenziare il secondo mem-
bro rapporto ad @, che variarvi prima x in x—1; quindi z
in x-+1, ed aggiungere i resultati, dividendone Ia somma per
2, e fatta questa operazmne dal confronto delle simili poten-
ze di a otterremo la equazione

xh =L b, T

x 2
dalla quale avrassi lz EEVS EHOURN
2% 1.2.3...%

essendo ¢ una arbitraria, alla quale si ridurri il valore di %
x

quando sia x=o0. Sostituendo sara

acos.g a*
-—./I COSZ’¢6Z¢ ;;;.3——;- z[I+m+GC.J

nella quale facendo x=o0, e=o0, troveremo c=a2a.
Sara dunque finalmente

e a® a® S lar
bx'— 2* 1232 [ Rt 2(2+27) e 2.4.(2-2%) (§-+22)
; ab y :
5 2.4.6.(2+22)(4-+27) (6-+22) o ] ; j
E pertanto avremo cosi ottenuto il termine generale 4 nel-
z
la serie
acos.g
e =b+b cos q3+-b cos 2¢+b cos 3q§+ec....-|—b cos ZP-+-ec.

27.
Abbiamo veduto (25) che dallo sviluppo della fanzio-

nee dlpende quello della funzione pili generale F(m-i~cos.g)
e che il termine generale di questa discende dal termine ge-

Tomo XV III. Ttt
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nerale di quella variandovi @ in —%’f , € quindi ponendo in

dm dm
mutazioni si trovera che il termine generale dello sviluppo
di F(m-cos.p) ¢ dato dalla serie

luogo di (.‘l_l'l”)n il differenziale 2X™  Fatte dunque queste

A — I d*Fm I dz+2>Fm
xd .93—11,2.3...1' dm* 2(2-+27) dme+2
I d=+4Fm
2.4.(2+27z)(4~+27) dm*+4 - €cC. ] 5

ed otterremo il primo termine A aggiungendo al primo ter-

mine & dello sviluppo di e eu ( dopo avervi fatte le pre-

scritte mutazioni ) la quantitd Fm—1, poiché si ha (25)
dFm
cos. § =

F(m-cos.g)=Fm—1+e
28.

Ci presentano le cose precedenti una particolarita assai
degna di osservazione. Il termine generale nello sviluppo del-
la funzione F(m -+ cos.g)+¢ identico con la analoga quantita

- e 08, . o .
nella evoluzione della formula ¢**** purché in questa si fac-

ciano le indicate variazioni. Abbiamo veduto adesso che il

termine generale 5 della serie
x

acos.§

=b-+b cos .¢+bzcos 2@-+b 3cos.3q5—|-ec....+l7:';cos.xqi—l-'ec_:.

dipende dalla Equazione -

@by g dby (z>-+-a?)
 POebin T e b =o.
E pertanto il termine generale A della serie
5 x

F(m+cos.¢)=A+AIcos .¢+Azco§ :2f+ec...4+A cos.xP--ec.

dipendera ancor esso dalla Equazione

d*A, g sddiz (#54-0%) 1)
7ol 55 SR

a :da a?®
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‘purche , ordinando. I’ integrale di questa per le potenze di a

d"'F

in luogo di a” si ponga —— 5 € quindi appansce che dopo

una simile convenzione sempre la quantita

——fF m = c0s.¢ ) cos. % .dp

integrando tra i soliti limiti, sodisfard ad una Equazione del
second’ ordine , e lineare , che & sempre la stessa , comunque
sia Fm. ’

- 29.

Prescindiamo adesso dalla convenzione sopra stabilita,

e proponghiamoci di determinare in quali casi la quantitd

A= 3fF(m+cos.¢).cos.x¢.d¢ potra sodisfare ad una
@ 1 ® i
Equazione differenziale lineare del second’ordine della forma
D iy g )A_=o.

Supponghiamo a tale oggetto
: z=F(m-+cos.¢), ' (1)

ed avremo differenziando, e per semplicita facendo ——— d - _-F
(2) ( j; )=F'(m+cos.¢)

; d*z "

(3) (W)=F(m+co§.q3)

2 2 b
4) ( ‘%; )=(1—cos.¢ ) F"(m~~cos .§) —cos .gF' (m <+ cos.@ ).
Moltiplicando adesso la Equazione (3) per P, la (2) per Q,

Ja prima per R, essende P, Q, R funzioni di 72 indetermina-
te, ed aggiungendo la loro somma alla (4), avremo

() r(2)welE) e

(H—P—cos q5 )E" (m~cos.@)+(Q—cos.@)F'(m-+-cos ¢)+RF(m+cos )
abbiamo adesso per il' Teorema di Taylor



(H)

" :
JI0 SoPrA 1A DIPENDENZA TRA I DIFFERENZIALI €C.

F(m-l—cosqi)—Fm-i-cosq}@'-‘-l- °°:¢ ‘ZFT - ec.

Sostituendo questo valore di F (7+-cos. ) nel secondo mem-
bro della Equazione (K) troveremo che il coefficiente della
potenza qualunque x*"s di cos:¢ & il seguente.

(P+I) d=*>Fm ""'Q d=+'Fm -l-(R—x) d*Fm 6

“dmT+s Tdm =T dm‘.
Se dunque faremo qualunque sia x,
d=+3F et &
(P-l-x)-—-—ﬂ-l-Q g P (R=a?)Tm —

T~ z+ 1 d m*

svanira il secondo membro dell’ Equazione (K) e restera

d*z d*z dz i
(T¢;)+P(dm°)+Q(%)+Rz_o
alla quale Equazione a differenze parziali sodisfara

z2=F(m-+cos.¢)
purche sia Fm in modo determinato che qualunque sia % abbiasi

(P—'l"l) d=+ :+a + Q d*+Fm +(R—x ) d‘Fm. = 0

:-l-l

d*Fm
am®

Facendo quivi y = 5 sard Fm= / ydm“, ed y dipende-

ra dalla Equazione
(P+1) —|-Q L +(R—2")y=o.

Integrando questa Equaznone, avremo il valore di y, che
sostituito nella formula  Fm= [*ydm®

ci dard Fm con x-+a costanti arbitrarie. E qui conviene av-
vertire che il valore cosi ottenuto conterrd nella sua espres-
sione la costant¢ x; ma dovendo esserne Fm indipendente ,
converra determinare le costanti in modo che la x non vi

apparisca.
o : 3o.

Le cose precedenti danno la soluzione del nostro quesi-
to. Data la funzione F(m-~cos.¢), se dovia essa sodisfare ad
una Equazione a differenze parziali della forma iddd
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(%)+P(%)+Q( g; )+Rz—-o,

conviene che la funzione Fm sodisfaccia indipendentemente da
z alla Equazione (H)

(P+I) d*=+2Fm S Q dz+1Fm (R xz) dFm == 0

“dme+s T dmer

E se potremo determmare P > Q, R in modo che una tal con-

dizione sia verificata, facendo

z=F (m--cos.¢)=A-+A cos.g+A cos.2@-+ec....4-A cos.xP-+ec.
1 2

ove sia tra i limiti =0, g=r, A = = f F(m-cos.p)cos x@pdp,

potremo sostituire quel valore di z nella Equazione

(%)+P(%)+Q(j—;)+l{z=o,

ed eseguita la operazione, troveremo che aecio questa Equa-
zione sia sodisfatta indipendentemente dai differenti coseni

multipli, dovra aver luogo , qualunque sia x la Equazione (S)

d*A,, dA,
P SR + Q

E viceversa poi, data la funznone

_..—fF M -CO0s ¢)cos zP. dg

mtegrando tra i soliti limiti , se essa dovra sodisfare ad
una equazione della forma (S), converrd che la funzione
F (m —+cos.¢ ) sodisfaccia alla Equazione a differenze parziali

(%)-I—P(-g%)-k(j( j; )-I-Rz:::o.

Ma accio il valore di z=F(m-cas.p) verifichi questa Equa-

-l-(R—x )A E=lehiie

(H)

(S)

zione , sappiamo (29) essere indispensabile la condizione (H) -

z+2 z-|-!

d*+4Fm d=+Fm d‘Fm
(P+1) —= Q +(R—2")——=0

alla quale Fm deve mdlpendentemente da x sodlsfare ; quin-

di pure sard indispensabile questa condizione accid la formula

A§=_£fF m-i-cqs.qil).cos.xq?.qfﬁ.

)
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sia rappresentata da una Equazwne della forma
a*A,
P—rt Q — =+ (R—2" JAR=S0 -

3r1.

Si & per altro veduto nel numero 28 che qualunque sia
Fm, la formula

A _—fF(m—l—cos @) cos. xP. dp

ove I’ integrale & preso tra i limiti =0, == & sempre
rappxesentata, qualunque sia Fm , dalla semphcxsuma equa-
zione del second’ ordine

A, . dAz

S = L) A =0 :

da a®

-purche » svolto I’ mtegrale per le potenze dx a in luogo di a*

d» Fm
si ponga 212 _
La mtroduzioné pertanto di questo nuovo segne rende
superflua la condizione (H) nel precedente articolo riportata,
poiché sempre la funzione :

" 3/F(m+cos.q3).cos.xq5.d¢

dipendera, qualunque sia Fz , da una semplicissima Equazio-
ne lineare del second’ ordine della forma richiesta.
Quando poi la condizione (H)
(P“"‘]) d""‘sz Q d*+'Fm (R xn) d"Fm =

+a dmz-l-l

. sara sodisfatta per i valori di Fm,edi P, Q, R » noi ébbiaf-

(8)

mo dimestrato che alla Equazione (S)
d*A,, dA, Zad
2 Lyl Ax = 0

T T F Tim P
sodisfara sempre , integrando tra i soliti limiti

A = -f-:;fF (7 =~cos.g ). cos. 2. d@.
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Ma questo valore di Am dipende qualunque sia Fm dalla Equa-

zione assai semplice

da*A, 1 ‘ZAx (a®—-x?) A
— — —_— —c0
da® a da a* x

purche nella evoluzione rapporto ad a si facciano i soliti cam-~

biamenti : quindi apparisce che prevalendosi di questo algo-

ritmo, la classe estesissima delle Equazioni (S) , ove la con-

dizione (H) & verificata, deve potersi ridurre a dipendere dal-

la unica Equazione ' :
d*A,, 1 dA, (27+a%)

da? +;— da . a* A;,;:o'

Ho riportate le precedenti particolari riflessioni per mo-
strare di quanta utilitd pud essere il variar I’ algoritmo, ed
i segni per i progressi del Calcolo integrale, e per la trasfor-
mazione delle Equazioni differenziali , delle quali abbiamo ora
veduta una classe estesissima ridotta a dipendere da una sola
e semplicissima. Il rapporto che abbiamo osservato esistere
tra questa, e quelle, per cui vi & una comune soluzione, de-
ve potersi mettere in evidenza, operando direttamente con la.
trasformazione della variabile rapporto a cui la differenziazio-
ne & eseguita ; e sembrami che questa ricerca per lasua nuo-
vitd ed importanza meriti tutta I’attenzione dei Geometri.

3a.

Dard fine a questa Memoria con fare osservare che il
metodo stesso di cui nel numero 25.ci siamo prevalsi per la
evoluzione della funzione F (m =+ cos.¢p) pud servire ancora
per ridurre sotto una forma analoga la funzione qualunque
F(m~+@). Abbiamo infatti, facendo per semplicita %:a

F(m+@)=Fm—1+e¢

purché nella evoluzione dell’ esponeniiale ¢ in luogo di a*
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d"Fm
pongasi —— Se dunque vorremo svolta in serie per i co-

seni degli archi multlpll di ¢ la funzione F(m—+@), tutto si

ridurrd a sviluppare nello stesso modo I’ esponenziale e ?, fa-
cendo dopo lo sviluppo le mutazioni prescritte .

Prendiamo dunque a consxderare la funzione ¢ e facciamo
ap i ;
e '=b-+b cos.g-+b cos. b,cos.3¢+ec...+b cos.xP-+ec.
,08.P-+b cos.agh—+b,cos P+ec...+b P
e sard integrando’ tra i limiti g=o0, ==

b = _;;feaq; cos. XP. d@ .

Noi abbiamo adesso, integrando per parti -

f e q’cos 2P.dp =22 ”‘ﬁ 2z f “? sen. 2. dqf
Ed abbiamo ancora

f ¢ sen. 2P dPp = — ”"”“” S5 -+ = ﬁa¢cos.x¢.d¢.

Qulndl otterremo , sostltuendo,

¢ senxgp 49 g - ' ag g% ag
fe cos x@.dp = -—;i € 4+ —=C05.2P. e " — — [ ¢ 0. xP. dp
onde facilmente si avra y :

o pun Slion;
fea¢ cos. 2. dp = ﬂ;i_"‘_—g’- e +%%?— s 4
Se prenderemo quest’ mtegrale tra i ]lmltl Pp=o0,P=m, si
avra nel caso di x pari

f “? cos. xP. dq;"xa-ka (e“”--r)

e se x e dispari.

an
fe ¢cos 2P dq}:&-z,_mz(e -+ I )
Sard dunque ancora, essendo x pari

20 (e“’”—-l)
%51 w et
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e se x impari
: ATt (¢%%+-1)

— S SRR 2 LY

x T - x*-a®
nel caso poi di z =0, essendo nella serie
" =b+b cos.G-+b_cos.2¢-+b,cos .3q3+.,...+bzcos X Pt €c.
1 T E
il valore di & dato dalla Equazlone

b= :Tfeaqsdqf

integrando tra i soliti limiti, troveremo

AT e 1
b ST arn 3
Quindi , sostituendo questi valori , sara
ap an .. an o
Pt B0 7 RS0 Gl ), O cﬁ—i-’“-———-(e D cos.of —
ar 7T I-'l-ﬂ
ag (e%7a-1) aa (2% (1)
— T C05:3@+. . .o =" C08. 2n@ —

2a  (%+41)

S (2n—+1)P +ec.

Ottenuto cosi lo sviluppo dell’ esponenziale ea¢, riprendiamo
la Equazione stabilita sul principio di quest’ articolo

: O
F(m+q3)=Fm—I+e¢
la quale solamente ha luogo, quando svolto I’ esponenziale
per le potenze di a in luogodi a® si sostituiré-é%',’,-”- :
Potremo dunque in queiHa Equazione in luogo di e ** so-
stituire il suo sviluppo qui sopra assegnato, tenendo ferme
le condizioni stesse ; quindi sard

L 2a (%%-=1)
F(m+¢)-—Fm—I+—-——;——-—“ —I—_‘TCOS.¢+

2a (%%—1) 20 (1)

;WCOS.Q.?;——- —————-COS. 3¢-I— ...o-F‘

33
& %*" cos. 2n@ — 2 EF+1)  cos. (2n-+1) P~ eC.

™ (an+1) “+a*

Tomo XVIII. Vvv
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La quale espressione & una trasformata assai curiosa del ‘teo-
rema di Taylor.

Perdarne un esempio sempl-icissimo, supponghiamo Fm=m;
sard quindi F (m + @ ) =m+ @. Cerchiamo adesso il valore
della quantita

28 (e%T4-1)
T (2n=1;2=a> .
che & il coefficiente generale dei coseni multipli dispari di

¢. Noi possiamo metterlo sotto la forma
an
e "2a(e  —+1). i
a(2n=+-1)* i a
‘ T+ “en+)”
Cioé¢ riducendo in serie per le potenze di e

2 37
“(M_H) [ 4a+2a’w+24°(Z (m )-l- ec.]

Ora per le condizioni. stabilite abblamo. primieramente

dFm . 3
a=— =1=Fm=m; ed in vece della potenza qualunque

a” dobbiamo sostituire iF,, Pertanto la espressione superio-

re si ridurrd al termine unico ==.L.——,
7r(2n—1-1)
e questo sard il coefficiente di cos. (2n-+1)6.
Consideriamo ora il coefficiente generale dei coseni mul-

tipli pari di @ che abbiamo veduto essere
2a ( e2%—1)
! ;i an’+4a®
Operando in questa formula come abbiamo fatto nella supe-

riore, vedremo immediatamente che il suo valore & sempre =o.
% — 1
an

Resta ad esaminarsi il solo primo termine |
quale , ridotto in serie per le potenze di a diviene
a*n®

!-l— = - ~3 + ec.

che si riduce ad essere in virti delle convenzioni stabilite

-

‘@
I o —
2
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Sostituendo ora questi valori nella serie precedentemente as-
segnata | ;
F(m—+¢)=Fm— I-l--t-—ei‘j‘:%"—I ——;—“(—%a_—t——-:f)cos.q} -+
.22 (e?T—1)
7z 2%--a®
troveremo immediatamente a cagione di Fm=m; e togliendo
il termine comune m

=% = % [cos.qi-l-m'sqs SR °°s73¢ -+ ec. ]

cos.2¢ —ec.

2 38 .4 52
serie che con altro metodo ho il prime esposta altrove.

st T W — -



