SOPRA LA FORZA

CON LA QUALE L’ACQUA DI UNA GRAN VASCA PRIS-
MATICA SGORCGANDO DA UNA PICCOLA LUCE SPINGE
INNANZI LA COLONNA ACQUEA CONTENUTA IN
TUNA CANNA CILINDRICA, E ORIZZONTALE
CONGIUNTA ALLA LUCE MEDESIMA

MEMORIA
Der Sio, Ap, Gruserrs Avanziv:
Ricevuta il giorno 2. Febbrajo 1815.

§. 1o
Oggetto della Memoria

ABDH (Fig.1) & una gran vasca d’acqua mantenuta allo
stegso livello AB; edef & una lunga e sottile canna cilindri-
ca unita ad un corto tubo conico CDde, che ne seconda la
vena; la bocen ef & chiusa cosi che I’ acqua della vasca e
della canna & in perfetta quiete . Se tutto ad un tratto si a-
pre la bocea ef, I' acqua incomincieri a sgorgare e a corre-
re nella canna con moto accelerato .

In un mio scritto (a) letto all’ Accademia di Padova nel-

I Adunanza degli 11 Marzo 1813, e pubblicato con le stampe

nell’anno stesso, io credo di avere evidentemente dimostra-
10, che ( wella ipotesi assunta in simili casi da tutti gli I-
draulici, che sopra la forza, qualunque siasi, con Ja quale
I"acqua della vasca spingerd innanzi I’ acqua della canna alla
fine del tempo ¢, computato dall’istante in cui si & aperta

(a) Enpplemento alla Memoria inti- Jluidi contro ostaceli molili . Padova
wolata: Della vera leggs dellurto de’ nella Stamperia del Seminario 1813
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1a boeca ef, non abbia alenoa influenza I’ aumento della ve-
locith , che nel successivo tempetto dt acquistera I” acqua del-
la canna) quella forza devrd stimaxsi con la formola a(}(“T'*. s
intendendo per a Uarea della luce, per d la densiti dell’ ac-
qua, per ¢ la velocita con la quale "acqua della vasca sgor-
gherebbe se non ci fosse la canna; e per v la velocitd del-

I aequa della canna alla fine del tempo 2.
L’ oggetto della presente Memoria & di esaminare : se
quell’ anmento di velociti possa, o nd alterare la forza mede-
sima , cosi che quando il moto dell” acqua della canna fosse

aceelerato, non potesse stimarsi pilt con la formola ad ( )

§. 2.2
Osservazioni preliminari

1.0 I? acqua della vasca e della canna formando una
massa continna di fluido, Ja velocitd con la quale I’ acqua
della vasca sgorgherd da ed ( Fig. 1 ) sard perfettamente egua-
le alla velocitd dell”acqua della canna.

2.4 L’ acqua non potra sgorgare da cd con la velocitd o
dell’ acqua della canna senza che si muova, scendendo, I'ac-
qua della vasca.

3.2 Essendo grandissima 1" ampiezza della vasca (§.1.),
ed assai piccola la luce cd, potrd supporsi zero la velo
dell’acqua per la vasca.

4.# Non potendo I’ acqua passare da una velocitd zero,
o piccolissima ad una velocita finita se non per gradi, do=
vra sopra la luce cd formarsi un gorgo, per esempio ahDdcCh;
il quale, restringendo le sesi ni, faccia anmentare la velo-
citd dallo zero in ab fino a v in cd.

5.2 Supposta QPr la livea che percorre pel gorgo la
molecola Q3 u la velocita in P della molecola P5 QP=1; Pp
=dl; la verticale PZ=y; pz=y -~ dy; la wolecola P avri
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due velociti, 1" una effettiva ed eguale alla velocith z, col-
la quale la molecola stessa discende per Pp, 1" altra virtna-
le, ossia di tendenza per la medesima direzione Pp della ve-
locita effettiva u. )

Quanto alla velocita effettiva & manifesto. Rispetto alla
veloeita virtuale io rifletto 1.2 che risolvendo la gravitd a
soluta g della molecola P nelle due agenti , la prima in d
rezione perpendicolare , Valtra parallela alla Pp, si trova la for-
za parallela eguale a "1;:—'. 2.2 Che se la molecola P fosse libera,
dopo il tempetto df, cioé quando essa molecola & passata daPa

o = o o gdy iy
paaviebbe la velocith u che aveva in P, pilt la velocita el de. 3.

Che per non esser libera ha inp la velocitd z du(osser.” 4. )3
4.0 Che la velocitd n+% de potra supporsi composta di u +du,
che la molecala P ha alla fine del tempetto dt; e di un’altra, per
esempio, W3 5.2 Che la W dovrd estinguersi, altrimenti alla
fine del tempetto dz la molecola P in luogo della velocith u——du,
ne avrebbe un’altra maggiore, clie & contro l"ipotesi; 6.° cl
essendo - S dp =+ du W, sard W, (ciod la velocita
che si estingue ) egnale ad © -)-5% dt — i — du .ﬁ%’ dt—du;
7.2 Che per la stessa ragione in ciasenn’ altra molecola della
QPr si cstinguerd &7 dr — du; che & quanto dire, che in tutte
Ie molecole di QPr ci sard una velocita —Z—":}: dt — du di sola
tendenza .

Resta ora a vedere che questa velocitd 5:!? dt —du sa-
ri all’ ingiti, siccome lo & la velocitd o .

E manifesto che a tal uopo basterd dimostrare, che "‘:Zd,:
o x i s
& maggiore di du & dt, & eguale a &7, essendo dt =L Ora
W

A d : A
io dico che i,fdt & maggiore di du, perche % & maggiore di
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du., ossia perché gdy & maggiore di udy . Chiamata W la
velocitd, che acquisterebbe un grave cadendo dall’altezza y,
sard gdy=WdW ; ora WdW & maggiore di udu, perché la
velocitd  in Q & minore della velocits W dovuta all’altezza
y. Ghe in Q la velocitd % sia minore della velocita dovuta
all’ altezza Q&, & certo, imperciocche in Q la velocitd » &
zero, o piceolissima ( osserv.4.° ). Similmente nel punto r
la velocitd # & minore della velocith dovuta all’ altezza del
livello AB sopra r; per la ragione che in r la velocitd = &
eguale alla velocitd dell’ acqua della canna (osserv 1.4}, e
la velocita dell’ acqua della canna & minore della veloeitd do-
vata all’ altezza del livello AB sopra cd , poichi quella sa-
rebbe ¢ ( §. 1. ), e la velocitd dell’ acqua nella canna & o,
che si suppone minore di ¢. Orasein ed in 7, udu & mi-
nore di WdW , ossia di gdy, & evidente, che dovrd esserlo
tanto pit in ciascun altro punto P.

§. 32
In che consista Ia forza motrice dell’ acqua nella canna

L palese 1.° che per la velocita effettiva # della mole-
cola P, e di ciascun’ altra del filo QPr non potrd nascere for-
za alcuna sopra la molecola anteriore, poiché anche la mo-
lecola contigua anteriore discende con velocita  eguale a quel-
la, con la quale & inseguita dalla molecola posteriore. 2.

Che per la veloeita virtuale ‘;‘?-'rttmdu della molecola P, e

di eiascun’ altra del filo QPr dovrd nascere sopra la particel-
Ja contigua anteriore una pressione, e che questa pressione
sark eguale alla forza capace di produrre la suddetta veloci-
. oy s . . .
ti virtuale, cioé eguale a %—ﬁ . Da cid rendesi manife-
sto, che la forza con la quale I'acqua della vasca spingerd
innanzi I’ a¢qua della canna alla fine del tempo #, cousisteri
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nella pressione che, per cagione delle forze TF— 7 di tutte
le molecole del gorgo, I’ acqua della vasca fard in cd sopea

T’ aequa della canna .
§ 40

Formola della forza motrice quando il moto
dell’ acqua della canna é uniforme.

Consistendo la forza motrice dell’acqua della canna nel-
gy

la_pressione in cd cogionata dalla somma delle pressioni &7

:’;: di tatte le molecole del gorgo (§. precedente) , per tro-
vare Iespressione della forza medesima, basteri trovar I es-
pressione della somma delle suddette pressioni.

A tal uopo si asserverd che, essendo "‘3’71’2-‘ la pressio-
g AR S e (33’:’”“:7 ) dl= gy — 9 di = gdy
—udu | essendo df = % la pressione in p delle molecole di
Pp=dl; e C'+ [( gdy — udu) la pressione in P delle moleco-
le di tutta la QP =1{.

Per farne la integrazione convien rifletters, che comnn-
que la z dipenda, e dalla posizione della molecola P, ciod
dulla y; e dal tempo ¢, per la ragione che nel principio del
tempo £, in cui tutta 1’ acqua della vasca e della canna &
in quiete (§. 1.°), anche la velocitd % della molecola P de-
Ve esser zcro, e crescere aumentandosi il tempo, o la ¥ tut-
tavia nel nostro caso, in cui i [ gdy — udu ) esprime la
pressione delle molecole di tutto il filo QP alla fine del tem-
po #, Pintegrale di udu dovrassi prenders relativamente alla
sola variabile y. In oltre la du, essendo costante la velos
i o dell’ acqua nella canna, non varierd se non pel variare
della posizione della molecola P, cioé della y. Si avra dunque
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Ck 4+ gy — ? per la pressione in P di tutte le molecole del-
la QP.

Per trovar la costante C si osserverd ch’ essa deve de-
terminarsi con la condizione, che nel principio dell’ integra:
le, cioé in Q, la pressione deve essere eguale al peso della
colonna QK del filo fluido sopra incombente, la quale per es-
sere stagnante ( §. a.° osserv. 4.2) il fluido del filo medesi-
mo, sard gh, supposta g la_gravita assoluta d’ ogni molecola
dell acqua, ed & I altezza QK. Percid la pressione in P del
fluido: QP sard = gh —+ gy — ‘-;—I- . Onde oftenere la 'pressio-
ne in r del filo intero QPr, basterd nella espressione gh-+ gy
fg sostituire in luogo di y 1" altezza di ab sopra r, la qua-
le altezza chiameremo %', ed in luogo di « la velocith © che
ha Pacqua in r  §. 2.7 osserv. 1.2); quindi per la pressione in
+ del filo QPr si avrd g(A-+F)— %3 la quale (osm.n-mln,
che h-# @ Ialtezza del Tivello AB sopra 7, e quest’ altez~

za = )si cambia in quest’altra (‘:-"u)
% B

et

Con lo stesso ragionamento si trova essere (‘ - ) la pres-

sionie di ciasoun altro filo 8Ts; talmente che la pressione di
tutti i fili del gorgo sard, ( supposta & la sezione de, @ la

densita del fluido ), ad ‘—:"-':), siccome con altro metodo he
trovato nell’ enunziato mio scritto (§.1°) .
§. 52

Formola delia Forza motrice quando il moto
dell acqua nella canne @ accelerato.

Anche nel caso del moto. acoelerato dell” acqua nella
canna la GF + [(gdy — udu) (§.4") esprimerd la pressio-
ne in P di tutto il fluido QP 3 ma & da avvertire che il suo
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integrale non sard, come mel caso del moto uniforme, C+gy
—2 , per la ragione che esso integrale si dovrd bensi pren-
dere, come nel caso suddetto, relativamente alla sola varia-
bile y, ma la z nel caso del moto accelerato non sara una
funzione della sola ¥, ma si bene della y e della velocitd
dell’ acqua della canna, e del tempo.

Ter dimostrarlo sia STs la linea percorsa da un’altra mo-
lecola S vicinissima alla molecola Q. E facile a conoscere 1.°
che il moto del fluido pel cannellino QPrsT$ potrd suppor-
si lineare; 2.° che chiamate z, & le sezioni PT, rs del can-
nellino medesimo; x, v le velocitd del fluido nelle dette se-

Sl av adv_ evix, __ et
zioni, si avrdk u="3 e du= " — =33 ed udu= /7= —
o . < i
Eade W s, ( sostituendo nel termine 227
2 3 2 S
3 4 e d

£ g in luogo di o, poiché essendo v =""; ¢ dt =", os-
¥ dl e b 1)
sia u= 2, o diventa = ).

Nel caso adunque del moto accelerato dell’acqua per la

£

canna, la G4 f( gdy~—ndu ) si cambia in G+f(gdy—~ o)

die

- )._ la quale integrata relativamente alle sole varia-
bili Z, #, per le ragioni dette di sopra, porgerd G + gy
ads

= T e

Per conoscere la costante C si osserverd: che, chiamato

@

per la pressione in P del filo QP.

o : dl 4
N cid che dwe"hf7 in Q, la costante dovra determinar-

si con la condizione, che la pressione in Q, dove ha p

pio I’ integrale, cioé quando y=o;3

=N; 2 eguale alla

sezione S, che supporremo A, dovri essere eguale al peso

del filo KQ, cioé =gk, (§.4.°), percid la costante sard egua-

0 vt

le a gk +';—"‘N+ S5 3 per conseguenza
Tomo XVIII. D

¥




26 Sorna na Forzaec

ot ) o . .
P _‘% %‘—-%—'—E"‘*%EN"';?‘: la pressione di QP in

P. E supposto M cid che div:ntnf"s in r , per conoscers la

pressions in r di tutto il filo QPr basteri, siccome & manifesto,
sostituire, nella formola della pressione di QP, %'in luogo di y;

luogo di M_iufi: ,a in luogo dix, e per la pressione in r di
ado o
+gh -+ =N

a*o*
i de

tatto il filo QPr si avrd gh'— %M —

e
=gl )+ S0 (N M) o (e s
piclss @
=(Lnl)+5;“-’( N—M)
imperciocchd g(h-%')= .i: (§4.:), ed 3z pud considerarsi ze-
ro in confronto di o, per la ragione che la sezione A nella

quale la velocita & zero (§. 2. osserv.f4.2) deve essere gran-
dissima in confronto della sezione a dove la velociti & finita

Con lo stesso ragionamento si troverd (’—-—) - '-";'ff(N-M]

per la pressione di ciascun altro filo, di modo che per la
pressione di tutti i fili del gorgo sopra cd=ua, si avrd
aJ(”—:"—’)-P aa ’%(NwM).

Per determinare N, ed M osserveremo che, per I’ espe-
vienze di celebri draulici , quando il fluido sgorga da un va-
so cilindrico inesausto per una luee piccolissima in confronto
dell’ ampiezza del vaso, I’ altezza del gorgo & piccolissima .
Potremo adungue supporre le linee QPr, STs ( Fig.1.) pros-
simamente rette. Inoltre essendo STs vicinissima a QPr, il
cannellino QPrsTS potrd supporsi un cono retto troncato QrsS
(Fig. 3.), le di cui basi QS, s sieno eguali alle sezioni QS, rs
(Fig. 1.), e i lati rettilinei Qr, Ss (Fig 3. ) eguali alle linee
QTr, STs (Fig.1.)-

Gid posto sia O (Fig. 3.) I'apice del cono, ed YO il suo
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asse 3 YX =1;la sezione PT =x, come sopra, sard OX :XT =
OY-Y8, ossia OY — XY :XT =OY : 8 percio XT =(Z7> )YS

_YS{OY"" Chiamato 7 il rapporto del diametro alla circonfe-

renza, I area circolare della sezione PT, ossia w, sara #.XT 3

ox a
percio =z XS i 3;\0 , & per conseguenza f - x.YS"/;ux_;Ja
=ﬁl (0 ); quindi N= ( ) ( imperciocché in Y

738
7 & eguale a zero), ed M= — (m’Ly)i ed M—

(—L*)=,—,-sm;—o?_—ﬁ ma 75" = A; percid M — N=

o OY.T,
a for.Te) .
T(‘m )’

OY.Ye 0Y.Ya
ma @ & piccolissima relativamente ad A; percid "“X si potrd

; per conseguenza a (M—N)

AOY—Yg — AUe ?

considerare eguale a zero.

La pressione sdunque in cd, ossia la forza motrice , nel
caso del moto accelerato dell’ acqua nella canna, non & per-
fettamente eguale alla forza motrice nel caso del moto uni~
forme, ma potra considerarsi eguale senza incorrere in erro-
re sensibile.

§. 6.

Altra dimostrazione della formola della forza motrice
pel caso del moto uniforme dell’ acqua nella canna.

La velocita v effettiva, con la quale I"acqua della vasca
sgorga da ¢d (Fig. 1.) quando ¢’ & la canna, sia dovuta al-
T altezza per esempio k, la velocith » essendo minore della
velocith ¢ con la quale I’ acqua della vasca sgorgherebbe se
la canna non ci fosse, anche I’ altezza cui & dovuta la velo-
cith © sard minore dell® altezza , alla quale & dovuta la ve-
lociti c¢. Ma I’ altezza alla quale ¢ dovuta Ia velocitd ¢ &
la distanza H del livello AB sopra cd, percio 1" altezza alla
quale & dovuta la velocitd © sard minore dell’ altezza H.
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Sia quest’ altezza egudle alla distanza della sezione o'’
da ed; essondo le velocitd dell’ acque sgorganti. da. piccole
Inci aperte in gran vasi, dovute alle altezze dell” acque so-
pra le luci, & manifesto che, se fosse tutto ad un tratto tol-
ta via la canna ¢dfe e I acqua del vaso giungesse alla sola
altezza & di @'l sopra ed, Iacqua continuerebbe a sgorgare
da o con la velocita v, e se I'acqua giungesse ad un’altez-
za sopra cd egmale ad H—k; " acqua sgorgherebbe da cd
con velocitd dovuta all’ altezza H —Ji; cioé con velocitd
V/2gH—h), ossia = |/*—v*, poiché agl = o3 agh = v

Ora se quandoc’ & la canna, e I acqua della vasca giun-
ge fino ad AB, civé all’ altezza (H—%)+k, I acqua sgorga
con velocits » dovuta alla sola altezza &, & pur forza con-
chindere , che si estingue , ossia che rimane virtuale ovvero
di sola tendenza la velocith /e —o* , dovuta all’ altezza
(H—F), imperciocché se non si estinguesse 3/c* —v*, I'acqua
non sgorgherebbe piti con la velocitd v, che sarcbbe con-
tro la ipotesi.

I dunque indubitato che I’acqua sgorgante da cd, quan-
do ¢ & la canna, avrd due velocita, 'una effettiva, ed egua-
le a ®, I’ altra virtuale , ed eguale a y/c*>—v* . Ora per la
velocita effettiva v, essendo essa eguale ( §.2.70sserv.? 1. ) alla
velogita dell’ acqua della canna, & chiaro che I aequa sgor-
gante non potrd fare forza alcuna sopra acqua della canna,
e che per la velocitd di tendenza /¢ , dovra fare su
I acqua della canna una pressione eguale al peso d’una co-
lonna d’acqua, che abbia per base Parea premuta ed e per

altezza H—7%, ciod eguale ad a&g(ﬂ—»k)*—ad’g( Loy E ."l)

( per essere H= %,h:;‘;)

Cid posto, e non potendo, siccame & evidente, la forza
motrice consistere se non nella suddetta pressione, si fa ma-

nifesto ch® essa forza sard misurata dalla formola at’(%)-
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§S.z°

Ossereazioni sopra la formola della forza motrice
proposta da alcuni Idraulici.

Riflettendo che, se non vi fosse la canna, I"acqua della
vasca sgorgherebbe da cd con la velocitd ¢ (§. 1.2}, si conehin-
se da qualche Idraulico: che quando vi sari la canna piena
fino in ed d’acqua mobile con velocitd @, I” acqua sgorgante
dalla vasca urterd I” acqua della canna con velocita relativa
¢—u, e che percid la forza con la quale I”acqua della vasca
spingerd innanzi I'acqua della canna, consisterd in quell’urto.

A conoscere poi come si avrebbe esso urto a computare
si considerd, che, siccome "urto di una vena, la quale con
velocitd relativa e—v percuotesse un piano, o cio che tor-
na allo stesso, che con velocitd effettiva ¢ inseguisce un p!
no mobile con velocita » minore di ¢, per I'esperienze dei
Sigg. Professori Zuliani e Ferrari, e per la Teoria del S
de la Grange, sarebbe eguale ad ad(c—v)*y ( intendendo
per « la sezione della vena, per & la densitd dell” acqua e
per y un coefficiente indeterminato ); cosi anche I’ urto del-
P acqua sgorgante dalla vasca contro I'acqua della canna vor-
ra stimarsi con la formola ad(c—o)y (intendendo per o I’a-
rea della luce cd, per & la densita dell’ acqua, e per ¢ un
coefficiente indeterminato ).

Intorno a questi ragionamenti io osservo primieramente
che, posto anche vero, che la forza motrice si avesse ad es-
primere con la formola ad(c—v)ty dellurto della vena, que-
sta formola non potrebbe con sicurezza applicarsi se non al
caso del moto equabile dell” acqua per la canna; impercioc-
ché tanto per I esperienze dei Sigg. Zuliani e Ferrari, quan-
to per la teoria del Sig. de la Grange (a) I’ urto della vena

() Baggi Seientifici, o lotterari dell Accadomia di Padova Tom. 3.° Parte 1. Me-
saorie di Tarino 1784-1785.
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non sarebbe eguale ad ad(c—0v)’y se non nel caso cho la ve-
locitd © del piano fosse costante .

Osservo in secondo luogo, che non & poi nemmen vero,
che 1a forza motrice si possa esprimere con la formola ad(c—v)’y
dell’urto della vena, né pure nel caso del moto equabile del-
I acqua nella canna, e cid perché non & vero che in tal ca-
so acqua sgorgante dalla vasca urti I”acqua della canna con
velocita (¢—v). 8i & veduto (§.6.°) che I’acqua sgorgan-
te dalla vasca ha le due velocitd, » effettiva, p/c* —o" vir-
tuale; che per la effettiva I’ acqua sgorgante non urta, né
preme |* acqua della canna, e che per la velocitd virtuale
/e —o* I aoqua sgorgante fa sopra I’ acqua della canna una

pressione , & che questa pressione & eguale ad ad (‘1_1 b

Persmaso pei suddetti ragionamenti che la forza motrice
abbiasi ad esprimere con la formola ad(c—v)y lo stesso Idrau-
lico cercd di determinars il coefficiente ¢, e disse ch’ esso
deesi prendere =13 1.° perché I’ urto della vena, nel caso
che in tutti i filetti si estingnesse per I" incontro del piano
la velocitd (e—1v), per le stesse sperienze del Zuliani, e per
la teorica stessa del la Grange, sarebbe eguale ad ad(c—v)*.
2.0 perché in totsi i fili dell’acqua sgorgante si estingue (e—0).

Si & veduto che nell’acqua sgorgante dalla vasca per la
opposiaione dell’ acqua della canna si estingne | /e—v*, e
che per Pestinzione di questa velocitd I'acqua sgorgante pre-

me I’ acqua della canna con forza eguale ad ad ("?“) =




