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SOPRA 12 EQUAZIONI PRIMITIVE CHE SODDISFANNO
ALL’EQUAZIONI DIFFERENZIALI TRA TRE O UN PIV'
GRAN NUMERO DI VARIABILI.

RIFLESSIONI
Der Siexonrn Prerro Paorr.

Ricevuta 1i 25 Agosto 1814.

I grandi geometri del nostro secolo hanno portata al pilt al-
to grado di perfezione la teoria delle soluzioni particolari dell’
equazioni differenziali tra due variabili. Ma allorche I’ equa-
zioni differenziali contengono tre o un maggior numero di va-
riabili, §’iguorano in geuerale i mezzi di rintracciare le lore
soluzioni particolari . Eppure sarebbe importautissimo di po-
terla scuoprire, perché quando Pequazioni differenziali nou
soddisfanuo alle condizioni d” integrabilitd, queste soluzioni
particolari sono le sole che possano verificare I equazioni da-
te, s pure non si faccia qualche ipotesi per diminuire il nu-
mero delle vaviabili indipendenti. Si deve pero osservare, cho
il Sig. Conte Laplace nelle sue eccellenti ricerche sopra le
soluzioni particolari pubblicate nell’anno 1772 diede le rego-
le necessarie per determinare in tutti i casi le soluzioni par-
ticolari dell’ equagioni differenziali del prim’ordine tra tre va-
viabili. A ¢io si riduce tuito quello che fin qui si conosce,
e niuno, ch’io sappia, ha procurato di estendere le medesi-
me regole all’ equazioni degli ordini superiori. Dopo molti
inutili tentativi per vincere le difficolta, che presenta la ri-
soluzione del problema, son giunto finalmente a dedurre dai
primi principj della teoria delle funzioni nn metodo generale
per trovar le solugioni particolari dell’ equazioni differenziali
di tutti gli ordini tra un numero qualunque di variabili, o
pin
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er determinare tutte I equazioni primitive

piit generalmente p
i a completa quando

senza differenziali, non esclusa la primitiv.
puo aver laogo, le. quali soddisfanno all’ equazioni differen=
i date. Un tal metodo forma I’oggetto di questa memo-
ia; ma prima di esporlo comincierd dal fare alcune riflessio-
ni sopra I equazioni differenziali del prim‘ordine, le quali
non soddisfanno alle condizioni & integrabiliti, affine di ben
distinguere Ja natura delle diverse specie di soluzioni, e la
Joro dipendenza da quel sistema composto di pitt equazioni
simultanee, che dal Sig. Conte Monge vien chiamato I’ inte-
grale completo di questa gorta di equazioni differenziali

1. B noto che I'equazione differenziale tra tre variabili

S
g P
disfy alla condizione &’ integrabilitk, non ha

la quale non sod
primitiva completa , finche si rignardano le vi
: ed y come tra loro indipend :nti, e la z come funzio-
ne di «ed y. Ma se si suppone 1 relazione qualunque tra
x ed y, si potra soddisfare alla proposta in infiniti modi, ed
il sistema formato da due equazioni, che gli comprende. tnt-
i, si chiama il sno integrilc completo. 1l Sig. Monge ed 1o
abbiamo dati varj metodi per la ricerca di questo integrale
completo richiamandola all’integrazione dellequazioni tra due
tutti qnesti metodi possono ridursi al seguen-
amo y costante, e sia M il futtore che in que-

a-

sole variabili

te . Suppong

sta ipotesi rende esatta la differenziale (% —p)}}\.v, in mo-
x

do che sia ./‘M (%—1}) %@ = N; ed avremo per una dell’

equazioni integrali della proposta
o=N+F.y,
ove F .y & una funzione arbitraria di y , perch® y & stata sup-
posta costante . Per trovare la seconda equazione, che insie-
me con la prima soddisfy alla proposta, prendiamo il diffe-
renziale della prima facendo variare x ed y, ed avremo
Tom. XVII. 14
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Ia qual equazione paragonata con la proposta ci dard

N RE L
°“(w)"'w"’ &

Dunque I’integrale cercato sard rappresentato dalle due equa-
zioni simultanee
o=N+F.r
(a) AN BF
o=(2=)+ 2
dr dr
Se da queste due equazioni si elimina z, si otterrd una

-+ Mg .

equazione tra z, y, F.y, e —3%, la quale si potrd prende-
re in lnogo di una delle due equazioni integrali, per esem-
pio della seconda . La variabile x non potrd mai mancare nel-
la equazi proveniente dalla eliminazione, perché altrimen-
ti questa ci darebbe il valore di F'.y, e questo valore es-
sendo determinato da una equazione differenziale conterrebbe
una costante arbitraria. Sostituendo il valore di F.y la pri-
ma equazione sarebbe la primitiva completa della proposta,
lo che ¢ contro la nostra ipotesi, perché abbiamo supposto
che la condizione d’integrabilitc non sia soddisfatta, e per
conseguenza che la proposta non possa avere un integrale
completo rappresentato da una sola equazione.

Invece di y si potrebbe egualmente supporre x costante, &

P essendo il fattore che rende esatta la differenziale (%—q)&y,

e Q=f1’( —q) 8.7, si aviebbe il medesimo integrale
completo della proposta espresso sotto un’altra forma dal si-
stema delle due equazioni simultanee
o=Q+f.z
0 o (de) 3
ol b v Pp.

2. Quantunque I’ equazione, che risulta dall’eliminazio-

ne di z dalle due equazioni (a), debba in generale contenere
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% ed y, contuttocid pud aceadere che dandosi un valore con-
veniente alla fanzione F.y essa sia verificata indipendente-
mente da z, in modo che i termini che contengono x € quei
che non la contengono si annullino separatamente. In que-
sto caso sostituendo il valore trovato di F.y le due equazio-
ni () i ridurrammo ad una sola, ed avremo un integrale del-
la proposta espresso da una sola equazione, ma guesta non
conterra costante arbitraria, perché per ipotesi la proposta
non ammette un integrale di questa forma .
Sia data per esempio I’equazione
o= (s —smy) =1+ —ar)

1a quale non soddiss alla condizione d’integrabilitd. Suppo-
sta y costante la differenziale (%— r—l/z_-;?—-_y)&x di-

venta esatta essendo moltiplicata per , ed il suo

Viz—z=7r)
integrale & a)/(z—x—y)—=z. Abbiamo adunque M=

r
ViE—s=7)"
N=2/(z—x—y)—2x, e Vintegrale completo & dato dalle
due equazioni simultanee

o=g/(s—x—y)—2x+F.y

4
o=}/ (z—x—y). T z
Vis—r—y) 2z ay

Eliminandone z avremo I’ equazione

F
=(x—F.y) 2 —azdy.
Se la ponghiamo sotto la forma

F
c=x(w—2)+ y—-F.y E,

&
& evidente che possiamo farne sfmrire 1a x ponendo LA,

>
ciob F.y=ay+c, ¢ che il medesimo valore soddisfa al ri-
manente dell’ equazione purché si prenda la costante arbitra-
Tia ¢=o0. Dunque facendo F.y=2y, le due equazioni in-
tegrali si riducono alla medesima equazione
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o=a(z—x—Y¥
© percid esiste un integrale particolare espresso da una sola
equazione , il quale soddisf alla proposta, e questo integra-
le particolare & compreso nell’ integrale completo, e se ne
deduce dando il valore determinato ay alla funzione arbitra-
i Fly-

3. I equazione differenziale
ds

0=E:-P

yon ha una equazione primitiva completa, quando la: condi-

2 (3)=1(3) - ()~ (&)

¥z 73 3 B

non & identica indipendentemente da una relazione qnalun-
que tra le variabili z, y e =. Ma se non essendo identica ,
soddisfi perd all’ equazione differenziale, in questo caso ne &
un integrale ma particalare pe.rcl!i; non ha costante arbitra-
ria, o pinttosto non ne & propriamente che una soluzione
particolare , perché la proposta non ha equazione primitiva
completa . Nell’ esempio precedente la condizione d’integra-
Liliti diventa

zione

o= Jo/(z—z—y)—a+ar]s

1
v emr=r)
e ¢i da quella medesima relazione , che abbiamo trovato es-
ser compresa nell’integrale completo formato da due equa-
zioni. Lo stesso accade in molti altri casi, e ci fa conoscere
I"origine di queste relazioni particolari, e la lore dipenden-
za dall’integrale completo . Perché abbiamo veduto che esse
hanno luogo, quando per un conveniente valor determinato
della funzione arbitraria le «due equazioni integrali si riduco-
o ad una sola, ciod quando divengono affatto simili

4. Accade contuttocid qualche volta, che la condizione
& integrabilits dia una relazione soddisfaciente all’ equazione
differenziale, che non sia compresa nel suo integrale comple-
to. Cosi per I'equazione
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g MElliztes A A
T ] ¥

la condizione d’integrabilit
2
¢i d la relazione 2* —a*—3*=0, la quale verifica la pro-
posta. Se adesso cerchiamo I’integrale completo, lo trovere-
mo: espresso dalle due equazioni simultanee
c=31y{z'—:r‘—y‘)’—-x’+ali‘.y

@ "-—z’—x“""f""!%[/(zﬂ—f—f),
¢ si vede facilmente che non & possibile di dare un valore
determinato alla funzione F'.y, in modo che le due equazio-
ni integrali si riducano ad una sola. Dunque la soluzione
23 — 2 — »* = o annunziata dalla condizione d”integrabilitd
non & compresa nell’integrale completo .

Se integrando la proposta in luogo di y si supponesse &
costante, si avrebbe il medesimo integrale espresso in altro
modo dalle due equazioni

o=z —z*+yf.»

D, e LV
(O] 0i=—1" ¥+-2xl/(~"—
le quali posta f.x=—1 si riducono all’ equazione unica
28— % — y*= o annunziata dalla condizione d’integrabilita .
Sembra dunque che Pintegrale (b) sia pili generale dell’integra-
le {a), in quanto il primo contiene la soluzione z*—a*—y*=0,
che non & compresa nel secondo . Ma si potra dedurre la me-
desima soluzione anche dall’integrale (a) col seguente ragio-

namento .
L’ equazione

=)

=)

e R Rttt

x P
nella ipotesi di y costante ha per integrale completo
3
0=3L/(z‘—x“—y‘)‘—x‘+2F.y
ove F .y rappresenta la costante arbitraria. Siccome I’equas
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zione 22— 3* —y*==0 non & compresa nell’ integrale comple-
to, qualunque valore si dia a F.y, e contuttocio soddisfd
all’ equazione differenziale, converri che ne sia una soluzio-
ne particolare, € questa si troverd, com’& noto, differenzian-
do Vintegrale per rapporto a z ed a F.y, ed eguagliando a

zero il valore di —:—;, che se ne ricaya . Infatti abbiamo -i:_-

) e
4z
5. Puo ancora succedere che la relazione data dalla con-
dizione d’integrabiliti non sia contenuta né nell’nna né nel-
I altra forma dell”integrale completo. Sia data per esempio
1 equaziune

o= ——a—y‘/{z—m:+3v]+[3—xy;/(x—n-n+%y 7. ‘h
per la q'm'te 1a condizione d’integrabilitd annunzia la soInzLO-
ne z—2x+3y=oc. L'integrale completo della proposta sard
rappresentato dal sistema dell’ equazioni

o=a)(z—ox+3y)—ay+F.y
D:V(z’—ﬂx+3y][%—z+z_}'f/(z—nx+Sy)]
oppure da quello delle seguenti
o=8(s—a2x+3y)—ay*+f.x
—g/(z—m+3;}{ay+(w )l‘/(z—2x+ Sy)]
ma né 1'uno né Paltre contiene I’equazione z—ax+3y=o.

Bisogneri dunque dedurla da ciascuno degl’integrali col me-
todo che Lagrange ha insegnato per trovare le soluzioni par-

ticolari; cioé eguagliare a zero il valore di %;7 ricavato dal

primo, o quello di % ricavato dal secondo .

6. Euler pensava che I’ equazioni differenziali tra piit va-
riabili, le quali non hanno una equazione primitiva comple-
ta, non potessero esser verificate che dalle sole relazioni da-
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te dalle condizioni d’integrabilita . Il Sig. Laplace nelle sue
ricerche sulle soluzioni particolari pubblicate tra le Memorie
dell’ Accademia delle Scienze di Parigi dell’anno 1772 dimo-
strd che questa regola non era generale coll’esempio dell’ o-
quazione

=

o= ot ey ey Hy Ao il 2
alla quale soddisfa I’ equazione z—x —y=o0, quantunque la
condizione dintegrability non ne dia alenno indizio . Quando
questo caso ha luoge, ciasenna delle forme dell’ integrale com-
pleto non conterrd la soluzione soddisfaciente, ma bisoguera
dedurla da esse in forma di soluzione: particolare, come di-
mostreremo in seguito. Intanto per darne un esempio ripi-
gliamo I’ equazione del Sig, Laplace
.

o= _pu(yrapu—bip)—aru. i
ove per pia semplicith ho posto g in luogo di 5 — 2 —y.
L’ integrale completo di questa equazione sari rappresentato
dall’uno o dall’altro dei sistemi seguenti

~ S
SOE-/VT——F(I_‘_a;/ﬁ_‘El,/#) —z+F.r
3F de . 5 . .
20:(%-_-—- W“;é._.z_w)f/-”(7+“i/ﬂ‘_i’i/l‘”""”b’i“
uzﬁ —ay+f.x

°=(%+ﬂ|‘/#—bf/\a):"/#-
Niuno di questi sistemi comprende come integrale particola:
re I'equazione g=o, che si deduce perd dal primo median-
te I’ equazione %\‘%.:u, o dal secondo per mezzo della equa:
zione 2L
&

7- Vediamo adesso da che dipenda, che I’equazioni pri-
P A P

mitive soddisfacienti all’equazione differensiale n=3t—p—-7§;7:
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alcune volte siano comprese nell’ integrale completo formato
da due equazioni, e prendano percid il carattere d’integrale
particolare, altre volte non vi siano contonute e si presenti-
no sotto I"aspetto di soluzioni particolari, Se w=o0 ove p &

una funzione data di z, y e z soddisfa all’ equazione 0= %";

_P_q%%, soddisferd ancora all’ equazione o=§—x;—p nella
ipotesi di y costante. Ora in questo caso ha dimostrato il Sig.
Laplace nella Menoria citata, che ponendo in luogo di z il
suo valore in z, y e g nell’equazione o =€:—:_—‘p si pud tra-

sformar questa unella segnente o=;—":—hy", ove /& & una fun-
zione di @,y e @ che non diventa né zero né infinita quan-
do vi si fa g=o0, n un numero positivo, e precisamente
n=o0>1 se y=o & un integrale particolare dell’ equazione

o — g—;—p, n<C 1 se n’& una soluzione particolare . L’equazio-

ne = o soddisfard ancora nella ipotesi di = costante all’equa-
zione u=&—q, che potrd egualmente ridursi alla forma

dr
g‘—:—f.@'@"', ove %' ed n' sono astrette alle medesime con-

dizioni di % ed n. Pertanto riunendo le due equazioni par-
ziali precedenti, quando si fa insieme variare x ed y, si po-

o

tra sempre trasformar la proposta o:rg:‘-:—pmq% nella se-
m B :

e 0

uente ¢ =-— —hu®—n .
= pe S

Ora se ciaseuno dei numeri n ed »' & ugnale o maggio-

re dell’unitd , I"equazione w=o0 sard un integrale particola-

re dell’ equazioni omg%ﬂp, o= ';%—q, e si pofrd dedur-
re dalle loro equazioni primitive complete, quando si dard un
valore determinato conveniente alle funzioni F.x e f.2; dun-
que la soluzione g = o sari compresa in ciascuna delle due
forme
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forme (a) e (b) delPintegrale completo . Se 1 & uguale o mag-
gior dell’ uniti , ma #'<1, la soluzione g=oc sard un inte-

grale particolare di o “;‘—z_—p, ed una soluzione particolare
T

di =£—g-, pereid essa sard contenuta nella forma (a) ma

3
non nella forma (b) . Finalmente se n ed #' sono ambedue

<1, y==0 sara soluzione particolare di 0:%—% e °=%‘j_'f‘

e non sard compresa né nell’ana né nell’altra forma dell’in-
tegrale completo. Quest’ultimo caso avrd sempre luogo, quan-
do I’ equazione =0 non & data dalla condizione d’integra-
bilita . Poiché il Siz. Laplace ha dimostrato che la condizio-
ne d’integrabiliti comprendera sempre la soluzione u=o
quando ciascuno dei due numeri # ed 7' & = o0 >1; ma col
medesimo ragionamento si puo provare, che affinché cio suc-
ceda basta che la somma dei due numeri z ed n' sia maggio-
re dell’unitd . Per conseguenza quando I’ equazione g=o non
sard annunziata dalla condizione d’integrabilita, bisognera che
ciaseuno der due numeri z ed n' sia < 1, e saremo percid
nell’altimo dei casi contemplati .

Non & perd necessario che si conosca I”integrale comple-
to composto di due equazioni per trovare le relazioni singo-

o H 3= &y
lari, che sole soddisfanno alla proposta o =P — g g

poiche dalle riflessioni precedenti apparisce, che quest’equa-
zioni singolari saranno per lo pitt comprese in quella, che
rappresenta la condizione d’integrabiliti, e se mai n’esiste
aleuna che non vi sia contenuta, questa sard soluzione par-
ticolare di ciascuna dell’ equazioni o :E —p, 0= fuod |l Qs
& dr
ove y ed x sono respettivamente riguardate come costanti, &
potremo ottenerla cercando con i metodi conosciuti le solu-
zloni particolari, che sono comuni a quelle due equazioni .
8, Passiamo all’ equazione tra quattro variabili
Tom. XVII. 15
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= & B

pidre — d e
Ia quale non soddisfaccia a tutte o ad aleuna delle tre note

condizioni d*integrabilitd . Supponendo ¥ ed u costanti sia M

il fattore che rende esatta la differenziale h—_p dr; e
3=

sinfM(;‘L;—p) $2=N; avremo

o=N-+F(y,u)
per una dell’ equazioni integrali della proposta. Affive di tro-
var le altre che devono aver luogo insieme con essa, pren-
diamone il differenziale facendo vaviare x, ¥, ed &, ed ot-
terremo

e RC R E

ed il paragone di questa con la proposta ci dard

o= (3)+(¥)-m

[ & AF
°‘(W)"'(F)+M"

Pertanto IPintegrale completo della proposta sard rappresen-
tato dal sistema delle tre equazioni simultanee
o=N-+F(y,u)
) ()
c) o=|-—)+|—]})+M
) ( 4 & 2
o (B fae
ki i)

1l 8ig. Monge nel suo supplemento all’ Analisi pubblica-
to tra le Memorie dell’accademia delle Scienze di Parigi del-
Panno 1784 pensava, che ad eccezione di aleuni casi parti-
colari tre equazioni fossero necessarie per yappresentare in

& le Pintegrale completo dell’ equazione tra quattro va-

riabili c=%~p—g% —r-%l;—. To osservai nel sesto vo-

lume delle Memorie della Societd Italiana delle Scienze, che
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si poteva in tutti i casi ridurre I’equazioni (c) a due sole Ii-
mitando convenientemente la generalitd della funzione F(y, u).
Infatti se si eliminano dall’equazioni (¢) le vaviabili z e z,
si giangerd ad una equazions a differenze parsiali tra ¥,z ¢
F(y.u). la quale potri tener luogo una qualunque dell®
equazioni (). Integrando questa equazione a differenze par-
ziali avremo il valore di F(y,z), il quale sostituito nell’e-
quazioni (¢) le ridursa a due sole, perché due di esse com-
porteranno la terza, o sia la terza non sard che una combi-
! nazione delle altre due.
Sia data per esempio I"equazione

&1z ixray+Bu-a+(s-a-ay-3u)] .g—:-[‘i-i—y(:‘.r-z y-3u)] ,;L:.

Jm:}grandcla nella ipotesi di y ed » costanti abbiamo
o=e¢*(s—ax—ay—3u)+F(r,u),

¢ essendo il numero che ha per logaritmo iperbolico I’unita.

Frendiamo il differenziale dell’ equazione trovata facendo va-

riar tutto, e paragenandolo con la proposta avremo le altre

due equazioni

o ’(£)+x(z—:ﬂ—aj—3u)"
3
c:e"( :—r)+y(z-—.1.‘—3y——3u).
Per diminuirne il numero eliminiamo z dalia prima e dalla
terza, con che sparird anche la x, e giungeremo all’ equazio-
n o iRE ;
ne a differenze parziali (W)—yl"(y-,u)zc,, la quale in-

tegrata ei di F(y,u)=eg.y. Dopo la sostituzione di que-
sto valore Iintegrale completo della proposta sari rappresen-
tate dalle due equazioni simultanee

) =E—x—aoy —3u-4er Gy

(:—x--ay—ﬁm)‘+a“""(u¢y+ ;—’)
¥
Ta luogo di una di esse si pud prendere la seguente

o

o=zt gy +urﬁy+% 5
¥




116 Sorrs L' Equaziont Pruinive ec.
e questa diventa identica se si fa @.y=o0; dunque la sola
equazione o=z —x— 2y — 3u soddish alla proposta, e ne &
integrale particolare ,

g. Potremmo con un ragionamento simile a quello usato
al'n® g distinguere i diversi casi, mei quali queste speciali
relazioni contenute in una sola equnazione e soddisfacienti al-
la proposta sono comprese mell’integrale completo composto
di due equazioni, come integrali particolari, o se ne deduco-
no a guisa di soluzioni particolari. Piuttosto indicheremo il
modo di ritrovarve tali singolari relazioni, quando Pintegrale
completo non & conoscinto, lo che forma Voggetto principa-
le di queste ricerche. Sia dunque g=o una speciale relazio-

i3 Fidatarall® i i T
ue, che soddisfaccia all’equazione o = v e i
essa soddisfard ancora all’equazione o=% — p allorche y ed

2 si riguarderanno come costanti, e pereid questa equazione
sostituitovi il valore di = in 2,y,# e g si ridurrd alla forma
B

0=F—fzg‘:", ove n & un numero positivo, ed £ una tal

funzione di z, y, # & u, che non divenga né zero né infi-

nita quando u=o. Cosi I’equazioni o=£— — s o=:;£—r,

ove si suppongono respettivamente x ed wu. x ed y costanti,
ed alle quali in queste ipotesi soddisfy I equazione p=o, si can-

geranno nelle seguenti o=% — k¥, o= Lg‘“i—k"y,"". Dan-'

que riunendo queste parziali equazioni potremo mettere la

- proposta sotto la forma o:%—bw—h‘ "'.%’l— g, b

¥

Le condizioni d’integrabilitd per guesta equazione o sia
por la proposta sono, com’& noto, le seguenti:

i e )-o)
ettt (i)
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0;_—:(,-;"—- O G LH_NI[ " (%E)_Hl( ?\:')]*Fu” (‘T}:‘: ) i (%) ¢

Ora se la somma di due qualunque dei numeri n, n', n" sa-
ra maggiore dell’ unitd, queste tre equazioni saranno soddis-
fatte da go=o. Infatti le quantita A, &, % svolte in una
serie ascendente per le potenze di u avranno la forma
h=H -+ Hp' + H'y" +ec.

ove H, H', ec. sono funzioni di 2,y ed u, e gl esponenti
i,i', ec. tutti positivi e crescenti. Onde apparisce che tan=
to le quantita %, A’ &', quanto i loro differenziali presi per
rapporto ad &,y ed % non diventano infiniti quando p=0,

e quindi § termini AL, (%)w‘, (%) u*, ed i dor-

rispondenti nelle altre equazion si annulleranno allorché p=o.

Ma il termine per esempio (%) potra nel medesimo caso di-

venire infinito se i< 1, perché riescird moltiplicato per g,

ove Iesponente i—1 & negativo; contuttocio il prodotto di
i 5 i s

(_?";) per @'+ conterrd la potenza w™+"+=*, ove I’ esponen-

te sard positivo a motivo di m-n'> 1. Pertanto anche il
termine gz""""[k(%:‘f) — (%)], ed i corrispondenti nelle

altre equazioni svaniranno nel caso di u=o0, e le tre con-
dizioni &’ integrabilith si uniranno tutte ad indicarci la solu-
zione p=o0.

Quando adunque la proposta ammetterd una soluzione
particolare g =0, la quale non venga indicata dalle condi-
zioni d’integrabilitd , bisognerd che la somma di due dei nu-
meti 7, 7', n sia eguale o minore dell’unitd, e tanto pit
ciascuno di essi < 1. Percid I’equazione g = o sard una soluzio-

ne particolare di due dell’ equazioni o =%—p,o=%-g,

3= 5 i : e
O=W —r, € questa si troverd se con i metodi conosciuti
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si ricercheranno le soluzioni particolari, che sono comuni a
due di tali eqnazioni, e soddisfanno alla terza .

ro. In generale data I’equazione tra un numero qualun-

que di variabili

b dr B 3

o=$-A~B§t— ﬁ—-l)m—ec.

la quale non ammetta una equazione primitiva completa, sic-

come Iequazioni esprimenti e condizioni d’integrabifith man-

tengono sempre una forma simile a quelle contemplate nel

numero antecedente, so ne potranno dedurre conseguenze a-

naloghe . Quindi le soluzioni particolari o ci verranuo indica-

te dalle condizioni tutte d’integrabiliti, o potranno vitrovarsi

ira le soluzioni particolari di due dell” equazioni o = %qﬁ,

o= %—B, c=%—(},n=%§-— D, ec.; in modo che la
loro ricerca si ridurrd sempre a quella delle soluzioni parti-
colari dell’ equazioni tra due sole variabili .

11. Fin qui abbiamo parlato dell’ equazioni, le quali non
soddisfanno alle condizioni d* integrabilitd ; diciamo ancora una

parola di quelle, che ammettono una equazione primitiva com-
pleta. Sia

una tele equazione: io comincio dall’ osservare che si pud ginn-
gere alla di lei primitiva completa nel modo seguente. S'in-

tegri 1° equazione o:ug; — P, Ove y & supposta costante;

I'integrale conterrd una fanzione arbitraria di y, e potri es-
ser rappresentato dall’ equazione F(x,y,z,¢.y)=o0: ¢'in-

tegel pure I’ equazione o m%—q, ove x si suppone costan-

te, e Iintegrale ne sia espresso da f(2,y,z,¢.2)=o0:
adesso si diano i valori i il generali alle funzioni ¢.y e .z,
con i quali le due equazioni trovate si riducono alla mede-
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sima, € questa equazione uniea sard la primitiva completa
della proposta . Cid posto se g=o & un integrale particolare

5 kit = =
di ambedue I’equazioni c= :‘——p, e o= %’——t‘:, dando
x
dei valori determinati alle funzioni @.y e iz le due equa-
zioni F(2,5,2,¢.y)=0, flx,y,z,{.x)=o0 si ridurran-
no alla medesima g == 0, ¢ percid questi valori determinati
saranno compresi in quei pitt generali, i quali somministrano
la primitiva completa. Dunque g=o0 sard un caso particola-
re dell’ equazione primitiva completa, ciog sard un integrale
particolare della proposta . Viceversa se p=o0 & una soluzio-
ne particolare della proposta, non potra essere integrale par-

ticolare di ambedue I"equazioni o

ﬁ_p, o=%—g, ma
dovra essere soluzione particolare di una almeno di esse, Dun-
que cercando con le regole note le soluzioni particolari di que-
ste, che sono tra due sole vaj , troveremo le soluzioni
particolari della proposta. B facile estendere il medssimo ra-
glonamento all’ equazioni del prim’ ordine tra un numero qua-
Iungue di variabili .

Le riflessioni precedenti mentre rendone evidente la con-
nessione e dipendenza, che esiste tra I" equazioni primi
ve singolari dell”equazioni differenziali del prim’ ordine non
soddistacienti alle condizioni d”integrabilita, ed il loro inte-
grale completo espresso in due o pili equaziosi, nel medesi-
mo tempo ci somministrano il modo di ritrovare tutte quest’
equazioni singolari. Sotto questo punto di vista esse non pre-
sentano nulla di wuovo, poiche il Sig. Laplace ha gid inse-
gnato a trovare in qualunque caso le soluzioni particolari del-

T equaziona e =08 L p by g e egli non ab-
q =Py By que eg

bia estesi i suoi ragionamenti all’ equazioni, che contengona
pitt di tre variabili, I applicazione n'® cosi ovvia, che a lui
deve attribuirsi ttto il merito di questa ricerca. Ma quan-
do si passa a cercare le soluzioni particolari dell® equa
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del second’ ordine , sulle quali fino ad ora non & stato scrit-
to da aleuno, il problema diventa assai piit difficile a motivo
del numero e della forma differente delle condizieni 4 inte-
grabilita,, che bisogna discutere nel caso in cui la proposta
non amaiette una primitiva completa. Affine di non smarrir-
mi in mezzo a queste difficoltd, prenderd un’altea strada, la
quale si applica ancora al ritrovamento delia equazione pri-
mitiva completa, qualora essa pué aver luogo. Intraprendo
tanto pitt volentieri a far qualche tentativo in questa nuova
carriera, in quanto che nei differenti trattati di calcolo in-
tegrale non si trova alcuna regola per I’integrazione dell’ e~
quazioni differenziali tra tre o piu variabili al di la del prim®
ordine . Del resto io deve avvertire che riguardo in ogni caso
il problema come riseluto, quando & ridotto alle sole difficol-
ta, che sono proprie dell’equazioni tra due sole variabili. Ma
prima di entrare in materia conviene che io rammenti alcu-
ni principj della teoria delle funzioni.

ra. Data tra le variabili z, y e z una equazione qualun-
que F(x, y, z) =0, segue dalla teoria delle funzioni, che
avranno luogo insieme con essa I’ equazioni derivate del prim’

S e -
—(E)-(E)(E)

& qualunque combinazione, che si faccia di esse ¢ della pro-
posta .

Dall equazioni derivate del prim’ordine si deducono le
seguenti del secondo

=) () ()5 oY+ () )
O AP G ()-( (3%) ()
i)+ () ()6 )(?’) G
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Je quali sussisteranno insieme con la proposta, come pure avra
Inogo qualunque combinazione, che si formi della proposta e
dell’ equazioni (a) e (b). E cosi in seguito
13. Se mel prendere le funzioni derivate dai termini del-
la equazione data non si riguardano le variabili  ed y come
indipendenti, ma si suppone che ¥ sia funzione di x, si giun-
gerd in questa ipotesi all’equazione derivata
) )
B b/ b= 3=/ d=
Questa & cid che si chiama una equazione differenziale ordi-
yaria o totale, mentre quelle, che abbiamo considerate nel
numera precedente, sono equazioni a differenze parziali. Ora
io dico che questa equazione (a') sussisterd anch’ essa uel me-
desimo tempo che la proposta, qualunque sia il valore della

funzione };T:" ciot qualunque funzione di = si supponga la y.

Infatti, poiché z & fanzione di x ed y, ed y & rignardata co-
me funzione di z, abbiamo g ={§3)+(%) %-:; sostitui-
10 il qual valore Iequazione (') diventa
= (396 ()1 - G5l
o= 2]+ ) 5= )+ = )=l i
B2 R RGN+
e si vede chiavamente che a motivo dell’ equazioni (a) essa
ha luogo indipendentemente dal valore della funzione -gl
Sard lo stesso di una combinazione qualunque, che si for-
masse della proposta e dell’ equazione (a') -
Dalla equazione (a') si passa nella medesima ipotesi all’
equazione differenziale del second’ ordine

() a (222 (R )20 (00)

~; (ar " e 3;”(3, )M'*'(E\'F)KF
HF\dr B 3E\ dor F\ 3= IFY 3=
+2 S gh o [ )00 (2=} 2=
(&w) B b "'( a,v) in a:-) e *( az) P

la quale ha egualmente la proprieta di sussistere nel mede-

o (3= Bos
i i &x’)-'-i(&x?)«;ﬁ)
Tom. XVII. 16

(b)

simo tempo che la proposta. Poiché
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;«”_x_._ 3\1) 3\‘: +(§;) » @ sostituendo questo valore e

quello di '7 I equazione (1) si cangia in
"=(§lf)+s(£';)(%)+(iir)( <)) |
=[55G - B E G

~[(59)+=GE G -G -6 3=
<[5 (R )32

ed & visibile: che a motivo dell’ equazioni (a) e (b) essa ha
luogo indipendentemente dai valori delle fanzion; 2 3— [ i%-
Lo stesso aceaderd di wnn combinazione qualunque, che si
formasse della proposta e dell’ equazioni (2') e (b'). E si po-
tri applicare un ragionamento simile all’ equazioni differen-
ziali del ters’ordine e dei seguenti .

4. Dal modo, con cui abbiamo dimostrate le proposizio-
ni enunziate nel numero precedente, si deducono conseguen-
ze 1m[!mtaut|ss:||w per Poggetto, clle abbiamo in vista. Da-
ta una equazione differenziale del prim’ordine tra le varia-
bili x, ¥, @, 8¢ esiste una equazione primitiva che gli sod-
disfaccia, cioé se = & realmente funzione delle variabili indi-

pendenti x ed y, la proposta dopo la sostituzione di (—:&)

=) b . B N S
-+ (._ﬁ_v') ‘h im luogo di 5o sussisterd indipendentemente dal

valore della fanzione i—i: per conseguenza ordinati i suoi ter-

b.y

mini per le potenze di 2= i coefficienti di ciascuna potenza

eguagliati a zero dnranno alnctt'mt(' equazioni, ciascuna del-
e qua?l dovrd aver luogo separatamente. Se Pequazions difs
ferenziale proposta sara dci second’ ordine,, dopo la sostituzio-
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pe dei valori precedenti di % e di % sussistera indipen-

5 é et A, -
dentemente dai valori delle funzioni il %; pertantu se

dopo di averla ordinata secondo le potenze ed i prodotti di

47 o W% unaglinmo a zero i coefficienti di ciascun termine,
EE
ayremo altrettante equazioni, che doyranno tutte aver Tuogo
nul medesimo tempo . E cosi in seguito per I’ equazioni dif-
ferengiali degli ordini superiori. Una parte di quest’ equazio-
ni separate, alle quali giungeremo in ciascun caso, ci dard
delle condizioni tra i coefficienti, le altre serviranno alla ri-
corca dell’ equazione primitiva della proposta, e queste ulti-
me saranno sempre tra due sole variabili, e si potranno ad
esse applicare le regole conosciute .

Si vede facilmente che si pud usare il medesimo meto-
do per I equazioni differenziali tra un maggior numero di va-
,se non che bisogna aggiungere ai valori di g—;, :%,

ria
i termini, che vi sono introdotti dalle nuove variabili .

15. Facciamo I"applicazione dei principj esposti alla ri-
cerca dell’ equazioni primitive, che soddisfanno all’ equazioni
differenziali di tutti gli ordini; e quantunque sia noto tutto
ity che appartiene al prim’ordine pure per meglio illustrare
il nostro metodo consideriamo in primo luogo I'equazione

b  A+pBd
B B
ove i coefficienti A e B sono funzioni date di =, ye

z
nendovi in luogo di 3 51 suo valore (ﬁ) -o-(ﬁ) . R
B 3 [

o

. Po-

sa diventa

om () 2=

e se esiste una relazione tra z e le due yariabili indipendenti
z ed y, che gli soddisfaccia, dovranno aver luogo separata-

1],
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mente le due equazioni
— (¥ n
i
3=
o=|-=)+B.
(&:r
Sia M il fattore che rende la funzione (7371) <+ A una deri-
«
vata esatta, in modo che N ne sia la funzione primitiva,
N =1 .y sard l'integrale completo della prima equazione .

&N AN\ /D 3 hiS ?\Y*_(%ﬂ)
Esso cidi (——)4—(~'—) —z}=—', e quindi (»—‘): i—-ir—,

B [EVAN Y B Sy (%)
sostituito il qual valore la seconda equazione diventa

— AN AN
o= R ()22 (50,
& da questa dobbiamo dedurre il valore della fanzione ¢ .y.
Ora se la proposta ammette una equazione primitiva com-

pleta con una costante arbitraria, sard questa contenuta nel
valore . di . y. che risultera dalla integrazione dell’ equazio-
ne precedente . Ma affinch® essa possa integrarsi, bisogna che
sostituitoyi il valore di z dedotto dalla eguazione N=4 .y
sparisca anche la x, e non vi rimangano che le due variabili
y e .y. Converrd dunque che sia

(A —8 (32) =90
e questa & la condizione necessaria, perché la proposta am-
metta un integrale completo .

La condizione trovata si pud anch’ esprimere indipenden-
temente dalla cognizione della fupzione N . Infatti se pren-
diamo la funzione derivata da (N, y) per rapporto ad w,
ricordandoci che z & una funzione di 2 ed v data dall’equa-

¥

zione &—z) + A = o troveremo
5

(O=GOIE)+EIEFGIE )
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Pintegrale di (;;L) +A=o0
abbiamo (E)—A (E) —o, ¢ quindi (%\%) dev’ essere =0

3= B
. N
Dunque ponendo in luogo di P(N,y) il suo valm-rz( )——-!J(F—;-;)

otterremo o
ox ; ) _(38) (85) . (30)(5)
i =y ( )""‘m(. )-(32) G2 Gele)-

By
4‘) — A (&‘r —o essendo differenzia-

Ora siccome I'equazione N=i.y &

L’equazione identica

%
bili ¥ e z rignardate come indipen-

ta per
denti i di

(E)-265) =)
dadr $ode dr

SN (BN (B (3K

(}}\E)\z) A(&:"—(b\:) 8\:) g
¢ sostituendo questi valori nella equazione precedente sk tro-
va finalmente
o= &)_(E)qﬂa(ﬂ)—g(ﬁ).

dr B ¥ ¥
Questa condizione & integrability & nota da lungo tempo, &
iera molto pin semplice; wa quella
il vantaggio di far conoscere pin chia-
possa ese-

vi sl giunge in una
che abbiamo usata
ramente la necessity della condizione, perche s
guire I'integrazione della proposta .

Se I equazione di condizione non ¢ identica, la proposta
non potrd avere una equazione primitiva, la quale contenga
una costante arbitraria. Poiché se non si pubd ridurre I’ equa-

zione
o:ﬂ_(ﬂ)+n(ﬁ)
dr b B
a non confenere altre variabili che y e .y, non si potrd
in generale integrarla. Contuttocio vi sono alcuni casi, nei

quali un valore conveniente della funzione v .y pud soddis-
fargli, in quanto renda nulli separatamente i termini che con-
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tengono la variabile @ e quei che non la contengono. In que-
sti casi, poiché esiste un valore di 9.y, il quale soddisfi
all’ equazione

o= M. () y(21)

&y B &

indipendentemente da x, Pequazione derivata da questa per
rapporto ad & sard soddisfatta dal medesimo valore di o .y .
Ma questa equazione derivata non & che la condizione d°i
tegrabilitd ; dunque la condizione deve dare il valore di ¢ .y
dopo la sostituzione di quello di z, o sia prima della sosti-
tuzione deve avere per fattore I’ equazione N—1. y=o. In-
tendo generalmente per fattore di una equazione ogni fun-
zione eguale a zero che la rende identica .

La proposta adunque, sebhene priva di equazione primi-
tiva completa, pud avere altre soluzioni meno geuerali com-
prese nell’integrale completo N=1)y, e queste, allorche han-
1o luogo, devono esser sempre indicate dalla condizione d’in-
tegrabilita . Ma Iintegrale N=1/ .y non di tutte I equazio-

ni primitive, che possono soddisfare all’equazione o

per conoscerle tutte bisogna agginngervi quelle che non so-
no comprese nel medesimo integrale completo, ciod le solu-
zioni particolari. Trovate con le note regole le soluzioni par-
3=

- ) -+ A, quelle tra esse, che

ticolari dell’ equazione u=(

saddisfanno all’ equazione o = (%’—) -+ B, daranno altre equa-
2

zioni primitive della proposta. I evidente che il discorso fat-
to relativamente all’ equazione °=('§_:) -+ A pud applicarsi
z

eguulmente all’ equazione o (;=}+B, di eui le soluzioni
¥
particolari daranno nuove soluzioni della proposta, purché

soddisfacciano all’altra equazione c:(
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16. Se fosse proposta l’eqnaziom’
e b Bl oo Rl g be
D—E;+A- & B— 2G 2 v —aFE e
ave i coefficienti A, B, ec. sono funzioni date di ,1:,_7- ez,

3 ‘; sed

ponendo in luogo di _;‘_:. il ‘suo. valore (g;)+

ordinando 1 termini per le potenzesdi {:g. avremmo

o= &)-e-nﬂn(
= [(BE)—c—@E) =) &
+[(w) e

Dunque se esiste nna equazione primitiva, che soddisfaccia
alla proposta, le tre equazioni
b 3
(1) o= 3 —-nD(m) +—B

@ o= () (§)s
0 =@ E-2()-x(5)-e

£ b
dovranno aver lnogo nel medesimo tempo. Eliminandone (I«’)

3= % 2 5 il
¢ (57 ) avremo I’ equazione di condizione

0= BE?* — AB + C* 4 2CDE + AD?,
la quale posta sotto la forma
(D*—B) (E*—A)=(DE+C})
ci avverte che, quando essa ha luogo, la proposta & risolu-
Lile in fattori del primo grado.

Se I’equazione di condizione non & identica, & evidente
che la proposta non pud avere altre soluzioni, che quelle ,
Je quali sono fattori della medesima condizione, perché qua-
Tunque altra relazione non puod insieme soddisfare alle tre equa-
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zioni (1), (2), e (3). 8e & identica, basta soddisfare alle due
equazioni (1) ¢ (2), le quali risolute diventano

3=

§)=D:|/(D=-—B)
t 3 ot s 2o o SDRRDL
(m Exy/(E—A)=Ex Zet,

e la questione rientra ing quella del numero precedente .

Prendiamo per esempio equazione

_ & | DO T S, B

o= F—az e bz —acz “"”.F

ove @, b, ¢ sono quantitd costanti, m ed n numeri positivi

T chiaro che ad essa soddisfi z=o0; vediamo come nei dif-

forenti casi si troverebbe questa soluzione, se non fosse stata

avyertita . L’equazione di condizione diventa (e*—ab)z*"+"=0,

o non & identica so ¢ non & =ab, ma il fattore z2"+*" ci

avverte allora della soluzione z=0. Se ¢*=ab, bisogna con-

A A 3=

siderare le due equazioni (ﬁ Fz"/ a=o0, 5 ="/ b=o.
La condizione necessaria, perché esse somministrino una equa-
zione primitiva completa, diventa /@b .(m—n)z"+"~'=c.
Questa nen ¢ identica se il numero m & diverso da z, ma il
fattore z™+"—! annunzia la soluzione z—o , purché sia m+n>1.

Se m=mn, la proposta ha I’integrale completo : :
m—1)z"
=z ady ) /b=cost., il quale posta la costante infinita ci
di la soluzione z=10 quando m > 1: se poi m <1 la solu-

zione z=o0 non & compresa nell'integrale completo, ma si trova
cercando le soluzioni particolari dell’equazione (%i)ﬂ’ﬂ/u,
o dell’ equazione (g\—; ===z"/b. Finalmente allorche m &

diversa da 7, ed m—~n <1, equazione z =0 & soluzione

particolare di ambedue I’ equazioni (%) ==z, (%
ek

17. Pas-




Den Sic. Pietro Paovr. 129

s7. Passiamo all’ equazioni tra quattro variabili

o= ;" + A+ B 3" C%:—
ove A, B, G sono funzioni date d: x,¥,u e z. Sostituen-
B A
dovi il valore di 3= (\ ) (5“) i: +(3‘ ) %= o8-

sa si cangia in

o] el

Dunque se la pmpnsta ha una equaziove primitiva in z,y, #
e =, questa equazione primitiva deve soddisfare alle tre equa-

o) o_(g’)-m\
(a) o=(_§§)+n
@) o=(i’-)+c.

i
Sia N=1(y,u) Uintegrale completo della prima; avremo

()5 ()=
() () (2)-(2)
E-BE-E

¢ sostituendo nell’ equazioni (2) e (3) i valori di (&—) e (;‘)

zioni

dati dalle precedenti ottervemo
) om(2) - (22)+n ()
(2) n_( 3J) (3\) +B %

b e

Perché queste due equazioni ci diano il valore di (y, )
con una costante arbitraria, cioé perché la proposta abbia una
primitiva completa, bisogna che la sostituzione del valore di

Tom. XVII, 17
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z dedotto dalle equazione N=1v(y,u) faccia da esse spari-
re anche la & . Dovrd dunque in primo luogo essere

)= B(3)=F(N,y,u);

e poiche (%):a a motivo della equazione identica (}E)

—a( %‘):o, sard nulla la differenziale della funsions @_“:)
—_ B’/& ) presa relativamente ad x, ciot

Lof il ﬂ)_ (mw) *}.1)‘[( 3B 4B 3N
D_(am) A(m: L pe +AB(&=‘ p )—A(k)] (&;)-
Ma I’equazione identica (‘;-—j)—)\(%?) =o cida

) PR Al P S 0
&vh) & (8«1&') ! ( &'f) ( 3@)
AN N Y (AN
(35)-262)=E) ()
dunque sostituendo questi valori nella equazione precedente,
giungeremo all’ equazione di condizione

@ o=(2)- —(& A(“) ()

la quale dovra essere identica, perché la proposta ammetta
una primitiva completa .

Nel caso, in cui la condizione trovata é identica, sia
S(y>u,9)=¢.u Vintegrale completo della equazione (2').
Ponendovi N in luogo di 4, e facendo f(y,u, N)=P per
pilt semplicitd, P=¢ . « soddisfard nel modo il pii generale
alle due equazioni (1) e (2); onde avremo

3‘—’1_)—1\ E):u
()5
E) (D E)=5
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& P'equazione (3) diventerd
3P
3% =.§i_(£) C (ﬂ-)
S0 ) i U
dalla quale conyien dedurre il valore della funzione @ .« .
Ma affinché questo contenga una costante arbitraria, & neces-
sario che dopo la sostituzione del valore di z ricavato da P=g.u
P equazione (3") non contenga altre variabili che 2z e @ .z,
; AP
e cio non pnd accadere che quando (;;)—G (%;):F’(P, u).
B

Ora poiche =oe r — o a motivo dell’equazioni iden-
¥

tiche {%P;)—A (g) =, (5'%5)—]3(%;)=(- , avremo in gue-

sto caso

)
'P) 4

=

)~ (A1) -0 (83 +40 () —[69 A (N
=)= (£5)-0 ) - v (- [5)-» GI
e medesime equazioni identiche ci danno

()2 5) =) (&)

G2)-265)-E) )

()= ()= (B (55)

(%52 ()= (G (55):

dunque combinando quest’ equazioni con le due precedenti
troveremo altre due condizioni

)—9+4 (9 -0 09

o c B
@ o=()-G)+3E)—cR)-
Le tre conc ni trovate deyono essere identiche, perché una
mede equazione primitiva contenente una costante inde-
terminata soddisfaceia insieme alle tre equazioni (1), (2) e (3)s

1% %%

%l
2

(b) o=
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@ per conseguenza alla proposta, e la ricerca di tale equa-
zione primitiva dlpendcrﬂ come abbiamo veduto, dalla inte-
grazione di equazioni tra due sole variabili.

Ma quantunque la proposta non ammetta una primitiva
completa, potrd perd esser soddisfatta da altre relazioni me-
no generali. Sapponghiamo che le condizioni (b) e (c¢) o una
di esse non siano identiche . Nella equazione (3') dopo I'eli-
minazione di = rimarrd tuttavia quella tra le variabili z o y,
che corrisponde alla condizione non identica. Quindi I’ equa-
zione (3") non ci dard il valore di ¢.2 con una costante ar-
bitraria, ma alcune volte potrd soddisfarvi un valore meno
generale di @ .z indipendentemente da z o da y. In questo
caso il medesimo valore di $.u soddisfard ancora alla deri~
vata della equazione (3") presa relativamente ad x o ad y.
Ma una tal derivata é la stessa che la condizione non iden-
tica; dungue la condizione von identica ci dara il valore par-
ticolare di ¢i.u dopo I’eliminazione di z, e prima della eli-
minazione avra per fattore I’ equazione P—¢.u=oc.

In questo medesimo caso si deduca dalla soluzione par-
ticolare P — ¢ . u=o il valore corrispondente di ¢ (y,u);
esso soddisfard all’ equazione (2') quando. la condizione (a) &
identica, perché & compreso nell’ integrale completo della me-
desima equazione (27). Ma se la condizione (a) non & identi-
ea, la z rimarrd nella equazione (2') dopo I’eliminazione di
z, ed il valore trovato di f/(y, %) non potrd verificarla che
indipendentemente da x, Dunque in vigore del solito ragio-
namento la soluzione particolare N— (¥, z)=o equivalen-
te a P—g@.u=o sard fattore della condizione (a).

Dalle precedenti riflessioni si pud concludere in genera-
le, che tali relazioni singolari soddisfacienti alla proposta man-
cante della primitiva completa saranno sempre comprese in
tntte le condizioni non identiche, ed al loro ritrovamento
basterd la disenssione dei fattori comuni alle condizioni non
identiche, i quali soddisfanno alle tre equazioni (1), (a),

e (3).
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Te soluzioni della proposta, che abbiamo fin qui consi-
derate , sono tutte comprese nell’ integrale completo dell’equa-
zione (1). Ma questa pud esser soddisfatta indipendentemente
dall’ integrale completo anche per mezzo delle sue soluzioni
particolari. B poiché i medesimi ragionamenti si applicano
egualmente alle altr’ equazioni (2) e (3), ne segue che per
render completa la ricerca di tutte I’ equazioni primitive del-
la proposta bisogna aver rignardo anche alle soluzioni parti-
colari di ciascuna dell’ equazioni (1), (2) e (3), ed ammetter
quelle che soddisfanno alle altre due. I facile il vedere che
il metodo stesso si applicherd con un andamento sempre uni-
srenziali del prim’ordine tra un nu-
mero qualungque variabili, qualora siano lineari per rap-
porto alle funz derivate .

18. Consideriamo adesso I’equazione

forme all’ equazio:

o g e e e B 3
o_&x.—ﬁ-A Z‘+.'BM‘+'G ZD'B‘T_QEE_D‘FT{;

S VO VA VO S I
a(}&z v aH Fvis a\x"ﬂfﬁ'@’
ove i coefficienti A, B, ec. sono funzioni date di x, y, u,
e 3. Mettendovi in luogo di 22 il suo valore (—81) +(l=— A
&= &z 3

A ) Be H 5 2

T +(:—u) vt ordinando i termini per le potenze ed i pro-

dotti di 22 ¢ di ¥, e liand i i i
= 52 od eguagliando a zero il coefficiente di

ciascun prodotto avremo le sei equazioni seguenti
(e} —ar(5)+ ¢
@) o=(Z) —aH (})+A
®) o=(F)—ar(})+5
@ o=(z) G)-F(H)-8@E)-»
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@ o=(7)- &G -rGE) -1GE)-E
© o=(3) () —HGE) -1G)—¢-

Eliminandone (g_‘)A (%) i (:—) giungerenio alle tre equa:
zioni di condizione

o0=CH*— AC + D* - 2DFH + AF?

o= CI* — BC -+ E? 4+ 2EFI + BF*

0= AI* — AB -+ G*+2CHI+ BH® .
Quest’ equazioni sono quelle stesse, che devono aver luogo,
perchd la proposta sia risolubile in fattori del primo grado.
Se esse non sono identiche, la proposta mon potrd avere al-
tre soluzioni, che quelle, le quali sono fattori comuni alle
medesime condizioni .

Se sono identiche, la ricerca dell’ equazione primitiva
della proposta dipende da quella della primitiva, che soddisfa
all’ equazioni (1), (2), (3), perchd le tre condizioni tengon
Tuogo dell’ equazioni (4), (5), e (6). L’equazioni (1), (2), e
(3) risolute diventano

(:—:)=F+,/(F'—C)
(:_;)=H..-l/(1{=_5)
(:_:)=I+,/(I=—B)

© tutto si riduce al caso contemplato nell’articolo precedente.
19. Passiamo all’ equazione dr:l second‘ordiue
i *y
0= —-A_—=
8z* < ax*
lineare per rapporto alle funzmm derwate, ove i coefficienti

+D +G LD

A, B, ec. sono funzioni date di , y e z. Ponendovi (i_:)
3z

). Einwogoai 2, o (2 -
e & ¥’ " ﬁ*"‘ Tty ) - ¥x

2y n?:) By . . Pz B 5
LAY BUR Yo gl S e 2
P (ay i go di el diventerd
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b ¥z X 32 3 Lid
l’ﬂ(ﬁ)"'a(f)”'“])"'[g(azby)""]’(Tr)"'C]' =
mey o f(a) 4] 2
*"(T;)-ﬁ*[(ay g

Egnagliando a zero i coeflicienti delle funzioni

Eok By,
¥5? o’ dxt

avremo quattro equazioni
5 #z
~G)
(r) o (ﬂx‘)+ = +D
3z 8=
£ = = B(—)+C
(;) © n(” ,j)-i- (“)+
(3) o:(
s
) o= (_) A
LEg
Siccome due equazioni bastano per ginngere all’ equazio-
ne primitiva della proposta, avremo due equazioni di condi-

zione , che troveremo col mezzo dell’ eliminazione nel modo
seguente . Prendiamo nell’ equazione (4) le funzioni derivate

» ¥ JA FA\ [0
relativamente ad y, ed ayremo o = (d:‘)-.-(-?—)-‘) +(E)(§)

=(a‘=)+(ﬁi)—!\(ﬂ) . e sostituendo il valore di (ﬁ)
(s 9y 9z 7
nella (3) troveremo la prima condizione
3A TA
a o=|— )= — .
(a) (ﬁy & ¥z )
Prendendo nella medesima equazione (4) le funzioni derivate

relativamente ad @ avremo o = [--=_) 4 ﬂ) _,_(ﬂ ( £ ),
b0y ¥ 3z )\ o=

e sostituendo i valori di (:" ) e (ﬁ) nella (2) otterremo
LEs

=ty

3 sA 3: FA
2 o=2 B—— oy el
) ()}:)(Hz)+l(§x}+I\.B &
E poiché questa equazione dey’ esser d”accordo con I'equa-

zione (1), se sostituiamo nella seconda il valore di (;—:> P
3
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so dalla prima, avremo un’altra equazione di condizione . a-
) .
cendo per piit scmplinéra—n—ﬁ-=l', questa equazio-
Tz

ne di condizione sard
P ar
) o 2(75)"'" (us:)-q-BPq-D.

Se le due condizioni (a) e (b) non sono ambedue identi-
che, bisognera cercarne i fattori, e quei tra loro che soddis-
fanno all’ equagzioni (1) e (4) ci darauno altrettante soluzioni
della proposta, e le sole che possa ammettere, so si prescin-
de da quelle, le quali sono soluzioni particolari dell’ equazio-
ni (4) e (2). Per comprendere la ragione di questa distinzio-
ne basta riflettere, che siamo giunti alle condizioni (a) e (b)
prendendo le funzioni derivate dall’equazioni (4) e (2'). Ora
sappiamo che ogni integrale particolare di queste soddisfi a
tutte le loro equazioni derivate, ma non & lo stesso delle so-
luzioni particolari, le quali in generale non soddisfanno alle
loro equazioni derivate del second’ordine . Quindi ogni inte-
grale particolare dell’ equazioni (4) e (2), che soddisfa all’e-
quazioni (1), (2) e (3), dovra ancora soddisfave alle condizio-
i (a) e (b). Ma una soluzione particolare di una delle due
equazioni (4) e (2}, quantunque soddisfaccia all’equazioni (1),
(2) e (3); potrd non verificare le condizioni (a) e (b). Per dar-
ne un esempio supponghiamo che A sia =y|/z, che B non
diventi infinita quando z=o0, ¢ C e D siano nulle nel me-
desimo caso: Iequazione (4) avrd la soluzione particolare z=o,
ed & evidente che z=o soddisfa alle tre equazioni (1), (2)
e (3), e per consegnenza alla proposta, ma non verifica la
condizione (a). Pertanto dopo di avere esaminati i fattori di
quelle tra le condizioni (a) e (b) che non sono identiche fa
d’napo tentare ancora le solnzioni particolari dell® equazioni
(4) e (2), la ricerca delle quali soluzioni particolari non pre-
senta aleuna difficolta .

Allorche le condizioni (a) e (b) sono identiche, si cer-

chera
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cherd I'equazione primitiva della (4), e siccome # vi & ri-
guardata come costante, I’ equazione primitiva, di eui si trat-
tar, conterrd una funzione arbitraria di  che chiameremo 1 . 2.
Sostituendo il valore, che ci di la predetta primitiva, nella
(2) ne dedurremo il valore di ¢ .z, il qual essendo deter-
minato da una equazione differenziale del prim’ordine non

potrd contenere che una costante arbitraria. Se adunque la
proposta ammette una primitiva completa , si dovri determi-
nare il valore di o .« dalla equazione (1), che essendo dif-
ziale del second’ordine potri darcelo con due costanti
indeterminate . Ma questo valore di ¢ . 2 non potendo nella
sua generalitd soddisfare all’ equazione (2/), la quale deve pu-
re aver luogo, bisognerd che in questo caso I’equazione (2')

sussista indipendentemente dal valore di (g') Avremo dun-
que le nuove condizioni
), () 0=C—AB-:(%.—:).

La seconda determina il coefficiente G, la prima paragonata

con la condizione (a) ci di o=

34 o
» @ Per conseguenza ci

B
avverte che A non deve contenere né y né z, ma esser sem-

mzione di x.
20. Gio posto I'equazione primitiva della (4) sard
B+Ay=t.x.
Se ne dcdum(i):i}h_‘»‘_"\ Bis By BA 2
WL e 7 82 b e e
po la sostitvzioue di questi valori I’ equazione (1) diventa
‘ e Ly HA oA
4 ey TR T (Bf
: ( He d= o 3= 4*5\1- i
.Am:m.r[nesln equazione possa essere completamente integra-
ta, hisogna che la sostituzione dj . & — Ay in lnogo di =
ne faceia sparire la Argian :

plicemente

1 modo che non vi rimangano altre
vatiabili che x e .z, dunque necessario che sia in tal
caso

Tom. XVII. 18
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B="F(x,2+ Ay)
A
D— _r( RS )—f(xn’-ﬂ-l’v)
Potremo esprimere queste cOndlZlOlli nel modo ordinario per
mezzo delle differenze parziali dei coefficientis poiché le fun-
zioni derivate dai loro secondi membri relativamente ad y do-
vendo svanire a motive dell’ equazione (4), dovranno ancora
esser nulle le medesime fanzioni derivate dai primi membri,
e quindi

0 o=()-1(2)

0 0=( )_\( B%%—%}.

Bisogna che quest’ equaz:om siano ambedue identiche, perche
la proposta possa avere una equazione primitiva completa.
21. Se la sostituzione di . x— Ay in luogo di z nell’e-
quazione (1') non ne fa sparire la variabile y, cioé se le con-
dizioni (e) ed (f) non sono identiche, pud accadere che di-
visa I’equazione (1') in dne parti, una delle quali contenga
P ed x, e Paltra ¢, x ed y, un medesimo valor di ¢ ren-
da nulla Puna e P'altra parte : ma questo valore e per con-

seguenza ”equazione primitiva della proposta, che se ne ri-
cava, non potra avere che una costante arbitraria. In que-
sto caso poiché I’ equazione (1') & soddisfatta qualunque sia y,
se ne prendinmo le funzioni derivate per rapporto ad y avremo

ST e

h & At

3 questa equazione (1) dovra sussistere nel medesimo tempo
che Paltra (1. Ma affinché il valore di ¢ contenga una co-
stante arbitrarvia, conviene che dopoe la sostituzione del va-
Jore di =z I’ equazione (1"} non comprenda altre variabili che
% e ¢. Dunque dovra essere

(o i L )

-G

=F'(z,2+Ay)
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a ando M il numeratore ed

Al il denominatore della frazioue ecedente
AN r»\!) nl(r‘i“). AM )
.\')_“ [ (d; S e ;

0T M A <
Se lu funzione = dopo lu sostituzione del valore di

4 forma chia

\pure. sotto nn’

—_—

contiene tuttavia y, cioé se I’ equazione (g) non & identica,
cuccede aleune volte che sii possa soddisfare all’ equazione
St M _ gocon un valore di 1, il quale renda nulli sepa-
W
vatamente i fermini che contengouo y, © quei che non la
contengono. In questo caso I’ equazione che si ottiene col

= ‘. M

prender le funzioni derivate dall’equazione %‘f = =0 re-

Jativamente ad y, cioé I'equazione (g) deve aver luoge . Se
il valore di ¢/, che ci di, soddisfi ancora all’equazione (13
oi somministrera una soluzione della proposta ma molto par-
eolare, perché non conterrd alcuna costante arbitraria. K evi-
dente che questa soluzione sard fattore della condizione (g).

Per illustrare con esempj questi differenti casi conside-
riamo in primo luogo Iequazione

1 9, oa QY | sty
g et T
STE R e

Le condizioni (a), (¢), (d), (), (F) sono tuite identiche; dun-
que la proposta ha Pequazione primitiva completa z+ay=1.2,
e .2 & determinata dall’ equazione

R

et e

la quale ci di y =w(c—+c'log:x), ¢ e ¢ essendo due costan-
ti indeterminate; e quindi z-+2"y=x(c-+c'log.x).
Sia data in secondo luogo I’equazione
o= %F+x“%+(f—z) ;‘—;-1-:\:(@'3—”4-4);—:
(22 —32°) 34 —3y*z 4+ (2 — 4 —32° )y — 35
L equazioni (a), (c) e (d) sono identiche, ma le (e) ed (F) non
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lo sono; dunque la proposta non ha una equazione primiti-
va completa. Ma poiché la condizione (g) & identica, la pro-
posta pud avere mna soluzione, che contenga una costante
indeterminata. Per trovarla qualora esista, esaminiamo I'e-
quazioni

(v) °=.—-+(J’ -31 -—3(x=y4+=y3+=:°y+s)
(1) °=3)‘§""9}"(54'x’3’):
ove la seconda & la differenziale della prima relativamente ad y.

Sostituito il valore di z I'equazione (1") ci da ;‘—f:s-p, on-

de si deduce o ¢, e rappresentando il numero che ha

per logaritmo iperbolico I’ uniti e ¢ una costante indetermi-

nata . B siccome questo valore di i soddisfa all’equazione (1),

ne segue che la proposta ha equazione primitiva z-+xy=ces.
Sia p)oposta ﬂn-ﬂmcute I’ equazione

r—s B
*

a2

s 3
g R )

Le condizioni (a), (c) e (d) sono identiche , ma le condizioni
()5 (f) e (g) non lo sono; dunque la proposta non ha equa-
zione primitiva, che contenga due costanti indeterminate, o
una solamente . Restano a considerarsi I’ equazioni (1) e (g),
che in questo caso sono

{r’) o N A O

= = E -(-9y—:hy5-+-(z-—z“)y"+:c‘;

(g) o=2-’-(z+a."‘y—-"")

La seconda ci di ¢ ==, e siccome questo valore soddisfic

anche alla prima, la proposta ha la soluzione 7 2%y =32,
23. Ritornando all’ equazione generale supponghiamo che

le condizioni (a) e (b) essendo identiche le condizioni (c) e (d)

non siano tali, in medo che I equazione (2') non sia soddis-

fatta indipendentemente dal valore di (-:T:-) in questo caso
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la proposta non ayri usa equazione primitiva completa, ma
potrd avere altre soluzioni meno generali, che si troveranno
nel modo seguente. A motivo della condizione (a) la funzio-

ne (-tL)+A essendo moltiplicata per (-‘2‘&1) diventa una fun-
& e

& 3A\ /3=
zione derivata esatta, percheé )(¥)+k(§:)=(§;)(&—y)

-+ (M & la funzione derivata da A relativamente ad y : per-
3y

tanto A = .z ¢ Uequazione primitiva completa dell”equa-
A A & s
zione (4). Se ne deduce (—?r) ( o )-- (:T): et sostitui-

to il valore di (‘ ) I"equazione (2) diventa

/ R S
(2" o e AB

Ora aceid questa ci dia il valore di 4 con una costa
bitraria , bisogna che la sostituzione del valore di z ricavato
dall’ equazione A =1/ x faccia sparire y dalla quantita AB—GC,
in modo che questa quantitd si riduca a non esser funzione
che diz e . It dunque necessario che sian AB—C=/{x,A),
e quindi prendendo le fanzioni derivate relativamente ad y
giungeremo all’ equazione identioa

h) o=4 (ﬂ)_;\ (‘“) o (ﬂ) +A (ﬁ) ;
3 & &=

Quantunque la sostituzione del valore di z non fac-
dalla quentith AB—GC, pud accadere perd che
si soddisfaceia all’ cquazione (2") con un valore conveniente
Y ulli separatamente i termini indipen-
lenti da y, e quei che contengono questa variabile. In tal
caso Pequazione (2") avendo lnogo qualunque sia y, 1 equa-
zigne che se ne forma con prender le funzioni derivate res
|:.||i\‘:‘mf‘n ¥ cioe I"equazione (h), dovrd egnalmente sus-
sistere . Perfanto la soluzione ci sard data da quel fattore del-

la condizione (h), il quale soddisfa all’ equazione (2).
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Nel percorvere questi differenti casi non abbiamo ancora
ottenute tuite le soluzioni, che pud aver la proposta. R
no a considerarsi quelle , che sono soluzioni particolari dell”
eqnazione (4) ed insieme soddisfanuo alle altie tre equazioni,
oppure sono soluzioni particolari dell” equazioni (1), 0 (2) e nel
medesimo tempo verificano le alte’ equazioni (1), (a), (3) e (4).
Ma la ricerca di quesie soluzioni particolari non presenta al-
cuna difficoltd, e dipends dai metodi conosciuti, perché I’e-
quazioni (1), (2') e (4) sono equazioni derivate tra due sole
variabili .

Segune dall’analisi precedente che, quando alla proposta
corrisponde una equazione primitiva cowpleta, si trovano fa-
cilmente I’ equazioni primitive singolari, poiché tutto si vi~
duce a cercare le soluzioni particolari dell’ equazioni (1) e (4)
ma allorche la proposta non ha una primitiva completa, con-
viene esaminar molti casi per trovare I’equazioni primitive
singolari, che essa pud avere. Questa differenza ha luogo in
generale, ma la stessa analisi, come negli esempj preceden-
ti, gi som trerd sempre con un andamento uniforme le
condizioni d”integrabilitd, che converrd discutere in ciascun
caso, senza che siamo obbligati di cercarle altrove .

25, Il medesimo metodo applicato all’ equazioni lineari
del second’ordine tra un numero qualungue di variabili non
ci presentera alcuna nuova difficoltd. Consideriamo I’ equazio-
ne tra quattro variabili

o M AW g M 13"—“-‘-05-! F¥. . p.

3" 3 3 3 &

Sostituendovi il valore di g-‘— che in questo caso & (:‘)
=

+2(;"°‘;}‘).%§+ at‘w) ii: (3;) 35 ""”(:v&«) =
-0-(:‘) ?; +(§‘;) ;:‘ -1—(3\“) 8‘ e quello di %:;
n—;(i})-v—(;;) 5 %+(%) 3—“, ordinando i termini per
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3 Ny A
le potenze ed i prodotti d) 8\; :‘:’; 3

2
do a zero il coefficiente dl ciascun prodotto troveremo I’ e-

qllﬂziﬂ]'ll (l) o—( )+B( )+D
&) 052(&8‘1:!) B( )

o L) F
R 3:3\..)+ Ju i

ed eguaglian-

@ o=(2)
0 =)
0 o=(5)
0 o= ()
0 o=(X)-s

le quali tutte devono insieme sussistere .,

Se dall’ equazioni (7) e (8) prendiamo i valori di (57)
(;};"), (;;), e li sostituiamo melle (4),(5) e (6) avremo
I’ equazioni di condizione

0 o=(D)-5(3) o o= ()-2(2)

0 om(E)-s(X) ® om(i)-x(2).

Di queste la terza & compzesa nelle due prime: infatti I'e=
quazioni identiche (a) e (b) ci danno

= \\ ( a"\ ) (
0= L
dyda J sm :?u

=i e (“;'.?)—(r
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:PA FA
( ¥y )_ 6)3' ( ) (
e (R )
el
ed climinate da queste le l"un:mm derivate seconde

o=(3) _E(“)_(i H(ﬁi).

pertaunto la coudizione (¢} ¢ una conseguenza delle condizio-
ni (a) e (b).

Prendiamo adesso i valori di ( ) ( ) (‘,x” (;:i)

dalle medesime equazioni (7) e (8), e sostituiamoli nelle (2)
© (3); queste si cangeranno nelle seguenti

1 o= (@) () 2B mavm
o) m: A
(3) o_«a(—i E)+A(E)+BE—F.
E poiché quest’ equazioni devono esser 4’ accordo tra loro o

g T o8
con I"equazione (1), eliminandone (?) otterremo due nuove
=
condizioni

(2) o=P(E)+a( L) pE—F
(£) ‘JH(—)+P( )+BP+D,
A
C—AB—a(2 )
a(52)
6. Suppoughiamo in primo luogo che la proposta abbia
una equazione primitiva eompleta. Con un ragionamento si-

mile a quello del n.° 19 si dimostrerd, che in questo caso
Pequazioni (2') e (3') devono aver luogo indipendentemente

ove P=

Bz
dal valore d:( ), € per conseguenza & necessario che sia

=) o=(3) o=0—AB—s( 1), o=F—BE—a( ).
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Le due ultime condizioni determinano li coefficienti C ed F,
le due prime paragonate con le precedenti (a), (b), (¢), (d)
ci avvertono che A ed E sono semplici funzioni di ». Cis
posto I’ equazione (7) integrata i di z-+ Ay =¢gi(x, u), ¢

sostituito il valore di z la (8) diventa (%)+E =0, onde

si deduce @ Ex=1.x; pertanto I’ equazione
z+Ay+EBu=1i.x
soddisfi nel modo il pitt generale all’equazioni (7) e (8). Se
doura (D) 00,8000 () oy g
ne ricava ( &c ) 5'1 ‘y L S (3,:0' 3‘1_‘ an'

o )
E it i ralhity :
—hr=ae sostituiti questi valori la (1) si cangia in

& @ Fixd &AW LU £
(1) B= BF—'—D_I(BE:-‘-& )_M(Bﬂ—'_(f-
Af'ﬁm.ha questa possa avere una equazione primitiva con
due costanti indeterminate, & necessario che la sostituzione
di . o—Ay—Ez in luogo di z ne faccia sparire le varia-
bili y ed 2. Bisognerd dunque che sia
B=F(x,z+Ay+Eu)
D—y(ﬁ%\—-t—‘;;)—u(ﬁ Ao -o-—)_f(x,.o-v- Ay+Eu).
B poiche le funzioni derivate dai secondi membri relativamen-
te ad y ed w svaniscono a motivo dell’equazioni (7) e (8), le
medesime condizioni si potranno esprimere nel modo seguente

o= (E)-A(E)

-(8)-5(2)
B
(3)-r -
Quando queste condizioni sono identiche, I’equazione (1) sa=

bl &P)k 34 B
b EE R =
Lt W iy
o=(%)-2(3 S
14 integrabile completamente, ed il valore di 4. %, che ei
Tom. XVIl. 19
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dardi, posto nell’equazione z——Ay +Ru=1.xz fornird 1" eqna-
zione primitiva completa della proposta .

Ma se la sostituzione del valore di z non fa sparire le
variabili y ed 2 dall’ equazione (1), pud ayvenire che si sod-
disfaceia alla medesima con un valore meno generale di .2,
il quale renda nulli separatamente i termini indipendenti da
y e da u, e quei che contengono y ed z. In questi casi I'e-
quazioni, che si formeranno con prendere dall’ equazione (1)
le funzioni derivate prime o seconde relativamente ad y o ad
2, doyranno aver lnogo nel medesimo tempo che I’ equazio-
ne (1'); e col loro mezzo si trovera I’ equazione primitiva con
una sola costante indeterminata o senza costante, che soddis-
fi alla proposta nel modo stesso praticato per Iequazione tra
tre variabili (num. 21 e 22 ).

7. Ponghiamo adesso che, le condizioni (a), (b), (c), (d),
(¢) ed (f) avendo Iuogo, le due equazioni (2), (3), o una di
esse non siano soddisfatte indipendentemente dal valore di
(%\—i) Moltiplicando I’ equazione (7) per (;—:) abbiamo o=(3‘i\)

B Y _ BA) (=) 34 : L R
b\:r)-‘"A (3,:) _(_3.\:_) (6\7) 3 motivo della condizio

ne (a), e quindi A=g (&, ). Se ne deduce (M) (i}‘i)+(w)

3/ \3u) T\ bw)
o (38), 4 peqass vt o= (D) (24) (2
= ( o ), e Pequazione (8) diventa o—(&“) (8\") s E( v )
cioé 0=(%1)a motivo della condizione (b); pereid @iz, u)=1.2.
w
Pertanto A = 1.« & I equazione primitiva la pin generale,
che soddisfaceia all’ equazioni (7) e (8). Se ne prendiamo il

valore di (—;‘:—’), e lo sostituiamo nella (2), essa diventerd
=
;
(2") o—a B __An_ g,
¥
e sopra questa favemo ragionamenti analoghi a quelli dell”ar-
ticolo 233 avendo riguardo alla nuova variabile .
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28, Proponghiamoci adesso di trovare V'equazioni primi-
tive di una equazione differenziale del second’ ovdine , in cui
Je funzioni derivate non siano Iincmi considerando la seguente
2% =
<L 4B =+C &pd2 E& +F +G
Bt &e* B 3\“ ¥
ove 1 coefficienti A, B, ec. sono funmom date rlz a, _'r ez

Sostituendo in luogo di & oai ¥ g oro valori, ed
e ha?

eguagliando a zero i coefficienti di £= avremo le

3o ? e

dr B By
5

quattro equazioni

fei; &_) A
(4) E i (B\] 57
ciascuna delle quali deve sussistere .

1” ultima differenziata relativamente ad y ci di (

)= () (3)=- ()~ (3). < i

=— Al=— s

(.‘3\* = 5 - = , e sostituendo
questo valore come pure quell di (:_) nella (3) avremo Ve-

quazione di condizione
@ o=(2)—4(3) a8 +ac—D.

Dalla medesima et|uazmne (4) differenziata relativamente

simateirlee ) (5)- ' Uy

quazione (2) dopo la sostituzione dei valori di ( e (—')
By 3

diventa

ad 2 si deduce (
&
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0 oo—|, (24 AR B a4 s
(2)0_[9(-;)-1-_&]} G](&,)*‘(a,)"‘“ F.
E poiché questa equazione dev’ esser d’accordo con I'equa-

zione (1), se eliminiamo da esse (@E) 8 (3-&)’ avremo una

nuova equazione di condizione . Facendo per pit sempliciti

F—in— (22)
2 (A8) +arn—c
P

(1) o=(E)+p(2)+br+EPtG.

Se ambedue I’equazioni (a) e (b) non sono identiche,
bisognera cereare i loro fattori, e quei che soddisfanno all’
equazioni (4) e (2') ci daranno altrettante equazioni primiti-
ve della proposta, e le sole che la proposta possa ammette-
re, se si prescinda da quelle, le quali sono soluzioni parti-
colari dell’ equazioni (4) e (2). (Si veda il n.* 19).

-29. Ponghiamo adesso che le condizioni (a) e (b) siano
identiche, e di pil che I’equazione (2') sia soddisfatta indi-

=P, questa equazione di condizione sard

pendentemente dal valore di (%) > lo che ¢ necessario per-

ché la proposta possa avere una equazione primitiva comple-
ta. In questo caso avremo due nuove condizioni

(©) o—n( )+2AB woayd (d) c—n( L)+AE g,
e poiché le tre condizioni (a), (c), (d) tengon lnogo dell’e-
quazioni (2) e (3), non rimarrd che a soddisfare alle altre (1)
e (4). Sia N=1 .z I’equazione primitiva completa dell’ ulti-
ma; avremo

“=(%’i)-ﬁ(“)
o= (35 (35 () - &

Prendendo da questa i valori di (%T: ‘;\Z), e sostituen-
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doli nella equazione (1) otterremo

(1) o= 0% M .0

3“"4—&,

ove sard

¥
®
o (5)—a(2) (2~ (53).
B e ha*

Affinché 1’ equazione (1) possa darci il valore della fun-
zione ¥ .« con due costanti arbitrarie, bisogna che la sosti-
tuzione del valore di z preso dall’ equazmne N=1 . ne fac-
cia sparire auche la y, e questo non puo accadere che quan-
do le quantita P, Q ed R sono ciascuna fanzioni dized N.
Tali sono le condizioni necessarie, perché la proposta possa
avere una equazione primitiva completa .

80, Tali condizioni si possono esprimere anche senza co-
noseere la funzione M. Infatti la differenziale presa per rap-
porto ad y di ogni funzione di x e di N essendo eguale a

zero a motivo della equazione identica (

la stessa differenziale relativa ad » di ciascuna delle quanti-
ta P, Q ed R dovra essere nulla. Pertanto, se ci rammen-
tiamo che z & una funzione di » ed y data dall’ equazione

(3 —=—A, ayremo I"equazioni identiche

o= 1) 261 ()2 IG5 -+65
(655G

=GH1G) =260 = G55) ~-+ G35
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()2 65+ G -2 6]
=(32) [69) -2 G- [ G

Jorr @502 - A6
Se adesso differenziamo I equazione identica (%‘;)—A (3%)=e

per rapporto alle variabili x, y, e & riguardandole come in-
dipendenti tra loro, avremo

G- e
()2 65) = () 6
()2 ()~ 0) )2
() (6)- ) 8- R B2
why é\ (.5 &\X\-
M) g (), (38) (). (a
gi:’ﬁm)eudo gu:s)n ml-{u )e((‘:t:) di S’ e z)(un,ll’miuumm pre-
cedenti avremo le tre condizioni cercate

3 A o T 0
@ o=()=A(2)-26) - (32)
L (BEY 4 (BEY (0 b
&) "—(3,) A(m) zﬁ(am) ”(&:&:)
g G ee) =60 = (35)
0 o=~ ()¢ () -=60) - (=)
31, Per confermare i resultati ottenuti applicherd alla
ricerca delle medesime condizioni il bel metodo proposto da
Lagrange nelle sue leziori sul calcolo delle funzioni. Coeren-

temente ai princi queste metodo, se facciamo
Flasy, 50525y 2 ) ="+ Ay'+ Bz+ Gy o'+ Dy + Ez’-t-Fy‘-e-G

+

ove secondo la notaziene di Lagrange z’=%, :":r €c.;
L
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otterremo le condizioni necessarie perché la proposta possa
ayere una equazione primitiva completa eliminando M dalle
tre equaz‘mni

o=F{x)-+Mf'(2) M7 (&) -+ Mf"()

o= /(y)+Mf'(s) +2MF(=")

o=f{y)+Mf'(=) .
Secondo la medesima notazione

£ ()= )+ (B ()=(5) () () )
J=r (2) = (8) =D = (@) +=(E) () E)
Fi(¥)=Ct'+aDy' +F, Pl =4,

f’(z']:n}iz'-»—Cy’»u—E, SE)=1.
Gib posto la terza equazione ci di M=—A, e quindi

2) () (2) = () 2) ()

Sostitniti i valori di M e di M’ nella seconda equazione, es-

sa diventa
()] p-rc—s(2)]-

A
c=F-AE—-s(5;)+[C—2AB—2
Ora affinché la proposta possa avere una equazione primiti-
va completa , quella che abbiamo trovata dev’essere identica
indipendentemente da una relazione qualunque tra z, ¥, 2,
' e 2'; dunque essa ci di le condizioni segnenti

() o=F—AE—z(Zi)

i

—

—

() o=C—32AB—a (3)

=
() o=aD—AG—a(1)
dr
Ie quali sono @ accordo con le nostre condizioni (a), (¢) e (d).
Sostituendo nella prima dell’ equazioni di Legrange i va-
lori trovati di N, N, N, e ponendovi in luogo di z" il suo
valore preso dalla proposta otterremo la seguente
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o=@ - @)~ ) (M]
e[ -2 g':)—zB ()]

[ )—a@ - -G+ G )]
|- 3")—35 ::.:)]

| ) -2 —E()—a () +F()]
(-2l ) E@:) )6 (2)-

E poiché questa equazione dev’essere identica md:pendente«.

mente da una relazione qualunque tra &, ¥, 2, ¥ e 2, ci
dard le sei condizioni

@) o=@ —AG)— —BZ¥_(2%

() o=(5)— Al )—nB( 2(5)

@) o=(D-2E)—cGE)-G)+oE)

(&) ow( —A@—2B(R) 2

) o=@ —A@®—c@)-E() -G +F )
(i) c—(ﬂ) A2 -G -c6)-

Di queste la prima, la quarta, ¢ Pultima sono le stesse che
le nostre condizioni (), (F), e (g); le altre tre sono sovrab-
bondanti, ed & facile provare cho son comprese nelle prece-
denti. Infatti

(#)=(22) A(ZRD) 504 (d)

0= ()~ 4 (D) +4+0) ()~ (3)

()= (32) — & (22) - Alg)+ (a1 (3) — () 35) -
32, Se
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32. Se le condizioni trovate non sono identiche , equa-
zione (1) non potrd darci per mezzo dell’ integrazione un va-
Jore di ¥/, il quale contenga due costanti arbitrarie, e per
conseguenza la proposta non avrd una equazione primitiva
completa . Contattocio potrd accadere che un wvalere meno
generale di i soddisfaccia all’ equazione (1) rendendo nulli
separatamente i termini, che dopo I eliminazione di = con-
tengono la variabile y, e quei che non la contengono. In
questo caso nella equazione (1) non avremo riguardo che ai
termini indipendenti da y trascurando gli altri che contengo-
no questa variabile, ed integrando questa equazione parziale
otterremo il valore di i con due costanti arbitrarie; dopo di
che determineremo le due costanti o una di esse in modo che
svaniscano ancora nella equazione (1) i termini che abbiamo
trascurati . Cosi troveremo una equazione primitiva della pro-
posta o con unz sola costante, o senza costante arbitra

Ma potremo rendere questa ricerca pin facile se riflettia-
mo , che quando esiste un valore di ¢, il quale soddisfi al-
Y’ equazione (1) indipendentemente da y, I’equazioni deriva-
te da questa per rapporto ad y dovranno esser soddisfatte dal
medesimo valore di # . Danque prevalendoci di quest’ equa-
zioni derivate piuttosto che della equazione (1') otterremo il
valore di ¢ mediante I"integrazione di una equazione del prim’
ordine, e qualche volta ancora senza integrazione. Da cid
apparisce, perché le due costanti, che troveremmo non con-
siderando nell’equozione (1) che i termini indipendenti da y,
non possano restave ambedue indeterminate .

Per trovare tutte I’equazioni primitive della proposta nel
caso che abbiamo fin qui esaminato, restano a considerarsi
le soluzioni particolari dell’equazioni (1) e (4), la ricerca del-
le quali non presenta alcuna difficoltd . Quelle tra tali solu-
zioni, che soddisfaranno al rimanente dell’ equazioni (1), (2),
(3) e (4), daranno altre equazioni primitive della proposta.

33. Supponghiamo adesso che le condizioni (a) e (b) es-
sendo identiche I"equazione (2') non sia soddisfatta indipen-

Tom. XVII. 20
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e I !
dentemente dal valore di (;) Quando cid accade convien
%

dedurre il valore della fanzione v.x dall’ equazione (2/). So-
: i ;
-

stituendovi in luogo di (%5) il suo valore = . e fa-
=

raAswa(M)

1 (—&—A)-;-AAB.E

) o= = (E)-r(5).

ed aceid possa darci il valore di § con una costante arbitra-
ria, & necessario che la sostituzione del valore di z preso dal-

cendo come sopra =P, I"equazione (2) diventa

I’equazione N =1/ .x faccia sparire y dalla quantita (%\—N}
&=

-—P(?\N) Dovri dunque questa quantith essere una funzio-
ne di x o di M, e per conseguenza la sua differenziale presa

relativamente ad y dovrd esser nulla . Pertanto avremo

e e (vl o ) (Rl )

e sostituendo in luogo di (:‘;)) A( ‘\:;:;) 5 (%)—-& \).’\1)

bl L fBAY (3N ) (N
o v (22 + (6]
Y .10 W 34 AP &P
ikl e (S sl )-alsc):
Questa & la condizione necessaria perché la proposta abbia
una equazione primitiva con una costante indeterminata, e
quando essa & identica si trova I’ equazione primitiva median-
te I’integrazione dell’ equazioni del prim’ordine (4) e (2") .
34. Qnantunque la sostituzione del valore di z non fac-
cia sparire y dall’equazione (2"), pud accadere perd che essa
sia soddisfatta da un valore meno generale di ¢, in quanto
renda nulli separatamente i termini indipendenti da ¥ ¢ quei
che ne dipendono . In questo caso poiché I’equazione (27) &




Der Sig. Pierao Faort . 155

verificata qualunque sia y, la sna equazione derivata relati-
va ad y sard soddisfatta dal medesimo valore di i . Ma & evi-
dente che questa equazione derivata non & che la stessa con-
dizione (h); dunque la condizione (h) ci dard il.vanra di
dopo 1’ eliminazione di z, e prima dell’eliminazione avra per
fattore 1’equazione cercata N — .o =0, in modo che si
4 in tal caso I'equazione primitiva della proposta senza
aleuna integrazione .

Anche rapporto al easo esaminato nei due precedenti ar-
ticoli si deve osservare , che non abbiamo fin qui trovate tutte
I’ equazioni primitive , dalle quali la proposta pud esser sol-
disfatta . Per averle tutte bisogna aggiungervi quelle, che so-
no soluzioni particolari dell’equazioni (4) o (2, e verificano
le altr’ equazioni, le quali devono snssistere insieme con essc.

35. Negli esempj generali che abbiamo dati, & che po-
tremmo facilmente moltiplicare , abbiamo procurato di mo-
il modo, con cui dobbiamo condurci nei diversi casi.
Ma in ciascun caso particolare tornerk meglio applicare le
operazioni ed i ragionamenti all’equazione data che riportar-
la ad un caso pit generale, perché le condizioni identiche
spariranno dal caleolo, e cosi ei risparmieremo molte discus-
sioni inutili. Porremo fine a queste ric con I’ esempio
di una particolare equazione del second’ ordine, che abbiamo
seelto espressamente per prevenire una objez
potrebbe esserci fatta relati
Sia dungue propost:

strar

la quale
mente alle soluzioni particolal

a I equ:

&

Dopa aver posti in | i s
I I i “Ogﬂ 1 3 FeD

A B o Y dr [3:=Na 3= ) &
o ()2 () 2+ ()35 + () 32 o oo
avere ordinato il primo membro per le potenze ed i prodotti

A &y Ay

otterremo molt’ equazioni, delle quali la prima &

¥
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o) ke () (e

I oltima &

(2) (h)’1 (&‘ )+:_o
dr dr
e tutte 1’ equasioni intermedie son tali che diventano identi-
che, quando I'ultima & soddisfatta da un integrale partico-
19 ). Questa integrata oi da z—y=1/. 2, onde si

deduce (%) ‘:“: , e sostituito questo valore la (1) diventa
x

lare (n.’

o & s ) dnd (F

(1) (E\t_‘_'t 3\”) —+[ 0.

E poiché: non contiene altre variabili che x e ¢, essa ha un

integrale completo, che si trova essere i =cx -0--—+c, @5
1ac

sendo. ¢ e ¢ le due costanti indeterminate . Pertanto la pro-
posta ha 1’ equazione pr:mn:lva completa

z—-y—b—-cx—i—-—+c

Per vedere se ha qualch’equazione primitiva singolare,
bisogna. cercare le soluzioni particolari dell’ equazioni (1} ¢ (2.
La seconda non ne ha, la prima ha la soluzione particolare

(;{)::.r (si veda la lezione XV di Lagrange). Se ne de-
duace z=t£+q§ .¥» ma guest’ equazione non pué nella sua
5

generalitd convenire alla proposta. Resta a vedere se dando

un valore determinato alla funzione arbitraria ¢.y I'equa-

zione === -@.y pud soddisfare all’ equazione (a) . Cid si
s

ottiene se s fa 2

=1, 0iod . y =y -+ cost., dunque Ja pro-
posta ha Iequasione primitiva singolare
== 4y cost.
2
1.’ avremmo subito trovata, se avessimo cercate le soluzioni
particolari dell’ equazione (')




