SUL MOTO PISCRETO DI UN CORPO,
0SSTA SOPRA 1 MOVIMENTI NEI QUALI SUCCEDONO
DI TEMPO IN TEMPO DELLE VARIAZIONI FINITE
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Nelle questioni di moto trattate sino ad ora, la velocitd,
ed altre quantita dalle quali dipende la conoscenza dello sta-
to del corpo in moto ad un istante qualinque del suo mo-
yimento, o non variano, cioé sono le medesime per tutto it
tempo che dura il moto, ovvero variando, le varinzioni loro
sono infinitesime , ed accadone continuamente, ossia senza
intermissione, in tutti gl’istanti del movimento. Ma vi sono
molte altre quistioni di moto, nelle qualile medesime quan-
tith, oltre di essere sottoposte a quelle stesse affezioni, co-
me nelle suddette, sono di pint soggette ad altre variazioni,
le quali per essere finite, e succedendo solamente’ di (quando
in quando, cambiano successivamente il moto, e qualche vol
ta anche la sua natura, rendendolo una serie di moti o
narj di una, o pilt specie.

Il moto continuato di un obns. & un esempio naturale’ di
questa specie' di moto, impevciocehe tutte le volte che esso
percuote il suolo, quasi tutte le quantitd, dalle quali dipen-
de la cog ne del suo stato, variano di quantitd finite.

La dichiarazione della teoriea di questi movimenti, che
denomineremo discreti, per distinguerli dagli ordinarj o co-
muni, unitamente ad alcune nuove considerazioni analitiche ,
& lo scopo di questa Memoria .




158 SuL MOTO DISGRETO DI UN GORPO, €C.

Il modo piir naturale di trattare qualungue questione di
moto discreto , sarcbbe quello d’incomiuciave a trovare le quan-
tith dalle quali dipende la conoscenza del meto prima di suc-
cedere il primo cambiamento finito in alonni elementi del
medesimo, e poi determinare cosa diventano queste quantitd
stesse per forza di questo cambiamento: fatto cio, discoprire
quelle dalle quali dipende la cognizione del moto nel tempo
che trascorre dopo il primo cambiamento finito sine al secon-
do, e di nuovo determinare le medesime quantitd, compu-
tando questo secondo cambiamento finito: e cosk continuare

Ma siccome con questo metodo difficiimente si potrebbe-
to determinare le quantitd dalle quali dipende la conoscenza
dello stato del corpo in moto ad un istante qualunque del
sno’ movimento, stapte la eccessivamente grande prolissitd ;
pereio ne preferiremo un altro, col quale potremo trattare
completamente molte questioni di questa specie di moto; va-
I a dive il seguents ., Incomincieremo a trovare le sole quan-
tith dalle quali dipende la conoscenza dello stato del corpo
in moto negl’istanti prossimi a quelli nei quali succedono le
variazioni finite in aleune di esse; e poscia passeremo a tro-
vare quelle altre dalle quali dipende la cognizions del moto
dello stesso icorpo ad un istante qualunque di un qualsivoglia
di quei tempi, che passano tra glistanti in ecui accadono i
cambiamenti finiti anzidetti,, .

I siccome si possono determinare le prime di queste quan-
tith col metodo che diede Lagrange per trovare i termini ge-
nerali delle serie, allorchi si conoscono le loro equazioni di
velazione , ed in conseguenza approfittare di aleuni vantaggi
¢che somministra attualmente il calcolo delle differenze finite
Ja cui fecondith si & moltissimo accresciuta nelle mani del
cel. Geometra Brunacci; cosi usando questo metodo, procu-
reremo alle soluzioni delle questioni di moto discreto, che
tratteremo , la semplicit, la uniformitd, e qualche volta an-
che la eleganza. Anzi risultando la determinazione delle al-
tre quantitd una questione di moto puramente ordinario, avre-
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armente di mira in questa Memoria, la determi:
e solamente qualche volta determi-

mo partico]
nazione delle sole prime;
neremo anco le seconde. o4
Avendo rignardo ai rapporti che hannoe le proposizioni
di moto discreto che esporremo, tanto fra loro, c|llulltu. colle
]:rupnsiziuni conoscinte di moto ordinario, p;\rlmmuﬂ L:llr es50
seguendo q\mst’ordinc , ciog 3 1.° Del moto discreto rethlmeo;‘
29 Del moto su di un poligono dato; 32 Di quello sopra di
un date poliedro; 4.° Di una specie di moto discreto che chia-
meremo semiliberos 5.° finalmente,, del moto libero .

Del moto rettilineo

Stante che, tutte le difficoltd rimarcabili, che §”incon-
trano nella teoria generale della prima specie di questi mo-
vimenti, ciot di quella nella quale il corpo descrive nna sola
retta, sono o soluzioni di equazioni, od integrazioni finite di
date espressioni, o di equazioni delle differenze finite, vale
a dire sono esse puramente analitiche, e non si possono su-
perare, senza individuare le leggi del moto stessos incomin-
cieremo immediatamente Ja teorica di questo moto colla pro-
posizione che qui segue, e procureremo di trattarla comple-
tamente, ossia di non lasciare nulla a desiderare rispetto al-
la medesima, nella ipotesi che la resistenza del mezzo segua
1a ragione del quadrato della velocitd del mobile; cioi mella
ipotesi comunemente accettata .

Provosrzione L

> Un grave di elasticitd imperfotta cadendo verticalmen-
45 te urti un pianc orizzontale, eon nna data velocita, e sa-
;5 1 dal piano medesimo, obbligato a sa ad nna certa al-
55 tezza, dalla quale scendendo, ed urtando di nuovo nel
- Stesso piano, sard obbligato a risalire; e cosi continuerd il
. suo movimento; alla fine della discesa xesima, quale sar
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s la veloeita, lo spazio percorso, ed il tempo corso, moven-
5, dosi il grave in un mezzo resistente ,,.

Sorvzrone . Sia t; il tempo corso dal principio della pri-
ma salita alla fine della z esima discesa ; 25, lo spazio percor-
50 in questo tempo; v. la velocitd alla fine della discesa z
esima, ossia quella colla quale il corpo urta la (2~ 1) esima
volta il piano orizzontale; #::, 25r4r s © Vzs Siano per la
discesa (x--1)esima cio che sono #:, as., e v, per I'x esi-
ma; e sia tanto in questa, quanto in tutte le proposizioni
seguenti, r il rapporto della elasticitd del corpo alla percos-
sa, g la forza costante di gravitd, gh* il cocfficiente pel quale
moltiplicando il quadrato della velocity del mobile, si ottie-
ne la forza ritardatrice della resistenza del mezzo, nel quale
si move il corpo.

Egli & evidente, che sono eguali tra loro la salita e la
discesa ( 4+ 1)esima, e che la salita continua fino a tanto
che la resistenza del mezzo insieme alla gravitd abbiano di-
strutto la velooitd colla quale & stata incominciata; e la di-
scesa finché il corpo wurti di nuovo nel piano orizzontale .
Queste tre veritd per sé stesse evidenti saranno il fondamen-
to della soluzione presente .

Per quello che si & premesso, il corpo comincia la sa-
lita (x~1)esima colla velocitd rv,, e sale all’altezza As;;
e perd, colla teorica del moto verticale ascendente ne’ mezai
resistenti, si avrd

aghAs, = log. (1 + k*re3,);
e finisce la discesa corrispondente coll’acquistare la velocita
w.t » scendendo dalla medesima altezza As,, adunque colla
stessa teorica, rispetto ai gravi che scendono, avrassi pure
2gheAs, = —log. (1 —Fe., ) .

Essendo uguali i primi membri di queste due equazio-
ni, sard anche
Tog.(1-+k*r202,)=-10g.(1-"072-41)  088ia (1442202, ) (1-42 0% e )= 15
ciot si avra tra le velocitd o., v+ I’ equazione delle diffe-
renze finite seguente
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BP0 P — 102, =0,
la quale integrata, ci dard la velocitd del corpo alla fine del-
la discesa x esima, espressa per k, r, e pel numero z delle
salite o discese .
Per integrare quest’ultima equazione da cui dipende at-

e - :
tualmente la velociti cercata, supponghiamo v’,=;,)’; s~

sendo una nuova funzione incognita, ed avremo
'
y:-a..—; Ye—k*=o0,

la quale &, come si vede, un’equazione anch’essa del primo
ordine , ma linears, in conseguenza integrabile colle regole
generali a tutti note .
Con queste regole, integrando quest’ultima equazione,
si ha (§.40) (%)
e
e ey
¢ rappresentando la costante arbitraria . Ma abbiamo suppo-

sto v’,:-j—, adunque il quadrato della velocita del corpo al-

la fine della discesa x esima sard
(r*— 1)
e ki
ossia tra la velociti stessa ed il numero z, vi sard la rela-
zione espressa dalla equazione
e (el
ki
Per trovare la costante arbitraria ¢, osservisi, che per
ipotesi si conosce la velocity colla quale il corpo ha urtato
la prima volta il piano orizzontale, urtamento dal quale &
nata la prima salita, che ha fatto il corpo, come nasce la
Tom. XVII. ar

(1) In questa Mem. i §§. citati si rifers dio del Caleol
st dl:f“l;-sm;‘. Brmlchls. citati #i riferiscono all'esimio Gompendio alcolo
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(% 1) esima dall’urtamento (&1 ) esimo; ciog pei dati
della proposizione conosciamo ia velociti v, . Ma sapponendo
2= o nell’ equazione di relazione anzi trovata, tra = € Uz,
hassi
Pt i )
W= st e = ————— 3 adunque
Py

Wy = Vol l/ —_—
T (27— 1)k

espressione nella quale tutie le quantitd sono immediatamen-
te conosciute .
Sostituendo nella equazione
agheds, =log. (1420, )
(r*—=1)7

esposta superiormente , in vece di v, il suo valore ————
7 PRI

si ha
AP A )

aghtAs, =log. ———

gheds = log: T
dalla quale desumesi

s yslets
PR e
agh* e r®
ciod Taltezza a cui sals, o da cui poscia discende la (z—+1)
esima volta il corp
Per essere

log. c::i:;t:” =A log.{c—+r2k=re*)
Pultima equazione equivale a quest’altra
agh*As, = A log. e+ kr27)
che & per s stessa integrabile, ed integrata da
aghss. = log. (e+Arr= ) + cost.
Ma ad z=o corrisponde 2s,=0, perché comincia lo spazio
a5, coll? incominciare della prima salita; adunque sard
o=lofg. (¢ k") 4 cost., ossia cost.=—log.(c+#*r).
Quindi 2gks, = log. (e A&r"r**) — log. (c+k**); e percio
lo spazio cercato

Ll

25, = — lo
S

e==kir




1h3

Der Sic. Axroxio Borpowt
iamo ora a trovare il tempo decorso dal principio
della prima salita alla della & esima discesa, cigiz Ia ¢
spressione del tempo #,. Chi mando @, la somma du' tempi
delle x prime salite, e 9 quello delle corrispondenti disce-
se, sarauno Af,, Ads i tempi della salita e discesa (x=-1)
esima; e perciv, colla teorica del moto verticale dei gravi

Pa

che si movano in mezzi resistenti, si a
1 Kvriy

aghkAd, . & ghAQ, = Arc. tang. rkv, ,

log.

L Are. tang. rkv. ;
{3

ossia Ad,=—1lo
Py

£
sard eguale all’integrale finito

preso tra i limiti di 1 ad 2; e quello delle salite, cioe &;
sard eguale all’altro

=

Are. tang. rkv.
gk
preso fra i limiti o, ed x—1; vale a dire, sard

6,:;;(10"

3
e 0

(A.tang.r}:u‘_ﬁ-.&. tang.rkv,— 4 ....+A . tang. rﬁvg).

o
Ma la somma dei logaritmi di un numero qualunque di
quantitd & eguale al solo logaritmo del loro prodotto, adun-

que sard il tempo delle discese

?’(:;lug_(¢qkn,)(;+h ) _(--.w,_)(ﬂ)_
Py 1 —kvs T—Fva_, 1=tkv, | =i,
Se & vantaggiosa la sostituzione fatta del solo logaritmo

a Eh kv ko, 1+ko,

1—k ke, 1=k,
in luego della somma dei logaritmi delle medesime, molto
pits lo sard la sostituzione di un solo arco in vece degli =
archi
A tang. rku, ., A, tang.rko.—.

del prodotto delle quanti

p s
kv, Tk

5 o A tang, rko,, A tang. rkvo,
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la quale divisa per gk da il tempo 6.. Vediamo pertanto,
come si possa trovare un solo arco eguale alla somma di quel-
li, che hanno per tangenti le quantitd attualmente conosciu-
te rkve—rs ThOse 5 oo 7ROy, ThUG .
Supponendo
A tang.rkvz_+Atang rhv._+...+Atang.rko,+Atang . rkv.=¢.
si ha tang. &y = tang. (& 4 rko; ) = ( kv, + tang. &, ):
(1 —/kru, tang. &), ossia I’ equazione delle differenze finite
(A)....rkv, tang. &, tang. .o —tang. o +tang. £ 4-rkv. =0
dalla cui integrazione dipende il valore cercato dell’arco £, .
Ad ottenere Iintegrale dell’ equazione qui trovata, sup-

el kv, A
pongasi in essa mng.E,:.;L__l-, 7. esprimendo una nuova

funzione incognita, e si cambierd in quest’altra
Hiflgr —batiz—az =0,

i Ve gy
postn—-—w——v;-.-. = —“—f=th1

la quale di evidentemente m.=b,—,+ o
e iy
A
TR
®

Ma pel significato della funzione &, si ha tang.f, =rkv,,

e per forza della fatta supposizione , cioé di tang, &, = "=

=1

; i Ko, 8 "
hassi anche tang. &, = 1A adunque riv, = Lid , ossia
= T

m=14+2se pero
o
ey
ox = lzmr o
FpAbEn
=
Yo Lo
%
valore che messo in quello supposto di tang.£;, ci di la nuo-
va e singolare formola trigonometrica
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tang E AN rhve
B e e e e

e

ey

: rhes

[ joe I = Arc. tang.
cioi: I'arco cercato Ex=A B

L il tempo delle salite , sard anche eguale ad
i X

— Arc, tang.

rkox
ok b,

Gy
T !

Ora, essendo il tempo cercato, ciod il decorso dal prin-
! cipio della prima salita alla fine della z esima discesa, egua-
! le alla somma dei tempi corsi nelle x prime salite e nelle
gorrispondenti discese , vale a dire #. =0, 4+ J., sard esso
eguale ad

I T (H-m-.

Cororranio I. Essendo A, il tempo della (# 1) esima
salita, e Ad; quello della corrispondente discesa, sard Aéx
= Af; + Ad., ossia

3 ( Are, tang, rkv. +§ log. 1".”:;)

'L £ = Kz
il tempo corso tra gli urtamenti x, (%~ 1) esimi. Similmen-
te, per essere ©; la velocitd del corpo alla fine della discesa

{ & esima ., sard rv;, OVvero

e e
[

Ia velocitd colla quale il corpo comincierd la salita (z+1)
esima . In ultimo

ot RSpaetiy
log

1
R B e
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sardl Ialtezza, sopra il piano orizzontale, a cui salird il cor-
po nella (x-+1) csima salita.

Corarranto 11, Facilmente colla teorica del moto verti-
cale ascendente dei gravi ne’mezzi resistenti (*) e colle espo-
ste nell’antecedente Corollario, si trovano le due equazioni
seguenti
o —ix 1+ rR,

1 kRt

ght's= Arc.tang. k& e 2gh%s, = log. o

nelle quali @, , ¢,  t' esprimono la velocita, lo spazio, e
il tempo corrispondente , per la salita (@1 ) esima . Simil-
mente , colla medesima teoria rispetto al moto discendente,
trovansi le altre due equazioni

— 'y
2gh*( Asy — 5's )=lng.LrL_,

P T

Tkl
=kl
nelle quali #' , "% 5 ¢ esprimono la velocita , lo spazio, ¢
il tempoa corrispondente per la (1) esima discesa.

Con queste quattro equazioni, insieme ai valori delle
quantitd . , s , € & trovate sopra, si conoscerd il moto del
corpo in un istante qualunque del tempo At., che passa
dall’ urtamento x esimo all'(z--1) esimo .

aght"s = log.

Prorosrzrone II.

,, Supposte le leggi del moto, come uella proposizione
antecedente, ¢ dato di pitt una delle tre quantita, spazio,
velocitd , e tempo, trovare le altre due corrispondenti, e
la distanza che avra il corpo dal piano orizzontale .

Soryzrons . Primieramente sia dato lo spazio S.

Ponendo nella equazione aghkss. =1i!gr""';"::'u in luogo
c kY

di 25, lo spazio dato 8, ed &' invece di a3 e poscia cavando
P2 dalla risultante, si ha

() Questa teorica si pud vedere al §. 204 del primo volume della Meccanica
del Sig. Professore Fenturoli .
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Jog. [(o-+r*k*)edtS—cl—alog. kr
T alog.r :

Se il numero z', cosi determinato , sard intero, nell’i-
stante che il corpo avrd terminato di percorrere lo spazio
dato 8, si troverd nel piano orizzontale , sara trascorso il
tempo b s ed avra la velocitd ©./, 0 zero, OVVero rog, se-
condo che si considererd prima o dopo la compressione, op-
pure dopo la stessa dilatazione .

Se poi ' sard frazionario, per avere le stesse quantita ,
si osserverd primieramente, se S eguaglierd, o sard minore,
ovvero maggiore di 25, - As. , 7 esprimendo il maggior nu-
mero intero contenuto nell’z'; e nel primo di questi tre ca-
si, il corpo troverassi distante dal piano orizzontale di As,
non avrd velocitd, e sard corso il tempo £, + Af,; nel se-

condo sard distante dal piano di S —as., avrd la velocit u.
data dalla equazione
. TR0t
agh?s', = log.
5 St ke

ed il tempo decorso sard fn -~ n, £w essendo determinato
mediante la equazione

TUm =i

ght', = Arc. tang. &

Tkt

Finalmente nel terzo caso il corpo sari distante dal piano
orizzontale di 25,4, —S, si moverd colla velocitd #'. cavata
dalla equazione

1=t

I—E e

@ i AQu 2" sard il tempo decorso, purché ¢'» venga de-
sunto dalla equazione

agh?( 25,4, —8) = log.

5 fead
aght", = log. —22 ,
& B r— kit
Sin ora conosciuta la velocitd V.

Sostituendo nella equazione, esposta anch’essa superior-

mente ,
Ve = Ul l/
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invece di # 'y, e di v, la velocita data V; poi liberando

lo stesso y, hassi
log. Va(r* —1 —=rtkle?, ) —log. o%e(r* — 1 —rk2V*)

Siwr alog.r
espressione la quale potrd essere anch’essa intera o frazio-
naria .

Qualunque sia il numero y, il corpo si potri trovare in
una qualunque delle m prime salite, come in una qualsivo-
glia delle corrispondenti discese, m rappresentando il mag-
giore numero intero contenuto nell’y; e perd sard

b i —kye
s'gm;’;—,log.%,u Asy— " - 1%\’4%
la distanza che esso avrd dal piano orizzontale, as, + s\, OV-
vero as, -+ As,+s", lo spazio che avri percorso, e
-V

1=kt ¥V

14KV

KV
il tempo corso, qualungue numero mppresenti Tr, tra i po-
sitivi, interi, e non maggiori del maggior namero intero con-
tenuto in y, ciod di m.

Di pilt, se sard . >V >rv. il corpo potri trovarsi nel
piano orizzontale, aver percorso lo spazio 25, , ed essere cor-
so il tempo #,., precisamente come nel caso di V=uvn;e se
sard V=rv, , ovvero ro, >V >0.4, , il numero 7 contenu-
to nelle prime formole sopra esposte potri essere eguale an-
che ad m maggior numero intero contenuto nell’y. Vale a
dire, vel caso di V=w, il problema o la proposizione avrd
arm soluzioni, e negli altri (2m + 1); cioe tante soluzioni
quanti sono gl'istanti del tempo corso nella durata del moto
continuato nei quali la velocita del corpo eguaglia la data V.

In ultimo sia dato il tempo T .

Troveremo la velocitd, lo spazio, e la distanza dal pia-
no orizzontale che corrispondono al tempo dato T, senza de-
terminare il valore della quantitd posta invece di z nella e-
spressione di #. espresso pel tempo dato T stesso ; e si vedrd
con cid, come si possa scoprire il pumero intero rappresen-
tante

r
tn +; Arc.tang. £

1
, oppure t.‘+Aﬂ,.+;ngug
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tante la stessa quantiti, se essa & intera, o il maggior nu-
mero intero contenuto in essa, se sard fraziomaria, senza la
suddetta determinazione .

& incominci a supporre x, cioé il numero delle salite o
discese uguale successivamente a 0, 1,2, 3, ec. nella espres-
sione geneiale del tempo £, trovata nella precedente propo-
sizione, e si_continui questa operazione, finché siasi trovato
un pumero intero m, che renda la stessa espressione uguale
al tempo dato, ciod che dia £, =T; e se cid non sard pos-
sibile, come succederd quasi sempre, si continueri la stessa
operazione., finché se ne saranno trovati due contigni mz, m=+1,
che sostituiti invece di nella medesima espressione, diano
due risultamenti, tra i quali sia compreso lo stesso tempo
dato , cioé che diano e e SO

Quando succederd il primo di questi casi, cioé che un nu-
smero intero m, renderh £, =T, il corpo alla fine del tempo de-
to T si trovera nello stesso piano orizzontale ; e perd la veloci-
¢4 si ayrd immediatamente, col sostituire il numero stesso nz
invece di x, o nella espressione di v, trovata sciogliendo la
proposizione antecedente, o in quella esposta nel suo Gorol-
lario 2%, secondo che si vortd il valore della velocita , pri-
ma , ovvero dopo la compressione istantanea del corpo; e lo
Spazio SATA 28w cioé si otterrd sostituendo in Iuogo di z il
numero m nella espressione di o5, trovata anch’essa scioglien-
do la proposizione precedente .

Negli altri casi, dopo avere trovato i numeri m, m—1,
i osserverd, se T sard eguale, o minore, ovvero maggiore
di #n-+ A0, 5 e nel primo di questi casi, il corpo sard distan-
te dal piano orizzontale di

c=kiripin

»
c+krririm

:
Asm—ﬁlng.

non avra nessuna velocitd, ed avrd percorso 1o spazio 25,+Asn

nel secondo avrd velocitd u, data dalla equazione
Ty = Ui

e =tang.gk(T—f).
Tom. XVII. 2
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che desumesi dalla prima delle esposte nel Corollario 2.° del-
la precedente proposizione, e sara distante dal piano orizzon-
tale di

e

log. -

TP,
ed avrd trascorso uno spazio eguale a a2s, -5 . Finalmente
nel terzo ed ultimo caso, avrd, alla fine del tempo T, la ve-
locitd #'» che dA la equazione seguente

14k,
aght — [} jagh(t + AR
€% —(x_“,m)e it
dedotta anch’essa dalla terza dell’ accennato Corollario, sard
distante dal piano di

PR T— k%
Asp—5§ ,.-—2-5;105- =P,
ed avrd percorso lo spazio a5, =+ Asn -+ 5" .

Non aggiungo altre proposizioni di moto discreto retti-
lineo, persuaso che hastano le due trattate per indicare , co-
me si debbono trattare le altre: anzi fo qui osservare, che
Ia da delle medesime proposizioni, generalmente parlan-
do;, senza aleun cambiamento notabile, si estenderd anche al-
le proposizioni delle altre specie di movimento di cui si par-
lerd in questa Memoria .

Del moto sopra di un poligono dato .
Prorosrziows III.

,» Data la velocitd colla quale un corpo comincia a per-
,» correre, scendendo, il primo lato di un dato poligone qua-
,» lunque , tra quelli che hanno tutti gli angoli ottusi, co-
,» munque disposto nello spazio, trovare la velocita, ed il
4 tempo corso , quando sard giunto alla fine di un lato qua-
5 lunque del medesimo poligono .

Sorvzrone . Sia OH (Fig. 1) una retta verticale; ... ABG ...
il poligono a semplice o a doppia inflessione lungo al quale
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scende il corpo; BG=/, il suo lato (2-~1) esimo; z; il tem-
po decorso nell arrivare in B, ¢ At; nel percorrere BC; v,
la velociti del corpo alla fine del lato AB, e ve.; alla fine
di BC; in ultimo, sia §. I’angolo che fa il lato (2~ 1) esimo
colla verticale, ed a. quello che fa il medesimo lato col pro-
lungamento del suo antecedente , cioé a.=CBM .
Rappresentando v, la velocitd del corpo alla fine del Ia-

to AB, o, cos. a. esprimerd quella colla quale il corpo co-
mincierd a percorrere BC; ma il moto secondo BC, essendo
il corpo grave, & uniformemente accelerato, adunque , colla
teorica conosciuta di questo moto si avrd

0%,y = 2gl; €05, §z 7 €080, 088ia

B s — 082007 == 2g1; €05, fz:
equazione Ja quale integrata colla regola colla quale s’inte-
gra qualsivoglia equazione delle differenze finite del primo
ordine e lineare, somministra ( §. 4o )
= log. w:.‘a;(cn ot -—sang,m.-.x.)

cons

L

nella quale G* esprime la costante arbitraria, ed e la solita
base; e percio la veloeitd del corpo alla fine del lato x esi-
mo ,; ciod

er.lug.cnw.l/ca_,_mgz’&"’_' =5 log. cos.ax

co8. s

Percorrendosi il lato BC con moto uniformemente acce-
lerato, si avra, per cio che si dimostra nella teorica ordina-
ria di questo movimento

Vi =z €08. Gy €08, f, A% 5

cioé la velocita alla fine del lato (2 -+~ 1) esimo eguale a quel-
la colla quale ha cominciato a percorrerlo, pit il prodotto
della forza acceleratrice, costante per tutto questo lato, mol-
tiplicata pel tempo corso nel percorrerlo; e pero

Ty = Uz COS: Gx
Aty = ———

Dz

== , Ossia

108, €08. tirsr
A= ST AL/ Gt agB
Too. 6l

b o—Blog.costas
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punenﬂo in Inogo di s, € di wpy, i loro valori. Quindi in-
tegrando quest’ultima espressione di Af. relativamente alla x,
e trovando opportunamente I'a bitraria, avrassi il tempo cor-
so nell’arrivare in B, ciog il dimandato.

Nella solnzione presente abbiamo supposto tacitamente
che il poligono fosse mel voto, passiamo adesso a sciogliere
la stessa proposizione , nella ipotesi che esso sia in un mez-
zo resistente .

B dimostrato nella teorica del moto scendente dei gravi
#=m | esprimendo 7z
¢—ma®
il nostro prodotto gk®, ed s, ¢, @, ed u, al solito, lo spa-
zio, la forza acceleratrice costante, la velocitd iniziale, e la
finale; adunque, supponendo s=l; f=g ©08. 5 G=10: €08tz
ed =041

ne’ mezzi resistenti , che —ams=log.

” 8. 6, — k*v*acos s
si avra omil.=log. e T 1.: e
0. e — k0%

cioé ordinando rispetto alla velocith o, sard

cos.fa
P gy == €22 00820, 0% = (1—=e=2ml):

=

equazione la quale integrata colla regola anzi accenmata, da
immediatamente
Elog. e ™ :o..a,‘/(l,\a_._k_:z‘:,-.a,_‘;m £e e—Eics‘,—‘nl,nm,aw

Uz
costax

A* esprimende la costante arbitraria, la quale si determinera
secondo le circostanze .
Nella teorica medesima del moto dei gravi, si dimostra

anche , che
(/@ +u/m) (1 p=a/m)
0 =log. L
ymg =g 0
@ rappresentando il tempo; e percid, supponendo in questa
equazione 0= At:, si avrd
(1 cos: e Fvieses ) (17 c08. B, — kvr 008 52)
(AL . f-=log. .
2kt cos. B =10g. T . B on con a2
Quindi integrando il valore di Af. cavato da quest’ultima

)
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prescritti,

equazione , ed estendendo Iintegrale fra i lim

si otterrd il tempo dimandato Z: . i
Conorzanzo 1. Supponundo nell’ultima espressione della

velocitd k=0, cioé supponendo trascurabile la resistenza del

mezzo nel quale & posto il poligono, si ha

2 log. cos. s I/_F _i_zgé’

v,=e
{ cioé un apparentemente indeterminato e di seconcr'Eo urc’}iuc; e
1 perd il valore dell’ integrale , che diventa indeterminato in que-
sto caso, sard eguale all’integrale finito del differenziale se-
condo del numeratore
(e2mie—1)cos. 0 e—Zlog.e ™ rcostar,
diviso per quello del denominatore %*cos.a., presi mz):zl:ev]ue
questi differenziali rispetto alla &, ¢ fatto poscia in essi k=0
(§. 50) : operazioni le quali eseguite danno

=s¢g2‘.M e—Zlog.cos’us; g percid

0y = eZlog. cos‘m,l/l,t':*_ 5 teatt be g—2log.cos o,

1
€08, %0

come abbiamo superiormente trovato .

Qororrario 2. Se il poligono fosse piano, e i lati e gli
angoli fossero fra loro eguali, ¢ che il primo lato cadesse se-
condo la verticale OH, si avrebbe, mediante la equazione
Bi=2aa

‘ uxr.cos.’a.e-"“"’/ﬁ‘-p
) a =

\ ossia facendo Pintegrazione ancora semplicemente indicata

Dy =C08.%0t c—"’"‘l/(A‘ -+

o* "l —cos.

Meos. za+Naen. co
M -4-N* " cos e

sen.a
supposto =M, 6 —= =N,

ot 0 o

Conozrarto 3. Ammesso che abbiano lnogo simultanea-

mente le cose espresse nei due Corollari antecedenti, avrassi
L Meos. ¥ sen.

%Ecns.’al/(&'-o- 26l Meosza+Neenza oo o I

P M- N
essendo qui M= """ o N= 2%
o

s o 08,5
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Corozzsnio 4. Nel caso che il poligono fosse tutto in un

piano orizzontale , sarebbe . un angolo retto; e percid
v,:Aem"E"iml‘ 0842

E se il poligono fosse, di piit, nel voto, o fosse trascurabile

Ja resistenza del mezzo, si avrebbe v,=AeZlog.cona-, ovve-

ro (§.28)

;= A COS. Gz COS. O —; COS . Gigy +++++ COS. Oy COS. 01y COS. o 3
di piti se gli angoli fossero tra di loro ugnali, questultima
espressione darebbe w,= A cos.%a, cio® le successive velocitd
Vo5 P13 Uys e Bomy» Va—r s 0s 5+ - formerebbero una progres-
sione geometrica decrescente . :

Ossenvazioxe 1. Ommetto qui un Corollario simile al se-
condo della prima proposizione, ed altri quattro rispetto al
tempo analoghi agli anzi esposti per la velocita , perché sa-
rebbero quasi una ripetizione di quelli, e passo invece a ge-
neralizzare la proposizione esposta, ciod ad indicare come si
possono trovare la velocitd , e il tempo, nella ipotesi di qua-
lunque poligono e di qualsivoglia moto ordinario, lungo a
ciascun lato; tali perd, come qui sotto suppongansi.

Qualungue sia il poligono dato, cioé sia a semplice, o
a doppia inflessione , rettilineo, o curvilineo, ovvero misti-
lineo, rappresentando colla Z; la lunghezza del suo lato (z+1)
esimo, e colla £(0) una fanzione del tempo 0, la quale sia
eguale allo zero con esso nel principio dell’ (z -+t ) esimo la-
to, e dia lo spazio percorso nel moto col quale il corpo per-
corre lo stesso lato, si avranno le due equazioni

DN ew,=(‘§:‘t"),
colle quali si otterranno, siccome superiormente, i valori del-
la velocitd v., e del tempo # .

Osservazione 2. Conoscendo il poligono e la sua posizio-
ne, e perd le espressioni del lato ., e degli angoli a., =,
abbiamo veduto , come si possono trovare i valori e della ve-
locith , e del tempo #; reciprocamente, conoscendo le es-
pressioni del tempo ¢ e della velocitd v., & di un’altra del-
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le cinque quantith Z., ¢., §z contenute anch’ esse 1}e_1|= du_e
equazioni , che hanno servito per risolvere la proposizione di-
yetta, troveransi facilmente le altre due . In generale, date
tre delle stesse cinque quantita, si potranno rinvenire, col-
le medesime equazioni, le altre due corrispondenti: anzi le
stesse tre quantita che le medesime equazioni lasciano inde-
terminate in modo tale, che il poligono abbia qualche sin-
golare proprietd .

Ossenvazione 3. Volendo paragonare fra loro gli elementi
dei moti di due o pili corpi, che percorrono un medesimo
poligono , ovvero poligoni diversi, che hanno tra loro dei
rapporti dati, coll’ajuto delle formole esposte nella proposi-
zione anzi trattata, si potranno seguire le stesse regole, che
seguonsi in casi simili, quando i moti sono ordinarj; ossia
quella che si seguird nell’esempio seguente , esposto per ta-
le soggetto, la quale & particolare alla natura del moto di
cui si parla in questa Memoria.

Esearrio . 5, Quale distanza ayranno due eorpi, che per-
covrono lo stesso poligono rettilineo . . . ABC . . . ( Fig. 1)
interamente posto in un piano orizzontale , quando il pia
avanzato di essi sard arrivato all’angolo x esimo B, essen-
do ©,, ¢, le velocitd colle quali hanno percorso il primo
lato del medesimo poligono, ed m la distanza che avev
no quandoe il pii avanzato trovavasi alla fine dello stesso
lato; e tale essendo il poligono, che il primo corpo non
arriva giammai alla fine di un lato qualunque, prima che
non sia arrivato al medesimo il secondo corpo.

Sorvziows . Supponendo il primo corpo giunte all’ango-
lo x esimo B, e il secondo in n, 3, la distanza zB cercata,
@x la velocitd colla quale il primo corpo percorre I'x esimo
lato AB, e v’ quella del secondo, sara v’ il tempo cor-
so nel passare il secondo corpo dal punto n all’angolo x esi-
mo B: e percid d.:e' moltiplicato per la velocitd v,4., 05
sia il prodotto ¥avs i 2. sard lo spazio o porzione del lato
(#%<-1)esimo BC, che avri percorso nel medesimo tempo
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3.5, il primo corpo; quindi alla fine di questo medesime
tempo sara esso distante dall’ angolo (% 1) esimo C, di
Loy —a‘f"vﬁ-. :
o

distanza ‘0 spazio, che percorverd evidentemente mel tempo
espresso. da

Lews 103

B

Ma in questo stesso tempo il secondo corpo percorre lo spa-
zio -0 porzione

L [ e

2 2 )

Vapy O

del medesimo (%1 ) esimo lato BC; adunque arrivato che
sia il primo corpo, ossia il piit avanzato all’angolo (x~+1)
esimo, la distanza di essi sard eguale ad
ey By, o
Lo — ('l'_‘,_)vz-hx;
o vk
e per tanto si avid, fra le funzioni incognite d, et di-
mandate, la equazione
Ledes 8=
dems =l — (22 = ) vl

LI =

la quale si riduce evidentemente , col Corollario ultimo del-
la proposizione anzi esposta alla seguente

o=y

s — COS. g =

larn
che integrata dit ( §.40)
az=e£log<eo|.m(l3+

35 dei o —Zlog.cos.as

o C08. B

e

B rappresentando la costante arbitraria introdotta dalla inte-
grazione, la quale si determinerd col soddisfare, con essa,
alla equazione data d,=m .

Del
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Del moto sulla superficie di un poliedro dato .

Prorosrzrone IV.

s Determinare le quantitd dalle quali dipende Ja cono-
»» scenza sl geometrica che meccanica dello state di un corpo
»» obbligato a scorrere sopra la superficie di un dato poliedro
1 di faceie piane, conoscendo le equazioni delle successive
5> faceie del medesimo poliedro nelle: quali trovansi i lati del
.» poligono che descrive il corpo, e la granderza e direzione
5, della velocitd colla quale comincia a moversi sulla medesi-
,» ma superficie, supposto che non sia stimolato da veruna

forza acceleratrice .

Soruzrowe . Siano ul?), y(?), e 2() le:coordinate di un pun-
to qualunque di quel piano di cui & porzione la faceia d
poliedro mella quale vi & il lato @ esimo del poligono descrit-
to dal corpo; alHi), yEn) e 2041 di quel nel quale vi &
la faceia in cni trovasi il lato (@ —+1) esimo; o

20 = Aul®) - By() +-C, =0,

2EEN L AL uEH) B e ) G —o
le equazioni 'dei piani medesimi, A., B., e C, rappresen-
tando i tre soliti parametri, in questo caso funzioni conosein-
te della x, dai quali si fa dipendere ordinariamente la posi-
zione del piano rispetto a tre assi ortogonali .

Similmente , siano #, ¥ le coordinate di un punto
qualunque della projeziohe , sul piano delle coordinate %, r
della retta nella quale si trova il lato x esimo del poligono
che descrive il corpoj.z i,y tetn quelle della projezione di
quella retta nella quale vi & il lato seguente; ed

PP a2t =B =0,y e w8, =0
le loro equazioni, @, , e g, esprimendo’ due funzioni incogni-
te del numero x, dalle quali dipende, evidentemente, la co-
noscenza dello. stato geometrico del <Orpo .

In ultimo,

a+=Mu+Ny—+P,=o0
Tom. X¥FII. 23
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sia la equazione del piano che passa pel lato esimo del po-
ligono suddetto , perpendicolarmente alla faccia del poliedro
nella quale vi & il lato (z—+ 1) esimo dello stesso poligono;
\ ciot li suoi parametri M , N., e P, abbiano le relazioni es-

presse dalle seguenti equazioni

M, — Naotz + Batty— Ax=0,

P, NzBst+Bufa=Cc=0,

t 4 MeArry +NeBoyy=o0.

Se la velocitd che ha il corpo alla fine del lato 2 esimo
del poligono che esse descrive, ciog nell’istante che urta nel
piano della faccia del poliedro nella quale vi & il lato (1)
esimo del poligono stesso, si scompone in due, una perpen-
dicolare o Ialtra secondo il piano medesimo, Ia prima di que-
ste componenti sard interamente distrutta dal piano stesso,
¢ la seconda sark quella colla quale continuerd il movimen=
to, descrivendo il lato (-1 ) esimo : ‘e siccome la direzio-
ne di questa componente cade nella intersezione dei due pia-
ni espressi dalle equazioni

2 A, ue By T G, =0,
24 Mo+ Ny +~P,=0,
per cui ha per projezione sul piano delle coordinate u, y una
retta avente per equazione
Rusim M ety CetnBe 0
By —N: By — M.
la quale risulta eliminando P ordinata = dalle due anteceden-
ti: cosi, quest'ultima equazione, che rappresenta la proje-
sione della direzione della velocitd , sul piano delle coordi-
nate %,y colla quale il corpo percorre il lato (1 ) esimo
del poligono che esso descrive, dovrd coincidere colla equa-
zione supposta del medesimo lato, cio colla seguente
yE ea, w8, =03 € percid sarh

Arr— M. Cop, —Ps

§ e

O,= & Bp = i
T B e b =5,

Vale a dire fra le cinque funzioni ancora incognite M. ,
N., Pi, 0y € B si avranno le cinque equazioni seguenti
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M, — Ntz =+ Batts — A=
Pr—N.f.+B.f:—C:=0
1 4+=MAzis A NaBr
Mz — Auers -+ (Boss — Nz) e =0
N, — Cyops +(Beas — No ) Boi =05
colle quali si potranno esse determinare .

Ponendo nella terza e quarta di queste equazioni in Iuo-
go della M il suo valore desunto dalla prima di esse, si ot-
tengono le due nuove equazioni

A( Bz —As)— Nl =0,
1+A,A,4.‘—B,Bu..ag-i-(Bx*Aﬁ-.ax)N,= %
e da queste eliminando la N, ed ordinando rispetto alla oy
la equazione risultante, hassi la sola equazione delle diffe-
renze finite seguente
(8o BBt Bs BB 1N = (B BB B
dalla cui integrazione dipende attualmente il valore della fan-

A4,

Zione Gx .
Per integrare quest’ ultima equazione, suppongasi
ket Do
AuerBBy
£; esprimendo una nuova funzione incognita, & si avrd

e =E:—

Efry—dE— ez =0
o At A B, 1Rt BB
ry BoryBBey, At AB,
(Ahpy =Bl 1) (A% +BuBip 1)
s (A 88, ) i
la guale da immediatamente

Bay AAL

€z 5

Eo=drr:+

Quindi 1'integrale completo della equazione (B) savd
1A+ By

Oy == =
. Aer BB,

E, esprimendo la costante arbitraria .
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Dalle medesime cinque equazioni d i anche i va-

lori delle altre quattro funzioni M., N., 8., P.; ciod
M, = A, — Bia. + == A(Buax — 4. ),

B.y, —N, B. =N,
5,:(F+EK‘E—}CZ '°"T—-T\’T)c iy P =
=

P.=GCr+(N.—B.) 8,

F esprimendo una nuova costante arbitraria introdotta da una
integrazione eseguita di una equazione lineare di primo or-
dine .

Le costanti & ed F introdotte dalle integrazioni, de-
termineransi col soddisfare, con esse, alle due condizioni es
presse nel dato della proposizione; eioé che il corpo parte
da un punto dato di una faccia del poliedro, vale a dire di
quella nella quale trovasi il primo lato del poligono che esso
descrive; e che dirigesi secondo una retta di direzione, pu-
re data.

Ponendo nella equazione

T e B =
invece delle funzioni . , §. i loro valori trovati sopra, ot-
terrassi la equazione della projezione sul piano delle coordi-
nate u,y, del lato x esimo del poligono che descrive il cor-
po, la quale combinata coll’altia della facciz x esima del po-
liedro, ciot colla
20 4 Au) o Boyt) 4- G, = 03
ovvero combinata colla seguente
#% (A, — Boo, ) u® —B.f. +C. =0,
che risulta eliminando la y® dalle due antecedenti, dari la
posizione del medesimo late. x esimo del poligono descritto
dal corpo.

Chiamate . , ¥« , & z. le tre coordinate del vertice del-
Yangolo formato dai lati x, (x+ 1) esimi del poligono 5nd-
detto, avransi, fra esse, evid te le tre
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Yo Oty = B =0,
Y = Oprlle + e =0,

Z:+ (A, — Bia, ) —Bf. +-C. =0,

4 Ab.
le quali danna @, =— T
el — badies
T L
s HaAle—Calas 4B, ( G,Aa,v-a,m?_.) i

Ase
per le coordinate del vertice dell’angolo sopradetto .

Ora , conoscendosi leequazioni' dei vertici degli ‘angoli
del poligono che descrive il corpo, ciod le cost dette equa-
zioni del medesimo poligono, e percid il poligono stesso; e
pel dato della pmpﬂsizione, conoscendosi la velocita colla qua-
le il gorpo descrive il prnno lato del medesimo pnluaono fae
aili e colla proposizione antecedente si determine-
ranno tutte le altre quantitd dalle quali dipende la conoscen-
za completa dello stato del ‘corpo ad uni istante’ qualanque
del suo movimento .

Osservazions . Se i piani delle faccie del poliedro nelle
quali vi sono i lati del poligono descritto dal corpo, fossera
perpendicolari al piano. delle coordinate z; v, od a quellodel
le w, =, 'si avrebbe nel primo caso'A. = o, e nel seconde
B. =03 e perd la equazione (B) delle differenze finite, trov
vata superiormente , diventerebbe

(14 B2 ) ey — (BuBase, +1 ) o =0, od
(1A )G — (1A% Ja. =0,
le quali sono integrabili colla stessa regola colla quale s’in-
tegrano tutte le equazioni del primo ordine lineari (§.4o0).

Bsgarro . Le faccie del poliedro nelle quali visono i la-
ti ‘el poligono descritto dal corpo siano pperpendicolari tutte
al piano delle coordinate ,z sopra i lati del poligono eqmis
latero inscritto in un cerchio avente il centro nella origine
delle coordinate, e per raggio r, e di cui cadaun lato sot=
tenda un. arco, della circonferenza del medesimo cireolo; di




r.1e

Frte Ariin

Sor. Feet. T

Fig.Al

i

XELL Pavsa




T

Bt il

Fhere Firia

Ao Taal Som KVIS  Pop it




Tt Foorn XOTL. Py raa

i lbiv o e




182 Sur 3oTO DISCRETO DI UN GORPO, €C.

gradi a3 ciog

Anps. xa e,

7 — W —r
A son, A son. za

la equazione del piano della faccia del poliedro nella quale

trovasi il lato z esimo del poligono che descrive il corpo,e

si_avid

=0

A cos.za son.

A A A - e
s -AzAsq, =21 —cos.a)cos.a Asen.axAsen.(¥+1)a, ed
1A%, =a(1—cos.a): (Asen (@41

Quindi la seconda delle ultime equazioni qui sopra esposte,

diventerd , in questo caso,

_ Asenfz+1)a

3 e percid

a,

a1

Bz =10,
coe. ad sen. 14

la quale integrata, colla vegola sopra accennata, da
o =T { cosFalsen.za,
T esprimendo la costante arbitraria .

Ommetto, aloune altre osservazioni rispetto alla equazio-
ne (B), perché sarebbero relative a dei casi particolarissimi
della proposta proposizione; come pure, tralascio di trattare
Ia proposizione medesima nella ipotesi che le faccie del po-
Jiedro sieno superficie qualsivogliano, ed il moto in clascu-
na di esse qualunque, ordinario, o discreto esso medesimo;
giacché pochissimo potrei sviluppare la sua dichiarazione ,
nello stato attuale della analisi, abbracciando questa gene-
ralitd .

Del moto. semilibero .

Un corpo che si move liberamente urti in una linea o
in una superficie data per cui sia esso obbligato, continuan-
do il movimento, a moversi ancora liberamente, ma con un
altro moto della medesima o di diversa specie dell’ antece-
dente; di nuovo, dope un certo tempo, urti altrove nella
linea o superficie gid urtata, o in un’altra differente , e ven-
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Fey obbligato nuovamente a moversi con un altro' moto delia
stessa natura, o di natura diversa dalle due precedenti: e
cosi continui indefinitaments il suo moto .

1l moto di questo corpo, il quale dipende evidentemente
dalle linee o superficie urtate di mano in mano, senza per-
correrle, lo chiameremo semilibero. Ed incomincieremo a par-
lare di esso colla proposizione che qui segue, la quale fu
trattata gid da altri, e particolarmente da Francesco M. Za-
notti per via sintetica, e dal Sig. Luigi Forni per via anali-
tica, ma sempre pero mella ipotesi che il corpo fosse perfet-
tamente elastico, e che: il moto si facesse nel voto, circo-
stanze le quali rendono si facile la soluzione di essa; che
sembra allora di tutt’altra natura. i

Prorosizions V.

5 Trovare la velocitd colla quale:un corpo di elasticita
imperfetta percuote un lato qualunque di un poligono da-
to posto in un piano orizzontale, I’angolo d’incidenza, la
posizione del punto della percossa, ed il tempo corso, co-
noscendo queste quattro quantitd pel primo lato; e sa-
pendo che il corpo & stato riflesso dal primo late contro
il secondo, dal secondo contro il terzo, da questo contro

s, il quarto, e cosi di mano in mano da un lato contro il
. suo seguentej ‘e che tutto ¢ succeduto in un mezzo resi-
29 Stente .

Sorvzionz . Sia ... ABC ... il poligono dato ( Fig.2);
AB=l, BC=1,,;. .1 suoi lati x,x~41,...esimi; B
Pz esimo angolo; E il punto della percossa x esima, e D del-
la (2~ 1) esima; 2, il tempo corso nell arrivare iin E, e At,
quello. decorso nel percorrere ED; s, lo spazio trascorso dal
principio del moto, ossia dalla prima percossa, sino in E,
e pero As; = EDj; v la velocitd alla fine del lato & esimo EF
del poligono che descrive il corpo;, ossia la cercata, e v,.,
quella alla fine dell’(x+ 1) esimo lato dello stesso poligonos
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AE=p., BD = .., .- -; il poligono TWAF ... sino a tutto
il primo lato del medesimo’ poligono dato uguale a e.; a. .
a..,,... finalmente, siano le tangenti degli angoli B, G,...
del poligono dato, ed @y Geey v v - quelle degli angoli d”in-
cidenza dimandati.

Benché in questa proposizione sizno molte le' quantita
incognite, nulla di mevo, la sola tangente dell’angolo d° in-
cidenza @ quella tra esse, che abbia colle quantiti cognite,
un immediato rapporto, il quale sia indipendente dalle altre
quantitd incognite; e per questo, comincieremo la soluzione
colla ricetca della espressione generale dell’angolo d’inciden-
za dimandato , cioé della sua tangente.

Essendo la somma degli angoli BED, EDB, DBE eguale
a due retti, sard la tangente di uno di essi, per esempio di
EDB eguale a meno quella della somma degli altri due; cioé

tang.EDBz(talug.BED+tsng,DBE):(tang.BEDmng.DEE—l);
e sostitnendo @ , r@: , ed @,,., invece di tang. DBE, tang. BED,
tang: EDB, ed ordinando'la equazione risultante rispetto: al-

la o, , si avri
(C) - v o e TR0 = O, — T — G =
equazione la quale integrata, dard la espressione della tan-
gente ‘di mn angolo qualunque d’incidenza, esprimendo essa,
come si vede, la relazione fra le tangenti di due di questi

angoli tra ‘di loro contigui .
Per avere Iintegrale della equazione (G), supponghiamo

s
o =

Ge=—T 2.
esprimendo la o; una nuova funzione incognita, ed avremo
oy, = Az, —B.=o0,

-+ at, o T
supposto 7 = s =B; , ed 2L — AL 1o quale equa-
Py -

zione' di
By

Gy =4, + 2 OYVero

=
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@, rappresentando una costante arbitraria . Quindi sostituen-
do questo valore della a. mella espressione -, si ayrd
a—r

e
O ———B,
i SR e L T Y
g By

e
R
i ey

L)

integrale completo della equazione (C); ossia espressione ge=
nerale della tangente dell” angolo d’incidenza .

Onde determinare la costante arbitraria a,, nella ipotesi
ammessa, che si conosca ciot il valore di @,, faceiasi x=o0
in quest'ultima equazione, e si avri @, = ::-a, ; @ percid

g =r A2
o
Conorranio 1. Se tutti gli angoli del poligono dato fos-
sero eguali fra di loro, sarebbero eguali ancora le loro tan-
genti, per cui tanto @, quanto A, e B. sarebbero costanti;
a
e perd o = (v A

A+
o=l

Gl by
A+
r
s
continuando la frasione continua sino alla # esima diyisione
Quantungue si possa avere I’ integrale della equazione (C)
nella ipotesi attuale, collo stesso metodo col quale si ha in
generale , come vediamo, nulladimeno espongo il seguente ,
per averlo senza il soccorso delle frazioni continue, ¢ con
una espressione composta di pochi termini finiti.
Tom. XVII. 24
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Supposto ==y« 0, rappresentando y, una funzione,
e ( una costante ambedue incognite , si avra
ray Y (raB =1}y sa(raf=r)yrrafi=(r+1)f—a=o, ossia
12y ot = (FAB — 1) Yaors (708 —T) e =03
parché si determini il valore di § colla equazione di secon-
do grado seguente

;i amat PGS

ar 7

0.

Ma la equazione in y. ha la forma di quella, che ci diede
la velociti nella prima proposizione, e che integrammo col-

Ia supposizione di ya ; adunque aucl;’gssa sard integra-

bile colla medesima supposizione. E di fatto, snpponendo

z &

essa si cambia in un’ altra equazione lineare, la qua-
>

Yz

;

le integrata colle regole mote (§. 40 ), di immediatamente
arf—1\* ar T
2= (-—--) -+ . Quindi

aarf 41

f—r\* ar
= 141 E ) SR AR
i jt (r-ma R {4

C esprimendo Ta costaute acbitraria introdotta dalla integr
zione della equazione in =, , la quale facilmente si determi-
na, nella ipotesi, che si conosca o, , come sopra.
Conozz4rto 2. Considerando successivamente gli angoli di
aleuni poligoni, e collo stesso ordine come si succedono nel-
la figura, accade, che dopo un determinato numero, ne se-
guono altrettanti, eguali ciascuno agli antecedenti, ciog il
primo di questi eguaglia il primo di queili, il secondo egua-
glia il secondo, il terzo il terzo, ec.; a questi ne seguono
di nuovo altrettanti che hanno tanto coi primi, quanto coi
loro antecedenti la stessa proprietd, e cosi di mano in ma-
10 dimodoché la serie degli angoli, in questi poligoni, non
& che una ordinata ripetizione dei pri
In-tutti i poligoni nei quali ha luogo questa proprieta,
tra i quali evidentemente ayvi il ramo estesissimo dei chiusi
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o rientranti, si pud avere la espressione generale della tan-
gente dell’ angolo &’ incidenza col metodo che segue, il qua-
le & assai piu breve del generale, esposto superiormente .
Sia il periodo degli angoli del poligono dato composto
di » di loro, cioé sia
A= A= Ran=6C 1 @=Ly =4
A=A A=y A=A =Aan s =605 sor Apy Thonr=Anr=EC. 5 €
Bo=By=Bay=6C. 5 B=Btr=Barises=€C 1y 11:Byms =Ban-,
& percid , supponendo x=in nella espressione di 4. trovata
sopra, i esprimendo un numero intero qualungue, avrassi

Bin-1 =65

Binm= Ay ==

oy -

E considerando o funzione del numero dei periodi indicato
colla i, i quali precedono I’angolo che ha per tangente ai,
B,

81 avrd o= An—:+
T

Quindi facendo sparive la frazione continua, otterrassi, tra
a; 5 ed @, una equazione della. forma

Maiai—, + Na; +Pa, i +Q =0,
la quale & integrabile colla supposizione , gid wusata, di

=8+ xi , essendo qui pure tutti i coefficienti M, N, P, Q
i

quantitd costanti .

L’integrale della ultima equazione ci dara i valori di a;,
ossia di ay; e percid della tangente @. corrispondenti ai va-
lori o, m, an, 3n,.... della x, ciod con essa conosceransi
le espressioni delle tangenti degli angoli d’incidenza corri-
spondenti ai primi dei successivi periodi degli angoli del po-
ligono dato .

=dne1=€C.; € §aTa
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Ora per avere le espressioni di tutte le tangenti degli
altri angoli @ incidenza, cioé di quelli che corrispondono agli
altri augoli dei periodi anzidetti, supponghiamo nella espres-
sione general edella . , trovata nel principio di questa solu-
zione , indice x eguale ad in -+ m, m esprimendo un nu-
mero intero qualunque fra quelli minori di 7 ; ed avremo Gin+m
eguale alla quantitd 3

Bun—t

Ap—i +

la quale & affatto conosciuta. Adunque, intendendo colla i
il numero dei periodi suddetti, e colla @intm la tangente
dell’angolo d’incidenza corrispondente all’ m esimo del perio-

do (i1 esinio, avremo Gin+m =

purchd la funzione @ sia desunta dalla equazione trovata
qui sopra.

Cororrario 3. Se tra le successive tangenti G, , fza TE~
gnasse la equazione rd; = fars, ovvero fosse (§.39) a=cr* ;
ciod le tangenti dei successivi angoli del poligono dato for-
massero una progressione geometrica avente per primo ter-
mine ¢=a,, e per ragione la r, sarebbe A.=o0, e B,=r(1+cr*%);

e percid &. =}]ﬁ
Ay

B, .,

=

B._,B

TR T BB,
B Bidyiaiing BB,

vale a dire, nel caso di 2 pari &. =

nel caso di x dispari @, =
B i B b sy B By fae

e pereid i valori corrispondenti della tangente o, cercata sa-
ranno i seguenti, cioé
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(175 =) (102 16 ) 1)

pel caso di z pari m‘=rr":%—-r+

(e ) (107 r =) o (1407) (1-7)

(1o e (14022 =6) T (1-4-0%)

i 2 dispari o=cr®:i—r+ .
o pel caso di z dispari o.=cr { A e L ) o

Osservazione . Se tutti gli angoli del poligono dato fos-
sero retti, sarebbe I'a. infinita, ossia .:_[,: o3 e perd la e-
quazione (C), ovvero

T304t *“(ﬁlﬂ-—i-mx)“—lr— o

si ridurrebbe alla seguente r@:0.4 — 1 =0, la quale di
PO @apy — 1 =03 CI08 02 =03 vale a dire tutti i valori
della tangente o corrispondenti alla z pari egnali fira loro,
come pure tra loro eguali quelli che corrispondono ad z di-
spari; cid che & singolare, avuto riguardo alla elasticita im-
perfetta del mobile .

Trovata la espressione generale della tangente dell’an-
golo d’incidenza, passiamo a cercare quelle delle altre quan-
titd incognite contenute nella proposizione .

Qualunque sia il poligono dato, e qualunqgue sia il rap-
porto della elasticith del corpo alla percossa, si ha sempre

BE : BD :: sen. BDE : sen. BED, ossia
L= Bi Bt sPOrarr s Prive, SUPPOSto 0. 51/ (1-+0%)=fiw.; € percid
Fal b
Poeser Forrs
equazione la quale integrata colla solita regola generale di
il valore di §..

Bris +

T

La costante arbitraria che conterrd questo valore di g,
si determineri, soddisfacendo la condizione, che & data la
posizione del punto, ove & accaduta la prima percossa.

Essendo Ace=1l:— fat frars sa0d ca=A + 8.+ 2,
A esprimendo la costante arbitraria, la quale determinerassi,
conoscendosi, per ipotesi, la posizione ove & stato percosso
il primo lato; cioé come si & determinata quella contenuta
nella g, . Adunque conosciamo ¢, e perd la posizione della
percossa & esima .




190 SuL MOTO DISCRETO DI UN GORFO , €C.

11 triangolo BDE di DE=)/(BD*+BE*—2BD.BE cos.B),
ossia Agy =1/ (L Be) P sar— 280 (L Be) 11/ (14-2%) |5
& percid lo spazio percorso dal corpo, ciog

352y Yl Bt 0P ier— 2fees L B2) 1/ (10, )| +-B

Colla teorica del moto ordinario dei corpi che si mova-
ne nei mezzi resistenti sopra di un piano orizzontale, si tro-
vano le equazioni f

u = ae—6", gh*s = log. (1 -+gh'0),
nelle quali, ¢ esprime la veloeitd iniziale, ed s ed u lo spa-
zio e la velocitd alla fine del tempo @5 e percid, se in esse
supporremo s =As;, 0=A% , B="Ur4, ed

@ =10,/ (cos *AEF +-r*sen AEF ) , ossia:vxl/('*’ ')¢ 4
aviemo le equazioni v,,.._.-—e_"pd"]/(‘;:—?:)vxﬂf i
P

gk*As, =log. [l +gk‘v,l/(1l"'—:::~‘).ﬁt,]

colle: quali si determinerd la velocitd, ed il tempo, che so-
no le sole quantitd ancora incognite .

Integrando la prima di queste due ultime equazioni, e
determinando la costante arbitraria intradotta dalla stessa in-
tegrazione , soddisfacendo la condizione 5, =, si ha
vzmw,e—&*"~l/("""”“"") (.-.,,w,_,\ __m(.q.rw,\ (H.,w,).

iota f N iron, [T AT
E la seconda delle medesime di
AR e o e
e ) e

Ia costante arbitraria D si determinerd secondo le circostanze .

Prorosizronze VI

2 Un grave di elasticitd imperfetta scagliato secondo la I
» etta OE, che non & verticale, descriverd un arco para- ||
s bolico OSF ( Fig.3), e giunto nel punto F, percuotendo
a5 dl piano immobile 0z, ed essendo riflesso, descrivera un




Dew Sic. ‘Axtonro Boroox:. 191

secondo arco parabolico FTG:, arrivato alla fine del quale
di nuovo percuommlo, ed essendo riflesso dallo stesso pias
no, ne descriverd un terzo; e cost’ continuando il suo mo-
vimento, per la velocitd di riflessione, alla fine dell” arco
parabolico xesimo, che tempo sard corso, con che velo-
cith ed angolo d’incidenza percuoterd il piano immobile ,
ed in qual punto, essendo 7 I'angolo che fa lo stesso pias
no colla verticale, v, la velocitd di projezione, ed a, V’an-
golo che fa la direzione di questa velocita col piano me-
desimo .
Souuzrone. ImH sia I'(x 1) esimo arco’ parabolico de-
scritto dal corpos . il tempo cercato, ciog: il decorso nell’
arrivare in Hj s. la distanza OH; . I’ angolo d’incidenza cer-

cato, KHO , ed a.quello di riflessione corrispondente; z. la

velogith dincidenza, e v, la corrispondente di riflessione;
toi 5 Shrs €C. siano per la percossa (w1 ) esima, cid che
s0n0 2y 5 $- 5 €C. per la a esima.

Potendo incominciare’ ln soluzione di questa proposizione
colla ricerca di una qualungue delle quattro quantitd #; 5 . .
8. , 5. dimandate,, comincieremo con quella dell’angolo 8. ,
per risparmiare di preparare alcune formole , approfittande

di altre , che si conoscono nella teorica ordinaria de’ projettili .
Facilmente colla teorica de’ projettili si trova
tang. fery = iy 5
1 Bcotang. i N Gx
e con quella della percossa obbliqua dei corpi, che non so-
no dotati di una elasticitd perfetta, che tang. o 4 =rtang-fzri:
¢ perd sard
e 7 tang. &
T2 COLANg. 7 tang. dx
© facendo sparire la frazione, e supponendo cotang.z=e,
tang. o, =0, , ed ordinando, si avrd, ‘tra le tangenti degli
angoli di riflessione, contigui, e 5 @airy 12 equazione
AV L0 5oy = Vzs — TO==0
la quale integrata, ci dard il valore della’ tangente g del-
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I'angolo di riflessione x esimo, ossia corrispondente a quello
d’incidenza dimandato .
Per integrare questa equazione, la quale di poco diffe-
risce da quella della prima proposizione, che ha servito per

avere la velocitd, supponghiamd’, qui pure, o.=2, ed a-
o

vremo la equazione

che integrata, colla solita regola generale a tutti nota (§.40),
coaar*

da )‘,:E—), ¢ rappresentando la costante arbitraria 3 e
1)

percid @, ossia
tang. o, ==
-+ aar
Egli & facile la determinazione dell’arbitraria ¢, poiche
pel dato della proposizione conosciamo 1’angolo EOz, e per-
cio ancora la sua tangente @, 3 e colla equazione anzi trova-

i

—2a0,

ta, fatto in essa x=o, hassi o,= ——; quindi
cram P

Ponendo questo valore dell’arbitraria ¢ nella espressione
eafr—=r1)r*

ro1a0,(r'—1)

trovata di o, si ottiene w., ovvero tang.a,=

ma la tangente dell’angolo d’incidenza §. & eguale a quella
dell’angolo di riflessione a., divisa pel rapporto 7 della ela-

Al o 1
sticitd alla percossa, cioé tang. §.=— tang. a.; adunque
r

(r=1)r—t

tang. o= ——x-——
b e

espressione che fa conoscere I'angolo cercato #., mediante
la sua tangente.

Abbiamo trovato il valore della tangente di §., qualun-
que sia la inclinazione del piano immobile all’orvizzonte, e
qualunque sia il rapporto della elasticitd del corpo alla per-
cossa: cosi si potrebbero trovare anche i valori delle altre

tre
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fre quantitd & ; & , & conservando nei due suddetti elementi
Ja medesima generaliti; ma siccome alla fine di questa Me-
moria si tratterd una proposizione di moto semilibero, di cui
la presente, come vedrassi, non & che un caso particolare;
per cid ci limiteremo per ora a trattare estesamente i due
casi seguenti, ciot; primo, che il piano immobile sia oriz-
zontale, ed il rapporto della elasticitd del corpo alla percos-
sa qualunque ; secondo, che il piano sia comunque inclinato
all’ orizzonte , ma il corpo dotato di elasticiti perfetta.

Pnrauo Cuso.

L ipotesi che sia il piano Oz ( Fig. 3) orizzontale, di
cotang. n, ossia eguale a zero; e perd le espressioni generali
delle tangenti degli angoli a. , §. trovate, diventeranno, in
questo caso, @or™ 5 @r*~" 3 ciod tanto le tangenti degli angoli
d’incidenza , quanto quelle degli angoli delle riflessioni, for-
mano una progressione geometrica, la quale ha per ragione
il rapporto della elasticitd del corpo alla percossa.

Essendo per la medesima ipotesi ©; = #zrr, € per quel-
lo che accade nella percossa obbliqua dei corpi di elasticiti
imperfotta v, = . J/( 0828, -+ 1*sen 2B, ), sard

Uy = tr |/ CO3 28, + rsenAf. )=o03
ossia sostituendo in luogo di cos.B. , e di sen.B. i loro va-
lori, desunti da quelle della tangente del medesimo angolo ,
si avrd
L-ab,rr ]

u“_‘-u,l/(m:)=o,oweroAlog.u;:AlogV(1-«.';“.;#*");
& perd integrando

e = B/( 1 4 0%r¥2),
B esprimendo Iarbitraria introdotta dalla integrazione: cosi
sara

v, =B/ (140%r>" ).

Onde trovare 1’arbitravia B, facciasi x= o nella equa-
zione o, = B /(1 +'@%r™ ) ¢ si otterrd v, = B/(14+6%);

Tom. XVII. a5
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ciod B =, cos. o . Quindi la velocitd d’incidenza cercata
sard
Do €08. lo /(1 4 0%r"72)3 @ o 08 ta (Tt atrT )
quella di riflessione corrispondente .
£ dimostrato nella teorica del moto de'projettili, che

: . ab -
I’ ampiezza HI eguaglia — esen.dn, © che il tempo corso

: a
nel descrivere I'arco ImH & eguale a i 0, 5€n.03 sard adunque

2B
As, =2 p, sen.a. , & At =2 v, sen. . ;
G

cioé ponendo in luogo di v, sen. a. i loro valori By/(14-0%r),
@or® /(1 0%r*F ), sioaved

As,:.’ﬂ";’r‘,eﬁ\hz
&

aBo,

3 & percio (§.27)
aBe, aBo, =1
S =— . ,ﬂfxz—s--ia
essendo, per ipotesi, 5o e fo ambedue -eguali a zero .
Corozrario 1. Per essere /(I -=0%r** ) = 1] cos. a. , si
avrd v, = B cos. o , 08sia v: cos. o, =B e perd w. cos. o,
=, COS. 3 ciod la veloeitd orizzontale del corpo nel prin-
cipio della parabola (x-+1)esima eguaglia quella che aveva
nel principio del moto. Ma nel descrivere le parabole non
si altera Ia velocitd orizzontale; adunque gli spaz] 5., Asy
percorsi orizzontalmente, sono percorsi con moto uniforme e
colla_velocitd B.
Cororrarro 2. Essendo At = 5%’—‘ LR A & L
e queste espressioni esptimendo i termini (« -~ 1) esimi di
due progressioni geometriche, ne risulta, che tanto i tempi
corsi nel percorrere le successive parabole, quanto le ampiez-
ze delle medesime, costitniscono una progressione geometrica .
Conorzanro 3. Se d indicasse la distanza di un punto H
dal punto O da cui si getta il corpo, e che si volesse col-
pirlo col corpo stesso nella (@ -+ 1) esima sua caduta, bastes
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rebbe soddisfare, colla opportuna determinazione dell’ angolo
s, della velocitd v;, la equazione
aBla, 71

- r—1
—=d, o la equivalente v, sen.20,=—— dgs
. q —

r—1
cid ghz potrebbesi fare, evidentemente, in infiniti modi. Se
poi fosse dato I’angolo che dovesse fare la direzione della
velocita col piano orizzontale nel colpire oggetto fisso, sup-
posto la sua tangente eguale alla b, avrebbesi anche la equa-
zione b=w.r*, la quale, combinata coll’ antecedente, darebbe
i valori della tangente @, e della velocitd per soddisfare le
due condizioni . In generale colle quattro equazioni

= a7 5 ve = B/ 1 +-0%12 ),

4 2B e, rx

= £ r—1

potremo sempre trovare quattro delle quantitd in esse con-
tenute , quando conosceremo le altre, o i loro rapporti col-
le prime .

Conozzario 4. Essendo s _-i;”-“ § r:-;: , ossia @ %.
':—: sen. 2u, , il medesimo corpo scagliato colla stessa velo-
cita, ciot a pari circostanze, la distanza della x esima caduta
dal punto da cni gettasi, sara massima, quando sard sen. 20,=1,
ossia I'angolo di projezione primitiva @, eguale alla metd di
un retto: cio che ¢ singolare .

Conortario 5. Supposto Op=z, , pm=y. , ¢ 0. il tem-
po impiegato nel descrivere I"arco Hrm, i ha 2. = BO. 5. 5
ed y. = 0., sen.a. — g0 ; cioé eliminando 0. , e ponen-
do invece di w, , sen.a, i loro valori espressi per »,si avrd

Fa= a7 (e — 5. ) —
per equazione della parabola descritta nel rimbalzo » esimo,
supposto I’origine delle coordinate mello stesso punto O da
cui si getta il corpo.
: Perché la equazione anzi trovata competa alla sola por-
zione della (2 —+1) esima parabola effettivamente descritta dal
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corpo, ciot alla sola porzione Hml superiore alla orizzontals

0z, converrd circoscrivere I’ascissa =z, tra g ed 5.4 .
Cororeanto 6. 1 valori delle coordinate z., ¥, trovati nel

. dz dy

Corollario precedente, danno (E)EB, e (d—”)=u;g sen.o.—gb;

ciog le velocita del corpo alla fine del tempo £, 46, secon-

do gli assi delle coordinate; e percid, alla fine del medesi-

mo tempo, la sua velocitd assoluta sard

V| B2 - (ussen. o, — g0, )2 {, ed Eﬂ%;ge’

sara la tangente dell’angolo che essa fa col prolungamento
dell’asse delle ascisse .

Seconpo Cuso.

Essendo il corpo perfettamente elastico, sark In sua ela-
sticita eguale alla percossa, ciog r=1; e percio il valore del-
la tangente delPangolo d’incidenza g, si otterrd, in questo
caso, facendo r eguale alla unitd nella espressione

au(r—1)rr—"
T ok Baug (7 — 1)
trovata sopra. Ma appunto in questo caso, questa espressio-
ne diventa §; adunque il valore cercate della tangente .,
si avrd, facendo r=1 nella frazione
0y o (1 — 1 )
-_l-‘—munvr'*’
Ia quale ha visibilmente per termini le derivate dei ternini co-
gnomini della antecedente; vale a dive sard tang, fr=—"—
130,
cosi
tang. a: = _L..,
3+ 200,%
come & naturale, per essere I’angolo di riflessione eguale a
quello &’ incidenza, nel caso del mobile perfettamente elastico.
Facilmente dimostrasi, coi principj della balistica, che,
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Ia velocitd del corpo alla fine dell’arco parabolico HmI & egua-
Je a quella colla quale ha incominciato a descriverlo, molti-
plicata per la espressione seguentc

/(447 880 2 e+ 4@ sen. &z c08. e~ 1 )5 adunque
Ugar =0z (4% 5612 01z -+ 42 5€0. 0 005 G+ 1 s
ossia sostituendo invece di sen.a;, ¢ di cos.a, i loro valori
desunti da quello della tangente del medesimo angolo, tro-
vata qui sopra, avrassi tra le velocitd ©:, ¥y la equazione
delle differenze finite

6%y -

i

120y (T 1) |

Vs —

la quale integrata da (§.39)

{@% (1 +2a02 ) {4

A= rappresentando la costante arbit aria portata dalla inte-
grazione . Ma si conosce la velocita vy, e percid ancora A,

vty . .
sssendo essa eguale a ——; quindi
T

i %y = (1420057 )

Vale a dire & completamente determinata la velocitd, si d’in-
cidenza, che di riflessione, per la caduta & esima.

Troyasi pure coi principj stessi della balistica, che il tem-
po corso nel descrivere I'(x 1) esima parabola & eguale a
_® 4. sen.a., e che IPampiezza della stessa egnaglia ~o7,
e £
sen.(az+n)sen.a.isenn; e percid, sostituendo in queste
espressioni in luogo di v, , e di sen.. , cos.ax i loro valori
conosciati, si avrd

Ar

ala, ak®s,
= e An,— (I-HQ{L’JQ(xJ.-I))‘-,

gsen.n gsen.n

equazioni le quali integrate, e trovate le arbitrarie colle con-

dizioni di s,=o0, e di to=0,
ah A%
danno fH="2z, ed s, 2o (142a0.2) 2 .
goonn gien.n

Cororrsnio . Essendo At =2A0, gsen.n, e questa quan-
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tita indipendente dalla 2, ne risulta, che tutti gli archi pa
rabolici sono descritti in tempi tra loro eguali.

Del moto libero .

Se ad un corpe, nel mentre che descrive con moto li-
bero una linea, verrd comunicata una qualunque velocita fi-
nita secondo qnalsivoglia direzione, esso continuando il mo-
vimento, devierd dalla linea medesima, ed incomincierd a de-~
scriverne un’altra; e se, dopo che avrd descritto una por-
zione di quest’altra, verrd, di nuovo, ad esso comunicata
una seconda velocitd finita, devierd pure da questa seconda,
cominciando a descriverne una terza; e cosi continuando,
deseriverd un poligono rettilineo, o curvilineo, ovvero misti-
lineo . Questa & la specie di moto discreto che denominere-
mo libero, analogamente a quello che cosi nominasi nella teo-
rica del moto continuo ordinario .

Se si trattasse una proposizione di moto discreto libero,
abbracciando tutta quella generalith concepita nella esposta
sua dofinizione, cioé nella ipotesi che la forza aceeleratrice
stimolante continuamente il corpo fosse qualunque, pochissi-
mo si potrebbe sviluppare la teorica di questa specie di mo-
to, @ per cid nessun vantaggio trarrebbesi da essa; per que-
sto motivo, e per I'altro, cioé che trattata una proposizione
di questa specie di moto, nella quale nessuna delle quantita,
che dir si possono gli elementi del moto, sia eccettuato o
supposto zero, facilmente si’pué trattarne un’altra qualun-
que, ci limiteremo al caso che la forza acceleratrice stimo-
lante continuamente il corpo sia la sola gravitd, per cui i
lati del poligono descritto dal corpo risultano, in generale,
tanti archi parabolici; vale a dire scioglieremo la seguente
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Prorostzione VII,

., Gonoscendo la legge delle grandesze e delle direzioni
., delle velocity finite, che successivamente si comunicano
., al corpo, e quella dei tempi, che passano tra gl’istanti ne’
quali sono comunicate, di pilt conoscendo la posizione del
punto da cui si & scagliato il corpo, la grandezza ¢ dire-
zione della velocitd di projezione per la quale ha descrit-
to il primo arco paraholico, ed il tempo corso nel descri-
verlo, trovare i valori di tutte le quantitd dalle quali di-
pende la conoscenza dello stato si geometrico che mecca-
» nico del corpo in un istante qualunque del suo movimento.

Sorvzions . Siamo OE,...., AB, BG,... il primo,...,
gl’x, (r+1) esimi archi parabolici descritti dal corpo ( Fig.4):
pa la espressione della x esima velocita finita comunicata ad
esso, trovandosi in B o' la velocitd di projezione per cni de-
seriveva la prima parabola, essendo stato scagliato dal pun-
to O, che noi fisseremo per origine delle coordinate, & v,
quella che esso ha alla fine dell’arco x esimo; @ il tempo
corso nel deserivere il primo arco parabolico OE, #. quello
decorso dopo @ per arrivare in B, ¢, quello impiegato nel
descrivere 1’arco Bm, porzione indeterminata di BC; 2., 1z,
ed y. le coordinate del punto B, e 2, e, ¥: quelle del-
U, tutte rispetto agli assi orizzontali Oz, Ou, ed al ver-
ticale Oy; in ultimo, sieno a., a'y, o'y gli angoli che fa la
tangente condotta alla fine dell’ arco x esimo coi prolungamenti
degli assi delle coordinate s, , Hyy ¥z 0d 0, 0, 0"z, mym'ym!
quelli che fanno le direzioni delle velocita gz, o' cogli assi
stessi prolungati .

Essendo o' la grandezza della velocith di projezione per
Parco parabolico OF, ed m, m', m" gli angoli, che fa la sua
direzione OF cogli assi delle coordinate, e 0 il tempo decor-
so nel descriverlo, saranno o' cos. m, o' cos. m', ©' cos.m"—gb
le componenti della velocith del corpo alla fine dellarco stes-
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s0, dirette, al solito, secondo i prolungamenti degli assi del-
le coordinate; e Ov'cos.m, Ov' cos.m', fu'cos.m"— g6 sa~
ranno le coordinate dell’ultimo punto E del medesimo arco,
ossia di quel punto nel quale trovasi il corpo, quando suc-
cede il primo cambiamento finito negli elementi del suo mo-
to, ciog sard

0CG =0v' cos. m, GH=00v'cos.m', ed HE=00'cos.m"—[g0%;
stante sempre la ipotesi, che il corpo sia scagliato dalla stes-
sa origine delle coordinate . Premesso questo, passiamo alla
soluzione della proposizione .

Il metodo pilt semplice per trovare le espressioni di tutte
le quantitd dalle quali dipende la conoscenza completa dello
stato del corpo in un istante qualunque del suo movimento,
& quello di cominciare a trovare la grandezza o la diresione
della velocitd che ha il corpo nellistante che trovasi alla fi-
ne dell’ areo x esimo che esso desorive; e per trovare questi
valori il modo pilt facile & quello di paragonare tra loro se-
paratamente le componenti, secondo i tre assi delle coordi-
nate, della velocita che esso ha alla fine degli archi x, (z—+1)
esimi, ossia negli istanti appena antecedenti a quelli, nei quali
suceedono g’ %, (x+ 1) esimi cambiamenti finiti negli elemen-
ti del suo movimento .

Scompongasi pertanto le velocitd vz, P 5 Weay Ciascuna
in tre parallele agli assi delle coordinate, ed avransi, secon-
do Passe delle z. le componenti

05 €08, Gl y P COS. Dy Vsotor COSe lhzoper 3 secondo quello delle u,
Dy G085 L €030z, Drer €080/ x-1-3 © secondo quello delleys
0,008 855 P COS. 025 Vaper COS. &'aerr3
iod mell’istante in cui il corpo incomincierd a descrivere ’ar~
co parabolico ( # 1 )esimo, avri, secondo i tre assi delle
coordinate le tre velocitd seguenti
D COS. Gz =+ PT CO8.0; 4
Dy 008, &'x ~+PX €08, 0'x 5
@y C08. &'s —+ Px €05.0"55
& noll'istante che avrd terminato di descriverlo, si trovera
invece




I
olle altre tre
Vst COS+ By 5 Vopes €08 Blacrt s Vg COS. Bzt «
Essendo gli assi Oz, O orizzontali, le velocita del cor-
po secondo i medesir anno alterate negli inter-
valli di tempo, che passano tra gli istanti nei quali vengono
od esso comunicate le velocita finite; e perd lo velocita che
avrl il corpo, secondo gli assi stessi, alla fine dell’arco pa-
yabolico (z -+ 1) esimoe, saranno le stesse di quelle che ave-
va nel principio del medesimo arco , ciod
D, COS. iy ==X COS.0x 5 Vs €0s. o'y =P €08. 6'x 3
ma abbiamo veduto che, stante le stabilite supposizioni, deb-
hono essere ancora eguali a Dai; €05, Gt ; Vaorr COS. By
adunque sard
Dty COS. By
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invece

- COS. (f =X COS. 0 5 €
Doty 008: &' pier = Dy €OS. &5 P2 C08. 0 -
Similmente, essendo la forza acceleratrice, per ipotesi
costante, nel tempo Az, corso nel descrivere 1’arco (1)
esimo, esso avrd diminuito la velocitd verticale
Dy COS. &' =P C05. 0" di gAe, s
ciod nell’istante che il corpo sari giunto alla fine dell’ (z=-1)
esimo arco, avri, secondo 1'asse verticale, la velocita
0, COs. &'y 4§z cos. 0" — gty 3
ma questa velocitd deve essere anche eguale & vy €05, 05 -
per quetlo che superiormente abbiamo osservato, cosi sard
Vs COB. &'z =0, €08, & <~ Prcos. 0", — gAL, .
Vale a dire; si avranno, tra le velocitd v. , v, , € gli an-
goli @e 5 a's 5 s | Gy s @Wai s @'x4 che esse fanno coi pr
lungamenti degli assi delle coordinate, le tre equazioni se-
guenti

Drctes €O Ghyp — Dy COS. Uy ~— P COS. 00 == 0

Vypopey COSL sy — D2 COS.0's — Px

B =

Vs €08 02" o — 0, €08, 6"x — P €05, 0> +
delle diffe
daranno la o
dell’arco »

e finite del primo ordine, le quali integr

randezza e la direzione della velocita
esimo, ossia nell’istante antec

sdente

quale succede I’z esimo cambiamento finito suddetto .
Tom. XVII. 26
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Integrando le tre equazioni trovate, ossia le loro equi-
valenti
A, 008, Oy — Pr C08.0; =0, Av; cos.a; — Prcos.a’y=0,
Av; c05. &'y — P cos.a's +ghAl =0,
ed indicando colle @, &, ¢ le costanti arbitrarie introdotte
dalle integrazioni, si ottengono le tre seguenti
U COS. Oy == EPX CO3. 0x Gy
©y €08. oz = 2Px cos. 0’z + b,
05 €05. &'y = 2Px 08,0y — gt ¢,
le quali, combinate colla notissima cos 20086 x4-COS A =1,
danno
o=/ B(Efﬁxcos.n,-e—a)h-(zqizcos.m‘,q-f) 2 Zparcos o w—gtarc)]
€08. 0, = (EPx €08. 0, +a) I Vs
cos. &'y =( 2Pz c0s: 05 +b) lva,
cos. a's=(2pr cos.as— gla )i Va3
¢ioé ln grandezza e la direzione della velocitd del corpo alla
fine dell’ arco’# esimo, che esso descrive .

Supponendo che gli integrali 2gia cos. 0., 2@z cos. o'z,

Zgix cos. 0 incomincino col valore di & eguale ad uno, cid
che & permesso, evidentemente le costanti arbitrarie o, b, ¢
contenute nelle formole esposte, rappresenteranno le compo-
nenti, secondo gli assi delle coordinate, della velocita del
corpo alla fine del primo arco paraholico; ma percid che ab-
biamo premesso, le medesime velocitd sono anche espresse
da o cos.m, o cos.m', v cos. m'—gf; adunque sara
'cos.m, b=v'cos.m', c=2v'cos.m"—ghl .
Vale a dire, le tre costanti a, 2, ¢ espresse colla velocitd ed
angoli della projezione primitiva, ¢ col tempo corso nel de-
scrivere il primo arco parabolico, quantita tutte conosciute,
pei dati della proposizione .

L’(x~1) esimo arco parabolico, BC, essendo descritio
uel tempo Af , ¢ mediante una velocitd di projezione le cui
componenti, secondo i tre assi delle coordinate , sono

0y 'CO8. G — (X COS. @ 5
Dy COS. 0l == P €08, @'x 5
Wy €08, &' 4 P c08.@"x 5
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sard, per la teorica ordinaria de’ projettili

A:,:('u,cus.u,-w_ﬁxcus.m)At“

Atte=( 0. 005, s+ Prcos. 0z) Atz ©
(v,cos.ac",-c—tpxcns.a",)m"ﬁigﬁfx; A
ossia ponendo in luogo di vz, €0, &z, COS. o'z i loro valori,
ed integrando, otterrassi

(a)iiay 2y DAL P[0 4-1) COB. ey -Gl
(b)..,..‘.lt‘:E.‘kl},zf)ﬁ(ﬂ:-—h])GUEA!l',.t..-O-I)fx-i-B‘, ed
8 ) ishe y,:EA:,Eqi(x-e-s)cos,m"w,—j,gt’,-‘.-c:,- 5
A', B', e C rappresentando le costanti arbitrarie introdotte
dalle integrazioni, le quali si determineranno, soddisfacendo,
con esse, alle tre equazioni
2, = 00 e08.m 5 16, =00 cos. m'; ¥, =0v' cos.m"—f g0,
desunte anch’esse dalle cose premesse a questa soluzione.
Se si eliminasse dalle tre equazioni (a), (8), (¢} la & con-
tenuta nei secondi membri, si ayrebbero due sole equazioni
tra le coordinate z., w., y., o semplicemente z, u, y ed
altre quantitd date, le quali rappresentersbbero le equazioni
delle projezioni di quella linea, nella quale vi sono tutti quei
punti in cui trovasi il corpo negl’istanti, che succedono i
cambiamenti finiti negli elementi del suo moto.
Considerando il moto continue, che ha luogo per tutto
1 arco (21 ) esimo BmC, hansi le tre equazioni differenziali
di secondo ordine

Al Ao ay
(&) =c: G) =2 (32)=—¢
le quali integrate, e determinate le costanti arbitrarie colle

condizioni, che z , 7., = sono. le coordinate del suo prime
punto B, e

Ve COS, Uy = P COS. 0z 5

V; COS. Ay ~+ P €08, 0'x 5

vz €08. 0 ~ P cos. 0y
le componenti, secondo gli assi delle coordinate, della velo-
citd del corpo, quando comincia a descrivers il medesimo
arco, danno le tre equazioni
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2 = (. €08: e Pr cOS 0 Y b gL,

u's = (9. cos.als + P2 €080 ) e =2 ,

' = (e cos. o' +Prcos. 0" ) ey —F s,
le quali fanno conoscere evidentemente la posizione del cor-
po alla fine del tempo @+-#. + £ , ossia dopo il tempo #.
da che & partito dal punto nel quale succede 1'% esimo cam-
biamento finito negli elsmenti suddetti .

Essendo (“T)=v, €08ty ~+ P COS. 0 »
dt'

dn i .
(}7) =Dy 008, O + PLTCO5.0'x »

(%’7:- =1: cos. a's +Prcos.a’s — gt ,
SAUANN0 . COS. Gx + P& €O, O, . COS. &y + Pz cos. 0,
@, c08..@"s = @Pa cos. 6. — gf'. le velocitd del corpo alla fine
del tempo @~ £z~ ¢'s, secondo gli assi delle coordinate; e perd
SUPPOSLO COS. & COS. 0z 1COS. Gl COS. @5 =4-C08.0 5 C0S. 0" ==C08  lts»
cioé g, Iangolo che fa la tangente BD colla direzione del-
Ia velocitd @. , sard
V[V P eramsprcos. gr—agt (vacos. o s+ Prcos. ol J--gr: ]
la velocita assoluta del medesimo, e
(2 €08. @' 4Pz c0s. 0"s— gt ) § (02 €08 s + P cos.a,) ,
(02 cos. "z + Pucos. 6’z — gt'z) | (Vs c08. &'+ P cO8. 05)
le tangenti degli angoli che fanno le projezioni, sui piani
YaFzs Yallzs della direzione della stessa velocitd coi prolunga-
menti degli assi delle coordinate: =, 2.

Efiminando dalle tre equazioni, che danno i valori del-
le coordinate z's. #'e, ¥z il tempo. £, si hanno le sole due
seguenti

__ Vs c0B.als 205, 0's

(Ze—2xz )+ ttz,
Vs CO8. Gx -+ PF V8. 0

Uy cOB. ' w080 e (sl ) 1 (Fe—z.)®
—22)—] -+

€. 008, Gx = P COB Bx " ‘g(u.m.«,a-?xm.n.)» 7

le quali rappresentano la parabola (& =1 )esima; anzi, la

sola sua porzione BmC che descrive effettivamente il corpo,

=
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purche si limitino 1 valori delle cf‘urdim—ltc Bley 'z tra quel-
1i delle Zzs Zxars €4 Ur, Tiat: dei punti B, e G. ) ;

Esexrpro. Sia At. = ¢, 0.=e, ga=f, =0} cioé sia
costante il tempo che passa da un’impulsione all’altra, la
forza d”impulsione, Iangolo che essa fa coll’ asse delle =
il tempo @ eguale a zero, ossia la origine rlcll? coordinate
cada in E, e di piu tutto sia in un piano; e si avrd

a=o0, b=0,c=0, t,=(x—1)¢
ZEpxcos. 0. =f(x—1)c08. 25 Zp cos.w's =/f(x—1)sen.e,
’—(El}sau‘e',

SALEG(x+1)005.8.0, ‘j""cnt.e,EAt;qu(x-.-z)ms.a"m=cf

e percit tang. o, =tang.e — g ! fcos. ¢,

b, = (5 1) /(5o g — acfi oos.)
@D en.e— L ge's (2 — 1 )%

a

¢ quindi facilissimamente si deduce la velocita del corpo al-

la fine del tempo @ +£. +¢% = (o —1)c'+¢, la tangente

dell’ angolo che fa la sua direzione col prolungamento dell”

asse delle ascisse z. , e la equazione di quella parabola alla

quale appartiene I’ (2~ 1) esimo arco parabolico descritto

dal corpo .

S I8 pE(m—1
Eliminando dalle equazioni z. :cf-(’—-)cas-e,
2

y,:.:f_"‘”:"sen .e—lges(z1p

Pindice x, si ha una sola cquazione della forma (my—nz)
“+py—+gz+r=o0, la quale ¢’insegna, che i punti nei quali
succedono i cambiamenti finiti negli elementi del moto, os-
sia i punti ove si tagliano le successive parabole a cni ap-
partengono gli archi, che descrive il eorpo, sono tutti in una
sola e medesima parabola .

Egli & evidente che, conoscendo le coordinate di quel
punto nel quale succede I'x esimo cambiamento finito negli
elementi del movimento, la grandezza e direzione della ve-
logitd , che ha il corpo alla fine dell’arco « esimo, lo equa-
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zioni dell’ (x ~+ 1) esimo arco, la direzione e grandezza della
velocita del corpo in un punto qualunque di questo arco, si
conosce lo stato del corpo in un istante qualsivoglia del suo
moto: & adunque completamente soddisfatta la proposta pro-
posizione .

Cororranro 1. Se si trascurasse I'azione della gravita,
avrebhesi

0, {(EPrc0s. 0@+ (2Pw008.0'y+b)*+( EP.c08.0" o+ e,
©0s. o = (ZPx cos. 0. +a) v,
cos.a’, = (Zpx cos. 0 4+ b) I Ve,
cos.a'. = (E¢x cos. 0", + ¢}l ve s
quindi facilissimamente le altre quantita ed equazioni neces-
sarie a determinarsi per conoscere lo stato del corpo, le ul-
time delle quali sono le due seguenti

 _ Ep(r-1)cos oles, b

u'y (2's — 22 ) tte

T R 1) conars 6
Bpte+1)oosialan,+0
i Z§(@+1) 608 O3 (s —ze ) +rs,
le quali rappresenteranno la retta di eni & parte il lato (x+1)
esimo del poligono rettilineo che descrivera il corpo (¥).
Conorzanso 2. Se di pitt la forza d’impulsione fosse co
tinuamente dirvetta alla origine delle coordinate, avrebbesi
€08, @ =%y 1 |/ (2% St 0 ),
€08 0% =2 LY (B 0+ ),
c0s. @' =ye [P (2% + 0%+ y% )5 e percio

A mapr L A & ity sz T1i8
An . (et te) o o wserons
Are Fap
A= e =" —g:
Aty Patatata+5"2)

equazioni colle quali si troveranne le coordinate dei vertici
del poligono che descrive il corpo, quando si conoscerd il

() Quests ‘casp i moto discreto fu trattato altrimenti anche dal Sig. Magistrini
nella sua slegants Poligonometrla Analitica .
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tempo i © la velocith @x; e reciprocamente avrassi, con es-
so, la forza $z, quando conosceransi oltre del tempo £ le
equnzioni del poligono .

Ossenvazione. 1 questa ultima proposizione, abbiamo tro-
vato tutte le quantitd dalle quali dipende la conoscenza del-
io stato del corpo in moto, nella ipotesi, che, tra le cogni-
te vi fossero cosi le direzioni che le grandezze delle velocitd
finite che di tempo in tempo vengono comunicate al corpo,
non che i successivi tempi che passano tra g’ istanti nei quali
sono comunicate queste medesime velocitd; passiamo adesso
a vedere, come si possono trovare i valori delle stesse quan-
tith Pr, 6., 0, 0, At. , od almeno a discoprire la diffi-
coltd analitica, che s"incontra nella loro ricerca, quando sia-
no solamente dati i rapporti, che esse hanno colle altre quan-
titd: & per trattare questioni naturali, esponghiamo le due
seguenti .

Prruwa Qursrione.

,5 Biano conosciuti i tempi che passano tra gli istanti
.» nei quali sono comunicate al corpo le velocita finite, o sia
.» data pure la grandezza g della stessa velocitd finita, co-
.y me nella proposizione trattata, ma la sna divezione sia ora
5 quella della tangente condotta alla fine dell’arco x esimo,
»» che descrive il corpo; ciod sia @, ==, 0z =0, ¢'-=a's,
essendo @, , ., @' fanzioni qui pure incognite, come
succede nel tivo di alcuni razzi.

Siccome tutte le equazioni trovate nella proposizione trat-
tata, sono indipendenti da tutte le ipotesi, che si possono
fare rispetto alle quantity che esse contengono, cosi suppo-
nendo @, = a. , 0> =a. , & perd @'. =a'. nelle tre equa-
20001 yoy COS. Gy — U €OS. Gy — P COS. @12 =0,

Dty O8Oy — Uz COS. &' — P COS. 0 =

A iy €058 p iy — 05 C08. 0" — P €08 0"z + AL =0,
si ayranno per questa questione le seguenti
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Dpopes COS. llaepy — (0 + Pa) cos, a=o0,
Dyopy COS. a,%—(v( -+ P ) cos.ds =0,
Vages €08 @ s — (0 + P ) cos s At =0,
che converri integrare per avere i valori'delle funzioni v. ,
@ 5 G 5 @' dalle quali dipendono tutte le altre quantita ed
equazioni, che abbinmo bisogno di determinare, 'per cono-
scere completamente lo stato’ dél corpo in un istanté qua-
lunque del sud moto .
Le prime due di queste tre ultime equazioni sommini-
strano

008, ey | C0B.0'wa;
co8. ae c08.4's

da cui si cava, integrando, cos.a'. =n €0s.@; , n esprimen-
do una costante arbitraria. E sostituendo questo valors di
cos. o nellé equazioni (@), (&), (d) esse diventano
2z = EALEP (24 1) COS. Gaur +alz + A,
; =n2AL2P (%~ 1) €08, Gy +bi: + B,
#r =n(zzx —3z ) +ux, le quali danno
tr=nze—+(b—an)tz+B—An, ed
w'y=ndz—+(b—an)tz-+~B—An.
Ma n & eguale a cos.e; cos.a;; ossia a cos. m!
essere evidentemente
V(92 —2go'd cos. ! +g20* )
la velocita del corpo alla fine del primo arco, per cui
c08. &, =v'cos. 7§/ (02 — 2gw'0 cos. m" +-g20°), &
cos.a'y =2 cos.m’' |/ (0 —2g0'0 cos. m" g7 )
adunque b—an=u'cos.m'—nv' cos.m=uv'cos.m'—o' cos.m'=0;
e percio

08,72, per

cos.m! B cos. i — A cos. m'
Uux= £ ed
cos i cos.m
. oos.od . Beos.m—Acos.
e B S et e P

cos cos.mv
equazioni le quali rappresentando sempre una sola e mede-
sima retta, qualunque sia la 2, ¢ inseguano, che il poligo-
no descritto dal grave, trovasi in un piano verticale, che ha
per
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per equam’oue

cos.m’ Beos. m—Acos.m’
L= —3z ——
cosm cos.m

cost prendendo questo piano per guello delle coordinate yx,
2, , i valori della velocita e della sua direzione, dipenderan-
no dalle sole due equazioni

Doy €08 g — 2 P ) c0s. 0 =0,

Doy €08 & iy — (Ve - P €05 0"z 4~ AL =0,
ossia dalle loro equivalenti

Av, oS, G—PX CO5.0:=0, Av, sen .a‘,l—qi'l:sen.u;,,-o-g.ﬁfx:c 3
questo caso gli angoli @, , ac complemento uno

per essere
dell’altro .

Per avere i valori delle funzioni a. ,v. colle due equa-
zioni qui esposte, seguendo la regola generale, elimineremo
una di esse, ed avremo una equazione, la quale integrata,
ci dara il valore della funzione rimasta, indi quello dell’al-
tra; e siccome si pud eliminare indifferentemente o una o
Paltra delle due funzioni @. , v. , cosi prefericemo la elimi-
nazione della o, , perché la equazione che ne risulta, & mol-
to piit semplice di quella, che si otterrebbe, eliminando la a. .

Cavanda il valore della funzione ». da ambedue le equa-
zioni auzi esposte, si ha v, = (A~ 2Pz cos. 0 ) 1c08.0x 5, €

0, =(B— gt +ZPrsen.a. ) sen.cx ,

A, e B esprimendo le costanti arbitrarie ; ed eguagliando fra
loro questi due valori di @, hassi la sola equazione

(A + Zpzcos. ¢, Jtang. 6. =B—gt, + gz sen.ax
senza la funzione v, , la quale differenziata due volte, per

eliminare i segni 4 integrazione che essa contiene, si ridu-
ce alla seguente
At
Zo T ) CO8, Oy = GA ———— =0}
(fi( ) - & Atang.as i

si avrd il valore della funzione a. , e quindi il corrisponden-
te della ». che bisognerd conoscere, per continuare la pre-
sente soluzione .

Tom. XVII. a7y
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Secoxna QuestrioNe.

Da un punto dato superiormente ad un piano immobile
comunque posto nello spazio sia scaglinto un grave di elasti-
citit imperfetta, secondo qualsivoglia direzione, ed esso de-
seriverd naturalmente un arco parabolico; arrivato ad un cer-
to punto del quale, incontrandosi, scendendo, nel piane 1m-
mobile, verrd compresso, e perd stante la sua elasticith savd
obbligato a descrivere un secondo arco parabolicos; cosi un
terzo, un quarto, ec.; ciod succederd di questo corpo, cid
che succede ordinariamente nel tire degli obis .

,» Data la eqnazione del piano immobile, la grandezza

e direzione della velociti colla quale & stato scagliato il
corpo, trovare tutte le quantiti necessarie a sapersi, per
conoscere lo stato del corpo ad un istante gualunqgue del
sto movimento .

Supponendo Iasse orizzontale delle z. parallelo al pia-
no immobile, e chiamando n Pangolo che fa il medesimo
piano coll’orizzonte, e & Pordinata verticale dello stesso pia-
no corrispondente alla origine delle coordinate, che supor-
remo il punto da cui si & scagliato il corpo, sard

y=tang.n.u'—b
la equazi data del desimo piano immobile, y', ed #'
esprimendo le sue coordinate .

1l corpo percuotendo la x esima volta il piano dato col-
Ia velocita o, diretta secondo la tangente condotta alla fine
dell’arco parabolico & esimo, saril

(sen.n cos.a/, —cos.7 €08.4"x Yo
la componente della medesima velocitd , effettivamente di-
strutta nell’urto x esimo, essendo sen, n.cos. &', — €0s. 7 c08.¢"x
il seno dell’angolo che fa la stessa tangente col medesimo
piano immobile; e percid, sard
r(sen,mcos. &' — o8, 7 C08. &"x ) Ux
la porzione della medesima componente, che il corpo acqui-
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sterd mediante la elasticitd, in verso contrario a quella che
aveva prima di urtare. Vale a dire, il piano immobile pro-
dnera alla fine del tempo £ un tale cambiamento nel moto
del corpo , che esso invece di avere la velociti

(sen. 2 cos. &fx —cos. 7 c0s. o' )os
diretta perpendicolarmente contro il piano medesimo, avrd
la velocitd

r(sen. 7 608, & — €08. 7 €03, &' ) U
divetta in verso affatto contrario. Quindi si potri prescindere
dal piano stesso, e considerare il moto semilibero , come li-
bero , supponendo , che alla fine del tempo #; venga comu-
nicata al corpo la velocitd
(r+1 ) (sen. n cos. ' —cos. zcos. o’y ) vs

con una direzione perpendicolare al piano, e tendente ad
allontanarlo dal medesimo .

Sostitnendo nella equazione Ay, = tang. ndu,, dedotta
dalla equazione delle differenze finite di quella del piano im-
mobile, in luogo delle differcnze Ayz, Au. i valori esposti
superiormente , si otterra
(cxcosa”,-h?{cos.w“,,)i\t,.,-ﬁ-ga:y:tang 2. (0,008 0 ,+Prc0s.0)Alz
ossia, ponendo invece delle quantita cos. o'z, €05, 0"z, Pa i
loro valori

— se0.72, C08. 705 (1) (SED. 7. U 0080y — €08. 720 €05.0's) 5
si avik  r(sen.n .. cos. @ —C08.2. Uy 008, &'s) =g cos.nils;
e percio il tempo corso nel descrivere 1" (% 1) esimo arco
parabolico , ciog Af; sard eguale a

ar

— SEN.7 . Uy COS. &'z — COS.TL . v,cos.a“,) :
geos.

Dalle cose qui esposte, si comprende, che per iscioglie-
re la presente questione di moto semilibero colle stesse for-
mole ed equazioni trovate superiormente, parlando del moto
libero, basterd supperre nelle formole stesse
G 008.0,=0, P08 0's={r-+1)(sen.ncos.neos ' ,-sen An.cos.a'z)os,

008" =(r+1)(3en 2008 7100804008 212 COS. 0 20z €

Ab=

ar

(s::n.ncosx»’,—cos.ncos.a cos .’

eos.
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supposizioni che riducono le equazioni
Dpiger CO8 . O { =0z COS. Uiy + P COS. 0 5
Vigees O8Oy =T CO8. 085+ P COS.0 5 5
Vet €080 s =0, €08 .08 .+ P2 €05 0"~ AL, alle tre seguenti
Wanes COS. hizope =V COS. s 5

Dres cos.a’,_..,:[(cns 2R-rsen.2n)cos a'y+(r+1)5eN.7 c03.7.c08 .a",] vy

" " A )
Vo1 €080 'zt sen 2n-rcos.*n+2ar)cos.o ,-—((.H- []cos.n-—'-)co!.m,
casn

che converrebbe, al solito, integrare, volendo continuare di-
rettamente la presente soluzione .

Se la superficie che obbliga il corpo a descrivere i suc-
cessivi archi parabolici invece di essere piana, fosse una su-
perficie curva qualunque, ma di cui si conoscesse la equa-
zione, coi medesimi ragionamenti fatti superiormente si ar-
riverebbe a trovare opportunamente le quantlté Pxy 05 Oz
@'ay Ay espresse colle altre ., &, @', 0's, onde potere con-
u)derere il moto siccome libero .

Trovate le quantitd gz, ., &' , 0's espresse colle altre
Vg y Gy G'ay 0’5y 0d almeno le equazioni tia tutte queste quan-
titd , dalle quali converrebbe cavare le espressioni delle rpri-
me da sostituirsi nelle tre equazioni

Vigutey COS . Uity = Uy COB. iy + P2 CO3. Oy 5

Wgmpes COS. Ol g ey ==z COS. &'z~ P CO5. 0,

Dty COS. 5oy ==V €08. &'+ P €05. 0"z — gALy 5
onde determinare, mediante le integrazioni delle tre equa-
zioni risultanti, i valori delle quantitd v., a,, &', @';, come
abbiamo fatto superiormente, sari utile qualche volta, I’ os-
servare, se si potranno avere i valori delle quantitd o, @',
&'z, Pz, € Atl,, senza conoscere le altre, le quali dipenden-
do dalle integrazioni delle tre equazioni risultanti molte volte
non si possono determinare .

Per chiarire questa osservazione , e nello stesso tempo
mosiraré con un esempio, quanto sia utile in alcuni casi, ne
usaremo per continuare la soluzione' di questa questione di
moto semilibero gid cominciata .
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Tliminando la espressione
SEN. 7L . Vs COS. Oy —— GO 722 Vs COS. 0«
dalle due equazioni ¢a =(r\-r-1)(se||.rz,.v,,cos.u.‘z-cos.n.vzcos.:l"g},
Aby=ar(30.72.0;008.8/5-C08 7. 0208 'z), GCOSTy
si ottiene la sola semplicissima equazione seguente

ar :
Juf P Pz,

colla quale si avra il valore di nna delle due quantith ¢,
A, , quando si conoscerd quello dell*altra .

Ponendo @+ 1 in luogo della x nella equazione
@r=(r~1)(sen.n .0 cos. &'x —oos. 1. Vs cos.a'x )5
hassi ¢(z+:]=(r+x)(sen.n.v,.... — COS. 7% . Vgopey COS. & 'zr) ; M2

Doy COS. By =0 COS. Ox — Prsen.i, €
Dpoey 08, Oy =T €05, G@'x + P cos.n— gty , ossia

. g or
Wy4-1C0S .0 7=y =V2C05.& ',4-.’,’5.\:1:0535-{————( @i, per essere
e

At, =arfiz | g (r+1)cos.n, come abbiamo dianzi veduto;
adunque sard

Pla1)=(r+1 )(sen.n . v.008.05~co8 T AC08 8 g Pt
T

ovvero gi(x—-1)=rgx;

o percio a=Ar, , (§.39),

A esprimendo la costante arbitraria introdotta dalla integra-
zione . Cosi sard

e S
glr+1)conn
ed integrando, e soddisfacendo colla nuova costante arbitra-
ria alla condizione f,=o0, si avrd
. arA(r—1)
ks T g(r*—1)conn’ (§-a7).

Per trovare il valore della arbitraria A da cui dipendo-
no attualmente i valori delle quantitd gz, At; , £ , facciasi
«=1 nella equazione

i Ars=(r=1)(sen.n.v. cos.a's —C0S.7 . Uz CO8.&" )»
risultante dall’ eguagliare fra lore le due espressioni trovate

A |
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di gz, e si avr
Ar=(r—+1)(sen.n.v;c0s. &' —cos.n. v, cos.a; ) ;
ciot A=

Fox

=

(sen. 7.0 cos. m' — c0s. 1. v' 05, "~ gl cos. n.) o

ponendo in Juogo di @, cos.a'y, v;cos.a’, i loro valori espo-
sti nel principio della Proposizione VII.
Ora essendo y, =0v'cos. m" — L g0*, u, =0v' cos. m', e per
& i #8! P
la equazione del piano y, = hu,— &, supposto tang.n==%,
si avrd

cos.m'— R cus.m')ﬂ:n—a %
£

. au' 9
cesta) GU B B mg ol

Feosn

supponendo z I’angolo che fa la direzione della velocita o'

di projezione primitiva col piano dato; e percid , posto

V(v sen.*g+2bg cos.?n) =R, sard 0 = geenatR o con cid
geon.n

! cos. m

vy €08\ o6 =0 CO8. ' 5 z (v'sen.z+R),

~ om

(AR
(i) . 0; cos. &'y =u'cos.m', e (f)..us= %:;(n'san.z-i-ll),
v, co8.a’" =hv'cos '~ B =M(w'sen.n+l{)—b.

cos.m.

geos.
Sostituendo il valore del tempo @ nella espressione della

arbitraria A, e facendo le riduzioni, si avra A= IR,
T

Quindi
R 2
gr=""1Rr, Atb=—".7%, ¢ A U it
v goosn goosn

Essendo adesso conosciute le quantita @, e., o', o";,
P, £x5 ciod il tempo corso tra 1'istante nel quale si & sca-
gliato il corpo, e quello nel quale esso ha percosso Ja. pri-
ma volta il piano dato, la grandezza e direzione delle velo-
citd finite che vengono comunicate al corpo’ di quando in
quando, e la legge dei tempi che passano tra gl’istanti nei
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quali vengono comunicate le stesse velocita finite, la pre-
sente questione di moto semilibero & ridotta a potersi trat-
tare precisamente, siccome un caso particolare della propo-
sizione VII, che ¢ di motoe libero.

Pongasi nelle espressinni delle qu:\nl.it;l Dy COS Ghr 5 Uz COS. K 5 5
cos. '; esposte nella proposizione accenmata i valori di
Ops @zy @' 5 P, Az, € 8i avra

0z C0S. 0 =B,

1 +x
(B iis. vz008.0,=0~"""Rsen.n.r—,
=1

005, =D 4= — (—cns ety )r",
conn

B, C, e D esprimendo le costanti arbitrarie, colle quali sod-
disfacendo alle tre equazioni (i), si ha B=v'cos.m, C=4v'

v T i 4
cos.m +— R sen.n, e D=AC; ciod restano esse determinate .

Le tre equazioni () danno immediatamente

U;—"/{B°+G‘+D“— S r’q-Ri( = df 1 )4=),=x
008,0,=B1 B G Do s s ()*—°+4.’¢’(r- )—-)ru .
(r—,) il

(

R frar a e %
I]—v—r (Tms"";;';)’x]-l/gn“"'c"*[)—

'_'”l{sm\.u.r"') V/%Bﬂ_,,cn_'_nn
- (,—.)lm, n

4DR

(r=1)cos.re

r’$ﬂi(r—=+4h‘(r )

vale a dire, la grandezza e la direzione della velocitiy del
corpo alla fine del tempo #,, ossia dell’arco x esimo che es-
so descrive .
Sostituendo nelle equazioni Az, =v;-; 05. dpar, Aty

AUz =0 0080 o DAy

Ay =0;41008.0 - Afa= AL,
in luogo delle quantitd voq.; COS. Gy s Doy COB. &'sapr 5 Danir
008, &'y » At* i loro valori sopra trovati, e poi facendo tut-
te le integrazioni, si avrd

aBR

B = .7 +E,
glr—1)cos.n

LD +R=( (o1} )=

)
)

jax!

2
;
b
8
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aCR 2R

—_— e ———
s T glr—n)eesn T glr—1) +F,
R
o b DBE i o B O
g(r—1)cos.n glr—1)*

ciot le coordinate di quel punto del piano immobile, nel qua-
le esso & percosso dal grave la x esima volta . Lo costanti ar-
bitrarie B, F, G introdotte dalle tre integrazioni, determi-
neransi facilmente soddisfacendo alle tre equazioni (j).

Colla stessa facilita colla quale si sono trovate le quan-
tith ©. , €OS.0: , €c. si troverebbero le coordinate 2. , u', ,
¥ di un punto qualunqus dell’arco x esimo che descrive il
corpo, la grandezza e direzione della velocitd che esso avra
alla: fine del tempo @ + & + &4 , ¢ le equazioni della x esi-
ma parabola che descrive .

Corosranro 1. Indicando colla s. la perpendicolare tirata
dal punto corrispondente alle coordinate z. , #. , y. sulla in-
tersezione del piano immobile col piano delle coordinate =, ,
Y= » sard evidentemente s, cos.n=u.; e perd, prendsndu
per origine delle coordinate il punto a cui corrispondono le
coordinate z, =0, u. =0, ed y. = &, il poligono rappresen-
tato dalle ultime tre equazioni esposte, si potrd rappresen-
tare ancora colle sole due equazioni seguenti

o ABR L g E
e
CR hR* 3
e T S NS LR
gl ooatn E(r—1) corn conn

le coordinate essendo ora z., ed s, .
Eliminando da queste ultime equazioni I’indice » degli
angoli del poligono, si ottiene la sola equazione
P
cos.n
la quale esprime che il polizgono suddetto & parabolico .
Conorrario 2. Se il corpo fosse perfettamente elastico,
ossia fosse r= 1, si avrebbe

Pu=a)/ (v sen x +2bg cosn), & At¢=n|/(mi“-+°—{);
£* cas.
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ciot tanto le successive velocita @i, ga, ec., quanto i tem-
pi impiegati nel descrivere i successivi archi parabolici, sa-
rebbero quantitd costanti; ossia cosi le percosse successive
P15 P2y 8Cs che i tempi A#,, At,, ec. eguali separatamen-
te fra loro. Gidv che & veramente singolare..

Nella medesima ipotesi avrebbesi

Dy CO8. @z = ' COS. 725

0 c08.als == ' cos. m' -+ 2R sen.n— 2. 8en. 1. Rx,

o, cos.a's = ht' o8, mi--iR sen . n—R cos.n—aksen.n.Ra,
ety BOi, €C.

Ousgrvaziose . Se il rapporto r della elasticitd alla per-
cossa, invece di essere costante, come abbiamo supposto ta-
citamente sino ad ora, fosse una funzione variabile 7. del=
Pindice x, con ragionamenti in tutto simili a quelli fatti su-
periormente per avere la equazione

@la 1 )— rgz =0, dvrebbesi in suo Iuogo quest’altra

Plar1)——

la quale integrata di (§.39)
Pri=A (rat1)e2log7xy
2k Blog.rew

L8 (re==1)Pr=0¢c,

£ Zlog. Famy
Ak g Blog.i

e percio Al =——¢ el —
grosn Feosn

vale a dire, anche nel caso, che, il rapporto della elasticita
alla percossa, sia una funzione conosciuta dell’indice =, si
potra trattare la presente questione di moto semilibero, co-
me si & trattaia nella ipotesi del medesimo rapporto costante .

Paragonando fra loro tutti i metodi particolari coi quali
si sono seiolte le proposizioni esposte in questa Memoria, fa-
cilmente scopresi una parte di essi esclusivamente comune a
tutti, la quale da sb sola di una idea generale non solo de-
gli stessi metodi particolari esposti, ma ancora di quelli che
si dovranno seguire per isciogliere una proposizione qualun-
que di moto discreto, anche nel caso che i sucoessivi moti
ordinarj siano di pilt specie differenti; anzi la medesima di
una idea della maniera di ridurle ad essere di semplice mo-

o libero .
Tom. XVII. 28
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Nora PRINA.

In tutti i trattati-di trigonometria vi sono esposte e di-
mostrate le equazioni colle quali hassi la tangente, il seno,
ed il cogeno della somma di due archi, quando queste linee
si conoscano per gli archi stessi; ed in aleuni vi sono anche
dedotte da quelle delle altre equazioni, le quali danno simil-
mente la tangente, il seno, ed il coseno della somma di tre,
di quattro, ec. archi. E quantunque coll’ osservare quelle e-
quazioni, non sia difficile, siccome io medesimo mi sono pers
suaso, lo scoprire la legge onde avere immediatamente, per
induzione , una simile equazione rispetto alla somma di un
numero qualunque di archi, ¢id non ostante, siccome la in-
duzione immediata, che in queste e simili ricerche, sembra
indispensabilissima, non & mai una dimostrazione diretta,
cosi in questa nota, approfittando della opportunitd che mi
si presenta, esporrd un metodo con eni avere immediatamen-
te la tangente, il seno, ed il coseno della somma di un nu-
mero qualsivoglia di archi, quando tali rette conoscansi per
gli archi semplici, e ¢id senza il minimo soccorso della im-
mediata induzione .

Qualunque siano le quantiti A, B, C,....M, purche
il loro numero non sia infinito, possono sempre rappresen-
tare, per quello che si dimostra nella teorica delle interpo-
lazioni, i primi termini di una medesima serie, ossia i risul-
tamenti che si hanno, supp do, nel suo termine genera-
le, successivamente I'indice del numero dei termini eguale
aoc, 1,2, 3,ec.; anzi, variando la disposizione delle me-
desime quarmté,, esse potranno rappresentare i primi termi-
ni di tante diverse serie, quante sono le combinazioni, che
si possono fare con esse; e perd altrettanti saranno i termi-
ni generali, o le funzioni del numero dei termini delle stes-
se serie, che avranno I’anzidetta proprieti .

La prima di queste due veritd sara il fondamento delle
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ricerche , che daranno le equazioni dimandate ; e la seconda,
ci previene, che potremo variare le equazioni stesse, per-
matando fia loro le funzioni trigonometriche degli archi sem-
plici, che le equazioni medesime conteranno .

ProrosizioNE,

,» Date le tangenti, i seni, ed i coseni di un numero
5> qualungue di archi, trovare la tangente, il seno, ed il
,» coseno della somma di essi.

Dellax -tangente .

Bian0 s Gxs Gys« v 15 O (1) archis e fostiptiyeiosla
le loro tangenti, le quali sono per ipotesi conosciute .

Supponendo - -, =+ o« = Gy = Ex 5 SATA Eori
=&+ a3 & perd tang. Er = tang. (& &z ) =(tang. L+ 1tz )
{1 — ¢ tang.£. ), ossia si avrd la equazione delle differenze
finite

(D) ...tz tang. & tang. E,u, —tang. Eoqr-tang. £+ =0,
la quale integrata con una regola simile a quella usata nelle
proposizioni I. IV. e V. di questa Memoria per integrarne
altre affatto simili ad essa, e trovato il valore della costante
arbitraria introdotta dalla integrazione, come si trovd nella
proposizione prima, cioé per la equazione (A), somministra

tang. £, =

b+ 1“_:_&
et
essendo b, = Ik

ooy
t

,ed g, =— tz+: » Quindi, ponen-

B te
do invece delle due quantitd by, @e—: 1 loro valori, e sup-
ponendo nella formola risultante x=7n -+ 1, si avra tang. fevrs
ossia la tangente dimandaty
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tang. (o a0, oot ) =

Cororranuo 1. Siano gli archi o, &5 0y, - . . 6y eguali
fra loro , e sard 2. costante; e pereid tang. ( Go== G+ 0,+...a,)

=tang.(n+1 Jom=—t

continuando la divisione (z-~1) volte.

Conorranro- 2. Essendo I'integrale finito dell’arco, che
ha per tangente la funzione ¢ qualunque, eguale alla som-
ma degli archi, i quali hanno per tangenti Z,, £15 &5 0oy tami b
ciot eguale ad @+ 0,4 &, ...~ t—r , Sard, per le cose
esposte

2 Are. tang. £, = Arc. tang.
'

Del seno e del coseno .

Indicando colle sy5 $15 5,,..-.8, 1 seni, e colle e, ¢,
€,5+n.5 0y 1 coseni degli angoli @o; 045 &, 5.0 .5 @3 @ colla
£, la somma @, = a, =&, == . .. .0z, come sopra, si ha
sen. oy =sen, (£.+a.), ossia sen. &, =¢. sen. E. 45, c08. &,
cosi €08. Exry = €. €08 & — 5. sen. &5 ciod hansi le due equa-
2iont

gen. £y — G 86N E — 5, cos. & =0,

€08 Ezy = Cr COS. & 45, s€n. Ex =0,
le quali integrate daranno le espressioni, o formole diman-
date .
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Fliminando sen. £ da queste due equazioni, si ha

oy facir O . i
cos. Erp, — L"::‘_J_:"_ COS. Eyas + = COB. ]

ed eliminando cos. &, , si ottiene

Sabaiy = Sren
sen. &, — 0

15 "
580 Epey -+ —— €05, =0,
32

e

equazione la quale contenendo la funzione sen. & ; come Ian-

tecedente contiene cos. £, , ¢’insegna, che i valori cercati

delle due funzioni sen.&, cos.&, sono due integrali partico-

Jari di una medesima equazione del secondo ordine delle dif-

ferenze finite, ciog della equazione lineare seguente
o S .

Ad ottenere I’integrale di questa equazione di secondo
ardine, e da cni dipendono attualmente le espressioni o for-
mole dimandate delle doe finzioni sen. &;, cos. &, si userd
la regola generale, ormai notissima, colla; quale s’ integrano
le equazioni lineari del secondo ordine delle differenze fini-
te, vale a dire la regola, che dal suo autore, io dird Br
nacciana .

Conrorrario 1. Se tutti ghi archi aos Gy s en o5 &
fossero tra loro eguali, la equazione superiormente esposta
diventerebbe

Yooty — 20Nz = Y =0
la quale, avendo i coefficienti costanti, & anche integrabile
colla supposizione di y.=Ap*, colla quale ¢ integrano tutte
le equazioni di questa natura (§.45 ), ed integrata, da
ye=A(cos.a-+)/—1sen.a ) +A'(cos.a—)/—1sen.a)*;
cioé determinande opportunamente le due costanti arbitrarie
A, A', hassi

e e b d R e G e

b et i dd o] et i kL

che sono le notissime formole Bernulliane .
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Conrorz4rio 2. Per essere
S Arc.sen.se=A.sen. S, +A.SeN.5:— 4. ... 4-A.sen. 5o,
e 2 Are.cos. ¢;=A.C03. Crm+A.COS, Crmy = .. +A. CO5. €, ,
potremo dare a questi integrali finiti le forme seguenti
SA.sen.sy,=A.sen. ., e BA.cos.c;=A.c08.&,,
rappresentando sen. £; , cos. &. i due integrali particolari sud-
detti della medesima equazione generale in s .

Nora ssconpa:

In questa nota si espone nun metodo per integrare I'e-
quazione
(E) . - - . @aYais o+ baYaor =+ CaYs +dz =0,
nella ipotesi di @, bz, ¢z, ¢ do funzioni qualsivogliono co=
gnite della =, per riunire in un solo quelli coi quali si so-
no integrate le quattro equazioni (A), (B). (C), (D), trovate
nelle proposizioni I., IV., V., ¢ nella nota antecedente, le
quali sono visibilmente casi particolari di questa.

Onde integrare I’equazione (E), supponghiamo y.

tz, © 7z rappresentando due nuove funzioni incognite, ed
avremo , colla stessa equazione
ot =— stz dszs) : (Bete +b:2:) 5

o . tovs
ma per supposizione dev’essere y..,=-——; adunque, tra le
ey

funzioni incognite £, , % , si avra I’equazione
t

Catub deza
TS e

Per soddisfare quest’equazione e determinare nel mede-
simo tempo i valori delle due funzioni ¢ , 2. , si suppongs
Bpie; =— Cbe — g 5 € 5L AVIR By = Gt 6.5, 5 ciod si
ayranno le due equazioni

Pt - Cots = dife =0, Bz y=—Gele — bpp: =0

anch’esse delle differenze finite di prim’ordine, come la pro-
posta, ma lineari .
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Eliminando la funzione # da queste dub equazioni, e

supponendo ZE=EET — A, o (b —ad, ) T2 =B,

hassi la sola equazione seguente

— Agtpr — Baze =0,
la quale, bencha sia del second’ ordine, ed abbia i coefficienti
variabili , nulladimeno, si sa integrare colla regola Brunac-
ciana .

Diffatto , supponghiamo z. = Ge2l@r, G esprimendo una
costante arbitraria, £. o. il logaritmo Neperiano della funzio-
ne incognita o , ed ¢, al solito, la base dei medesimi loga-
ritmi , ed avremo

Galisry — Aty — B, =03

B,

& percid a: = A, e A )

O = Azy 4+ B,
R e

2
i

At 5
*a

&, esprimendo una costante arbitraria .

Per trovare il valore dell’altra funzione ¢. , si sostituisca
nel suo valore ( Zzy; — bs2. )G , desunto dalla prima delle
due equazioni esposte, qui sopra, in luogo della . il suo va-
lore CeZl.a., ed avrassi

foe 2l Ol
a
Ora sostituendo nella frazione £, : 2, , invece delle fun-
zioni £, , z, i loro valori
G2l 6x

G CeBlo

si ha

Dles B
5 quindi o= (<0 bt P
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integrale completo dell’ equazioue (E), per essere o, una quan-
tith tutt’ora arbitraria .

OsservazioNe I. Potrei qui esporre molte eleganti questio-
ni di geometria, le soluzioni delle quali dipend dalle in-
tegrazioni di equazioni, che sono anch’ esse casi particolari
della (E) integrata qui sopra, e cio servirebbe per mostrare
PPuso dovizieso di essa anche nella pura geometria; ma sics
come con questa esposizione mi allontanerei troppo dallo sco-
po che mi sono prefisso, cosi mi limiterd alle due seguenti.

ProrostzioNe PRIMAS

., In un dato poligono rettilineo inscriverne un altro ri-
45 entrante, i lati del quale prolungati, se occorre, passino
,» per altrettanti punti dati (*).

Siano numerizzati i lati del poligono dato, quelli del di-
mandato, ed i punti dati di posizione; e sia ¥ = @z% b, le-
quazione della retta nella quale trovasi il Jato = esimo del dato,
ciot y e z le coordinate di un punto qualunque, ed a., e
b. i soliti parametri, qui funzioni cognite del numero x, dai
quali dipende la posizione della medesima retta, relativamen-
te & due assi ortogonali a oui. essa si riferisce .

. Similmente, siano A, e B, i due aaloghi parametri, in
questo caso funzioni incognite di x, dai quali dipende la po-
sizione di quella retta di cui & parte I’z esimo lato del po-
ligono dimandato; ciod, sia w= A.f -+ B, I’equazione della
stessa retta, rappresentando i8¢t le coordinate di un pun-
to qualunque di essa.

Supponendo, che il vertice dell” angolo formato dai lati
z, (% 1) esimi del poligono dimandato, od inseritto , sia
quello che cade nel lato # esimo del poligono dimandato,

avrans

(%) Quando i vertici doghi angoli diun | ce qui Jnsoritiy in questo; o rw:irmm-
igono sono melle rette in cui trovansi ments questo Circoscritto a quello.

poligona vans
A% & un altro poligono, quello st di-
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o luogo insieme le tre equazioni

y=aag-bey y=A:5+B, y._.ﬂxw...?—'-ih.k. el
passando le retie espresse da esse pel medesimo punto, cioé
pel vertice anzidetto . L s

Eliminando da queste tre equazioni trovate le quantitd
¥, @, che rappresentano qui le coordinate del punto comune
alla retta nella quale vi & il lato @ esimo del poligono circo-
scritto, e delle due nelle quali vi sono i due z, (1) esi=
mi dellinscritto, si avra la sola equazione

(@).... .B-AA,—A:AB: b AN —a AB;.
£ questa ¢ Pequazione esprimente la relazione , che debbo-
no avers in generale i parametri A,, B, , ax, b ; perche il
poligono di cni il lato x esimo trovasi nella retta, che ha per
equazione 2=Azt~+ B, , sia inscritto in quello avente il lato
2 esimo nell’espressa dall’altra y=aE==b:, 0 questo eirco-
seritto a quello.

Rappresentata. colla 72, Pordinata, e colla n. I'asqissa
dell’ z esimo punto dato di posizione, o supposto che passi
per esso la retta nella quale vi & il lato x esimo del poligo-
no dimandato, si avrd, fra le funzioni A., B, incognite, €
1o cognite my, ne, Dequaziono m.=A,-+B,. Adunque,
affinché la retta in cui trovasi il lato « esimo del poligono
dimandato sia espresso dall’ equazione supposta z=A.¢ + B,
le due funzioni A., B, debbono avere le relazioni che espri-
mono le due equazioni

BAA, —AAB. =564, —a.AB;
Me=Asnz+Bs: .

Eliminando da queste ultime equazioni la funzione B.,
si ha la sola equazione delle differenze finite, fra le sole fun-
zioni Ay Agay s

A i AR (D ol ) Az = (W22 @22 ) A+ 2 AT=0,
In quale, siccome si vede, ¢ un caso particolare dell’ equa-
zione (E); e percid anch’essa integrabile col metodo superior-
mente esposto .

La costante arbitraria, che conterrd I’ integrale di quest’
Tom. X¥II. 29

avrann
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equazione , ossia il valore della A;, si determinera, soddisfa-
cendo la condizione che il poligono dimandato dev’ essere rien-
trante, vale a dire, che, si il suo primo, che il suo ultimo
lato, debbono avere uno stesso puunto comune colla retta del-
la quale & porzione I'ultimo lato del dato.

I equazione m. = Azn: + B, , esposta sopra, di

B. =m. — Auits
ciog il valore richiesto- dell’altra funzione B. .

Conoscendo attualmente i valori delle funzioni A., B, ,
¢ percio 1"equazione %= At -+ B, della retta di cni & parte
il lato x esimo del poligono dimandato, avrausi facilissima-
mente tutte le altre equazioni e quantiti dalle quali dipen-
de la conoscenza completa di esso.

Se le successive rette nelle quali sono situati i lati del
poligono inscritto, invece di passare per altréttanti punti da-
ti di posizione, come si & supposto nella proposizions frat-
tatag dovessero formare angoli che avessero alcune proprieta,
o fra loro, o con quelli di un secondo poligono dato, ossia
con quelli del dato stesso, si conoscerebbe la [unzione A, ,
immediatamente, o previa I'integrazione dell’equazione espri-
mente la stessa passione, come appunto accade rinvenendo
con questi- prineipj, il poligono che descrive il corpo nella
Proposizione V.; ed avrebbesi sempre la B. integrando I’e-
quazione generale (a) dei poligoni inseritti, o la sua equi=
valente

s Ay bAAL
e

Ancora la soluzione del famosissimo problema, d’inscri-
vere in un dato cerchio un poligono rientrante, che i suoi
lati passino, distesi, abbisognando , per altrettanti punti da-
i di posizione , trattato come lo fu dal Signore Magistrini
nella sua ingegnosa poligonometria analitica, dipende dall’
integrazione 'di un’equazione della forma della (E), e pers
esso si potrd sciogliere e generalmente, anche seguendo que-
sto metodo , integrando’ I’ equazione risultante, come un ca-
so particolare della stessa (E).

0.
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Non essendomi noto che siasi pubblicata la soluzione della
proposizione s Inscrivere in una linea qualunque di second’
ording un poligono rettilineo rientrante di un numero qual-
sivoglia di lati, i quali prolungati se fa hisogno passino per
altrertanti punti dati di posizione nel piano di essa ,, la qua-
Je & evidentemente rispetto all’ Ellisse, alla Parabola, ed alla
Iperbola, cioé in generale alle linee di second’ordine , cid
che & il Problema anzi accennato relativamente al solo eir-
colo, ed il superiormente trattato pe’ poligoni rettilinei, ap-
profitto della presente occasione onde esporre di essa la so-
luzione seguente, benché appoggiata puramente alla geome-
tria descrittiva, e perd a principj, che non hanno nessun
rapporto cogli esposti in questa Memoria .

Eretto un Cono ordinario sul piano della. linea di secon-
d’ordine ; e fatto al medesimo, con un piano, una sezione
circolare, si unisca il suo vertice coi punti dati nel piano
della linea stessa, e si prolunghino queste retie, se fa bhiso-
gno, sino all’incontro di quel piano nel quale vi & la sezio-
ne circolare, ed avransi cosi in questo piano. tanti punti e
dati di posizione, quanti sono quelli nel piano della stessa
linea data: fatto questo, s’ inscriva nella sezione circolare un
poligono rientrante cui i lati passino pei punti anzi determi-
nati nel piano della medesima, e poscia si prolunghino, ab-
hisognando, i lati del cono che passano per i vertici di que-
sto poligono, sino all’incontro della linea data di second’ or-
dine . ¢ questi punti d’incontro saranno manifestamente i ver-
poligono inscritto nella data linea di second’ordine,
lati passeranno prolungati, se fa bisogno, pei punti dati
di posizione, vale a dire i vertici del poligono dimandato.

Esgurro, Inscrivere nella parabola ABC un triangolo
A'B'C’ tale, che i suoi lati, prodotti se sia d’uopo, passino

per tre punti Q, R, ed § dati?

Fissiamo per primo piano dei coordinati quello della pa-
rabola medesima , e per secondo quello che passa per DBE
suo asse , perpendicolarmente allo stesso suo piano.
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Da un punto F della parabola si tiriila FG perpendico-
Jare al suo asse, si prenda sul medesimo GH= CF, si uni-
sca il punto Heoll’I del prolungamento della FG ; conducasi
Ja HJ perpendicolare all’ HI, e si estenda sino in' T punto del-
Paltro prolungamento della FG; si tirino le JL, IL, la pri-
ma parallela all* asse della parabola, e la seconda pel suo
vertice , ciod per B: e saranno queste le intersezioni del pri-
mo piano coordinato, ¢ di una superficie conica ordinaria
avente il vertice in L, e di cui la stessa parabola data ne
& una sezione fatta parallelamente al lato JL.

Trovati in questo modo i lati JL, BL, si conduca la MN
perpendicolare a DBE, e sardk MO il diametro di unu sezio-
ne circolare del medesimo, disegnata nel piano le cui tracos
sono PN, PM.

Condotte le vette QT , RU, 8V, LX perpendicolari al-
Passe, ed uniti i punti T, U, e V col vertice L del cono,
e gli altri Q, R, ed 8 col punto X, le rette TL, QX; UL,
RX: VL, 8X saranno le projezioni di quelle altre che uni-
scono il vertice del cono coi punti dati Q, R, ed 8.

I punti ¥, X'5 Z, Z'; W, W' cosi determinati, espri-
mono le projezioni dei tre, ove le rette, le quali passano pel
vertice L, e pei dati Q, R, ed 8 incontrano il piano rap-
presentato dalle tracce PN, PM.

Per inscrivere ora nel cerchio, che ha per diametro OM,
il triangolo, i cui lati prodotti, se abbisogna, passino pei
punti le cui prnjeziani sono le anzi determinate, cioé per
trovare lo projezioni dei vertici degli angoli di questo trian-
golo, si prenda Pw=PW, Pm=FPM, e si descriva sulla wm
come diametro il cerchio obme, e tirisi perpendicolarmente
alla traccia PN la Yy=PY, Zz=PZ, e la Ww=PW; in-
di ¢ inseriva nel cerchio anzi descritto il triangolo abe, che
il suo lato ac passi per z, e i prolungamenti degli altri due
ab, be per gh altri due punti w,y, con una delle regole in-
segnateci da Giordano, Malfatti, Lexel, Carnot, Lagrange, ec.

TFatto cio, dal punto & vertice di un angolo del triango-
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1o abe si tiri la am pnrpendiculsm'nl!:\ PN, e il_ puntfx m
trovato in guesto modo sart la projezione nel primo piano
coordinato del vertice di un angolo del triangolo suddetto in-
soritto nel cerchio avente pex diametre MO . :

1 altra projezione del medesimo vertice sard il punto
della PM la cni distanza dal P eguaglia ma . In un modo af
fatto simile si determineranno le projezioni dei vertici degli
altri due angoli del medesimo triangolo. .

Conoscendosi attualmente le projezioni dei vertici degli
angoli del triangolo inscritto nel cerchio che ha per x.iiamcv
tro MO . i cui lati distesi, se fa bisogno, passano pei pun-
ti. che hanno per projezioni Y, V'; Z,Z': W, W', facilmen-
te si determineranno le projesioni dei lati del cono, i quali
passano per vertici del triangolo medesimo, ed in conseguen-
za i vertici A', B', €' del triangolo dimandato .

Determinato, come sopra, il punto m, si potrd conti-
nuare la soluzione nel modo seguente: uniscasi immediata-
mente il punto X coll’s, prolungasi questa retta sino in A’
ad incontrave la pavabola; indi si conduca la SAB', poscia
la BCQ, in ultimo la CRA', e sard A'B'C il triangolo di-
mandato .

Ossenvaziose 2. Se in un poligono se ne iscriva un altro,
in questo un terzo, in quest’altro un quarto; e cosi si con-
tinui . Indicando colla u=ta.., + 8., I’ equazione fra le coor-
dinate rettangelari z, ¢ della retta nella quale trovasi il lato
x esimo del poligono y esimo degli inscritti, I”equazione (2) di

Tei,

-4
ed esprimendo colla r=sd., +£., quella nella quale vi & il
lato x esimo del primo d i1 poligoni, il quale & an-
che I’y esimo ciscoscritto all’ ¥ esimo suddetto, la stessa equa-
zione (a) somministra

(2) .

Similmente , chiamando wu.,y, 2., le coordinate rettango-
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le del vertice del’angolo x esimo dell’y esimo poligono degli
inscritti, trovasi, colla medesima equazione (z), ma molto
pilt speditamente colla ispezione della figura, I’ equazione
(8) 1o Al A o A o g e
x wr = %
cosi si dimostra facilissimamente, che ha luogo I’equazione
seguente

N )

z i

7 >
tra le coordinate ortogonali 7., . 5., dei vertici degli angoli
del poligono y .

I singolare, che la seconda equazione (4), dei poligoni
circoseritti & affatto simile alla (1), prima degli inseritti, e
1a seconda (8) di questi alla (2), prima di quelli.

FEsexurro. Sia A e N i';‘-'-, ciot la distanza fra i ver- 0

r
tici degli angoli z esimi dei poligoni y , (= 1) esimi inseritti i
sia I'n esima parte del lato x esimo del poligono y esimo dei
medesimi, e si avrd, mercé I’ equazione (3), dianzi esposta,

By Ty, . - ikl .
A — pAZY ; ossia avransi le due equazioni delle diffe~
7 =

renze finite , lineari, e del primo ordine, seguenti
Bty —tiga— (R —11 ) by =0,
Ny — ey — (B — T )ity =10, ki
fra Joro simili, le quali integrate colla regola notissima di
Lagrange (§-86), o con quella che insegnammo in altra oc-
casione, ¢ determinate opportunamente le funzioni arbitrarie
introdotte dalle integrazioni, somministrano

tr,y=( l-ﬂ)’{tx,uﬂ'(ﬁ)' )ﬂtxﬂ,o*-. +(

T L o e
vale a dire le coordinate del vertice x esimo dell’y esimo po- 3
ligono degli inscritti espresse per quelle dei vertici degli an- N
goli del primo poligono. i
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Se fosse n—l, ossia se i vertici degli angoli del primo
- esimo inseritto cadessero nelle metd dei lati del-

poligone ¥
I'(y—1)esimo, le formole integrali, anzi esposte , divente-
rebbero
e t 1, ed
tny=a tx:u+ytx-{90+ Fayzo = conne el

=) :
Uz = 1—13%,9 R ux-w;u% :

come fu trovato altrimenti dal Sig, Magistrini nella sua Po-
ligonometria sopra citata .

PROFOSIZIONE SECONDA.
, Trovare le equazioni di un poligono circoscritto alla

,» curva, che ha per equazione f(y,z)=o fra le coordina-
., te ortogonali z, ¥, conoscendosi le tangenti de’suoi angoli

53 esteriori .
Siano z,, y. le coordinate del punto di contatto della cur-

va data col lato « esimo del poligono, (Z—)) , 0 semplice-
iz )x

mEIltL( ) la tangente che fa il lato stesso col prolungamen-

. § dy dy
to dell’asse delle ascisse z;: €08l Zeaers Yot s (I ) 40 (,T)
daf z1 F

le analoghe quantiti pel punto di contatto (x-+1)esimo; e
#; la tangente dell’ angolo esteriore z esimo del poligono, ciod
quello. compreso dal lato % esimo e dal prolungamento del-
T{x+1)esimo.

Esgendo I’angolo, che ha per tangente ¢, eguale all’an-

d; dy
golo avente per tangente (d'):) » meno quello che ha (:—{i) s
=/ ,

i
¥ ! .
_) §5 ossia

¢
P §
dy dy d
(e (), (82). 2 =03 ovveno

si avrd
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z dz = d,
(5, (8)..~(2)..~(2) me
drfe\dy Jaid Ny Jors " \ @3 f=

equazione , la quale ¢ anch’essa visibilmente un caso parti-
colave della (E), anzi & la stessa (D)3 e perd sara

(d=) =t oppure (2) =%
&)= OFE i )s

Ay ==

5 & essendo eguale ad

Bs_,

Ry e

L
Aotiam,
R

ove A,, e B. esprimono le funzioni conoscinte 1 -4 2,
1.
oy o
—(1-42#2)==, e la C una costante arbitraria .
4
4 g e dar\.
Ora dall’equazione data della curva cavasi (f) =—(?’.’)_
= dz

(jl’), e percid eguagliando questi due valori della tangente
Y

dy £ ..
(—") , si avrd I’ equazione
"

dz
el ki
de e Oy T ot

la quale esprime una relazione delle coordinate z, , y. . Ma
queste medesime coordinate hanno anco la relazione espres-
sa dall’ equazione data f(z,y)=-c; adunque fra le coordina-
te dei singoli punti di contatto della data curva e dei lati
del poligono avranno simultaneamente luogo le due seguenti

equazioni
( fif) 5 (Jf) t
dz ) " \dy

S(#es ye) =0,
le quali potranno servire, conseguentemente, per determina-
re le medesime coordinate .

Espresse colle ¢,z le coordinate rettangole di un punto
qualunque della retta nella quale cade il lato x esimo del po-
ligono, e colle A, B i parametri da cui si fa dipendere so-

: lita-
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Jitamente la posizione della medesima rispetto agli assi delle
stesse coordinate, ciod espressa coll’equazione u=A¢+B la

% & &
medesima retta si avra A =(d_’ 4
2ES

e B=y.—z (E) ., (§.78)
dovendo essa passare pel punto a cui corrispondono le coor-

dinate y. , z. ed essere tangente la curva nel medesimo pun-
to. Vale a dire, sard

SN[ i
u=e(), +r == (2),

I'equazione del lato » esimo del poligono:'cosi sard quest’altra
i
uw=r (:—2-: Sl ==Y zeer = Tzepr = b
quella del seguente, ', ¢ # esprimendo le sue coordinate
ortogonali .

1l vertice dell’angolo x esimo del poligono, ossia dell’an-
golo formato dai lati &, (x—+1) esimi, egli & evidentemente
un punto comune alle due rette espresse dalle equazioni an-
zi esposte; e perd avransi, fra le coordinate di questo pun-
to, che denomineremo £, , #. , simultaneamente le due equa-
zioni seguenti

dr
().

= dy dy
Ux = e (E)W, Yot = Bzt (5),.... -

de quali somministrano immediatamente

o)
(2o (2) () ) 2 (4):

cioé le coordinate del vertice dell’angolo x esimo del poligo-
no eircoscritto alla curva espressa dall’equazione data f{z,y)=0.
ossia le equazioni dimandate .
Esgnrro. Sia il poligono equiangolo, 1’asse delle ordina-
Tom. XVII. 30
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te ¥ parallelo al suo primo lato, e si avra A,:]..-%:a,

—B: — 1 +-#*=sec.2e; e percid

(=

“ ety
A a
secle
pll gy

e esprimendo qui I'angolo, che ha per tangente ¢.
Essendo (g) infinita , stante la disposizione particolare
'

degli assi, ed eguale ad—;C per la formola qui esposta, sa-

secte
Th ——

=9 cpuindi

.11) 14 e (! 2o
dz )z~ tang.e :
sec.a

2!

sele
a

supposto la divisione continuata (x—1) volte: Ma, da cid
che abbiamo dimostrato nel primo Corollario della prima No-
ta, risulta il secondo fattore del secondo membro di quest’
ultima equazione , cioé la frazione continua

secle

;......m- eguale all’ ordinarin —tok:*

tang. (z—=1)a

YY) = ( o ; cioe
dz/z  tang.e \tang. (v—1)e 2

dy
(“)s m = cotang.(x—1)e:
siccome era facile a prevedersi .
Individuiamo ora la curva a cni dev’essere cirscoscritto
il poligono, e sia dessa J’Ellisse, che ha per equazione

3 adunque
sara
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i
y-—:;/(m—z’):o,

4, ¢ b indicando i suoi semiassi, ed avrassi
df):—b(a,-—-z):tq/(aaz—z‘);

¢ pereid le equazioni, trovate superi , dei punti di
contatto diventeranno in questo caso particolare
b(a—z:):a)/(2az,—z% ) =cotang. (2 — 1 ) e,
ay.—by/ (2az;—2";)=o0,
le quali danno
Zr=a—at ) e+ tang. (x—1)e], ed
ya==b2/ [ b +a*cotang* (x—1)e];
ciot le coordinate od equazioni dei punti di contatto dell’El-
lisse coi lati del poligono equiangolo ad esso circoscritto .
Sostituendo nelle espressioni delle coordinate £ . u; , e-

sposie sopra, invece delle quantitd = , 5. , (;%')’i loro va-
Jori anzi trovati, avransi le stesse coordinate, ossia le equa-
zioni del poligono equiangolo ecircoscritto all’Ellisse espressa
dall’ equazione
ay — b/ (202 —2*)=o0.
Se fosse b=ua, ovvero la curva data una circonferenza,

avrebbesi (:—‘:) =cotang.(x—1)e, z;=a[1—cos.(x—1)e],

ed y. =asen.(x—1)e; e percid
4 =a§ 1 Asen(z—x)e 2 :
e
a
Uy =———Acos. (r—1)e
en. o
per equazioni del poligono circoscritto alla periferia, che ha
per equazione al vertice y*—a0z +2*=0, & esprimendo il
suo raggio, e z, y le coordinate rettangole di un suo pinto
qualunque .
Osservazionz 3. Nel cercare integrale dell’ equazione (E),
dopo ch’ebbi trovato
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__a—ha
<1 i |
ayrei potuto ommettere il metodo esposto ool guale ottenui
questo singolare risultamento, e supporré immediatamente
¥ =(@:—b.): a:, come si ¢ fatto integrando le equazio-
ni (A), (B), (C), e (D), ed indi determinare la fanzione 4
opportunamente , perché fosse soddisfatta I’equazione che trat-
tavasi d’integrare, ed avrei avuto, come sopra, I’equazione
By — Aoy — B =0,
per trovare la fonzione a. . Ma siccome collo stesso metodo
si possono integrare , o rendere integrabili molte altre equa-
zioni delle differenze finite, non lineari, per:questo ho di-
visato di esporlo .

Finalmente avverto che si ottengono bensi immediatamen-
te gl'integrali delle equazioni (A), (B), ec. sostituendo nel-
I’integrale trovata della (E) in luogo delle funzioni a. , &. .,
€x 5 dy 1 lore valori che hansi paragonando le medesime equa-
zioni a questa, ma con formole su cui fa d’uopo fare alcu-
ne considerazioni onde prendere che sono dessi equiva-
lenti agli esposti.




