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SULLE FUNZIONI GENERATRICI
MEMORIA II®

DEL
SIC. MARCHESE LUIGI RANGONTI

Riceouta adi 15. Settembre 1824.

Ncll: precedente Memoria (1) essendosi considerate le fun-
zioni generatricl ad nna sola variabile, resta a trattarsi delle
alire a due o pit variabili ¢ ad applicarle alla soluzione del-
le equazioni alle differenze finitc e parziali, alle quali ridu-
consi diversi problemi analoghi a quelli, che gia furono sciol-
ti nel mentovato seritto, benché di ordine pin elevato, ed in
generale connessi colle leggi delle serie recurro-recurrenti.

1. Si abbia pertanto I’ espressione generale delle funzio-
ni generatrici a due variabili secondo la forma esposta (2) dal
Sig. Marchese Laplace

5 ’ z =+

. .yo:_ -t-ym. hah s AR ,+yxﬂ.t +)—m_1ln.£ ~+E€C.

oy ey L 4y £ £ e
+JFU L a1 'yz,x jn- It

Ry ey BN oy ey £ e
o ia a0 x4 1

-+ ':'r' ; el ﬂ.’”'l st R oy
y“’f. ﬁ:.x" +ys#. ....+y,,x‘,£t +)'H_I’f.t “=ec.

(1) Vedi Memoric della Societi Ita- des probabilités. - Seconde édition. Pa-
liana. Tom. XIX. pi ris 1814 pag. Bo.
(3} 'V. Laplace. Th
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. o Sy
In essa il coefficiente di # ¢ , che rappre
generale del prodotto di due potenz

enta quello in
pualunque di ¢, £ € »

z
siccome la stessa [ungione generatrice non & che lo sviluppo di
tutte le combinazioni, che possono farsi di tutti i valori pos-
sibili degli

dici x—+m , &'+, e de’ corrispondenti esponen-

ti di £, ¢ in una funzione generalmente rappresentata da

+m'
, nella quale tanto x,

quanto m, m'
Tty X'

possono ricevere tutti i valori interi da zero inclusivamente
all” infinito. Ora & da notarsi, che la sovraespost
generatrice puo considerarsi composta di x4+ 1 [

ioni ge-
linee oriz-

neratrici ad una sola variabile secondo le divers:

(1) (_')“7 (3)", B 1}“ in ognuna
te al valore di a'+m' &
mentre il
mine al-

zontali cont

delle quali cioé Vindice corvisponder

costante. Cosi nella linea (1)H & sempre
valore di x=-m cominciando da o ©
Pinfinito per la differenza 1. Prendondo poi- altrettante file
verticali, nslmtuvqmum‘ composte dei primi, secondi ec. ter-
mini delle ¢ fanzione a due variabili
si considera pure divisa in fanzioni generatrici ad una sola
variabile in ciascuna delle quali I’ dice del valore &'+ m'
d ogni termine per la differenza 1, ments

I"indice d(l valore .h tem. Cid posto lunzion
ce pud presentarsi in un aspetto pii semplice solo rlzc
e

esee ad ogni te

izzontali,

costante

et

fletta come y

F+mo

esprimendo il termi-

T aem. |:l
ne generale della fanzione generatrice in cui a'-m' ¢
stante ¢d uguale allo zero, non si avri che da aggiungere al-

THLL s ¢ n
I"indice ¢ un valore costante

i a'+m', per

e
: i 4 i )
esempio n, e moltiplicare y 5 per £ per avere il ter-

Tt
mine generale di un®altra funzione gener
& pure costante ma = n. Ora questa oper

trice in cui &'+ mf
azione pud indicar-
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T

modn
-t intendendo
-

si per 3 il he #z qualungue

1pre

i A e I b
siasi debba essere aggiunto all’indice ¢ in y Eility o:0he
Ty

i s . A
mento debba moltiplicarsi per # . Con questa nuova
i vedri per le cose gid dette, che la proposta
funzione generatrice a.due variabili prende la forma
)x

convenzione

“ o, o F 1,0

L

W ; ’ '
(t Gk A R +ec.).
+a +1 +a i
Da tutto ¢id & pur facile I inferive , che rappresentando per
G(y ) la funzione generatrice a due variabili, e per g(y )
%2 az
ovVEro g(y}/ ) la generatrice di una fanziene di una sola va-
2
riabile che puo esserlo anche di una costante a, o by sard
G equivalente non meno a 3 A L
(. ) eq on mewo g (x, ) 4 g(r, )

g(_yl Y‘}.t‘ =+ ec. ol

bl Yy, oy, Jonre, G

va poi I’
variabili y
v,

ayvertire, che iqualvolta in una funzione a due

variare' della z', e viceversa,

a2 non varj

la funzione generatrice di ¥, potra notarsi nel primo caso
e

e Yax
per g (-—/ ) s @ nel secondo per g (-4../}
S ]

La funzione generatr

a due li sotto qualun-
que forma, che vyuolsi quind’innanzi chiamare ©, quando sia

e la fi

moltiplicata per - — 1 divi sione generatrice di

Ay =y

— supposto che in var] la sola z
i PR PARTRILL

per la differenza 1. Di fatto in 2 ( +—1 ) il coefficiente di

£¢"non pud risultare che dalla moltiplicazione di + per la
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et o .
2" i, ie di —r!ipet:

T+1,E

combinazione ¥ .
i

. . X = s el .
I'altra combinazione y_ .t .t € quindi si rende evidente
zo
essere u(%— 1 ) la funzione generatrice di Ay, quando
E
% non varia. Allo stesso modo, indicando per Ay la dif-
2

fe

wdo come variabile la sola '

nza prima di y , considers
27

2

weratrice di 'Ay
P

—_—

si proverd essere u (o — 1) la funzione

T

Propriamente poi la fanzione generatrice di g din questo

4 2l e - s s # 3
PO e e AR I o A 4+t eC. X
2,0 ERIRSTCHIEE S + /)

plicemente !x( — |). 5(-_,} essendo x

(’ ¢)o pi 5
— s
un qualunque numero che non varia al variare della ', sic-
come nel caso di % non variabile al variare della x la fun-

Ly, WA
o 3,0

H}.

nto esprimendo per Al | la differenza
e

iesima di y , quando variala sola z, ed applicando alla tro-
2

trice di Ay il discorso, che fu fatto
=

vata funzione geoe

intorno a quella di Ay nella precedente Memoria al 0’ 1.
z

: . 3

si vedra facilmente essere nel presente caso u(%— } la

po=

zioni - tengono in

fungione generatrice di Aly giacche prescindendo dall
=

tenze megative di ¢, Ay e le sue wvari
o

u (-:—- |) quello stesso posto che y n0e le sue variazioni
=
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lo stes-

tengono in u; e parimenti A%y tiene in u (——
oy ¢

so luogo che Ay in uti — 1 ), e cosi di seguito. Allo
= 7

stesso modo si dimostra, che la funzione generatrice di'Afy’
2

cioe della differenza i esima di y , variando la sola 2" & espres-
=

e. che essendo

ﬁ.)", dal che pure si inferi

ul g )f rispetto a ‘Aly e prescindendo sempre dalle

soative di #, cid che & u rispetto ad y . la fun-
E

zione generatrice di ALA"y 5 sard espressa da
FY

T + 1 i
u(T_!)(T.—[}
a. Se per vy, si denoti una espressione della forma
e

-‘-Dfx*a T st

D) ‘
it yx-v-a‘z'-c-l hige:

-+ ec.
+a

& ;,f""By ey ,z""cf ot
Ce o s
+Cy +D'y

2,7 e
si trovera la sua funzione generatrice nella somma delle fun-
zioni generatrici di ciascuna delle serie disposte in linee oriz-
zontali in che essa come sopra si divide. Ora ciascuna di que-
ste serie non contiene che una sola variabile giacché in eia-
scuna di esse come & visibile &', #'~41, 2'+2 ec. sono costan-

ti. Dunque la funzione generatrice parziale di Ay By
.7 w1

B A Ty
+C)’a+1‘{+i’]}r“a!x, -+~ gC. sard n( At —+4 4 o tee }
poiché moltiplicando « per A, il coeffici di £°¢" nel pro-

dotto & la sola licand

& B
I Ay, > molii u per 2

i . . oE o . .
il coefficiente di ¢ £ mon pub essere che By e cosidi
2+,
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ndo osservazion

seguito. A pplics ialoghe allaltra serie By
—+Cly +Dy che il coefficiente

r1,al T4,

—+ ec. si vedrd

e

» \"‘ . uB' 2 ), .
dite n ¢ B sard Cly come in
T Y g et

1
WD’ A a3 . .
esso & Dy 3 dungue la fonzione generatrice par-
r R
ziale di B'y -+ Gy st e “+ ec. &
7 a1 < et < s, a4

Cosi si mostrerd essere la funzione

+ D"y 4 ec. espressa da
"2 SR

e ) e quindi Ta fungione geeratrice di vy,

+ec )+ - (li'+%-+ —l—o—nc.}

=

}‘4— ec. i In questa nuova funzione

Tl jone  di

data espre

vy , comparisce come il te senerale della serie de’

coefficienti , poiché in questa , prescinde pur sempre dai

di 2,0di#,1

termini, che contengono potenze negat

coefficienti a cagion d csempio di £ & £ 4

si hanno dal
di x,

* a i
i ec. ovvero di ¢
porre in gy , o nella su

—1 in lu

in lnogo di 2’ successivamente . o ad tempo  stes-
seguito. Si rileva pertanto, che la funziene

«
ec. |+

_)+ eo. ] non & altro, che laz nella

so, e cost di

B+

'
+ — e

quale ad y . ed alle sue variazioni siano state sostittite 1is-
£y

pettivamente le. e essioni di Wy B




.

—

|
|
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vy ec. Quindi se per vy L si indi
¥ £

T—1ix'— 1

hi una funzione

nella quale py | entri allo stesso modo che y  in gy
. T E

& chiaro per un discorso simile al gia fatto, che la funzione
atrice di §’y | si avri da quelladi yy | moltiplicata
233 T

pressione per cui si moltiplico pure la u onde avere
funzione generatrice di vy - Di fatto se si indichi
xy

, essendo per ipotesi
e

con #' la funzione generatrice di ¢y
&y

o S o
VY _Av'rxx/’_u"]xw.,x‘+GVyr+a,r' +DW;+», ek

b V)’:Jx'-o-.-'-c vym-o-..zu-: Dvyx-pn,x‘4—‘+ec‘
i Vf:xw; +D Vyﬁ"‘-l.a'«i»aMG-
dalle osservazioni gia fatte si deduird |a funzione genera-

trice di V')’ ,, copressa da u‘[( At — + —(7- =+ ec. )

(B—i— +—+oc)+‘ C“-;-%-\-cc,)»{»ec.]

OVVErD . snsntucndo I’ espressione gid trovata di #', da
B N ﬁ‘
u[(A+-T+-%+ec.)+—.'T(B+-':‘—-+ +|:c.)

m

=+ += (G"+% -+ ee. )+ ec. ]’. Pertanto rappres do ge-

" | :

neralmente per V¥, una funzione che abbia lo stesso senso

. =1 s .

rispettoay _clm si @ dato a v‘)r o Hspetto a gy e
x

=3
supposto ancora clne le funzioni V y 2 ¥ ¥, .eeretros
cedendo fino a g2y abl.nanu ciascuna lo <lesso senso nspetto al-
s

la prossima di un indice inferiore, con raziocinj interamente ana-

loghi ai gia esposti si trovera la funzione generatrice di vn_-r

espressa da [(A -o-% - -?,-+ac.) (B+ —— __,...ec )

Tomo XIX.




666 Sutte Fuxzront GENERATRICE
s fer, N L SR
- T(C 4+ —— - eC. )+ec ] . Quindi, poiché per le cose

dette si rende manifesto, che la trovata funzione generatrice
ha la stessa forma di «, se ne inferisce pure anche per cid

TN o i s
che si & dimostrato nel n.” precedente essere (?—, 1 ) b4

(5= ot et

! . e o . . .
-+ -:—, ( C‘+?— —+ ec. ) -+ cc.] la fanzione generatrice di

)
Al A'v)rr o
G

o

3. Se nella espressione [ ( A+7'1- -+ -+ r:c.) “+

r ]Si

ponga in luogo di -, .:, rispettivamente y , y , ed essa poi

%(B‘+J:—+ +ec.)+]‘ (G‘—t——“l-—+en.)+u(-

i

si moltiplichi tutta per (y )y ) prendera la medesima la
<

seguente forma

A+B(y) +Cly ) +Diy s I G

() ()" ? +B(y ) +C0)

40y Dy ) )+ e
L 2 SV
Quindi sostituendo ad (y )".(y )" o io che & lo stesso all

unitd,
ciascun termine di questa serie, la funzione

che pud sempre considerarsi come moltiplicatore di
, ed appli-

EF

cando ai suoi indici rispettivamente in forma di somma gli
esponenti di (¥ ). (v ), da essa nascerd 1" espressione pro-
2 #

posta al principio del precedente nmero o ciof:
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Ay ‘!,+By +CyM“, —+Dy -+ ec,

=, a3

zb1, 2

B! () 'y i
i o A RN e W
Gy Dy R e

Tt

Da cio si raccoglie che se s, e quindi & ¢ una funzione di
'

5 e i, sviluppando s secondo le potenze di queste va-

riabili, che rinsciranno percid  necessariamente moltiplicate
fra loro nel risultato dello sviluppo, si otterra una funzio-

ne della stessa forma di [ A+ ~,B— LS ) e

™

(34 s ree ) eif(om v ) ve ]

- s F oA A
Ja quale potri dare faciline coefficiente di ¢ .#" in us
applicando in essa per ciascuna delle potenze o semplici, o

insieme mol

plicate di —, — lafunzioney accresciuta ne’
Al =7
suol indici degli esponenti di quelle potenze. Cosiad un ter-

mine qualunque sy quello sviluppo dovra sostituirsi

e

3 € per conseguenza a k
;‘)X‘—MMJ“"”‘" I & g

tuitsi ky . B poi evidente, che se prima di syiluppare si i
=i

s 2
7 - =k sard da sosti-

sostituisca in ¢, y in luogo di =, y  in luogo di + © po-
x 2l
e i . . : o
scia sviluppata s secondo le potenze di y , e di y i sosti-
£ x
tuisca a queste la funzione y | accresciuta ue’ suoi indici
2"

degli esponenti di quelle, si otterrs Iintento anche pilt sem-
plicemente , ed avri luogo anche in questo modo il pas-

. . . i 3 .
saggio dalla funzione generatrice us all analogo coefficiente
Rl 3
& f.

Se in vece di sviluppare 5 secondo le potenze di i
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si sviluppi secondo. le potenze di - —1, e di - —1 po-
i desguar por & (5 —1 (3

. o s o o L) et
lungue di questo sviluppo , ed il coefficiente di ¢.¢" in

b =

che si riduce a &y  quando m=m'=o0, si avrd il coefficien-
2

m' mr om'
—1 ) essendo pel num. 1. kA" Ay
7 z2

sl
te di £.4 in

in s, Ay _ in luogo di
£

' . . . L
+—1; Ay inluogo di 4-— 1, ¢ sviluppando poi s se-
20

condo le potenze di Ay '‘Ay_, non si dovrd in fine che
= x

. .
S

applicare alle caratteristiche A, 'A gli esponenti delle poten-

5 - 2 m v "
ze medesime ciod scrivere A ‘A y  inluogo di un termi-
EX

ne qualunque KAy )" (‘Ay_ L)' e per conseguenza by
e

in luogo. del termine costante k. E poi quasi inutile avver-

- . PR . " .
tire , che il coefficiente di £.¢° in ws deve in qualunque

, che & sempre la stessa-di quel-
£

modo ridursi alla forma Viy
=

la di yy | proposta al principio del numero 2. deducendosi
gt

3 o g AR, i ;|
I'una e I"altra nel modo giad spiegato da s o da s sviluppa-

te secondo le potenze di -, - oppure secondo quelle di

i
st aslitl]
'

4. Esprimendo X la camtteristica dogl
lativi ad a, e 'S quella degli integ

| (s
essendo z la funzione generatrice di '8y | sa-
g e

wtegrali finiti re-
Eniti velativi ad o)

come pur

ra per le cose dette nel precedente num. 1. z ('L_ 1 ) X
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(% —1 )’ la fanzione generatrice di ¥ la quale indipen-

dentemente dalle potenze negative di ¢, #, ¢ prescindendo
delle funzioni arbitrarie di #, # che le integrazioni successive
introducono, deve ridursi ad u. Per rendere cid pii sensibile,

iy 7
equazione trx z( —— )(T — l) ed u,

4 ’ny‘.«' " integrale

€ per trovare ur

si supponga primieramente i ;e

primo di y  mell’ipotesi della sola +' vaviabile. La sua fun-

e

zione generatrice si avra ponendo nella espressione generale

di u ridotta nel num. 1, ¢ contrassegnata (A), 'Zy + A in
=7

di

luogo di y , indicando per A una funzione arbitrar
!

#. Quindi qualunque termine della funzione generatrice di

By | riferito ad una potenza qualunque 7" sand percid
£

rappresentato da [('2); -+ A) 4 ( By A )t'+

('Ey ¢A)x"+cc.}£‘— ,emolllplmaudoio por 2 — 1di-
a—ma

verrd {'L‘y ‘i + = 5‘.-] f.»\Lr-'E}' +A—Zy
A\ o

50 iyt T, -

—Af+Zy HAr—Zy t‘—.\t"—o—nc.)t ‘Pcrtamo es-
z—ma z—ma
sendo 'Sy —'3; = P —3
)x_m,; ye—m,u ya—m,o’ J’-{—m, yx-wm y:\—m‘
ec., questo termine si vidurrd al corrispondente di u pid
una funzione arbitraria di ¢ divisa per # quale dev’ essere

Ty Y x— L ! ;
(_-";’:L_): onde si ricava, che anche I'intera funzio-

ne generatrice di 'Z)r: , sard ugnale ad # pil una funzione
«

arbitraria di # divisa per #, la quale pud indicarsi per "T:
Ora con un metodo simile e con processo analogo a quello
che fa seguito al numero 5. della precedente Memoria si di-
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mostra, che la funzione gene

trice di y ., dipendentemente
27
dalla funzione generatrice dell” integrale 2y . U
£

¥ ' . ks
+4'~,,-+—f.;-.r.>.+ — ' essendo &', B ¢, ec. fun-

zioni arbitrarie di #. Adesso si rifletta, che Ja funzione gene-

7 i, g Al IV 5 i
ratrice di ._yx,# & z( 3 1 ) per ipotesi e per cié che
s o i i
s & detto al numero 1., e quindi z (%—- 1 ) (%— 1 ) &

la funzione generatri

di , la quale si ridurrebbe all’e-
y, o lag

pressione di %' se mon si dovesse tener conto delle nuove fun-
sioni arbitrarie introdotte dalle integrazioni relative al segno

=", Quindi con discorso analogo a quello con cuisié trovato

. i J
il valore di 2 rispetto ad u si troverd quello di z ('— - :) X

i

remi del Laplace con qualehe illustr:
ne, prima di appli li alla risoluzione delle equazioni alle dif-
ferenze parziali giova qui dar luogo ad alcune conside
intorno alle funzioni generatrici di altre funzior
Date le funzioni generatrici di due o pi
sola variabile puo aversi fi
del prodotto. Se si indichi per («) una funzione conosciuta di
#, e per ¢(x) una fanzione pure conosciuta di 2, si avrd
I equazione G ( @), $(=)) = g  $le))-g( P=) )
Di fatto essendo (g (e=plo)£-Hp1)t-l2).LntPla) £ +
oo, © g(P) =9 (0)£o4+ g (1)t Pla)£2 ¢'(a:').t; -+ ec,

5. Esposti

conoscinte.

funzioni ad una

cilmente la funzione generatrice
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il prodotto delle due funzioni generatrici semplici sard
Plo)glohtot® +p(1)o)te® +p(a)g(o)ete. .+ ple)p(o)£ £ +ec.
()@(1)” +¢(1)¢(|)tt +¢i(a)qj(|)£’t ..... +cﬁ(:)qﬁ( )t ¢ —rec.

T P e gl L N e,
Ma se si pone ga)p(#] )_q} "(x,x') sard ancora 7) (0)p (c)=7"(0:0),
Px)P'(0) = §'(x:0); & viceversa Po)g(=) =@"(c.x) 5 dunque il
prodotto medesimo prendera la forma seguente, cioé
£ 4P ) L ) )0
che & appunto la funzione geveratrice a due variabili di
§'( . 2') cioe di @lx)p(x). /

Sia per esempio :ﬁ(rj:a’. @( z'):.’;’ , € trovate

it s el Choali s
che siano le funzioni generatrici semplici di &, e di b s

sy :, A
avri pure la funzione generatrice di o b . Ora essendo

= +x ‘ =
£ @ J=1-+ at+a*t4-a*P...4a t ~+cc. sard atgla ):n!-u—a’t’

+attee. e quindi gl )—atg(a )=1,g(e )=

G(a‘ b )zg(a ]g{b ): .TI.A : ﬁ

La regola fin qui data per trovare la funzione genera-
trice del prodotto di due variabili si estende pure alla ricer-
ca della funzione generatrice del prodotto di tre o pin fun-
zioni di upa sola, ¢ diversa variabile. Sieno di fatto le tre
funzioni gi(x), @'(x), @'(x"). Le rispettive funzioni generatri-
¢l saranno
L8 B(O)L +P (1)t (282 +F (3).£ ot ()6 4+ ec.
2l G (o} 204 ()£ (2 £ P ()t g () - e

i Do) () () £ (3) 4—@"{;:"}{"‘ -+ ec.
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mente che rappresentando rispettivamen-

quindi faci

te lz)e, Pl il termine ile delle tre
NI S . - gL

serie 1., 2. » 3. , come nella loro moltiplicazione si ottiene

. " o v -

il termine §(x)@(«)p'(«")-£ ¢ #™ , cosi si otterranno anche

tutti gli altri della stessa forma secondo I infinite combina-
tre a tre gl indici x, o, 2" ai
valori possibili in numeri int

zioni che possano prender
quali si attibuiscano tutt
Essendo questa pertanto la natura appunto della fanzione ge-
neratrice a tre variabili, la quale & tale rispetto a qualunque

1-

rom L4 .-“ e
x,z’).t £ cul sl riduce

prodotto della forma @
Ay m F 2 - o
tra gla)@(a)p"(x").t ¢ £ , rimane dimostrato , che le fun-
zioni generatrici semplici di ciasouna funzione separata delle
tre variabili z, , z' essendo insieme moltiplicate danno
la funzione generatrice del prodotto @ (2 Yo ) P (")
Di qui si ricava anche I’ idea generale della funzione gene-
ratrice ad un qualunque numero di variabili. Essa di fatto
serie infinita di cui & termin

non & altro che qu

(m), x g x
] 2

rale ¢z’
siano le viariabili, le quali col loro nus
¢ che ricevono tutti
i valori numerici possibili da zero inclusivamente all’ infinito
combinandosi fia essi tali valori in tutti i modi possibili.

6. Resia ora a vedersi come possa prendersi la funzione
generatrice a due variabili di @(x) + @)

E opportuno qui di premettere una nsiderazione intor-
no alla funzione generatrice dell’ unitd ad una o pitr varia-
bili, per cui vuole intendersi quella funzione o serie or-
dinata secondo le potenze di ¢ se trattasi di una sola va-

" ti’")

con

ribile, 0 secondo le potenze del prodotio di tt
tutte le combinazioni degli esponenti ¢, &, ' ec. se trat-
tasi di pitt variabili, nella quale il coefficiente di ¢ ovvero
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2™

Bt

. 3 . i x: I
neratrice sard a cagione di gla )= —

sia I’ unitd. Quindi tal funzione ge-

espressa. nel primo

= Kol
.=t -+ ec., e negli altri da

' S y
T ciod dal prodotto di altrettan-
te frazioni =, 1_.1" ﬁ" ec. quante sieno le variabili che
entrino nella funzione generatrice richiesta. A cagione d’ e-
sempio la funzione a due variabili generatrice dall'unit-‘a &

3

— =(r-+t+22+-2.. - e 1ot Attt +ea)

essendo appunto 1" unitd il coefficiente di £ in tale pro-
dotto. Cio deducesi anche in altro modo dal gid detto osser-

.
vando che 1=z, 2% 2. ..z ciot, che 1’ unitd pud con-

siderarsi come il prodotto di quante funzioni si voglia di di-
verse variabili, e percid anche per essa vale laregola, che il
prodotto delle funzioni generatrici semplici di z°, 20, z', ec.

.
2™ sard la funzione generatrice di 2°, ' 2" U poi

da notarsi , che per funzione generatrice semplice dell” uni-

4 pud anche considerarsi pitn generalmente la frazione i

=i
=.em(l+ t-+t+F~ec. ), la qnale ha luogo dipendentemente
dalle condizioni de’ diversi problemi, quando i coefficienti di

SN ke T 3
tutte le potenze inferioria £ debbono annullarsi, ¢ dalle equa-
zioni alle funzioni generatrici, che ne nascono. Pertanto il limite
inclusivo di 7 & m=o, ed allora la funzione generatrice &

' ; ; G
— come prima. Sia per esempio in un problema da trovar-

si la funzione generatrice di y. +*. Se per le condizioni del
20
Tomo XIX. 85
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problema stesso la funzione y  si annulla finché % abbia un
20

valore al di sotto di m, allora la funzione generatrice diy ¢
z,0

& , poiché dalla funzione generatrice sempl

ed assolu-

ta dell’unitd quale pud chiamar: sono da escludersi i

i—t

i m 4 . .
termini da 1 fino a £ , locché appunto si eseguisce mol-
it m hiiald q
tiplicandola per ¢ . Inoltre sec una funzione y  comin:
z,#
ciasse ad essere ugnale all’ unitd pe' valor di x =m,

% =m', la [unzione generatrice di y ¥ sarebbe
=

m o1 Met3 o et miea
=(z +t -t +ec)t +t -+t +ec.)
nella quale mancano i prodotti di due qualungue delle po-
tenze di ¢, ¢, i cui esponenti sieno rispettivamente minori
di m, e di m'. Dopo cio & facile a vedersi come possa tro-
varsi la funzione generatrice dell’unitd a pih variabili in cor-
rispondenza funzioni , le qnali si riducano appunto all’ u-
nita per particolari supposizioni intorno alle varial stesse.

Finaltente si possono ora applicare queste considerazio-
ni alla ricerca della funzione ili di
una quantita della forma §(x)+@(z’). Osservando pertanto che
Plx)=p(x)-z", e Fl)=p (). che & stato supe;
dimostrato si vedra essere G(p(x

e G(g (+)-2")

funzione generatrice richiesta sari g(g(x))

ratrice a due vari

ormente
=) gl F=g(pla)) L2,
£(#1)) +) =g (F=). - Dunque la

m
R
elp ) L2
Sia pertanto a cagion d’esempio 1’ espressione di cui si vuo-

- . 5 o
le la funzione generatrice a due variabili z~+2 ; ed essendo
'

— funzione generatrice di x,
=i

la funzione genera-

¢ Vi

. all izt . . T T 3
trice di 2, la richiesta a due variabili sard SARPNLL
[r=s) =
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M0
1—art’
rispettivi di ¢, #, che convengono alla finzione generatrice
semplice dell’unitd nelle particolari condizioni del problema a
cui esse si rileriscono.

Una regola analoga servird per trovare la funzione gene-
ratrice a tre variabili per un prodotto o per la somma di due
fanzioni ad una sola e div variabile, od anche di una sola
funzione di una variabile qualunque, giacché nel primo caso
basterd moltiplicare la funzione generatrice a due variabili del
supposto, prodotto o somma per la funzione generatrice sem-
plice dell’uniti dipendente da una terza variabile, e nell’al-
tro caso la generatrice della funzione ad una sola variabile ,
che si suppone sviluppata secondo le potenze di ¢z, ver-
i moltiplicata pel prodotto di due funzioni generatrici del-
I’ unitd rispettivamente sviluppabili per le potenze di ¢, e

AT " Jgad i
e v T‘_'. indicando al solito per m , m' gli esponenti

di £, Cosi la funzione generatrice a tre variabili di xx' sa-
! . f
L quella di -2 sard (

'

variabili della sola z sard —— . £ 2" |
=P a—rF

Queste operazioni come & facile a rilevarsi rendono omo-
genee le fanzioni generatrici de’ due membri di un’ equazio-
ne alle differenze finite e parziali, quando il secondo di essa
contenga in futti o in alcuno de’ swoi termini qualche fun-
zione di un numero di variabili minore di quello che ne con-
tengono i termini del primo membro.

7. Si puo ora con molta semplicity dichiarare la dottri
na della risoluzione delle equazioni lineari alle differenze fi-
nite ¢ parziali a due variabili, e di qualungne ordine coi coef-
ficienti costanti.

Sia quindi primieramente 1" equazione Y SN i
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in cui la funzione Ao abbia lo stesso senso, che le fuat-
:

tribuito al num. 2. ciog rappresenti una funzione di tal for-
ma, che essa nella totalitd de’ suoi termini comprendere pos-
sa tutte le variazioni di x combinate con quelle di 2’ nella
funzione A cosicche ognuna delle predette variazioni di

¥, sia moltiplicata per un coefficiente che si annulli man-

!

cando in §7y , la corrispondente combinazione . Cio posto
2

essendo (num. 1.) z la funzione generatrice di s sara pel

. A
num. a. u[(Avk-n:— .+%-u—uu. )+ —:.—(B'+E‘—-|- —Ll—-t-en. )

- -:i- (C"q.l"_ — cc‘) ] la funzione generatrice di Vi

Percio qualora I” equazione proposta si verificasse per qualun-
que valore di z, ' vi sarebbe pure equazione fra le dette
due funzioni generatrici. Siccome perd aceade che per aleuno
&° 5 £ i 3

dei valori medesimi I’equazione proposta piu non sussiste, comin-
ciando essa soltanto a'valere quando a cagion d’esempio x=m,
#' =m', e potendosi d’altronde dalle condizioni de’ proble-
mi particolari ricavare i valori di

. ® AR S

ec. ed i corrispondenti dei termini di

rm—x,m‘ 1 : v‘ym,m‘

w v 4

i s mym— *

5

vy ec. se ne inferisce che de-

i ml—1

notando per z' la somma delle funzioni generatrici di y
m,

o

mi—1,m’

12
!

ec., e per 1 la somma delle funzioni genera-

VY,

=yt Y

cal

eyt

trici di gy . W,

ec. si avrd I equazione
x

" I'([(A-G— J:—+ -%4450,)4- : (

-+ ﬁ( C"+~'ii—o-cc. )] —u', dalla quale si deduceil va-
lore generale di u, che sviluppato secondo le potenze di

¢ u sy 5 2 - e
#, ¢ insieme moltiplicate dari nel coefficiente di £ i v
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lore ricercato di y . Intanto & da notarsi ‘che quantunque
2z

in una equazione alle differenze parziali il secondo membro
possa sempre ridursi alla forma assegnata per VY, facendo
&

erescere opportunamente le variabili di una o pilt u
Te riesce speséo pint semplice il lasciarvi sussistere gli indici
minoti di x, o di 2' che talvolta vi si incontrano, e che ren-
dono percio il detto secondo membro per se non riferibile
all’ espressione di V7, - Ogni qualvolta cio abbia luogo, la

funzione generatrice del secondo membro si avra dipenden-
temente da » prendendo la somma delle funzioni generatrici
di ciascun termine di esso, e rammentando che in generale

o M m'
& Tt 47", essendo
!

la funzione generatrice di
& 2 Tyatm‘x'
T il coefficiente di un termine qualunque, ed u la funzione

generatrice di 7, Delrestoilmetodo per risolvere 'equazione

rimane lo stesso dl quello che si & poc’anzi accennato, il quale
richiede come meglio si vedra nelle applicazioni, il frequente
passaggio dai coefficienti alle funzioni generatrici per quelle
ipotesi de” valori di 2, z' ne’ quali I’ equazione che viene in
qualunque de’ sopradetti modi proposta non si verifica.

Un metodo pure affatto simile servird per risolvere 1’ e-

quazione 2 vyxt, <+ X, esprimendo per X una funzione

qualunque v]l:r, - ovvr:m]equazmney —Vy +X qualora

VY, hon si riduca per se alla fmm.n ntmbmt-a BV
ciot contenga nelle variazioni di T , qualche indice mmole
di z, o di #. Di fatto nell’un cnsu e nell’ altro consideran-
do z come la funzione generatrice di y , si troverd facil-
%
mente la somma delle funzioni generatrici de” termini di
Vot © di ‘vy o+ 12 quale unita alla funzione generatrice
di ‘( dovrebbe lwuanharsn ad i, qmlora per qualunque valo-
re dizy &’ I’ equazione potesse fi . Perd ndovi va-
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lori di queste variabili pe’ quali I'equazione non sussista, per
avere | equazione richiesta dovra sottrarsi da la somma del-
le funzioni generatrici de’ valori di P che non verificano
g

la proposta, ¢ dalla funzione generatrice del secondo membro
dovra pure sottrarsi la somma delle funzioni generatrici de’
corrispondenti valori di VY, 0, OFVETO ’Vyz.z' e di X.

8. Seguendo un andamento analogo a quello della pre-
cedente Memoria si potranno ora applicare le esposte Tea
a diversi problemi fra i quali alenui furono proposti ¢ risolu-
ti dal Sig. Marchese Laplace. Sia pel primo quello con cui
trattasi di determinare la probabiliti che ha un giuocatore A
di vincere mancandogli = colpi favorevoli mentre all'avversa-
rio B ne mancano ', essendo il ginoco di tal condizione che
avendosi un’ wma contenente due palle " una bianca, e Val-
tra nera, la prima sia a favore del giuocatore A, e gl faccia
guadagnare un punto quando essa si estragga, e lo stesso di-
casi della nera riguardo a B, rimettendosi poi dopo clascuna
estrazione la palla estratta nell’ urna. Esprimendo quindi per
y la probabilita di A & facile a vedersi che si ha I’equa-

'T.yw . poiché se la palla estratta

. i
zione ¥ —_—
Yot & ot '

& bianca y , si cambia in y , € se & nera y  diviene
oy r—1y =z

¥, 5 essendo poila probabiliti semplice di ciascuno di que-
v

Hilptt
sti cambiamenti - , mentre & pur tale quella di estrarre o
- T q
palla nera, o palla bianca. Cid posto essendo % la funzione
generatrice di Ll quella di = (yi_.‘x,»i-yz]f_l ) sard
= (£-+¢'). Riflettasi ora che la supposione di z=z'=o0 non

pud mai aver luogo riguardo al principio del giuoco, poiche
questo sarebbe nullo, e non nel progresso essendo evidente
che Iuno dei ginocatori deve esaurire prima dell’altro icol-
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pi che gli mancano, altrimenti compiendo amendue nel tem-
po stesso i colpi loro preseritti, vincerebbero pure amendue

locché ¢ assurdo. Dunque facendo x=x'=o nell’ equazione
proposta si ha y =o.Pertanto nel secondo membro di essa le
0

funzioni corrispondenti non possono aver luogo

'r—l o 2 ),o.a—l 1
per la stessa ragione, e sono d’altronde escluse dalla natura
delle rispettive finzioni generatrici, le quali non ammettono
ne” loro termini verun indice negativo. Essendo poi general-
mente y =1 poiche quande x = o il giuocatore A & cer-

o,

to della vincita, si vedrd eziandio non sussistere I” equazione

relativa a questa ipotesi ciod y b
D

'
i

Traseurando pertanto nel secondo membro dell’ equazione il

rmine L.
termine =

5 < ue 5
m”dm non pud aver luogo in - funzione gene-

ratrice di = mancando in essa qualunque indice ne-
P

=
gativo, si tratterd di prendere la funzione generatrice di
.

i i o 3
ym,= 1, la quale si esprime per——; e di sottrarla da u, e

di prendere pure la funzione generatrice di % P Al s |
ayz'—t

sottraendola da = (£ #). Cosi si avrd

u ; L :
T (t+7)— T 2 © percid

' '
=t g i
di' -‘-a

In questa serie il
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z 1. i :
Ora la potenza ¢ nella funzione u & moltiplicata rispettivamen-
te in una classe dei termini della stessa % per tutte le potenze

bastera prendere

di £. Quindi per avere il coefficiente di 4

t

— . ————————che espri-
F (=)

me appunto quella classe di termini all” infinito , ed essendo

3 : il
il coefficiente di ¢ in

F. 'y 1 \
(I - z’) (-t e X

B T ) MV S M o .0 PR
(1+:‘u+y.——” e 5 T

1 el frbr—g) T Less
Gl A e L s percid il coef-
. g . .
ciente di £ in questa espressione riesce I PRI LI ’—(r%l
a 2* 1.

a{zaerfra). (=) oo
e e T L
1 nello sviluppo di

B 5. {1 Yx-0)
F 123

T
e TT G
e

quello stesso che si ottiene ponendo

(._

1) T
Taac o

", Sara dunqu - L
. Sara dunque y [,
IS e as o

afzt)zea) T 4tz =) i
T. L F k 1.2.3..(F—1) f

9. Sieno ora le tre palle esistenti in un’ urna una delle
quali bianca segnata col n.® 1., e le altre due nere, e di queste
I'una porti il n.* 1, e V'altra il n.° 2. essendo la palla bianca
favorevole al ginocatore A, e le nere al di lui avversario, e
si supponga che per convenzione di ginoco debba elascuna
palla estratta diminuire del numero con cui & segnata quello
de’ punti che mancano al giuocatore cui essa & favorevole.,
Se VA essendo z il numero de’ colpi che mancano ad A,

ed o' quello de’ colpi che mancano all’altro ginocatore, espri-
me sempre la probabilita di A ad ottenere tutti i punti che gli
mancano, ciok a vincere il ginoco, si avra I'equazione alle dif-
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ferenze parziali = 5 la

3 1
- 5
ey 3 el Yeda?

quale facilmente si dimostra se avvertasi essere - la proba-
bilita dell’ estrazione di ciascuna delle tre palle, e cambiarsi
¥,y . ogni qualvolta si estragga la palla bianca , e
e 1y
divenire y se rispettivamente si estragga la pal-
bR Epe gga. Ja p
la mera segnata col n.° 1, o la palla nera segnata col n.” a.
Essendo ora # la funzione generatrice di y  sard
£

“T(t+t‘+ #*) la funzione generatrice del secondo membro

dell’ eq ne proposta, ¢ per trovare I'equazione necessaria
a risolvere il problema giova osservare primieramente , che
quando x=x'=o0 svaniscono tutti i termini della proposta, e
che ponendo solamente x=oc si ha per la natura del proble-

LA Y e 1. In questa supposizione,

che, come & facile a vedersi, & la sola in cui non sussiste la
proposta equazione, non si corrispondono. quindi per eguaglian-
za le relative classi di termini delle dne funzioni generatrici

78 % (¢+£+1£*), e percid sard da sottrarsi da u la funzio-

ne generatrice di Fou=t ciod =, e da '—; (2-FE+£%) 1a

somma delle due [funzioni generatrici di T;-A-y 5 e di
05—t

et

) . Cost si avrd u —

Ty eyl quale & (

:%(m—:*a—t

% {'m"'"!)', onde u=
(x

Tomo XIX. 86
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(

1 2 3 =3 ) |

+g.fa +5.fe . in eui il

2 Chr 4 . B
coefficiente di ¢ & m:.. )

IT{ t 4 1% e, ) ( A T, -f-iw—-—‘:") A cv—’:_'r"
z[.x+\)( za) ._,tn-: Gl ) . Quindi

che si gmtr;\ raccoghcre da quest’ultima espressione

S L
coefficiente di ¢

4 pu-
s : oo o T ]
re il coefficiente di £ ¢ in u, cioé il valore cercato di y

=2l

E poi manifesto, che in ogni caso particolave si avrd questo

coefliciente nella formola — (14—;1’“*" -+

He) s 00} e, ) rigettati da essa tuti i termini che
nell’ ulteriore :\'nluppm contengono la ¢ innalzata ad una po-
tenza superiore alla (x'—1)eina, o fatto #=1, giacché & d'
tronde cvidente che negli altri solamente potrd alzarsi la ¢

£ . T .
esattamente alla potenza ¢  col venire moltiplicata rispet-
tivamente per uno de’ termini della serie #'+4-#*+#%+ec. ,

che & uno dei fattori del coefficiente di ¢ precedentemente
ritrovato.

10. Se si supponga che sieno in un’ urna due palle bian-
che distinte co’ numeri 1, 2 ed anche due palle nere distin~
te cogli stessi numeri, la probabilita del giuocatore A nelle
condizioni del giuoco simili a quelle che sonosi ritenute nel
» numero sard data dall’ equazione

i '
+ = -+ +—.

L na it e
Pertanto essendo al solito 2 la funzione generatrice di

¥, quella del secondo membro dell’equazione proposta sa-
E

&yt

. ¥ 7
iy
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o iy i
ri (), a=osil = =ec,
7y t ). Posto sl ha e A

=1, ed in questa supposizione vuolsi primieramente sottrarre da

u la funzione generatrice di y  ciot —— eda )
05

0
i

uelle di -, jik o6 el &
quelle di s yo)!‘_'c di T o 108 . =5y ed 5

Sia inoltre z=1, ed in tal caso Tequazione proposta puo; tradur-

siin quest’altra y ,2%"'%-7 ’ +%'y,g_¢‘ poiche
17 1801 ;5

er una parte =1, & per Valtra'y pud considerar-
P partey I it

si prendendo 7, questa forma quando al ginoeatore A
mancando un solo punto ha luogo 1’ estrazione della palla
bianca segnata col numero 2, la quale pure gli assicura la
vineita. Sussiste dunque anche nell’ipotesi di @ =1 la pro-
posta equazione ma soltanto indipendentemente dalle l[unzio-
ni generatrici de’ due membri della medesima, poiche d’altron-
de questi sempre nella stessa ipotesi non possono nella lo-
ro integritd riferirsi alle funzioni generatriei mancando in

2 (t+£t'+2%) qualunque termine con indice negativo. Sark
Y 9 q! g

quindi necessario per I'ipotesi di x=1 il dedurre dall’equa-
i = E L oy
TN g = i S
wdicarsi. per #', e che in seguito

¥ la funzione genera-
12—

trice di y " che pud ora
1y

si determinera con opportuno metodo, la quale moltiplicata
per ¢ deve sottrarsi da u. Egualmente dovranno sottrarsi da
u i Bl LI T
— (B2 Te fi enerat! 4 s .
4( £+47) le fanzioni generatrici di i Do T

o -;— ut* tutte moltiplicate per 2.

$oa i '
clod v
Tutto cid & evidente, poiché turbandosi 1" eguaglianza fra le
funzioni generatrici de’ due membri dell’ equaszione proposta
nelle ipotesi di x=o0, x=r1 & d’uopo sottrarre rispettivamen~

Ly

PR
1a'—g
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684 Svw
te da tali funzioni quelle classi di ters

i, che contengono

in fattore #°,e £.5i avrh pertanto I'equazione u — .
=

o : .,_,_4-..r+~)_( e d g
4(+:’—i-t+t) e s e

da cui si avrd u determinata la #'. Ripre

ora I’ equazione

il la quale appartiene alle

differenze ordinarie, ed & percid da risolversi col metodo del-

le funzioni generatrici ad una sola variabile, si deve osserva-

re, che se #' & la funzione generatrice di y , quella del
) 4

T

secondo membro dell’ equazione & - =+ T’(u't’-l—u'z")._

essendo -:— - la funzione generatrice dl%ln questo caso.
Gid posto quando ¥'=o0,y =0 e svaniscono o mancano in re-

©

'
lazione alla funzione generatrice del secondo membro dell’e-

di esso a riserva di —, che dovrd

T

quazione tutti i termi

sottrarsi dalla stessa funzione generatrice. Quando poi

T
T

Pequazione & identi-

s &

sendo evidentemente y =
P
ca in relazione alle funzioni generatrici avendosi da una parte

o, ed y mancando ne’ termini della generatrice
'

corrispondente . Si avra dunque I’ equazione »'= _;. . I—’—.

L
i L 1 o T »
+ T{H_t )— > e quindi @ =

Mettendo ora nell’ equazione superiore questo valore di #',
. —
i 2Vl t— ey — ————— f_;.-(’.H-t’-;—:-h:“)

ﬁl—t’)( 1—




Trattasi ora di convertire questa espressione in una se-
e S
rie da cui possa ricavarsi il coefficiente di £¢ . Si faccia

quindi 1 — % ghics % fi=a, e sath u=(14t+"+ee )X

¢ (a+ + .:) (a— 2 of148) )_-.2( -+x’+x‘=+z‘3+ec.)t'(a+ 5 )x

T t (11} [ (1412 _iL (-+:)!+ s,
(s e .

b (r+z‘+t"+t"+ec.)a'[( 1 ‘TE:-_"' L 4'_" : “"'"'-)- ec. )
+(4 o (12) + f,(x-.-:)‘—o—ec‘)],ed es-
sendo

v . y An 3 -
%:l-‘-%(l-ﬂ-:)-ﬂ-‘% L (1t + E’r (1) =+ ec.

;',.=1-o-—(|+z;+—- i+ o+ 235 Pt Paeo,

S48
ﬁ;.-.-—(x-u-z)+ ot 2 e e,
L= (1) (1) ec.
ec. €ec.

si avrd pure dopo le necessarie sostituzioni
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= (4 £+ 4 it ec. X

("""‘}"'T;I-" (12~ ec. )+ |+:(1+ti+— (14-£p+ec.
4 L e, rx(|+t e, ) "(""" ( l+t)+4T,r (1+£y+ec.
(n+z]+T“_~z’(w+t +ec.

(1mt) L 4

In questa formola per avere il coefficiente di £¢7 non eu-
rando il fattore £ £+ ¢4+ 4+ ec. si dee tener conto di

-t
tutte le potenze di ¢ inclusivamente a £° non superiori a i o
limitatamente perd al caso in cui sieno moltiplicate per la

esima ) {
sola potenza & di ¢, e fare in seguito #=1. Di fatto tutte
'

' nel detto fattore debbo-

le potenze di # non superiori a

no essere elevate alla potenza z' o per la loro moltiplica
zione con uno de” termini della serie #-++#*-++¢%+cc. Ora
Ia formola stessa da adoperarsi colla detta regola per ottene-
re il ricercato coefficiente puo anche ridursi osservando che

i)t ettt | i)
7 R 4 7
i) Bttt (et Haset) (e
e e g
{14 4 L L e S G oY () r_‘-.m!
4 4 =l s AL

ec.

ec.

)
)
)
=
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Diverri essa pertanto soppresso il fattore #-4-£*-t*
+ 44+ ec. come segue

1+ —t’{1+.: )= b (1P 4—} L (1+t) + ec

+—"ﬂ[|+%.:‘(x+r’)+-i—, (1) ~:1

) +ec. ]
Ha+1), 4
it

g [{ +% .z’(1+x')+‘—“.t"(n+t)’+i%~7 11+ ec.

"':—,l';i[' + %. (14#)+ I—’i‘i— .x"{l-w)’a‘-—,?% ey ec,]
o
Si rileva quindi da questa espressione colla regola data, che
quando a=0, ) =1y poiché non che il termine 1 il qua-

le possa considerarsi moltiplicato per PR per & essendo
evidentemente tutti gli altri termini della formola moltiplica-
ti almeno per ¢ Intanto se nell’ espressione (B) in vece di
sopprimere il fattore €412+t +ee. =t (14-£'+1"+F4ec )
si fosse soppresso 1-+t—4 2%+ %+ ec., allora nell’ espressionc
trovata come & facile d’altronde a comprend
gli stessi tutti i termini nella grande parenitesi, la cui somma
giova qui denotare per s fuori di essa si troverebbe in vece

i rimanendo

dip 4o e g e Bt g g essa somministrerebbe i

Hat (et
] )
valori di 7 , prendendo tutti i termini conténenti £ molti-
22"

Pl:um per qualunque delle potenze di ¢ inclusivamente a

3 . Anche in questo modo si otterrebbe ¥ =1 poiché in
coerenza della regola gia data il solo pnmn termine £ che

si fa =1 pud dare il valore di y | contenendo tutti gli al-

0,1

tri termini una potenza di ¢ superiore a £ Qualora perd nel-
(o111

la espressione £+ s si prescindesse dal termine #' non
potrebbesi pil avere y o che a priori, locché accade appun-

to nella formola del S:g Marchese Laplace, la quale riduce-
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sia £ o da lui dedotta dallo sviluppo in serie di

%
=r Bt ) - jT #
_ch .4 4 2 . cigd dallalfunzione
=L t—
4 4

generatrice di sopra trovata, a cui egli egnalmente pervenne
moltiplicandola poi per 1—¢, ¢ sottraendone ¢, e ¢id poiché,

come si & veduto, il fattor — 1-£'4-+#3+ec: non influi-

sce che ad insegnare il modo per determinare il valore di
¥+ Non si pud per altro non riflettere, che I'eliminazione
,

di ¢ dalla funzione generatrice di y , non serve, che a fa-
2
ve sparire dall” espressione generale della stessa y il valo-

ne con-

re particolare di y che sussistendo la #, si ott
o

servando alla medesima una maggiore generaliti.

11. Sciolti i problemi dei tre numeri precedenti con me-
todo per avventura pitt semplice benché sempre analogo a
quello usato dal Sig. Marchese Laplace da cui prima nel trat-
tarli si ottennero (1) gli stessi risultamenti, giova ora applica-
re la presente Teoria a due altri problemi di probabilita pro-
posti ¢ risoluti da Lagrange (2) e in seguito dal Branacci (3)
col caleolo delle differenze finite.

Cercasi col primo di essi la rispettiva probabiliti che
compete a due Ginocatori Tizio, e Cajo per gnadagnare la
un numero z' di eventi favo-

partita, mentre manca a Ti
revoli ed a Cajo un numero z, essendo inoltre g la probabi-
lita dell’ evento semplice favorevole a Tizio, ¢ p 1" analoga

(1) V. Laplace-Opera sopracitata da (3) V. Brunacei-Corso di Mateme~
] tica sublime Tom. I. pag. a61. e so=

s do VA~ | guenti,

an. 1775.

pag. are fino alla pag. 216
(a) V. Nouveaux Mém
eadémie Rayale de Berli
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probabiliti f le a Cajo. Esp per 5, la probabili-
=y
4, che ha Tizio di guadagnare la partita si stabilisce dai

mentovati Autori I’ equazione fondamentale y =gy
& z—1

trice di

-+py  Quindi essendo u la funzione ge ey
z—12’ !

quella del secondo membro dell’ equazione sard gut' + put.
Ora J.’m[u:\zione non pub sussistere quamiu . poiche niun
evento pitt mancando a Tizio, la sua probabiliti diviene cer-
1 ec. e d’altronde I’ equazio-

tezza e st ha y =
0

ne stessa avendo allora un termine con indice negativo, che

non pud riferirsi alla funzione generatrice, si riduce presc

dendo da questo ad y =py cioé 1 =p locche ¢ assur-
0

a—1,0

do. 8i dovrd dunque sottrarre da x la funzione generatrice

di y =1, la quale, poiché in essa il coefficiente di ¢ deve
0.

¢

- Bi sot-

annullarsi a cagione di y =o, si trova essere —
o0

trarri pure da gu'<~put la funzione generatrice di RS
150 3

la quale percid sard £ . T intanto quasi inutile 'osservare

che quando a=o, ¥ =y . e poiché quando man-
o'

cano ancora a Tizio eventi favorevoli x', ovvero £'—1, e niu-
10 nie manca a Cajo il primo ha gia perduto, ed incltre V'e-
quazione proposta in questo caso svanisce anche perche la
funzione py o hon puo esistere nella corrispondente fan-

zione generatrice. B poi chiaro, che equazione sussiste quanda
in essa si pone x=x'=1, poiche allora diviene r o= =1
o 1
riducendosi di fatto per Tizio, quando a Lui non meno che
a Cajo manca un colpo solo, la probabilita di vincere alla sem-
plice probabilita di avere un evento favorevole. Si ayrd percid

Vequazione u—

Tomo XIX.

=qut'-prit—
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—(1—ptt (14 =+t Poee. ) (1 —pt) (1 —pe) gt

e (1= pt) T gt ec)=(t 4+ B Bee ) 15 (1 —pr) gt

2 « 5
+{1—pt) "q’ ek ~+(1—pt) q“ :x+ec.). Pertanto siccome la

potenza ¢ non pud entrare che nella sola parte (z+£'+#+ec.)X

—x' z' . o .
(1—pt) ¢ t’x della precedente espressione, sard il ricej

rea-

3 TR e al 4 P
to coefficiente di ¢ ¢ ciot y =g (1+px + 2 e
77

L Zle)aa) 1 ). =2
4 a3 =

= pA_J ) presi

P+

T s e 0 . TR 0
tutti i termini dello sviluppo di (1—p#)  fino a quello in-

clusivamente che contiene la potenza £ e fatto dopo
2=l

Coll” altro problema sopraccennato domandasi la probabi-
lita che compete ad un giuocatore che scommette di ottene-
re un dato evento «’ volte almeno in un numero z di colpi
per guadagnare con cid la partita, essendo p la probabilita
favorevole all’ evento semplice, e quindi 1—p la probabilith
contraria. Secondo queste condizioni e denominazioni si. ha
7= 2y _‘+(|7;}J‘v‘_m‘. Quindi riguardata al solito u

come funzione generatrice di y
x4

sarh putt'-+(1—put la fun-

zione generatrice del secondo membro di questa equazione.
Per trovare il valore di » deesi primieramente osservare, che

quando z'=c, y =1, poiché quando rimanendo ancora x
250

colpi da provarsi non resta pilt oltre da condursi il dato even-
to favorevole al ginocatore, questi ha gid la certezza dell’aver
vinto.. Gio vale eziandio nella supposizione di x =o cioé
= 1, poiché il ginocatore ha vint 1 pari quando né re-
2 2 P g vinto del pari g &

stano pitt colpi da far
Non verificandosi per

né dee pitt condursi il dato evento.
anto 1’ equazione proposta qualunque
volta sia x'=o restando x indeterminata, e d’altronde man-
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candone tutti i termini rispetto alle funzioni generatrici quando
sia x=0, onde y /o supposto >0, saranno da prendersi, e da

Oy
sottrarsi rispettivamente dalle funzioni generatrici de’ due mem-
bri dell’equazion ellediy =1,edi(1—; =1—p ciod
quazione quelle diy  =qedi(i—ply | =t—p

=putt'+(1—p)ut

(=3

s (1t ee. ) X

({I—t( 1 —p))( (1= (1 —p)t) —ptt "= (1 4t Piee )X
(1 +(1—(1 —;p)l.‘) pt£+(l _(1—1)).5) T
+(l—(i—p ) p £t +m.) .Ora si vede, che il coefficiente
di £°¢" in questa espressione non pud essere che llcueﬂimen-
te di 2" in (1 +t+t‘+t‘+ec J(1 »—(l—pjt) p ¢

=(£"+t:r+'+ec Jo—(r—p)t) p Ora questo si ha svolgen-
do Pespressione (1—(1—p)#) p’, e separando da essa tutti
i termini che contengono le potenze di £ fino a £ el
sivamente ; e fatto mel risultato ¢= 1. Cosi si troveri

rw:-x) (1

Ly fspx'(l +(1—p)z'+ —pp+-Z

o l(ra).. S . : :

Sl o) (1)), manifesto di fatto, che cia-
scuna potenza. di ¢ nello sviluppo di (1—(1—p)) " dovendo
essere moluphcuta per una potenza della stessa ¢ non mai mino-

re di ¢ ,per avere il coefficiente di £ debbono escludersi
dai termini da prendersi per ﬂetermlnarlo quelli che conten-

gono una potenza di ¢ maggiore di i

12, Trattasi ora di applicare I’esposto metodo anche a
qualche problema direttamente relativo alle serie recurro-re-
currenti , che come si sa dipendono dalle cquazioni a diffe-
renze parziali.
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Sia per non dipartirsi dagli esempi dati dal Brunacci (1)

ad applicazione del calcolo delle differenze finite quella stes-
sa serie la cui legge apparisce dall’ equazione o

-y . la risoluzione della quale da il termine generale

indicata dalla tavola seguente

o 1 £y 3 S I
© o 2 4 6 8 22
1 2 8 14 20 a6

ot R S SRR

-
B
=

378 S0kt e IR

* equazione proposta sussiste per qmlunque valore po-
sitivo di » comprensivamente allo zero, e tantoche sia
#'> 0. Nel easo della 2'=c mancano uella funzione genera-
irice del secondo bro dell’ equazione le funzioni ¥

¥ come quelle che hanno indici negativi. Esistendo pe-
R

rd nella funzione generatrice del primo membro, la quale al
solito si denota pi a funzione y per ipotesi, si cer-
£ 2

(1) V. Brunacei. Opera o Volume sopracitati pag. 170.
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cherd Ia funzione generatrice di ax osservando, che supposto
#=o0, y =o. Quindi essendo in questo caso la funzione ge-

00
neratrice day | espressa da = (_[), , si hanno anche tutti i

dati per Jstabllu(‘ 1% c:luaz,nune delle funzioni generatrici, poi-
ché supposto solamente z'=1 si Imy WL :Eu:—o—n,_,
Z+1,0

sicche l‘equnzmnn in qul,stu caso sl vcnﬁcn Si avri perlam

to !‘_(TTP = aut +——-, onde p= —

h—r)'([ _(2+ _) 5 )_1

1 2, I x'i’, T
+(a+7):‘....+(a+-'—)z - ec. ). Percio il

z—:at«-—-"—
T

(-2

: B A <
coefficiente di £ & non potra ricavarsi che dalla parte
2 (2 fz‘:’ della precedente espressione i
= i ella precedente espressione , e sard lo

stesso che il coefficiente di #° in a#{ 142238420 +ec.)X

e S e S ) e IR b
3 =0 e e

gl % ) , il quale, riflettendo, che in generale il prodot-

. a1 i
to di —7 per af{x-+m)t € a(z+m)s , si trova essere

x [t o
. ra(aer)anT  e(ra ) 2T 0T g
i P S (x4 &)

D) et T !

Allo stesso risultato si derviene mediante uno sviluppo al-

5 s a?

quanto diverso. Di fatto F}'_ B ==
1—af

il ap Al A i

= f=ann—ri—n ( fatto —r r) = (-—111(‘c w "




Go4. Suwee Funziost Gessnatarc:

at

-3 — —
+r% 4 fe)=+ (142843840 ) (112 g, ’-.-ec_)

. . . R,
dal che si vede, che il coefliciente di ¢ in questa espressio-
a

ne & (@ (@1 ) (w2 ) (24 3)r 4 ec. )

(Sl {2 e ) © i S ool

! A4, 3 R 4 3
ciente di #° in quest’ ultima espressione, il quale & pur quel-

Sy e n . 3 1 e
lo di # ¢ -nella funzione generatrice proposta, potri aversi

prendendo il coefliciente di ¢ in -, il quale & evidente-

s = e
mente 2 quello di ¢ che & xa” |, quello

B L 2 i 2
di ¢ in ﬁ ciod ZE=1. s+ e cosi di seguito fino

& jura 3 3 2t
al coefficiente di £° in P inclusivamente (1). Per tal mo-
1—af

do si otterra i =a 2 (z+1)x. A:'-’-i-( T2 ) X

il 2" T (24-3) &::*Tr_’ﬂ S e o) )
come prima.
13. Merita ora di essere sciolto col metodo delle funzio-
ni generatrici un altro problema di serie recurro recurrente ,
che il 8ig. Lacroix chiama a double entrde, al quale viene da
esso applicato un metodo complicatissimo, da cui d’altronde
anziché I’ espressione del ricercato terr
solamente la traccia per rinvenirlo (2).
Pertanto essendo il medesimo dato dall’ equazione y
&y

e generale risulta

=3 =2y snella quale si faccia =] =1
yz‘fl—l AR e A )’c,r ’yn,x i

(1) Veggesi il n. 24. dells prima Me- Différentiol et du Calenl Tntegral,
moria relativa alle funzioni generd- T. 111, Seconde édition. pag. 1g5. e se~

tri
{a) V. Lacroix. Traité du Caleul

guenti.
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=0, ¥y =0 ec. la serie cui esso siviferisce & la seguente

Bl Rl aais oo aiipatll a2

8,1

o bl B e e S G
5| 16 64 gb. 64 16 . ez

021835 0 Vo a0 8000l 160! . 1 aveiaby ¥

x

Onde determinare la funzione generatrice dell’equazione
proposta conviene osservare, che i termini della serie notati
nella tavola sonosi ricavati dall’ eqlmzmn: stessa consideran-
do nulli tutti que’ valori di s in cui x=o0, #'= o, giac-

ché negli indici della serie manca lo zero . Quindi percid e
per I ulteriore supposizione di y = o quando sia m nume-
m

ro intero ¢ positivo > 1 mon che di y =1 si verificano tut-
1

te le seguenti equazioni salva la prima y =ay oy
1 o
mentre in vece si ha Y L, AT, Ay, =0,
7
Yy Ty oy =oec iyl say -y-ny ,.An,y

=ay seay. =1 Dualque pmndrﬂnda le Tunzmm gensra—
s i
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trici dei termini della nostra equazione, e rappresentando al
solito per % la funzione generatrice di y |, sioavrd u— '
P

—aut+autt essendoy t# il solo termine di u che turbi ’e-
1
quazione fra’ i’ termini corrispendenti delle funzioni genera”
e sl e aip =3 " L el =k
ici. Quindi sard pure u= ———r =¥ (1 —2t{1+1))

=t a1 )21t P 2 (1

Tt ey x'—1
+2 (1+8)" " =ec.). Pertanto, come & facile a ve-

dersi, il ri x .o
dersi, il ricercato coefficiente di # # non pud essere che quel-

. g, R
To di £ "ins '(l-(-t)"L =

—3)

a

(='=

(l-l-(z'—l)t—t-

(@—ilr—a)z'=3) (' )|z (£ =3). ' —s1) FT
o 123 Gk o = Fe e T t ""3‘3‘}'

et (a2 =) AL
Dunque sard b ar1)
L Y Ta g de—]
Sia ora: =5, «'=6, ¢ si troverd y, = 3%:—’— = 160

come nella tavola. Similmente abbiasi & =3, a'=7 e sard
65
: 3

E opportuno da ultimo di osservare , che 1" espressione
trovata di ¥, mon pud valere se non fino a tanto che x

= g6o pure come nella tavola.

non sia > ' come d’ altronde porta la natura della serie, in
cui sono nulli come rilevasi anche dalla tavola tutti i ter-
mini relativamente ai quali I"indice © & >4 Nel caso poi
di w=x'—1 apparisce dallo sviluppo della funzione 1 essere

¥ 1, poiché in esso appunto I’ unity & il coefficiente di ¢
5t

14. Seguendo il piano tracciato anche nella prima me-
moria cade qui in acconcio di risolvere un altro problema re-
lativo in qualche modo alla partizione de’ numeri.

Sia_proposto percid di determinare in quanti modi possa
il numero z' essere la somma degli esponenti di x lettere a,
b, ¢, d, ec. innalzate a potenza ed insieme moltiplicate.
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numero ricercato , i

Rappresentando per y i
7

2’
esprimerd il numero delle maniere nelle quali la somma di
tali esponenti riesce = 2’ tenendo fermo in una data lettera
I esponente m, essendo m qualunque numero intero. Di qui
nasce I'equazione del problema nella supposizione , che fra
gli esponenti delle diverse lettere non debba aver luogo lo zero,

ciog — 3 -+ €c. Ovvero
oo S S e SR T
3 ec., ¢ percid
CBIRNS A e e Ay gL
. come con altre metodo trovo il
2t

Brunacci (1),
Se fra gli esponenti delle lettere si ammetta anche lo zero,
fatto m=o0, m=1, m=32, ec. nel simbolo y , S troverd
)

e S . +ec
e e

+ ec., e quindi

per questo caso f“-z-r,_

s

T—1,2'—3

Tt

S St

e
"T;r,:’ ‘Vx—|,-.-‘ o
Frattanto considerata 'equazione 2 —+y
ed essendo x la funzione generatrice di y o S utt +ut'
=,

quella di G o
poiché & chiaro che la somma di esponenti maggiori di zero
non pud essere zero, e 1’ equazione proposta in questa jpote-
si svanisce, come accade pure in quella di x =0 essenda
non potendo essere zero il numero delle lettere. Inol-

: s,
a—tyzl—y  ? w1

1

. Ora supposto z'=osard y =0,
40

o1
tre si ha pure, fatto 2'=r1, ¥ =0 qualungue volta non sia
21
=i, pqich‘e la somma degli esponenti di piu lettere, i qua-
li si suppongono non minori di 1 non pué essere 1. E perd
y =i, e non sussistendo allora 1"equazione proposta dov,

11

(1) V- Bruuasei. Opers, o Volume sopracituti pag. 193 o stg.
88

Tomo XIX.
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sottrarsi da u il termine y &'
1

ox1 GENE RATRICH

£, e st avra I equazione

w—tt'=utt+ut' onde u= = /(11 2)e (1)

) A +(I+t),-'—.$

di ¢ in w sard fi-+t)

(£ —1fz'—a)z'=3).. &= fem1)) T

.
Tadae—1) e

) . o=t " "
coefliciente di ¢ & ovvero yr= sard

{' —aaer)

come trovd pure il Brunacci.

a ora "equazione y =
@

quale esprime le condizioni del problema quando fra gli espo-
nenti delle lettere si netta anche lo zero, si vede facil-
mente, che e ussiste finche non sia ‘=0, glacché in que-
sto caso si ha g =i posto & >1 essendo evidente potersi

avere la somma zero degli esponenti perd in un modo solo

quando in ciascuna delle x lettere |” esponente sia zero. E

poiché anche y , posto &>>1, ne segue, che la {unzione
= R

10
s : ¢ 4 s B A

eneratrice di & e quella di & — . Sive-
g yz,n ‘ 2 1 J’X—I‘O ¢

mente essere |’ equazione tra le funzioni gene-

dra quindi faci

"

gl A e
ratriel u — -1 = ut-rut'— ,onde u=¢t(1—(t+1¢))

= (1t )t P (et ) ..4—{:—.—2‘): —+-¢c.), dal che si rile-

va che il coefficiente di ¢ in questa essione di 1 non

. x=1 ' 3 2 =1
pud essereche quelledi £ ¢ in (£ 1) =

| w2 T
-+

+(d+x—1)8

drrmi )P s—a) (e —3) 3
Tad £t
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() ) dnder{ o)) Bt
=+ e =) i U
— (Fre ) )z 3). .. (') [ er)
T 13, 3 .. E—1) R
Si ponga per esempio x=4, x'=6 si avra da questa for-

mola yq.& = :’HL: = 84.

15. Non essendosi fin qui risolute equazioni alle differen-
ze parziali contenenti funzioni conosciute di = e di a', & quin-
di opportuno di dar luogo a qualche esempio an
a queste.

Sia percio I'equazione e
esprime le condizioni di una serie in cui un termine qualunque
considerato come funzione degli indici «, +' eguaglia il prodotto
di questi accresciuto del termine che & funzione degli indici
stessi diminuiti ciascuno di un’unitd. Cid posto se si suppone
inoltre y =y =0 anche quando x=o ovvero x'=o, essen-

zo . o

e intorno

ra'y la quale

do al solito u la funzione generatrice di ¥, siavra Pequa-
P

( num. 5

4 L1
U=tri—rp

Zione  u— utt= U—PU—t Pu—i)

ved u=

9 i " -3
=t 28 o0 )1k 2t B2 (p—a)f ()
ro-xtx_l+ec)fl+2t‘+3r"+cc). Quindi il coefficiente di #* in

questaespressione sard (x4 (—a)e +£'1}(:+at‘

~3#*+ec.), e da esso si ricavera il coefficiente di #”, o cid che

& lo stesso nel presente caso il coefficiente di rrt’.r, il quale
risulta
zaH(r—1)(@'—1)+(r—a)(a'—a) . . . (r—a'1). 1.

Per applicare questa formola a qualche esempio si pon-
ga r=x'=4, sard y” 16404+ 1=30, o S-g-(—:ﬁ-l—l:liﬁ.
valori che rendono per Iappunto identica I’ equazione pro-
posta. Sia per un’ altro esempio x =6, »'=3 s ayed

=Jda—14= 2 5
;M_y“_,aa 14=18 come dev’ essere




700 Sute Funziomr GexeraTric
Se invece di supporre y =y  comprensivamente ad
z0 0.7

i pone y =m comprensivamente ad =m
I ¥ ol Yo 3

ue dato, non si avrebbe-

essendo m un numero intero qualur

= - Di fatto nella nmo-
va ipotesi si vede facilmente che & d° uopo sottrarre da u i
termini che non verificano 'equazione proposta corrisponden-
ti a tutti i valori di ban quali si hanno appunto dalle

pitt I' equazione u— utt' =

due fanzioni -=-, = generatrici di m. Ma siccome sottracn-

due funzioni da u se ne leverebbe due volte il ter-
dipendente tanto dalla ipotesi di =0 in ¥, quan-

to da ([!wll.n di #'=o0 in y ., per toglierlo una vul[a sola &

spettivamente una delle

d’uopo moltiplicare per £ o per £

= ed allora sottrarre la somma da .

due funzioni -

L mf
==t T ==y

Cosi pertanto si awrd u = i

“_”“_" , e per determinare il coefficiente di £ si dovra

aggiungere all’ esp

sione gia trovata per y  mella precedente
a0yl

n =,

ipotesi quella a4t in (-1’— + —l) - Ora il coeffi-

ciente di ¢ in 2 = mt{i kP, ) (1Rt 2

+Pec. ) & m (1t £t

m

1+t P4 P 4 e )

A
quello di ¢ in —

= :
it e il coeffi-
1=t

mt'™

& -

x
, quello di £77 in questa

i
=i
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¥ L.
stessa formola sard pure il coefficiente di ¢ in

=1 -£'t*4-%ec.), cosicché il ricercato & m. Adunque
| i i di = ==
nella nuova ipotesi di g e si ha

yr‘#=xx'+(x-—- 1)(&'—=1)Ha—2)(z'—2)...+([z—a'41). 1.

16. Continuando nella ricerea del termine generale

delle serie si cerchi ora il wvalore di y = unell” equazione
=
e =, dedotta dalla 1 h
=X 2"+ 2 edotta dalla legge che
yzaz’ Yo T Vs 6
seguono i termini della serie descritfa nella seguente Tavola

ail| ar a5 ag 33. SR R
8| 7 g2¢ 205 308 .. .l
P s TS U

Pertanto se si denota al solito per u la funzione gene-
: 7 , X = 2
ratrice di y 2 ¢ pa u quella di x+2",sard la funzio-
=,
ne generatrice del secondo membro dell’ equazione espres-

s da ' + uf + Z-. Ora o pud determinarsi somman-

do i due prodotti della funzione geveratrice di z per la fun-
zione generatrice dell’ unitd relativamente a ¢ e della fun-
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dell'uni-

zione generatrice di per la funzione generatric

th relativamente a £ Cosi si avrd o'

b o
=0

Intanto poiché per ipotesi quando

si ha y
i

secondo membro dell” equa-
cindendo dalle funzioni

anche quando x=o, ed allora il
zione proposta si riduce ad x=-1 pre
¢ tivo, prese le funzioni generatrici

indice ne

e di x-+1,le quali sono rispettivamente ——, — si atter-

vi facilmente I’ equazione u— ——=uf

onde si ricava u = (_

+——
1=t jfi—1)

£ —_——
(1=t )=t} =t

) : (t—tt'—at).

valore di

. T S
Per avere il coefficiente di £ ¢ in u ciod
ione diuriduce

one tutti it

¥ si osservi, che Vespr
s

e 21
allo stesso denominatore diviene -

e e’ o f
= \ = —1 —n |-

[f‘+£"+t"+(‘.t‘)[I—O—(I-e—%)r‘-t—(l-k'i)["-kei..

A . el t
sard in esso il coefficiente di #  denotato da e

I S




nendo i coefficienti parziali yerrit y et
&y

e Ea a
essere 3 —a . riu-

) £ I!:J

Tt el
=L S R PR Gl T

+ (a+2) =i

espressione che si mostreri identica alla ritrovata dal Brun:m-

ci (1) solo che si osservi, che r:ascmlo'i =2.3 +3

L2l ya-

lore assegnato di o si trasformeri pure in 1 -+ (2 +2)2’

Ak 4) SN,

w5

+(z+3) ..__"‘—

2
+(x4a+1)2 a8 -—:nk-H

17. Qualche volta col metodo delle funzioni generatrici
sembra che non possano ottenersi che soluzioni particolari
de’ problemi, che col mezzo di esso ¢ intraprende di risolve-
re. Perd essendo il numero di tali soluzioni limitato, e poten-
do tutte ottenersi ad una per yolta, si ba poi nel loro com-

(1) ¥. Branacei. Opers o Vol. sopracitati pag. 216
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plesso la soluzione generale de’ problemi stessi. A cagion &’
mpio abbiasi I'equazione =y . -
esempi q K= + AL Sisup

2—a,3' g1

ponga inoltre essere y

y =0,y =I, essendo m nu-
20 7 o mm

mero qualunque intero non <1, e d

pilt )-z=l Ly =i

i
ciok y =0 ogni qualvoltasia z">x. Dipendentemente da que-
=,

ste condizioni |”equazione pmpesr'\ non si verifica ne’ due
i 2!

casi di r=3 Iy pou,he, in amendue il pri-

a zero. Essa
e

oA Ty

c:l il secando si riduce
2, poiche allora viene y.
a3

mo membro risulta
perd sussiste posto x=.

equazione identica per ipotesi . Cib posto si vede facil-

mente nascere |’ equazione u— ' — £f =ut* +uit' ossia

u=-H_ | egsendo sempre u la funzione generatrice di
e

¥ . Al secondo membro della medesima &

=

-hiaro potersi da-

re diverse forme, fra le quali quella che dipende dalla riso-
Juzione in fattori del denominatore t—#{t-¢) si presenta for-
se per la prima. Essa perd mon & quella che conduca pit fa-

cilmente alla determinazione del ricercato coefficiente. Di

fatto posto; 1—pP— 'm0 si ha p= TEUAY _ i o,
nendo /(§+t")=r; dunque £+ 8 — 1 = (t + ‘T_%)X
( t+ Ly ”T) t—P—tt'=—(t+p )( t-+p') fatto an-

% ¢ Bp B — =3
cora + &+ — =p. Pertanto z = e

el P : . Ora —— .

TR L s ~
7 [ 7
(1+(—|}% +(—|)’Pi: -H::,,)( l =) +(—1) —+cc )
nte di £ in —— . —— & il se-
ree i | gty
7 7

dunque il coeffic
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A 3 z 1
guents (—i). ~ ok () s () e

X 1 oy . . . Tt ?
“+(—1) - —5 ciot una serie geometrica in cui il numero de
F

termini & z+1. Sara dunque questo coefliciente =(—1)

i
i i
() (4 e () o
=(—1 )t- ‘zl r (ﬁ#) . Pereio il coefficiente
7 F P=r

. Xk . E—3 . . =k
di £, e quello di ¢  sarapno rispettivamente (—1) X

: giinaeti R
e P_F) (s .-z-;;:(z_#),ndﬂ

o & Ay
coefficiente di ¢ in z sard per conseguenza z‘((—() R (’—j )

7=r
4+ (—I)!Hﬂ,—_,;; (!“IH_—P ""} ):z'g[—u)' (ﬁ

T A
ERE
(=
BERE

=1 ™

7

,}_xx

%E Quindi 1’ espres-
sione dello stesso cocfliciente si riduce a
P Mamt) 7y

T II z
n,_,\.n -+ T3 o ETES

F{z=1Yarmt)...(r—am) | AN A ' e
W 1.2.5....Eam-t—\)_t = -o-ec.).;— o (z—1)¢

Tomo XIX. 89
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4 Emi)e—alaad) =3
[T~ CFt

-

(r—r)(r—t)r=3)(r=fhr—8) &=
s Y

z—(am1) am
7 r

-+ cc. ), nella quale

coefficiente di

£ nel caso che z' si riduca alla forma x—2m, ciod sia

A— 20 = am, e la quantita moltiplicata per —5=
B
o o 5k .
di il coefficiente di # quando r—(am +1)=1x,
2 —z'=2m + 1. Supposto pertanto il primo caso, il coeffi-
: . g t S5 A ;
ciente di & dovra ricavarsi dalla formola

T4 ) o BN o

125,40

FrEy (4+z")m -+ ec.
o piuttosto dall’ altra

.“L( fz—am) ,3—""(4_._‘2.,)"‘*“:

T{r=1)(x=—2).

1)

(r—(omran')) o

e 1)

(

. etm’ v 4 : 1
4+ 17) —+ec. ), giacché come & facile a ve-
T Al . .
dersi i coeflicienti parziali di ¢ non possono ricavarsi che
dai termini dell'espressione (1) ne’ quali la potenza di ¢ non

=1, od
amendne

esima
superi la # —am_ . Ora supposto x — 3
. locehé riguarda i due casi di ,

LI == 2TTE =

; G + il g
dispari, e di @, amendue pari, i coefficienti parziali di ¢
si ricaveranno da ciascuno de’termini dell’espressione (2) fino
a quello inclusivamente in cui la potenza di £ & a—am—anm

5 ' : ,oam 1 P
Preso quindi in generale il coefficiente di & in (4-+2£7)

col dare successivamente ad m' tutti i valori 1, 2, 3, 4 ec.
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nella formola che ne risulterd, si avranno da essa altrettanti

S el i f . p—am
fattori dei termini componenti il coefficiente di # da mol-
tiplicarsi poi rispettivamente pe’ fattori dipendenti da x ne’

Pertanto essendo (4+z")m'"m

varj termini dell’espressione (s

) 4“1”“4- (m+m') 4’“""’

! foans ' g man
o (e b olm ) (7 gc, sarh per conse-

1)t =) e (it 1) 4m

1ad.m

P T ok, :
guenza Ll il ricercato cocfficien-

. oam L. (em v .
te di# in (4-4-¢*) . Posto m'=1 questo coefficiente

: . e
& (m+1).4", ¢ posto m=2 diviene EEEED LT,

ed osservando, che questa generale espressione non si estende
5 i o ke
al caso di m'=o0 nel quale d’altronde si ha in 4 il coeffi-

= .0, |=m‘ : - . .
ciente di #°=14# , risulta finalmente il ricercato coefficiente
totale espresso da

1 F(w—1fz—d)fz—am) P z(z.

So( et " stk

zle—1)(r—2).{r—(am+4)) (maa)ime1) §
1.2 3o (ama5) g e 3

=

2 (01 ) (7= Yoo r—{am6 1) (a3 ) (marn) (1) 4m
7 ? T2, ¥

T2 3., (am
met] 4"' )

=1} xr—2
123

lr—famaand))  fmeem')mom'—1)
(omantri) ? TaZ.m

g

. '

Sia per esempio =18, #'=2a, e sard Tﬂ],=?"'4a-x
8.7.65 48
VT VL
z—a'=06=om=2.3, onde m=3, am'=a, m'=1, e quin-
di il valore da prendersi in questo caso finisce dopo il pri-

4, poiché & chiaro che in questo caso
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Mo termine. Sia ancora =9,

‘=3, onde x—

1 (s e e by
R

quindi

—0.3—a=1, esiav

Questi risultati possono verific:

4 si col mezzo delle
ni suce

periormente stabili

sostituzio-
a. Di fat-
ni T il

T e T AT s

ve nella equazione
to per essa si ha y =y

3

i v U

6,2

e J+'n :4-0—.;)%5

g = 6=
u—o—ys'i] 4+ 6 =10.

ora da determinarsi generalmente il coefficiente

quando z° & della forma x—(am-1). Per le cose gid
dette apparisce, che questo coefficiente non potri prendersi,

= nella formola (C)

: e—{zm=1}
comin 3

iando dal termine contenente la potenza ¢
Gosi si troveri esso col mezzo dell’ espressione

ﬂ.L- [ (ot (5) i Do ol oo ) PEm Dy

8.5, (A1)

_._tﬂ—l)(a—n)lt:—SJ {a—iam+d)) ~ fm-‘--‘)( z,]"‘“
23 (amd)
—a){£=3)... (st s b’ ) | F(ATb2m 1) gy
ST e fih Sl

ove supposto x—am—am'—

=0, od anche x—am—am'—1=1,
. . o ™ PR
e prendendo il coefficiente di £° in (4-+2£) . quello di £*in
] i 4 5 g s e
(4-+£7) e cosi successivamente fino al coefficiente di ¢

A P
in (444" risulter

L [lemie—a)amd)  fr—(amaer)) 4m*;,7.;17;\ T e ) 194
i 193 (am+ 1) v 1733 (ani3)

il coefficiente di ¢ £ espresso da

a

m

™, (r—i)r—s)(z=3). (r—lam-+5))  (mA-a)im-1)
ezl e S

I Col

2)im3).. (r—(anidam'~1))  (meem)mem—=1) . (1) 4”')
T famami—1) 4 Tad..m | f




Der Sic. Maxzc Luict Raxcoxt 709

Sia ora =10, #=3, ¢ quindi m=3; sard =
5

o

8 o . :
2% 92 =0, Sia pure 2=13, 2'=4, —F=9=2. 41,
, '
i 1% i, T PO S S A
sard dunque m=4, ed)luf T i 2o 12=

Di fatto dipendentemente dall’ equazione proposta si ha

)'::,4:}}.14 g :"".;,q+)'|o,s+y-o gt
+fx..n:y,—@"""u,fduu,s“hfg,a]+fg,n+ L= +3(,

8 W o P A L e Al el U ol

T S e i T i
g Py o e, =i b b, )

Hlr, oy, M ri=an iy =

+ 14y, +r, )=35.

Per dimostrare sempre piil, che le trovate formole soddisfan-
no ad ogni condizione del problema si supponga nella formo-
la (3) m=0,cid che torna al supporre x=z', & quindi per ipote-
si fatta dopprima y =13 si trattera dunque di dimostrare ,

i

b L afr—i) (r—a) v )z —a)xmB)rmd)
che in generale x 4“0 == TRa%s et

T—1
=

Percid osservo, che

L mlz—1)(x—a) slz—1)(z—a)(x—=8)(x—4)
X a3 T 13545
- gt Jx—a) =3l r =5} xr—E)

ey =) =)
el el -

(s—1)(x—2a)(x=18) (r=1)(x—a)(z=3)(x=4)
i a3 b T34

(z=i){z—a)(z=3) o=
13340

+ 4)0r=5) | ec., essendoché in

generale considerando per n un numero intero qualunque &
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lr=1)(r=a)..cfr—an) __ (z—1)}(z=2)...(x—an)
L. {an+1) T 13.3....3n

sempre

il (x—1)(x
123,

Ar=lant ) —((an+ 1)+ 2 —{an+1)) X

(r—=1){xr=—3)

- s=(an+1))  (Ogzervando ora, che 1’ultimo

T (ani)

termine dell’ espressione (3) mentre in essa si fa m=oc pud

Hz—1)(x=0)..(x—(2
Tad. . an—)

essere v=2) quando # m', ovvero

2{r—1)(x=3) 4
=3 ioni

Az —aam) ‘
e e quando a'=2m'~+ 1, espr

I'una delle quali si riduce a am’ e Valtra all'unita, e d'altron-
de essendo ZE=1de=)- fa:v[lm'——x‘} — (—ulz—a) _—{m‘—x}:
13 3. 3 —1) =)

D) —am'— 141 quando a=2am,

...... fr—am) __ |g—ifa—a) .. .. - (e—am)

ed inoltre =
L5, s ) 125

w1 o, i) '
3 Lm+1) — {40, quando x=2m-1, per-

cid siccome nell’un caso e nell’ altro ogni coppia di termini
del seconda membro dellequazione (D) corrisponde perfetta-
mente nel suo aggregato a ciascuno de’ termini per ordine

£
del primo membro, ed il secondo non & che lo sviluppo del-

a—1 x 3 g
la potenza (1+1)  ne viene, che sard x + £ "l
— 1) ){r— B P
=YY= 0o — o
Ta.5.4.0
o) il itk i ey . 5 ar
18. Thlu[-ud(.nda I’ equasione: = ——r—m 81 pud rica

varne pi semplicemente I'espressione diy , omettendo di ri-

solvere in fattori il denominatore del sccondo membro. Di

fatto si ha J’_‘:"_‘ =B B (O (ot Pt )

=t H(tE)  ec. + ottt - L[t Pt (et
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+£%(t4+)  + cc., ed in questo sviluppo si vede facilmen-
te che i parziali coefficienti di ¢ &£ non potranno ricavar-

ole ¢ £(t+7¢) , ed oltre

si da alcuno de’ t

£ f(e+#)  rispettivamente delle due serie in che si divide To
sviluppo medesimo . Quindi pure si vede, che retroceden-

do in amendue ai termini piu vicini al principio si trova
2

(s
: i
(£—5)(z—6) (x=7) 451
ot o Phdes s

il coefficiente di ¢® espresso da ¢

4 LE=d)(=—8) %
3

(2= (m2)) (2= (m+3}) r— (am1)) t.«'—@lm*ﬂ_._
13 ... ....m

= =t
o fm—i‘}f:j) i +(1“-'6)(]2‘::Jh-ﬁ) ST,

-+

ec.

i —+(x—a)f

e e L)

133, . .

Ar—am) F=am

-+ ec.

m

Pertanto ad ottenere il coefficiente di # giova osser-
vare, che se a' & della forma x— (2m —+ 1), cioé se sia

24— x'=2m + 1, essendo m qualungue numero intero positi-
vo, il ricercato coefficiente sarh:

(z—(m2) ) r—(m43)) .. 1. (Z=(ame1) )
1a Tm

€ sc sia x — a'=am il coefficiente medesimo sara:

Sia per esempio x =g, 2'=1, x — a'=2.3+1, e percio

43, L
af T

m=3; ed applicando la formola (E) si avrd y =

Sia ancora #=8, x'=2, onde x—z'=6=2.3, e verrd applican-

do la formola (F)’fa = ;‘_S —i-
2

Vi ha un altro modo di sviluppo, che di in generale I'es-
pressione di y  qualunque sieno x, 2’ purché numeri inte~
zal
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vi, al quale perd sembra sempre da preferirsi il metodo pre-
cedente per la maggiore semplicitd delle formole, e per la
pitt facile lovo applicazione ai casi particolari. Si ha infatti

-’ 1
prerrrer i
L5z -t
! 1 i - o1t
e A ec.)—[t+£‘+ti+cc.)(t -+ T:_ - i:—;r'
1=y
—t " & v .
bt +on.) , & onde si vede , che il coefficiente di
i
(1=p

re che (1-=t=2-4ec.)X

¢ in questa espressione non pud e

___, ¢ quello di ¢ derivato dall’altro sard lo stesso
(=13

che il coefficiente di ¢ in (1-£+ #4+E4ec) T
(1=
—(z'—1)

=(1+t+e+ et e )(1—2)

s Al
= (A et et )(H— )P ¢

e G A . 2 ¢
) (x-vuu‘r:-;xy..(z':m—a: em+eu.).0um-

di o si supponga x —
supposizione di x—

am , ovvero si dia luogo all’ altra
am-1, si vedrd essere nell’un caso ¢

. . o it 3
nell’ altro il coefliciente di £ che mel caso presente & pur

quello di i esp)

0 per
I \

L

1=(z (=) (em—a)

L
1.23..m

ovyero x =28,

Sia percio nuovamente x

si avra in amendue i casiy =y =11+ 1-1 4
PR Y

I poi da osservar
pud aversi un’ espre

che anche indipendentemente da m

one generale di y la quale come

si & veduto & cquella del coefficiente di ¢ in —X
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i : —z! —(z'1)
=il S =(1—1) (1-+2)
= ( 1 +z't+—u~——"‘:""'" .t’+’J—T——-""°" Jxars)Eatll
”"(':Lj)’")t +ec) it ()i I e

(' — 1) 1 = 3! gt
T e T ).

e ; oA
e percid il coefficiente d| ¢
e

_;) 4

I)"-*'-‘ il +1)
a

(') ('), ()
e

(=) ) o (2 —d)
T (;—-;‘--A}

=i

& =

e
y 3

_.|}

+ ec.
L ) o I )
T 3., Ta3. (=) £

=2; e sard ;‘ = I +2 =3 f—5

o

Sia ancora =g,

=+ 0 — 7+ 8=4 come prima.

19. Se si trattasse di risolvere I altra equazione y o=

=
o+ si procederebbe con metodo anal
Yorgl T B o to nalogo  al
gid seguito nell’ equazione poco fa considerata, dipendente-
mente perd dalle particolari supposizioni, che possono introdur-
si nel problema di sevie ricorrente, cui essa si riferisce. Quin-
di per maggiore sempliciti supposto, che sia ¥, =1quan
do essendo >0 sifa x=z'=m, ed inoltrey =oc,y =1 fin-
o0 £
ché x>0, y =0 essendo r<x, dipendentemente da
=

queste condizioni I'equazione proposta non sussiste allorche po-
sto =1 si pone successivamente r=r,x=2,x=3, giacché in
ognuno di questi casiil prino membra dellequazione prendendo

il valore dell’unita, tutti i termini del secondo si annullano, Sic-
Tomo XIX. 90
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come perd quando xz—3 <z’ si annulla il primo termine del
secondo membro dell’ equazione per una delle condizioni gia
assunte, non aggiungend verun’altra implici

pone in tal caso che si verifichi I'equazione y =y 3
za T Crmra—t

essendo &>1 locché & arbitrario. Se si supponesse , che per
1a natura del problema non potesse verificarsi tale equazione,
sarebbe d’ uopo dipend dalle altre lizioni che
si aggiungessero, determinare le fupzioni generatrici di y .,
8
B2

=gy —

si sup-

relativamente al detto caso di z—3<#', e sottrarle

rispettivamente da quelle de’ due membri dell’equazione pro-
posta per istabilire fra queste I’ opportuna relazione. Nella
presente ipotesi perd in modo analogo a quello che fu ado-
perato nel precedente problema si trova I’ equazione fra le
funzioni generatrici

u— b — PF— Pe=uf + utt, onde = LUTEXE]
(e ) (1L ) 4 2t ) P+ 2" e ) .

X 4 K G
Cercando ora il coefficiente di £ nella parte

(e (£ 4 2) 4+ Yt ")+ ¢4’ - 2* P4~ ec. ) 0 piuttosto in

e (f 4 2) - B+ 2P B ()T,

giacché non potrebbe ricavarsi dai termini ulteriori, si trove-

TP (x =) (56 8
Ta

i esso espresso da .r"+(:u:—3)l:'z

(= De—8fr—g) =Y (z—(ame ) r—{ametea). fz—Tm) I
=3 A S ¥ ~~ec.
osservando, che i coefficienti parziali di £ non possono aver-

si che dai termini della forma t’f—“(z'-o-z‘)@_lghl), essendo

n numero intero non <o, & preso pure perm un altro qua-
lunque numero intero. Sard dunque il coefficiente di o cid

che & lo stesso di £ quando z' & della forma z—3m, ciod
2 — % = 3m -espresso dalla formola
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(z—=(am1)){z—=(am+1)}....(z=3m)
(R

la.quale & la sola che soddisfi al problema quando z' & del-
la supposta forma. Di fatto sostituendola nell’equazione T

gty L L A eagione di 2'=2z—3m, el si

ha pmmudu in (G) z=3 in luugu diz, ed m—1 in luogu
di m, ed il secondo membro della stessa equazione diviene

(z—3={a{m—1)u=1 )c.a-a—um—s)-.-ny ieesas fa=3m)
a8 0 m—T)

2 (1= (et 1) ) (1 —{2mi2 ) Ax—1—3m)
Tado.m
,ugnm+.):{x—(nm+3}) x—3m)
)

(o (ama)) (r—(am3)) « 4 e e (r=(3mamt))
B e o T AT . m =i

Trovato pertanto il coefficiente di & ¢ mnella parte
ﬂ;:r’ nella quale tal coefficiente non puéd corrispondere
che all’ ipotesi di x'=z—3m, esso si avrd facilmente nelle
altre due parti della proposta funzione generatrice ciod

[ ot . 3 * 5
e Di fatto il coefficiente di #* vien dato
in amendue dal coefficiente di & m—:fﬁ cambiando in

esso rispettivamente # in #— 1, ed in 2 — 2 come insegna-
no le regole gid date. Saranno dunque espressi tali altri coef-

Sl e L - e
ficienti, primieramente rispetto a —z—s- da
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(1), ™ o B et ot

o (=(3ma1)) :.X—‘@m-i-i)
)

o rfomebal(e—(amesd)

e rispetto a da

" F=—5 N 8 L -
BT L ot o P s oL

g (z»(nn:d-ﬂ))(r—{ﬂlr:-::mr ....... {r—{3m—+-a)) r.r—(irnﬂi_

Dal primo di tali coeficienti si xicava pertanto quello di #*

o di £ quando z' & della forma z— (3m—+1), il quale
risulta

(e—(amra)(z—(am+3)} . . .. . (—{3m-1))
M.

% R

posto m non < 1, giacche quando m=o cioé r'=z =1 il

coefficiente di £ ¢ & I’ unitd, e dal secondo risulta

z (2= (am+3)) (2= (am4))

(Y i e Y SR
i . E A '

per coefficiente di ¢ + quando z' & della forma 2—(3mea).

Sia per esempio x=10, & !

+ 1, onde m=1, e sard y

(3m42))

to—b6=3.1
1 poiché

65 8i avrd 2—
10,6 L Sl
quando x'=x—1 come si vede dalla formola (1), il coefficiente

di £¢" & Punita. Inoltre pﬂici\éyx_l Y_,zyg 5 9—5=4=3.1

~+1, ponendo nella formola (H) x=g9, m=1, sara y

Potrebbe farsi lo stesso sperimento intorno alla formola (K) ,
ma cid sarebbe superfluo provata gia abbastanza la sicurezza
del metodo, per cui rimane dimostrata la piena soluzione del-
la proposta equazione distinta ne’ tre casi che sono i soli pos-
sibili di x—a' appartenente a ciascuna delle tre forme nume-
riche 3m, 3m -+ 1, 3m 4 2.
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20. Un metodo analogo agli usati nei due numeri precedenti
conduce alla complcm soluzione dell'equazioné assai pil gene-
rale nella quale » essendo un numero
P i o L

P faE

qlm]uurlue dato pud percid determinare qualunque ordine dell”
equazione. Posta pertanto « come funzione generatrice diy E

quelle di y odie saranno rispettivamente ut®, u#t'
2=n

5

¢ ritenendo che quando 2'=1 siay =1 sempre quando
e

do poi ¥ =o, ed inolér p =0 fin-

%20 essendo poi 'Yv.x o, noltre supposto ¥ o0 fin

ché +=1,2x=2, x=3 ec. z=n, ciod fintantoché non
sia #>m, ne viene I’ equazione tra le funzioni generatrici

) Lttt +17)
n—s’(.H—c'—t—t'a-t‘.,.-o-z“}:ucn-o-utt, onde u= s
=HEe T L) (et (T ) (T )

o 2
+ 8 (¢ +¢)+ec), e denotando per run esponente in-
tero che possa ricevere tutti i valori da 1 fino ad n inclu-

. . . . . gk
sivamente , il coefficiente di 2= in £¢(14 t(t fay )

r it e
CE e B N
alcuna sua parte da termini che oltre-

—t
2 ) rec)=
non potrd ottenersi

passino t‘t”x_'(t“_x-é-t‘)’_r, ¢ solamente da quelli della for-
ma t‘tx‘_m{n_')( Bt t)ﬁ_mmc" essendo m numero intero

qualunque ed anche zero, giacche & d’altronde evi&eme che
innalzando ad una qunlunquepotenza intera il binomioz™ -1-:,
gli esponenti di £ riescono sempre multipli di m— 1. Quin-
di il coefficiente di ¢° ricavandosi dalla sola espressione

ZE e T e T T P e

U5 A a—r Al
(" =) D & =) -+ e
sard :




(ks

- F “{z—r—{n—1))
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R T et et o

ra

pEra—It (i Sty Slnmr)) Pl ot
T3

(i e

{ )): n—1)=1); )—8). . {Fmm Pl o ) — (1= 1))
1ad ... .m X

o),

Percid il coefficiente di £ che si ricava da quello di £,

o B . E i o
cid che & lo stesso, il coefficiente di ¢ & inu ¢

(et m{ et ) {F ()} =1) . . (r—rmr{n—1)={mm—1})
[
_ (gmr=mn—i))(z=r—m(n=t)—1). ... (x—r=mrt1)
T HORa

poiché qualunque sia #' purché non >z pud sempre suppor-
si 2= —r—mh I, ovvero x—x=r-mn—1 ciot la dif-
fevenza de’ due numeri z, #' sard sempre o un multiplo esat-
to di n, locche avviene nel caso dir=1, 0 lo sard coll'avan-
z0 di un numero <#, locché ha luogo quando si fa succes-
sivamente r=1, r=2, 7=>3 ec. fino ad r=n inclusivamente.
A cagion d’esempio se si pone n=3, r=2 sard z—2' della
forma 3m--3 come riesce nel problema precedente. Per mo-
strare ora come il valore trovato genemlmeme per y‘x‘ ren-

de identica I’ equazione proposta, giova osservare come I'espres-
sione corrispondente dee convertirsiin quella di y , ponen-
2z

do nella prima z—n in luogo di z, ed m—t in luogo di m,

ed in quella di y 13t ponendo soltanto nella: prima z—t
Tt 2

in Inogo di x, e cid & evidente poiche in questo ultimo caso
la differenza x— 2'=(x— 1 }—(x'—1) non varia. Per tal mo-

do " equazione y_ =y ¥ diviene

it T ey

{xeseremm{pe— ) F—r—m(n—1)=1) B bt
1ad.....m
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(g—rmemi{im—t}mt) (rr—rmln—1)=a). ... . (z=r—ri{nmer)m{m=1))
T

va3 ... )

{hﬂ—m{a—l)—l){x_r—mfn—lhaj + (= 1}—m)
TAF

O e e e ) e, ]t e (R PO
ol RS

equazione di cui si rileva a colpo d’ecchio I'identitd. Vuolsi
intanto notare, che 1’ espressione di ¥ non ha Inogo quan-
2

do m=c sicché supposto x—z'=r+mn—1=r—1, g'=x—r41
kbl Ll . :
il coefficiente di ¢ £ & 1, ciod il coefficiente del primo ter-

mine dello sviluppo del coefficiente di £* in . Se inoltre
x=2" onde r=1 si ha parimenti y J=1
xy

Sia ora per un esempio x=10, 2'=4, n=4 onde

x—z'=b=r+1.4—1, ed r =3, m=1. L. espressione di y 1
=

da nel presente caso Eo 0—3—3=4. Per avere gli altri

due valori di y” 31 3 che nella loro somma debbono egua-

gliare quello di Yook siccome quanto al primo de’ suddetti

due valori 1’ applicazione della formola del primo termine del
secondo membro dell’ equazione (L) condurrebbe ad un risul-
tato infinito a cagione di m—1=0 nel presente caso, & d’uo-
po percid ricavare direttamente dalla formola (1) il coefficien-

tedi . O poiché riguardo ad Tt 2 _6—4_.'5
=r+0.4 —1, onde r=3, il coeiﬁc:ente ricercato sard quello
@i g che & 1 unitd, ¢ quindi Ty =T L’altro va-
Tore di y i si ricava dal secondo termine del secondo mem-

bro dell’ equazione (L) fatto te a=10, =3, m=1,
n=4, e si ottiene y9!=10—3—1,3—:=5 come appunto

.dev’ essere.
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21. Un metodo analogo a quello che ha servito fin qui
per la risoluzione delle equazioni alle differenze parziali con
due varis & applicabile anche alle equazioni che ne con-
tengono tre , e potrebbe colle dovute avvertenze estendersi
anche a quelle che ne contenessero un maggior numero. Que-
sto metodo quanto alle prime dipende dal considerare la fun-
zione generatrice di y dotata di una proprietd che com-

pete similmente alla funzione generatrice di y o valea dire
o

che se u ¢ la funzione generatrice di y quella di
Zy:

7l
¥y : ST ut™ T # come non difficilmente puod ri-
P N
levarsi qualora si considerino le fanzioni generatrici a tre va-
riabili decomposte in funzioni generatrici a due sole, siccome
queste furono gia decomposte in altre ad una sola. Cid posto
ripetendo qui i raziocinj adoperati al numero 7. si pud sen-
za pii risolvere il segnente problema , che conduce ad una
equazione alle differenze parziali a tre variabili,

Si tratta di assegnare con una formola il numero de’ mo-
di ne’ quali # cose possano partirsi in tre cumuli, nel primo
de’ quali le cose stesse sieno combinate ad 2’ ad &', e nel
secondo sieno combinate ad x" ad 2"

Essendo evidente che il numero ricercato dev’ essere una
funzione di x,z',z" essa potrd esprimersi per Lt sicco-

e y_r-‘- ' 1

cose maggiore di un’unitd del proposto cioé ad z—+1 cose,
che debbano fra loro combinarsi come si & detto. Ma questo
ulterior numero di maniere olire al comprendere quello che
& rappresentato da y , , ne avrd altrettante di pin guante

,avrd lo stesso senso rispetto ad un numero di

o

sieno le unith nella somma y -y ., giacche la

cosa agglunla rispettivamente cnm])m‘\tn con ugnulm de’ en-

muli delle altre ad a'—1,2'—1 in y & ad z'—i,z'—t
P
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iny g dard altrettanti de’ modi richiesti. Siavrd quindi
et
I'equazione =
i i O s R
+J’x—l Xl "
siste sempre fuori del caso di x=+'=:

ovvero
et T 2
la quale sus-
e DR q
o r cui si ha
= ['c L2 yo,n,o

potendosi concepire come zero cose si dividanoin un modo solo

s la primae la seconda delle quali ne contenga un
P qu nteng

numero zero. Sara percid I’ equazione tra le funzioni gene-

= 12 1-£2)

ratrici: u—1=ut-utt-utt’s ed u= ,_‘.(,:.,-.._.,.J

x "
¢ (1+E+2") =+ ec.

B
A1 P B (1 )
. 1l ricercato coef-

essendo x funzione generatrice di ¥
. g I ) . T
ciente sard dunque quello di ¢ ¢ in (1444 &)

Fes u Pl
= (£ (108 = a (1) ¢ e e

== 4
e e I e e G )
1.3.3 1

- w . . iy Tz P
Cercando ora il coefficiente di ¢ in (1+42")  =r{z—a)¢

(F—Wx—2' —1) ,n, (z—2)z—x'—1)(x—% —3)
L oy s %) s

R )

dr—r D) o™y oo, i vedra essere

=,

o FI \r’" . - " i a5
quello di ¢ ¢ in (14 £t f,o cio che & lo stesso y

P

— zlz—1)z—2)

pmtrt)  (Ema g a—r a5 )
3 . =7 B

Questa espressione & identica a quella che occupandosi
dello stesso problema trovd prima per induzione il Brunac-
¢ (1), determinando in seguito (2) la corrispondente equa-
zione da risolversi co’ metodi del calcolo delle differenze fi-

(1] V- Corso di Matematica sublie. (a) Ivi pog. ans.
Tom, L. pag. 46. i
Tomo XIX. ai
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nite, la quale ¢ identica alla fondamentale della presente
soluzione.

23. Col metodo adoperato nel numero precedente si ri-
solve nn altro problema relativo alle probabilita che fu pure
trattato dal Bru (1)-

8i suppone, lhr un Giuocatore attenda ad ogui colpo un
evento favorevole mentre ne pud avere alt
che inoltre la legge del ginoco prescriva che
guadagnarle qualora non incontri x volte I'e

ntiarj, e

gli non  possa
(,um favorevole
prima che Puno degli eventi contrarj siasi verificato 2’ volte, e
T'altroz” volte. Suppoesto eziandio, che le rispettive probabiliti
degli eventi semplici sieno p, g, r, poiché la probabilita di gu
dagnare la partita pel considerato Ginocatore puo esy

er y che ad ogni nuovo colpo pud divenire ‘o
PEEY e PO S iat?

imersi

oy 0 ne segue, che I’ equazione da trat-
T aimrar? ® L e 1
tarsi per risolvere il problema &
=7 .
"z,a, Ml O —ra" 'v;.—;',z"—l

Se ora si chiami # la funzione generatrice diy .
2,2,

quella del secondo membro dell’equazione sari put—+qut'+rut",

¢ I’ equazione fra le medesime si det

qualora sia x =0, ed

nina osservando, che
, & siano numeri maggiori di zero
1 equivalendo allora questa espressione alla certez-

Fot 2
za, poichd difatto & certo che il Ginocatore ha ottenuto ze-
ro eventi favorevoli prima d’incontrare gli sveun contrarj ,
o a meglio dire non puo incontrare #', o #" eventi contrarj
che -lulm z awvorevoli, quali ha appunto nel prin-
cipio del ginoco. Nel caso poi di #=ux'=o0 si ha X

eventi

=

"
poiché & assurdo che il Giuocatore non abbia niun evento
favorevole prima di niun evento contrario o a dir meglio ab-

(1) Iri pag. a6,
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bia zero eventi favorevoli prima di zero eventi cuntlalj 5 e
lo stesso deve dirsi quando z=1"=o0, avendosi pure 7L 0.

Ma quando z=o solamente, il secondo membro dell’ equazm-

ne contiene le due espressioni 5 ciascuna
P S il mx',:r“—l

delle quali vale l'uniti quando z'—1, 2"—r1 sieno maggiori del-

lo zero, dunque dovra sottrarsi da u la funzione generatrice

dell'unitd, che nel presente caso & f‘:’?" e cortispondente-

mente dalla fanzione generatrice del secondo membro dell’ e-

d

ot

lhd
quazione proposta si toglieranno le due espressioni £— = -

o

Ti—fi(i—1]

Cosi si avrd 1’ equazi U —

i ; il g Al iy 4
SputEqut sl e e e o

(1 — (pgt+rt) )=

(1+(pttgt +rt) - pta-ge "), . . p£w£'+r!")z+ ec. ).
Dunque primieramente il coefficiente di ¢ " in questa espres-

2 ' gts i i
che dalla parte: A Mt s

sione non potra ottene =T

b e gttt o ptaegtert) e (pt !‘+r1“,l”a+ ec. |,
(4 7 Vil Vel

© sard per conseguenza

Tt 1 —(gz‘—o—r}")}p’((-o—(z—i—s) X

(qt=+re") + ‘“‘f":"“" (qt'+rt")+ ""‘i"::"’—("‘} (qe-+rt'Pec. ).,

Quindi riducendo ed osservando che in generale Sty
o et st el n)

o} — , sard lo stesso

coefficiente di £ equivalente a T ? (1+z{gtrt)

e T (gl ) (e . ) dal quale re-
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. o 5 \" r|x“ .
sta a ricavarsi quello di ¢” £" . Ora riflettendo che

=(t £ 27 £ ee. (' £ £ 2 ec. ), e che
3 YA 5 n -
i termini di ciascuna potenza (g¢=+rt" ) dovendo nella formo-
Ja trovata essere moltiplicati per tuttiiprodotti delle poten-
ze di £, #" all'infinito, se ne inferisce, che per avere il coef

e A 5
ficiente cercato di £ £~ o cid che & lo stesso nel nostro caso
r no dalla formola suddetta

oressione di y |, 8l dov
z,3

escludere tutti i termini di ciascuna potenza (gt re )" ne’
quali £, ' sieno rispettivamente clevati ad una potenza su-
periore di a'—1, a’'—1. Ma in questi stessi termini le quan-
tita g, r saranno sempre alzate rispettivamente alla stessa
potenza a cui lo siano ¢, ¢, dal che facilmente si raccoglie

M) (g+r)

- x
dover poi cssere y =p ( 1x(g-+7) +

FE

+ 'L———-t”:‘)e‘;“) (g+rf+ ’__,_.(""1‘.::2““‘_3]_ (g-+r)t+cc ) purche

nelle particolari applicazioni si escludano tutti i t
quali le potenze di ¢, r superino rispettivamente
A=, 2 — 1 i

3. Sia ora per trattare un altro problema g risoluto
da Lagrange (1) in altra maniera, e dipendente da una fun-
zione di tre variabili I’ equazione y = py

TR

—— 1; le espri-
—+(1—p :_;)yx_l,z"‘", nella quale y s

R

=1,
me la probabilita, che ha un ginocatore di ottenere in 2 colpi
un dato evento per z' volte, ed un altro evento pur dato per
< volte, essendo I'uno o Paltro possibile a ciascun colpo
rispettivamente secondo le probabiliti semplici p, ¢.

Pertanto cominciando dal supporre nella proposta equa-

() V. Nouveaux Mémoires dp 1" Acsdémle Royale do Betlin. a0, 1775, pag-
243
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zione a'=o0 si ha y

ot A U A T

Himp—aly  L=pr L U=A, 8 cagione di
= , poiché indic gativo — 1 equi

y&"us,z‘,o _rm_"z.’ml poiché Pindice negativo — 1 equivale

nel caso presente quanto alla probabilita all’ indice 2RI, 8i-
guificando I’ indice negativo un colpo di pilt rinseito favore-
le a quell’ evento, che il ginoeatore dovea condurre soltanto
per " volte. Perd quantunque anche in questa ipotesi di
o I’ equazione ridotta come sopra per una considerazione
intrinseca alla natura del problema sussista, rendendosi la stes-
sa di quella che fu stabilita pel numero 11, & d’uopo cid non
ostante, dipendentemente dalla natura delle funzioni genera-
trici alle quali vuolsi riferire la proposta equazione , e che
i suppongono non contenere termini con ind negativi , &
re come nulla 1" espressione 7,

1,2 =1

mentre y nen pud esserlo , e pitt allora non sussiste
P )

Tequazione propo:

a, la quale falsamente di =,
il i Veso T,

+(1—p—q)r - Passando percib a stabilire la relazione

x1,750
generatrici de” due membri della proposta stes-
dicando per « al solito la funzione generatrice di

Lol si dovrd da essa sottrarre primieramente la funzione
iy

generatrice di ¥ quale vien data dal num. 11. e denotan-
2l

tra le funzio

sa, ed

dola qui per «, si‘log!ie 4 poi dalla funzione generatrice del
secondo membro della proposta la funzione generatrice dj
Py;—.,z'—u.n-’-('_‘v—q)yz aro? Cl08 PUt(1—p—q) d't. Dan-
do ora luogo all” ipotesi #'=0 si vedri facilmente, che na-
scendo pure per essa I'insussistenza dell’ equazione del pro-
blema , sard da sottrarsi da u la funzione 1" generatrice di

¥ e dalla funzione generatrice del secondo membro del-
EXX

la stessa cquazione dovrd pure sottrarsi la somma qu' et 4
(1—p—g)u't, eesendo " Ia stessa u'in cui siusi sostituito ¢ a
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ps e ¢ a ¢ Inoltre nella supposizione di ¥'=+"=0 si annul-
lano tutti i termini dell’ equazione tranne y = Iy pd
x,0,0
(t—p—qlr =1 —p — q. Sembrerebbe quindi a prima
—1,0,0
vista, che si dovessero sottr: wettivamente dalle funzio-
ni generatrici del primo, e del secondo membro dell’equazio-

arre

ne le espressioni 1-‘:?,([4-,11—-9’) , ma siccome per la

[

sottrazione di w'+u"dau, e per quella di 1;15‘::'4—{\—[1—7}1:‘.:
gt - (1—p—q)e't daputfquet’+(1—p—qlut, che & la
funzione generatrice del secondo membro dell’ ch\wouc si
sottraggono rispettivamente due volte le generatrici di y

20,0

ve esse non possono esistere nelle

e di {I#jb—-n}l)'ym_lﬁln w
corrispondenti generatri
cosi & d’ uopo in vec
bilive I’ equ

hili che una volta sola,

a tre va
I” aggiungerle alle medesime nello sta-

one esprimente la loro relazione. Sard questa

pertanto u —u'—u'+—— = putt-qutt’~(1—p — qut — p 't

¢

3 ed essendo

—(1—p—q)ut—gr" 1t —(1—p—q)u 't 1—p—q) ;=

1{1—p)

pel numero 11, W=-— Ut (1 —p) Wi— .81 ha

1=t

Ll Sy
=

pure v — - —pun'—(1—p)ut+ &
= putt—+ qutt'+ (1 —p — q | ut— putt—(1—p—gu't—qu'st’

—(1—p—g) t-{1—p—g) — » OVVero u—u'= putt qutt’+

(1—p—qlut+qut—qu't'—(1—p—q)u't— —'-f_i’- . Inoltre essendo

pure per lo stesso numero Ii. ¥'= \—L; gttt 1— gt —

1

Wismgliiys
E"T:) ,slavrd ancora # —

= qu'tt'— (1 —q)u't + ’—i-(,: )

= putt-+ quit’'+(1—p—glut--qut—qu'tt'—( 1—p—g't— L

=ty
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ovvere n— —Lo - — —putt+-qut (1—p—qutqutpu't
o A L L R ale espressione puod eonsi-
P T ey la quale espl P

derarsi divisa in altrettante parti quanti sono i termini del
8U0 numeratore.
Si tratta quindi primieramente di ricercare il coefficien-

il % t
tediz £ ¢ in - = e
T—pIT—gF —{1= p—{)} I— g —p—g)lt

=1+ (pltgt'+ (1 — p—g )+ (pt+ gt'+ (1 —p—q) £

= ptgt' - (1—=p—g)'t. . . . ~( ptqt'+( 1—p—q)) £ +ec.

Danque il coelficiente di £ in questa espressione & (pt'+gt"
e P i T—1 gt

+(r—p—gq)) =p £ +x(gf+{1—p—q))p 't

o —3 o2
e -

bt EC e A AR

3t i
g1 —p—q)p” B e
(gt (1 —p—g)) " 4+ ce. du cui risulta essere

ru—n(‘ﬁ_‘_( 1 iy 5 p’l quello di +, On

P R e g I—z‘—lglp—.x'—r 5

(gt +(1—p—g)) =g " +a—a)1—p—ag

(n_,')p-f—.; (1=—p—gPy™™ »'ﬂtur*xﬂ_h(x-x'):x—;':;nfx—x—-.) x
(l__ﬁ_{’_),q —a'==3 twf—rﬁ (=1 J(rmr' 1) r—x' =), (= F'=(mx'=2" —x)}x
Fr'='t 2 2l s -
| (1—p—4) TG 8 4 ec., e quindi se ne deduce facilmen-

te, che il coefficiente di £ nella prima parte di u, cio¢

—r't)er) (1epmg)

(F—2—z"]
it posto & opportuno I'osservare, che questo cocflicien-

Xt g1 g
g
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te manca o svanisce quando a—x'—a'<o ed x—z'<x", poi-
q

" .
ché allora & nullo il coefficiente di & in (e‘-ft."‘-o-[r—p—n;fj)x-u a
e d’altronde & evidente, che il problema riesce impossibile
quando x < 2+ 2", poiché non potendo aver luogo a ciascun
colpo, che un evento solo, si richiede almeno, che il numero
de’ colpi accordato pareggi la totalita deghi eventi da condu
Nel caso poi di x—z'—z"=0, cioé di a—ax'=z"il coeficiente

P
& q dipen

di " in (qt”+(14p—q)):— entemente dallo svi-
» o

luppo di (q.:“+(r411—?})x s e percid quello di & z'fr.! nella

o alz—1)r—a).

. T
espressione T

Trovato cosi generalmente il richiesto coefficiente nella
prima parte di 2, vuolsi anche rinvenire nella seconda parte

0 i o i@ at el
ciog in — 1 _____E poiché il coefficiente di £ £
X T—(pr gt li—p— g

si ha dall’ espressione (M) moltip

per g cambiando solamente in essa & in x— r; come & evi-
dente per le cose gid dimostrate, cosicche esso risulta espres-
so da

(zmfiz—ar—3 e

+) o

gt —g"=—1 ' E
(1=7—9) BT
. %,
& & altronde il coefficiente di #7#" inu'; che non ¢ punto fun-

zione di #* si ha dal numero 11, nascerd quindi il coefficiente
S i fos — dal 1 dei prodotti
didd ¢ i o I P

. Bl e ST
di tutte le variagioni possibili del coefficiente di ¢ ¢ in u

i oo E T gt
per le corrispondenti di quello dizs ¢ 0o




().
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relativamente perd. solo ad x ed ', cioé tali che i coefficien-
ati, che entrano in ciascun prodotto appartengano ri-
spettivamente a potenze dif, ¥, che insieme moltiplicate pro-

7 Allls ) 8 T
ducano £ ¢ . Se si indica pertanto il coefficiente di £ ¢ in

wpor T,

-j?zl(l-l—(l— '

. m'-wu-m)
]

"(x-\l

—pf+

==y );-,;) come dal mumero 11, sopraci-

tato, ¢ per T quello di £ in

e
i I—{pr gl i—p—g) )t

cioe espressione (N), potrd il coefficiente di S i

't AT i\
TR SSPTImersi come segue:

L = L +T .7 I R
00 Tzl ER R S B0 xm3,T5% x0  ou'E"
~+T s,;‘[m—;.f—J,t"""'Tz,.‘ LA
T =T
2,8 g—ar—n ol

=+1 I A =T ’.I & &
1,2 e 000 2,8 x—aes

ssione |):'r:) svaniscono dipendentemente
e di 2’ nel coefficiente T'  considera-
!

li esistendo sempre

ito tutti que’ termini ne’ g
0 secondo I’ in-

attore lo stesso T sia 2 < o, e
za

come

ione determinata nel num. 1t. anche nel-
o quando 2'> e, e per Iipotesi di

dole di questa fap
one. di
diy

I supposizi

quel secondo problema, che richiede il numero de’ colpi pre-

o non minore di quello delle volte per cui deve condur-

si il dato evento. Quindi sussistono tutti i’ termini d(‘ll'\ pri-

ma fila orizzontale nella espressione (0), essendo ciasenno dei
Tomo XIX. 92

00"




< +T
e
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cocfficienti ', T, T' ec. egnale allunitd, come fu pure
oo’ ot Tap

osservato al num. 11., ma nella seconda fila si annulla il pri
mo termine, e rimangono gli altri essendo T' =, nella ter-
07

0, &

cosi successivamente fino all'ultima fila, nella quale anmullan-
dosi tutti i termini da quello che contiene come fattore 1' B
oy

za si annullano i due primi a cagione di T! =T"
0a ra

fino all’ altro , che contiene come [fattore T' o inclusiva-
P

mente, restano isuccessiviT , T sec+T .T

P r—z'oxt e

5 g g e o 2

Pertanto il coefficiente di £ ¢ &7 in ———45_____ di-
TS T =TT

pendentemente dalla natura della funzione T' | pot
2

003"

anche

rappresentarsi sotto I"altra forma:

P ) T,..u-g'v r—a
o W Al

- e zeag— i 3
T ~+T'

5 1 5
zmag—aa’ 3 a—Samaa’ 4

T T

4 = 1 e T
any T—E—To" daa’ w—r'—a0a" x4

Questa espressione intanto specialmente nelle sne appli-
cazioni pud amettere molte riduzioni, Di fatto considerando
tutte le variazioni di #, 2" in T_ che danno altre

7,
moltiplicatori rispettivi in ciaseun termine di (0)¢ ehiaro ,
che questi possono generalmente rappresentarsi per T
£ el

nti

mz'—n

ove m, n possono essere numeri qualunque interi, ed anche To
zero. Quindi si vede, che se¢ nella formola (N) si ponga x—m in
Iuogo di z, ed z'—n in luogo di &' dovrd dirsi lo stesso di 24—z ri-
spetto ad z’'—n, ed x” nel risultamento, che di x rispetto ad
nella (N) prima della sostituzione. Osa essendo la (N) i

o500
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dentemente dalla quantitd costante g, che in essa entra come
fattore la stessa che la (M), in cni ad z siasi sostituito z—1, cid
che vale in (M) per z rispetto ad 2',2" varrd in (N) per x—1
rispetto ad &, &, € cosi varrd per x—m—1 rispetto ad x'—n,
«" pure in (N) dopo le aceennate sostituzioni. Dungue se
T—m—1 — o+ 2" sard

o i reierema ) ) s Eio L) A=A, THE
(P=rr ] I

T

ese x—m—1<s —n4=2",sard T Dunque

St ey 7
n+z', ed inoltre m=n=o,

supposto sempre x—m—1
T R
w5z m!

al gl
g

escx—1<x+a" sihaT =0

!

Perd I’ espressione (P) non pud dare il valore di Tzi:"

nel caso in cui essendo sempre x—r==t'+2" riesca x—1<z'+1,
ecio & evidente. Per questo caso sard quindi duopo di con-
vertire la formola nell” altra

Ia quale si sarebbe ottenuta direttamente, se nel deter-
. . . . . . x = o i .
minare successivamente i coefficienti di £, £ , # in

— ' si fosse con operazione reciproca determi-
T U i—p— )
v ! 3 . . ‘!"
nato quello di £ prima di quello di ¢ .
Da queste riflessioni si deduce facilmente , che la pute
del coefficiente ricercato dal problema, la quale si ricava dal-
qu't

Ty 1 si riduce finalmen-

la funzione generatrice

te alla forma




.Le Fonzion: GENERATRICI

I
aleler

-+

Tm'0,5" aleer

r—y

nella quale implicitamente si suppone, che sia 2> &'+ 2,
altrimenti come & evidente per le cose dette tutta I” espres-
sione si annulla. E poi opportuno di notare , che 1’ ultimo

1y ,» poiché con-

termine della serie in (07) €

' eer,0
incontrerebbe subito il

tinuandone piit oltre 1’ nltima fila ,
termine T" [ in cui T =0, riferendosi questa
20,47

el
espressione al caso in cui
r—m—1<
me la serie parziale di ciascuna de
amente coll” ultimo termine in
Si vedrd pure facilmente, che il prodotto T'

—m=2a", x —n
a rifl
altre file finisca preci-

ione dimostra co-

—n-4a" Un’ g

rispettivamente  notato.

ed

—zh0 "

, determina-
s ulterio-

ito del
zzontale, poicl

sivi che dipendono dall” aun
amente "ultima fila or
avrebbe per primo termine T

tivo non pud pel gid detto aver Inogo.
5 L Rt
Resta ora a trovarsi il coefficiente di ¢ &£ ¢ in
____FPu . Percid si osservi, che il coefficiente

1{ plagl i —p—))E

TR o
dRle )
T ==

(1) v

e3)n( Ftet) (i)
—t'—1) 3 Tad

(e (1—p—g)"
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moltiplicata per p I’ espressione (M) ¢ posto in essa x—1 in
luogo di w, cambiandosi poi la (Q) stessa nella espressione

y) a4t T

(01 =i e )

quando z—1

)
'z, ed annullandosi quando z— 1 < z'+2
Questa espressione perd non ha lnogo quando alle stesse g
supposte condizioni si aggiunga quella di a—i<La'+1. Allora
all” ipotesi di w— /=" quando si trasformi

£ssa SEIVe
nell’altra

(D) F &
e o). s L et g

i he )
che & pure giustificata per lo riflessioni fatte intorno all’e-

B 3 5 . . A TR R
spressione (P'). Gid posto se il coefficiente di ¢ ¢ £ in
bl S0y
T p——rT

si rappresenti per ' ;e per T" |
e P

.t

5 4 s E e
il coefficiente di £¢7 in u' cioe

1) (2740

Q. u,z;"( e (i)t e gy B Rl (g

R ) EM )

D s
T =) )

quale ricavasi dal problema secondo del numero 11. ponendo
formola apposita ¢ in luego di p, ed & in luogo dia's
con raziocinio analogo a quello con cui si & trovato il co

ne

nie s E qu't . o :
ficiente di £ ¢ 2" in—_ L s troverd il corris-
L 0L

il quale risulta dato dalla

TR P

seguente espressione:

I o T e {1
2 =1 PR
A L r e
il e T AR il PR Tx‘-‘-:“,y,,".-;
(B}t TR 4T G kT i

a3 2,2, x"—a 3 P, [0 e i SRR S LR e Ly

”’_.iw-' i ;j‘”l o l_;_T”: G R

R e L = " e
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Si vede pertanto, che la medesin

& perfettamente analoga

alla espressione (07), e da questa ricavasi cambiando in essa

primieramente i simboli generali '] e 'l' mpn.mv.uum-

te in f"f Al ’1" e poscia tmspmnmio all indice " le
at

variazioni dr_-ll’indicc «' e reciprocamente considerando 2’ co-
me costante in vece di 2", coll’avvertenza poi di compier?
I espressione (R) colla fila orizzontale, che ha per pmno ter-

mine T, . = ripetendo un discorso affatto s
2" o

quello con cui si dete

mind per ultmn fila in (07) quella,’

che ha per primo termine T' . Rimane pertanto
P

X a'vo,a"
dimostrato, che la somma delle tre espressioni (M), (07), (R)

& il valore cercato di y .» che risolve pcrclb il prablema.

z",\‘

Ponendo l]uu“u v.ﬂm: in (\l] l.; in:m.\ parte o del coefciente
sichiesto risulta a0(1—p—g)p'. Ponendoli poscia in (0" )
si i di determinare 1 valori di L s 4
5,3, . 1o,
TR st alla somma de’ quali si riduce (0"}
2, 31,1 33 2,0,1

in questo caso , giacché ogni altro termine di quella espr
sione generale divien nullo, perchd in esso il moltiplicatore
funzione delle tre variabili ricsce sempre tale che indice in
prima sede non supera la somma degli altri due. Cid po-
sto applicando simultaneamente le formole (P), (N) si ha

i A T T =p e T T, =g,

] ‘33. Ta =pq". B«.sl.nm ora a prendersi nella espressione

(R) i v'\lun Lk R L riducendosi la medesima
o

3. 1
a questi soli come nl:\,v-m per le osservazioni gid fatte. Per-
tanto la formola (Q) da T" :4;)'57, e le formole (Q"), (Q")
danno insieme T" . T"4 = =qp*h Sard dunque y
=s0(1—p— g+ A+ S P A
= 20p% — top’s*— 15qp%.

)
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Questo risultato viene esattamente confermato coll’ uso
del metodo delle sostituzioni successive. Di fatto richiamando
sempre ed applicando ad ogni espressione della forma y_,
il raziocinio con cui fu stabilita I'equazione fondamentale del
problema si ha y5,3,| :py“’l e W;.a,n_'-"‘ 1 —p—q )y“
LG G e e raa by (1 0
Hi—p—glyy y JHE—p=a) By, Yy o+ (=Pl )

Quindi 2 eagione di =y, =ph e di y =o

3,0

viene pure Lo =P=73,-,- gAY, ok aplt—p ’—qua,a,:
Hi—pp+(—p—a)Pl=r ey, oy, Hli—r—ab, )
+agplpy by H(i—p—aly,, Jap(i—p—alloy,
gl (=gl ERe (TS Eip (O 2= i)
=p b irtay e s gl e aenlrsp.
+ 2pg( 1—p — P+l li—plp'+(1—p —alP") = P(py
e sl ) SRR L ek

Hi—p—gy, S —p—allpy, |+, H—p—al

1,0, 1,10 LE

=150

gy

Tyt

-+ 3g( 1 —p )P+ 3qls —p— qpP=ppg+ g+ (L —p—9)0)
+3pglpgprli—p—q) P+ (i—p— g pgqp)- 3 (1 —2lP
+ 3t —p — ¢ )PP=p2q—") + Bprqlap—p-bap 1 —p— )
+3g(1—plp Sq(1—p—q)p’=2gp’— q'p+ Ggp’— Sqpi+ gp’
— Gygpt — Gg*p® + Bqp" — Bpter- Bgp’ — Sqpt — By'p’ =z20p’
— 1og?p® — 15gp} come precedentemente.

Sia ora per altro esempio in S #ed d=x=a,'e
I espressione (M) applicata a questo caso da b bprge.
gincché nel medesimo svaniscono interamente le espressioni
{07, (R), essendo quanto alla prima in ogni variazione del sim-
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bolo T

somma degli altri due, ¢ quindi

ale o minore della
T i
42 e
=0 ag. T =01 =0 ec. La stessa VAZio-
ol i 2T s 03servazio
ne si estende al simbolo 1"
=

' g

=0 Vindice in prima sede eg
E =

Oy

nella espressione (0). Non

resta percid che a verificare anche tale risultato col metodo

delle sostituzioni successive. Gon questo si ha = py,
4aa 1,0
i & i) : A EARiE
o ey, e e i)
TR e IR e
=4p*q+-pi -+ p=bq"p* come prima.
I opportunc intanto di notare qui di passaggio, che nel

0 10

{:

supposizione di a=a'+2" espressio

nnico valore di

, mostra col suo f‘ncfﬁcicnmf“—_'):%:a-ﬂ'—f";"
) a3

in quanti modi

li eventi corvispondenti a p, ¢ possono in-
sieme permutarsi in 2’4" colpi colla condizione, che 1" uno
abbia luogo per «' volte, I'altro per 2" volte, giacché ad ognu-
na di queste permutazioni relative all’ intero numero de’ col-

composta p g -

4. I mezzi fin qui usati per risolvere le equazioni alle diffe-
renze parziali con funzioni di due o tre variabili si palesano
an parte adattati alla risoluzione

i competerd sempre Ta probabi
P I | 1

ialtre analoghe equa-

to, e con funzioni contenenti un

zioni di un ordine pil ele
maggior numero di variabili. I limiti peré natnralmente pre-
seritti ad un io di una qualunque Teotia non consentono
di mostrare in questo scritto tutta I’ ester li quella delle
funzioni generatrici. Rimarrebbero quindi molte altre consi-
derazioni da farsi intorno alla medesima, e principalmente ri-
guardo ai diversi metodi dello sviluppo in serie ordinate se-
condo le potenze ed i prodotti delle potenze di pitt vari

abi
di quelle espressioni , che le contengono divise o comunque
insieme moltiplicate, giacché appunto a tale sviluppo riduce-
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& la risoluzione di qualunque equazione tra le funzioni ge-
neratrici. A dilatare possibilmente il relativo Calcolo possono
eziandio giovare parecchi Teoremi non tutti forse compresi
fra quelli , che dimostrd il Laplace nella citata opera delle
Probabilita, e non tutti certamente esposti da questo Sommo
CGeometra con quella maggiore semplicitd ¢ chiarezza, che de-
siderar possa il progresso delle Scienze Matematiche . Merita
percid sempre questo ramo importantissimo di analisi di esse-
re perfezionate con nuove cure, ¢ con nuovi sk , siccome
in ispecic pud aggiungersi certamente alle speculazioni del
Laplace in cio, che ha rapporto alle equazioni a diffe-
renze tanto ordinarie che parziali coi cocfficenti variabili,
ed a quelle che dotate di coefficienti costanti hanno poi
differenze variabili, col mostrarne la reciproca dipenden-
za. Sarcbbe poi ad o modo augurarsi, che il metodo
per risolvere lo equazioni alle differenze coi coefficienti va-
riabili potesse procedere col soccorso del calcolo delle fun-
zioni generatrici in un modo analogo a quello con cui si ap-
plica alle equazioni dotate di coefficienti costanti. E percid
sarcbbe d’uopo sostituire agli artifiz che riducono le une alle
altre di tali equazioni per I’ uso del caleolo delle differen-
ze finite, ne’ pochi casi, che non vinsero la sagacitd degli
Analisti, metodi di pilt estesa riduzione intrinsccamente de-
rivanti dalla Teoria delle fanzioni generatritrici. A questa in-
trapresa, che particolarmente vedrei con lieto animo abbrac-
ciarsi da ingegni pitt felici del mio, amerei io pure rivol-
germi non senza perd diffidare della difficolta della mater
delle angustic del tempo, ¢ delle vicende della vita,




