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DI

MATEMATICA

SULLE FUNZIONI GENERATRICI

MEMORIA

DEL SIG. MARCHESE. LUIGI RANGONI

Ricevuta it di v5. Settembre 1823,

Unn Memoria del Signor Marchese Laplace stampata fra qu
le dell’ Accademia delle Scienze di Parigi per I'anno
contiene I’invenzione, ed i principj del caleolo delle funziof
generatrici suscettive di numerose ed utili applicazioni. Tali fu-
rono esse riconoscinte dal Socio Sig. Paoli (1) , specialmente in
ordine all'integrazione delle equazioni a differenze parziali miste
di finite ed infinitesime , quantungue poi con diverso metodo
attasse al suo solito profondamente questo ramo d”analisi. Niun
altro che io sappia intraprese a coltivare il calcolo- delle fun-
eneratrici fuori del Sig. Lacroix, il quale (2) ne mo-

zioni

morie della Societd Ita - {a} V. Lacroix. Traité du Galenl Dif-

(1) Vedi-

liana. tom: V1II. pag. 575. férentiel et du Oaleul Intigral-Seconde

Paoli ~Supplemonto agli Elementi di ddition. Paris 1819, Tom. ILL. pag. Saa.
Algebra. Opuselo. I11. pag. 165. o seg, e seg.
Tomo XIX. 31
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stro la Teoria desunta pure da piti ampia dottvina, che ne
avea in seguito (1) pubblicata lo stesso Laplace. In questa
si mostrano rapidamente gli usi importantissimi delle funzio-
ni generatrici, ed oltre a quelli notati dal Sig. Paoli, anche
gli altri, che riguardano I’ interpolazione, e la trasfe i
delle serie, Vintegrazione delle equazioni lineari differenziali
non meno che a differenziali parziali, rivolgendosi pure qual-
che considerazione alle equazioni alle differenze finite tan-
to ordinarie, che parziali. Siccome perd in quest’ ultimo
tapporto sembra , che egli non abbia fatte che accennare i
metodi, che conducono alla soluzione dei problemi relati-
vi, cosi ho stimate opportuno di esporre nuovamente i prin-
cipj fondamentali di tutta la dotirina delle funzioni generatri-
ci ad una sola variabile con pili estese dimostrazioni di quel
le, che ne diede il Laplace, deducendone Fintegrazione de
equazioni lineari a differenze finite ordina coefficienti
costanti, unico oggetta di questa memoria; ed applicandola al-
la risoluzione di diversi problemi appartenenti alle serie spe-
cialmente vicorrenti, alla dottrina delle combinazioni, alla par-
tizione dei numeri, ed al calcolo de’ probabili.
1. Sia y unma funzione qualungue di z. Pud sempre cor
=

E FUNZIONI1 €C.

le

cepirsi una tale funzione di ¢, che sviluppata secondo le po-
tenze di # dia la seguente serie:

A o o
yu-o-yl.1+)—n.z+y3‘ G +y‘, o -----t—yw-t

Questa funzione ¢ quella che cf

masi funzione genera-

trice di y , essendo questa variabile il coefficiente di £, Se que-
&

st serie, per qualunque operazione, che possa farsi sulla me-

desima, riceva per £ un diverso coefficiente, la serie cosi
modificata diverri la funzione generatrice di questo nuovo coef-
ficiente. Moltiplicando per esempio la detta serie, che quind’

(1) V. Laplace. Thearis Analytiquo des probabilités.-Seeondo dicion; Paris, 1814
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manzi pud esprimersi funzior

con u, per sar la ge-

i

iente

neratrice di .
y:'-o—r

iacche y diviene allora il coeffi
Tr

di £ Gid posto se anche z si moltiplichi per (‘T# 1 ) ]

2 . § o I g il 3 4 i

coefficiente di ¢ in z.:( - 1) sarhy = —¥., che & la dif

e fat-

ferenza finita di ¥,» supposto che a2 varj dell” uni

to gl — L i (—:—— ) la funzione generatri-

ce di Ay . Intanto si ha
yx

=Ay 8
=

o 5
H(—, ')—}'ﬂ-’ +r =y )l =y Sl =y )by, — ) e
ynt_’+Aju.z“+Af Ay Ay 4 +ec.
i s =

Moltiplicando ar

ra questa nuova funzione per —;——- 1,

si vedra facilmente essere la funzione z (%— I) generatri-

ce di Ay  — Ay{: Ay, giacche tale riesce il coefficiente di

=, g i
¢ mou ( L 1) : e siccome moltiplicando nuovamente per

7[)%;
:

se e inferisce, che la funzione genera-

| o .
ente di ¢ mella funzione u{

s
e A, e t ol an eneraleyls zione ge-
wrice di A%y & » (-.—— |) ed in generale la funzione ge-

_,)’,

kA «
ndo la funzione u=sy -y .ty .y £ +ec
RS : x

neratrice di A%y & u ( 2
=

2. Moltipli
. ik (e
per -+ %. oo =Ll coefficiente di £ nella nuo-

ra funzione che risulterd &ay +by -Fcy =gy s giac-
: ? SO s T

a2
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per ottenerlo i termini a, %, 4 v+ v - dovranno molti-
slicarsi rispettivamiente, ¢ per ordine per tutti i termini del-
T T arEsl i

it

lhudiyt finoady £ ,ed & poi chiaro, che ay +
P o "

b ¥ L

¥ .=~ gy, pud considerarsi come il termine
T 2+n

de’ coefficienti della nuova funzione. co-
ay by 4-cy .
gz ey

nerale della seri
sicché fafto successivamente x=0,2=1 €c. 3

; 1 o 2 7 il
Al coefficiente di 2, ed ’*)‘,‘*"“?,"")’3" e 1

iente di # ec. Percid indipendentemente dai termini con-
tenenti potenze ncgative di #, quali si hanno dal moltiplica-

X Lt o
Te Y Xt fino ad ¥ mclusivamente pc)'a;-)—%-+—:‘—.."

-o-li la proposta moltiplicazione di w produce lo stesso

effetto, che il cambiare in essala y in ay by = 4-ey .
z M Eaald a2
sy, 0 piuttosto in yy . con cui quest’ ultima espres-
e x
sione puo denotarsi. Sard dunque per tal modo

L3 L T " v i i .
u(rt.-t—-r—-f--‘;. .—4—-3';)mmn \v e e Sl A A

la funzior

. . . . b
enieratrice di gy . Quindi poic ”(’H'T T
x

& a

4—%) prescindendo dai termini che contengono potenze

3 e x
negative di £, & lo stesso che Vyv+\7y‘.t+vy=.t’.,.+vj’.t e,

e questa ultima serie ha la stessa forma della u. si provera

ol ik e :
similmente, che, moltiplicandola per a+T+{; e, e

dipendentemente dalle potenze negative di £ si ottiene lo stes-
so risultato che si ha qualoraa yy_si sostituisea in essa agy,_+
o E

by Y gV quantiti che siindicheri per V’f}’x.
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ne g.-n(-r;uuicr sari per conseguenza v e v
o 1

i s b 4 2\ Piaet
Wiy N-EYYy . Hec. oVVero i U ot ) . Frose-
a ¥ 7 v
guendo si dimostreriallo stesso modo, che la funzione generatri-
e i £ 1 Bye 3, _ B & 3,
ce di ay y;—bv,v Knae) eIy =V R vy

):

@ cosi di seguito si troveranuo le funzioni generatrici di pty
5

= L e
Sar 3 3, Ve o] s
\'.'},,t+vy .!'...+ch.? —-£C. OVVEro u(u+ T

¥y ec.; e si giungerd finalmente a conchindere in generale
*

L -
essere u (a+%+%. +%) la funzione generatrice di

y
N

AL RS Rl i)
3. Avendo quindi la funzione (a+-;—o-

nella quale I'esponente s esprime un numero intero qualun-

que, indipendentemente sempre dai termini che contengono

potenze negative di ¢, la stessa forma rispetto a 'y che ha
%

la « vispetto ad y_, me viene, che siccome peln.®1. z ( L :)‘
5 T

¢ la funzione generatrice di Aly cosi sarh z fr e
& X n

e,
=

i

1 )J( -'——r)' la funzione generatrice di A'gly .
5 Tz

™

Percio essendo. pure la forma di questa funzione rispetto a

Algiy 1a stessa che quella di w rispetto ad ¥ come & evi-
x =

dente per le cose dette, ed essendo pel n.* 1. -’:— la funzione

generatrice di ¥, sard = (a.._i.._ oy .+-L) (Lu l)
= TA=T l' t " " T

la funzione generatrice di A'gly -

izzare i visultati del n.” precedente

4. Si possono gener:
supponendo, che vy rappresenti una qualunque funzione li-
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neare di ¥ . : ec. cioé di tutte, o-di aleune soltan-
T Yo Ypa? i tutte, o di alcune soltar

to di queste espressioni. E ¢erto, che considerando wy eo-
z

2 i UL "
me coefficiente di £ nella funzione 2 moltiplicata per una

e
fanzione i+, L, &

questa deve rendersi identica a vy
=

sostituendo in essa y all’ unita, y ad
Tt

£ en ad

Cio si verifica appunto , come deve verificarsi in qualunque
altro caso analogo, in quello del prec. n.” 2., in cni la fun-

e di u & espressa da u+% et

zione moltiplicatri =
’

- . o X .
risultandone per eoefficiente di ¢ nel prodotto la funzione

ay by =0 ey -Quindi viceversa nel supposto si-

y‘r y:’-‘—! yr+a "'YI-O-M Q l p

gnificato di gy la sun funzione generatrice sard ws, indicando per
+

¥ ec. i

s cid che diviene y quando in Tuogo di ¥ .
V9 go diy sy iy

T

pone rispettivamente e per ordine 1., ;L‘ ,i_cc. E poiché, co-

me si vede Fcilmente, la funzione us, prescindendo d
ha la stessa forma di
* 2., nel qua-

mini eontenenti potenze negative di 7,
u, come fi dimostrato nel caso speciale del

Aot x o
le pud ridursi a gy 5y Ty LTy L s moltiplicando-
o *
la per s locehé equivale a cambiare in essa la yy inuna
- x
funzione di i ee. che si rappresenta per
wzione di vy L WY oV il P

oy » i aved nella finzione us* la generatrice di v, Gosi
x

procedendo innanzi allo stesso modo si dimostia essere in ge-
funzione generatrice di vy

nerale st

5. Se nella funzione u si ponga iy in luogo di y , in-
p

dicando per Ziy I integrale i di y , elannova funzione
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Memor1a DEL Si6.

si chinmi =z, sicché si abbin Biy 43y 4-Ziy 2, Sy & +ec.
o r “a #
—2. per le cose dimostrate nel n.° 1. sard la funzione gene-
ms di Biy ciot di y espressa da
o 2

ratrice della differenza

z ( : —l)' . essendo = la fanzione generatrice di’ iy . Per-
z

cid supposto, che u sempre la funzione generatrice di
PP I £ Ya

z (;,A s) dovrebbe ridursi'ad #: ma 16 succedsive! s intes

grazioni di y introducono nella z tutte le quantita costanti
=

aggiungono. le quali impediscono che si veri
Per trovare dunque un’ equazione fra

e 8

che per

fic

uez (+— ) , tenendo conto di dette costanti, si o

questa identitd

che se nella funzione # si pone Zy +A. cios I'integrale pri-
L)

mo di y colla sua costante in luogo di y , la nuova fangio-
z £
ne sard Zya-hA-v-(Ey.-u—- A)H—(Zysﬂ«!\]t’n.+(iy -I—-A)tfz-'-t’.c.,
=

la quale si indichi per u. Moltiplicandola per ‘T—x essa

diviene % Z‘Va"- — Zynf A+ E)"-o- A= By .t— A+

T

Zy .t + At —ec. Ia quale, prescindendo dal termine ‘li- y
a a

che contiene una potenza negativa di ¢ si riduce ad z-+ ﬁ:

g i A ac. A .
Iy, EIJ ¥, ec. sari dunque

essendo Zy — 3
1

u ( +—1 )=u+%oudc tr‘:(u -gwit) 2 St ) Ma se in

luogo di Zy A si ponga E(Zy +A)+-B, ed il risultato, che
x x

si chiami ', si moltiplichi per ‘T—w » si proverd allo stesso

modo indipendentemente dalla funzione sommatoria moltipli-
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B

- o 7
cata per [ , essere u (w_,’-—[)sua- T

s esostituendo in que-

sta equazione il gia trovato valore dix’, sars pure u” (T_,

AY . [ Bl wf g A B
(R-&——!) .(—‘— )+7 ovvero u (T—l) =u S
A‘ u-o-i‘-r%,e.ﬂsendu indifferen-
te Pesprimere la costante divisa per ¢ con A—Bo con A Se
ora nella funzione ' si ponga 2(X(Zy +A)+B)+C in luogo
z

A B).
(u+ e F) :
a
Aabs A B Cfa
—”"'T"‘:T"'T(T— ) -
v L ey S i S
e U e e Proseguens
do per tal maniera si viene a conoscere, che rappresentando
z la funzione generatrice dell” integrale ™2, di y , siccome
=

', a', 2", rappresentano quelle del primo. secondo, terzo,

R e R L A P
sard generalmente z ( == l} e
tante essendo le costanti A, B, ... F quante sono le succes-

sive integrazioni in 2y . Da quest’nltima equazione poi si ricava.
2

i i
ut+At  +Bt 4Gt +F
e (1 —t) x
che & il valore della funzione generatrice dell'integrale im, di
¥_esteso soltanto ai valori pe di a. giacche nelle funzioni
x

generatrict fin qui considerate non essendosi avuto riguardo, che

alle potenze positive di £, sonosi per conseguenza trascurate e fun- .

zioni ¥ .y , ec. y _ corrispondenti alle potenze negative
=, 2

di ¢ Quindi, facendosi pure astrazione dalle accennate costan-
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: ! i
ti, la funzione generatrice di 27: & u(%-—l) , vale a
dire che questa funzione generatrice si ottiene cambiando in
—r
quella di Aly ,iin—i, cosicche Ay puo rappresentare una
= =

se si ha riguardo alle costanti

quantitd identica a E{-r,: P

arbitrarie , bisogna passando dalle potenze positive di -’;-— 1
alle negative, cioé cambiando i in—i nella funzione u (Lr— 1 )

ratrice di Aly , aumentare z della serie AL B8 e
generatrice ¢ ¥ . e

prolungata come si disse,

6. 8i & veduto fin qui come le funzioni generatrici si formino
dalla legge delle variabili corrispondenti. E d'uopo ora vedere
come le variabili si deducano dalle loro funzioni generatrici.

Essendo quindi s una funzione qualunque di— si watta di ri-

cavare ¢y dalla sua funzione generatrice. Poiche secondo
x

A A 5 o
cid che si & yeduto al n.” 4. iy & il coefficiente di # nel-
=

la funzione us', in cui s & cid che diviene gy _quando vi si po-
£

' 1

in luogo di X, TEn Iuogo di

ne I* A in luogo di 7l

¥ ec. sviluppando s secondo le potenze di —, ogai termi-

T

ne dello syiluppo di s potra essere generalmente rappresen-
k - : .o S <

tato da 5, ed il coefficiente di ¢ nella funzione T’-‘ sard (n.

1.) ky , che rappresenta pure ciascun termine del coef-
E

ficiente di ¢ in s Quindi i termini dello sviluppo di s,
L]

tutti compresi sotto la forma -, daranno quelli di 'y quan-
=

doin 2 si sosti

Tomo XIX. 32

nisca ( rt)“ in vece di %, ¢ I'esponente si tra-
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sporti ad accrescere 1"indice x. Cosi a cagion d’esempio quan-

do n=1, il termine £ dello sviluppo di ust di il termine

k_YH_' di V"yzy ¢ quando n=c il termine k del predetio svi-
tuppa dard il termine ky . di 'y . Di quinasce la regola per
B
avere v‘)'r, la quale prescrive 1.° di porre in x,jzin luogo di -
syiluppando poi cid che diviene s secondo le potenze di 75 T
di trasportare all’ indice x gli esponenti di ¥ 3.% di molti-
plicare per y i termini indipendenti da y , e che possono ri-
* =
guardarsi avere (y )° per coefficiente. Per rendere intanto la
=
5 g s b
cosa piu sensibile con un esempio si suppongas=a-—, ©
per la regola data si trovera il coefficiente di +*in us po-
nendo in §, y_in luogo [Ii+, ed innalzando a-+by al qua-
B x
drato, che sard @*+8(y )--2ab(y ) da cui, cambiando (y )*
x e
iny . (y{)‘ iny e moltiplicando a* per r_, risnlterd
4 p saby =Wy . Lo st isultato si ottiene
a.y;t-by:ﬂ +saby =¥y, . Lo stesso risultato si otticn
usssrvanda,rhcvyzmj;l.-b]”ﬁ giacche se s & cio che divie-
ne yy cambiando y mell’uniti, ed y L. in 5;, viceversa s
= x x
2 i Tk e g
div il valore di gy quando ad - si sostitnisce y .editer
mini indipendenti da :_ si moltiplicano peryr.E poiché V’yt
& cid che diviene yy quando in esso si sostituisce vy ad y
= F
sark vy = m(ay:+ b,v’_H)A- H@',...,'P b)'“q)= a’)f;hwbyﬂl
by  come prima.
T

7. La regola data nel n.® precedente onde trovare V"'Jrjr
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serve pure a trovare Afy ciod la differenza i di y , giac-
3

che v"y] si cambia in A’ y,: © piuttosto si riduce al caso specia-

le di Aly , quando s — 1, poiché si & veduto aln.” 1. es-
x

sere a(.L- 1 ) la funzione generatrice di Ay ;e quindi poiche
,

:
(5
sostituendo y
o

avdly =y iy
8. Se in vece di sviluppare s secondo le potenze di

= si sviluppi secondo quelle di% — 1, ¢ sidenoti per & ( +—1

; s
un termine qualunque della serie che ne risulta, il coefficientedi 2

o e ar — ] ==t

i (_‘_ .) sard & (,M‘ o s cc‘)
= kAry secondo cid che si & veduto nel n.” precedente, ¢
come apparisce dallo sviluppo di (L!—l) colla: regola del

binomio neutoniano, moltiplicandone i termini rispettivamen-
te per quelli di % per avere tutti i prodotti parziali che con-

k =i f P

tengono il fattore ¢ . Cid posto con riflessioni analoghe a quel-

le del n.° 6. si rileva, che si avranpo tutti i termini di ¢y
x

),

in luoge diZ —1 e trasportando I’ esponente n all’indice

sostituendo per ogni valore particolare di k( -

del segno della differenza, cosicchié ne risulti A%, che rap-
x
presenta pure generalmente ciascun termine di ¢y . Per que-
x
sta regola simile alla data nel citato n.” 6. si avrd yiy , po-
x

nendo come si & detto in s, sempre supposta funzione ‘di
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~, Ay_in luogo di = —t,0cid che tornalo stesso Ay +1
= =

i luogo di-. Sviluppando allora §* secondo le potenze di
A, si porrd quindi nel risultato, Ay in luogo di (Ay )*.e
£ z
ﬁ‘yx in lnogo di (AT)‘ ec., e finalmente i termini indipen-
ti da Ay , che possono considerarsi moltiplicati per (Ay ) si
= &
moltiplicheranno per A%y =y .
=
9. La dimostrazione del n.” precedente puo ricevere una
maggiore generalith, poiché se sia s funzione dir, ed rsia fun-
zione di - di modo che il coefficiente di ¢ inur sia Ty 5
FS
si avrd v‘;z sostituendo in s, ﬂyz in luogo dir, sviluppando
in seguito s secondo le potenze di Thy , ed applicando al so-

lito gli esponenti alla caratteristica I1, cioé indicando per n

un esponente qualunque comprensivamente al caso din=o

col porre Iy in luogo: di (Hy ). Nelle supposizioni del n.”
x x

reced. si ha r=-- — 1 funzione di =, ed s & sviluppato
P . ; PP

secondo le potenze di S-— 1. Quindi ur=u ( L=t ) . ed

il coefficiente di # in ur &, come gia si ¢ veduto al n.” 1.,

Ay, cosicehe Ty in questo’ caso diviene Ay da sostituirsi
z B x

e b R4 N

in & in luogo di ~ — 1 per ottenere poi I’ espressione di Y,

nel modo spiegato.

Si raccoglie pertanto generalmente , che lo syiluppo di

; ete p 2 IETURERD |

iy per una serie ordinata secondo le variazioni successive
2 7

di My , Iy ec. si riduce alla formazione della funzione ge-

neratrice di vy cioé di us', allo sviluppo della funzione stes-
P
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sa secondo le potenze di una data funzione; e finalmente al
ritorno dalla funzione generatrice cosi sviluppata ai coefficien-
ti variabili corrispondenti, divenendo gli esponenti delle po-
tenze dello sviluppo gli mdici della caratteristica di questi
coefficienti. Il passaggio da questi coefficienti alle loro funzio-
ni generatrici, e viceversa costituisce il calcolo delle funzioni
generatrici di cui restano a vedersi le applicazioni.

10. Rischiarata fin qui la Teoria delle funzioni generatri-
i ad una sola variabile seguendo collo stesso ordine le¢ pro-
posizioni stabilite dal Sig. Laplace non & difficile di preveder-
ne le molte applicazioni; e si richiede ora mostrarne quelle
poche, le qua riferiscono alla soluzione delle equazioni al-
le differenze finite coi coefficienti costanti.

Sia pertanto I’ equazione generale alle differ
ficienti costanti 2, &, ¢, 4, ec. e col secondo membro nullo,
che trattasi di risolvere
ayx+m+ﬁ]=-—m—."‘"'+f}'z-4+g)'us+w’a~m+7)’mﬂ_"-yz 2
ovvero

T o ).
Considerata la fanzione % del n” 1. come generatrice di
¥ & chiaro per le riflessioni esposte nel successivo n.” 2, che

f

nze coi coef-

= __+- sard Ia funzione gene-

o

- 3 PIN5+QIZ+I)

quantitd, che pud rappresentarsi per —gy . Ora essendo se-
x

e

ratricedu—(ayum by” 4

M r-Hi e

—u(u+f’—+- -+ L

condo I’ equazione proposta y = — iy , sard anc| =
q propi 7= VI ard anche Y =

=N finché x—m non riceva un tale valore o negativo ,

zioni
ai quali I equazione medesima pug riferirsi, essa
i Prima pertanto che cid avvenga, si cgu
L termini corvispondenti delle due funzioni z.

od anche posmvn per cui secondo le particolari cond;
dei pmblcn'

€ per trovare una
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equazione fra le medesime sard d” uopo sottrarre dalla pri-
ma tutti que’ termini pe’ quali non si verifica 1’ equazione

=t

E= 4
Foun? | STVl dalla seconda, oltre i] sottrar-

A Tk
ne le quantitd, che si riducono alla forma — vyt eper

le quali pure non si verifica la stessa equazione, si dovranno
inoltre levare quelle, che non possono ridursi a tal forma, €
che sono introdotte dalla moltiplicazi della funzione u per
T esposto fattore. Cio premesso affine di rendere la cosa pitt
sensibile si osservi essere

7 ». £ f
u(T"‘T"""TT"’F"""

= 5 1’4-50)

Cayvdileqy Biegrit ot Do s

— -1 o *
— C.
(prt —prt pyt +pyt..... o )

-3 —a — o =
—lerp +ert +ot I"FSJ’a’ +gy_“ B ec.)

—4 -3 — i o P
byt et eyt +}}f4t Hfypi _,’}rmt -+ ec.)

o
i by t -~ec.)
abeni—t

= Py —ma3 —
—[Zayqt M‘%—bylt o by t -o-by3:

m m +4

3 —m =z
=+ay ¢ gy b ec.

et =
—+ay t +ayr t
3 2 zm

e
+a
o

ovvero, ordinando secondo le potenze negative di z, e succes-
sivamente secondo le positive si avri.

P L3 £
_u(%-‘-r-f—rg—t—j ............ sas
—(gr+p)’l+gya+ﬁ—a,,,u ...... —q—bjm_

R
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~3

— gy, S e .....+b]m_'_}+ayw_3)t

i 3 Harat
—_—ay

by 5
= gyiine oyl gy, +J5’4. ...... =By A ay )¢
—iﬁ",+PJ’a+5)’4"'-"35 ripae b . brm +aym+l) t
G e o Il e

- : 2 5 A5 e S

E facile intanto a vedersi, che il cocfficiente di ¢ puo

esprimersi per — w7y, giacché esso @ appunto cid, che di-
—t

viene la quantity come sopra

rappresentata da — v, allor-

quando in essa si pone #=— 1. Si vedr pure che il coef-

&=

ene la qua

ficiente di ¢ +q

ciente cid. che

che si fa x=—o sottratio per

T 5 ., =3
il coefliciente di ¢  nel te

+g'y7g+p_)’_', e quello di

Y essendo lo stesso coeffi-
ntitd espressa da —yy allor-
=

0 il termine — gy . Parimen-
—

TR _g =P Tt gy ecosi successivamente finché pel coeffi-
—3 — -

ciente t_“ §ioavrdh — gy -~ gy
—m

-+ by , = —ar,. Sirileva ez
£ o

x - .
£ &....¢ sono rispettivame;

=V Sard quindi ancora
= P £ £
u( Lo+ e

=
—-V!'_’t —(v.r

—gr_ )6

rzo termine riesce = — v

120 termine ries S

£ na quarto & = — yy .
—i=t +Py—m+) 2

andio , che i coefficienti di .

e VL iV 2 — O,

Uy

a
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—ay £ =y — Y A= O VI Confron-
) o T Vyn ‘7)’3 x

tata ora questa funzione colla u, e supposto che 'ugunaglian-
za dei termini corrispondenti non cominci, che fra il termine

—vr . ¢ dell’ una , e il termine y .¢" dell’altra, & chiaro, che
o n
: n
sottraendo dalla prima tutti i termini precedenti a —yy .t €

5 2
dalla sceonda tutti quelli, che precedono y ¢ ne nascerd

I" equazione

= ' L] I Sk
u(-"-+l—‘+’1‘+—‘7...<.. +‘,_,-|-i,,}

—T —2 o
=Vy_pt oy~ ) Vo Je
s A-+aynt—m +vyn+ Vy‘. :+vyn. t

i
.*—'R—jg—-)’x.!—yn-f‘w--—}’

<2
n—1

+ v,

pouendo
= —

—3
i b gy gy e R

= =1
"_‘.z +yc+fi-t~+)’n.t‘ b ol
si otterrda finalmente

(). 2%

IR PO
3 =]

™ = =
t +qt =+ pt -+ gt
e quindi per avere il valore di y non resterd che a svolge-
=
re in serie questo valore di w secondo le potenze di ¢, per

Tl T/
trovare quello del coefficiente di ¢, che sard il ricercato. A
cid potranno servire molte maniere di sviluppi, fra i quali quel-
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lo, che sembra piii opportuno, consiste nel decomporre, qu
do sia possibile, la frazione esprimente la funzione generatr
ce di ¥, in altrettante quanti sono i fattori del suo denomi-
natore, locché equwnln, quando lo stesso denominatore abbia
solamente fattori disuguali, e possa in essi risolversi coi me-
todi conoscinti per la risoluzione delle equazioni algebraiche, a
trovare altrettante frazioni col numeratore costante quante sono

le radici dell*exquaionie £ gt —-pt gt Abida=0.
11. Per applicare le cose spiegate nel n.® precedente, si
prenda ad esempio il problema appartenente al giuoco degli
scacchi proposto dal geometra Charles, e poscia risoluto colle
differenze finite dal Padre Gregorio Fontana (1),e dal Branac-
i (2). Tale problema dall’ ultimo de’ citati Autori si enuncia
cosi: ., Data nello Scacchiere una casella qualunque, e suppo-
nendo la torre posta in una casella parimente data; si di-
manda in quante maniere la torre facendo x mosse, possa
andare dalla casella o scacco in cui si trova, alla detta de-
terminata casella ..
Indicando quindi per ik il numero delle maniere nelle

quali la torre partendo da una sede qualunque dello Scacchie-
re pud ritornarvi dopo x mosse; per z il numero delle ma-
=

niere nelle quali la stessa torre facendo & mosse dopo cssere
partita da una sede qualunque pud fermarsi in un’ altra, che
sia colla prima nella stessa linea parallela al lnto dello Scac-
chiere; finalmente per u, il numero delle maniere nelle qua-

Ii quel pezzo fatte = mosse pud fermarsi in una sede diversa
da quella da cui parti, e non posta in una stessa linea paral-
lela al lato dello Scacchiere, si hanno le tre seguenti equazio-
ni gid stabilite con ingegnoso raziocinio:

(1) V. Biblioteca Fisiea Ui Encopa
Tom, VIIL. pag. 29, & seg.
Tome XIX.

() V. Brunzcci, Corso di Matema-
tica Sublinie, Tom, [. pag. 131,
33
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14 —
)’I“-O-l 41,
“ =
2tz = ¥ bz 7
3w —oz -t1a3u.,
P ©
E prima di risolvere 1' equazione
Y ﬂyxw—w”‘—lﬁﬁy‘, ovvero
i 3 0 )
T s B et B T T
che pel Brunacei viene dedotta dalle precedenti colle oppor-
tune eliminazioni, giova col soccorso delle medesime trovare
i valori di Tp Yo XYy yé, Yo Yo €O anche per far veders

come il metodo delle sostituzioni successive conduca qualehe
volta a determinare con maggiore facilitd, che non si otterrebbe
dalle formele generali,ivalori particolari diy‘. D’altronde i va-

lori di y ., Y3 ¥ ¥, sono necessar] come quantitd costanti a
® 2

fissare 1’ espressione della funzione generatrice, il cui sviluppo
determina poi quelladiy . Gid poste, poiché & manifesto essere
=

u =o,fattonella 2.,e nella 3. delle precedenti
T

equazioni 4=T1, si avri z =y -6z +7n,=6, u =13 120 =2.
e i T

Quindi posto =1 anche nella 1. si ha yn:lJ,z = 14, Fat-

to ora x=2 nella 2.2 viene za=_y"+ﬁzs-l-7fta=647 dun-

que ponendo successivamente x =2, % nella 1.° sard
84, ):4:;4,%:896. E posto x=2 nella 3.% sark

i
z 120 =36, ¢ fatto x=3 nella 2.* viene zq:x —4—6;3..-?;;'!
o o

oBo. Per trovare

=720, e quindi dalla 1% si ha y = 4. e
il valore di z da cui dipende quello di e si osservi, che posto

z=3 nella 3.7 viene a4=153+|2u5=5lm‘ Pertanto fatto a=4
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nella-2.% si. ha finalmente zé—y4+6z4+7n4;q|36, onde dalla

1.2 si ricava 75='47',; 127904
5
Sl B 3 ] 3
Ripigliando adesso 1" equazione — L

Bl rr=ee paragonandola colla (A) del n.® prec. si ve-

dra essere g = —, p=— %”q—-;—; annullandosi tutti gli al-

tri coefficienti della formola generale. Sari dunque la funzione

3
generatrice di y _espressa (n.” rc.) da —ﬂ;——mf =
'+ it
§t).13.168
0 i Bir
il pift piceolo valore di & che verifica I’ equazione proposta &
quello di x=1 come pud facilmente sperimentarsi dopo le cose
dette. Percid applicando la formola (1) del n.” prec. si ‘scorgerd
—i

essere nel nostro caso P(¢) =vyy ¢ -y annullandositutti
w_t +wr,

Per determinare @i#) conviene notare, che

3
57,

gli altri termini di quella; ed essendo vy = <z Vi

3
1

+ﬁJ—Ml sard vy =-o, vy =—r:dunque Pl =—"-

=
S s 1y 14(1=1=13)

F 3 by = Ay

B percit i avrd Gy = e i — IR i

frazione, il cui denominatore si risolye nei tre fattori L‘ —6,

: ' 2 s
= — 14,5~ —+2, ed eguagliato a zero, di quella stessa equa-

zione da cui dipende secondo i metodi conosciuti, I’ integra-
zione della equazione proposta. Si tratta pertanto dopo aver

fatto—- = ¢ di risolvere la frazione 7 nelle tre

a
Ey T
altre -4 € nelle ik A

= i quali i numeratori sono quan-

tith costanti. A determinarle varrd il metodo de’ coefficienti
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indeterminati pel quale si avranno le tre seguenti equazioni
A+B+C=0,—12A—4B—20C—1=0
—7A—3B+21C+3=0

da cui s ricava facilmente A=§.. =g:0=—7. Ora

pertanto sark u= ﬁ%m 14 ( ]

_— 7 =
P _H) .E poiché in generale =, essendo & una qualun
que quantsra positiva o negativa , si sviluppa nella serie

T s+ ec. nella quale il coefliciente di =t*&evi-

el . e . .
dentemente @, sard percid wla somma di tre serie ordina-
te secondo le potenze di 2, che riunite in una sola danno pel

coefficiente di ¢7, o cid che & lo stesso pel valore di 7

quantita 14 ( —& LGt -+L4 : 14"" oo hlq' (—2 )r_' )

= MOl fyrmola identica alla ritrovata dal Brunac-

i (1). Dopo cid & facile il ritrovare le espressionidiz , e di
=

st - . - . = 3
u . Di fatto dipendentemente dall’ equazione y = |4.zar sard

» e dipend ite dall’ equazione

66741 4F—7 (—0)F
63

z
5. =y +6z +qusi ottiene g = Z2EEAER
CE S S Al £

12. Se in vece di decomporre 1’ espressione della fonzio
ne u del n.° precedente nelle tre frazioni considerate, se ne

14t =r1mrapt
TOBC4-4a0— 1 Bi+1

R : o #).168 o=
richiami la prima forma T S

o 1) . — =
= e e 8 POnER o e A Bl O

«a—D.:’-v—}..:*—»—cc determinando col metodo pure de’ coefficienti

(1) V. Brunacci. Op. e Vol. citati pag. 133,




Mesonia peL Sic. Marcuese Rancont 261
indeterminati le costanti A, B, G ec. si avrd una nuova se-
rie , che moltiplicata in ogni suo termine per 14# dard nel

Fo el
coefficiente di £ il valore di y secondole condizionidel probl.
x

precedente. Eseguite pertanto le opportune operazioni.
la seguente equazione

1—i2t=A+ Bt + C£ + DP + Ett+ Fe'tec.

—18A¢—18BA—18CA— 18D# — 18Es—ec.

44 APH44BE 4 4401+ 44D +ec.

~+168A £+ 168BH+1068C +ec.
onde A=1, B=6, C=64, D=720, E=9136. Si potrebhe non
difficilmente proseguire la determinazione dei coefficienti del-
la sviluppata serie, che cominciando da E ed inoltrando ver-
so le potenze piit alte di ¢, tutti dipendono dai tre preceden-
ti; in modo che un coefficiente qualunque S si avid dall’equa-
zione S— i8R + 440 + 168P=0, supposto che P, Q, R, sieno
per ordine i coefficicnti che precedono §. Basta perd vedere
la corispondenza dei valovi di tali coefficienti con quelli che
si_determinarono per Y Fp Yo dp Xp col metodo delle so-

stituzioni successive nel n.? prec. Essi si troveranno identici
ai coeflicienti della serie ultimamente considerata, quando que-
sta come si disse venga in ogni suo termine moltiplicata per
144, Ne risulteri di fatto 1" altra seric 14~ 14, 6¢°+ 14. 6424+
14.7208%+ 14.9136£5 + cc. in cni i coefficienti di £, i
sono gli stessi valori gia prima trovati in altro modo benche
con minore semplicith per Y Xy yq, Yo X Percio 1" nltimo
metodo spiegato sembra da preferirsi aglialtri per determina-
re il valore di ¥_ in qualunque supposizione di =, che con
~troppo lunghe operazioni soltanto pud ottenersi anche dalla

formola generale del n.° precedente per valori alquanto gran-
di di 2

13. Per continuare le applicazioni del metodo esposto per
1a risoluzione dell equazione generale considerata nel n.” 10.
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giova cercar quella di un problema gid trattato pure dal Bru-
nacei, il quale conduce come si vedrd ad una funzione gene-
ratrice frazionaria, in cui il denominatore conticne fattori egua-
li. Abbiasi pertanto la serie seguente nella quale i tre primi
termini sieno dati, essendo la legge con cui tutti mutuamen-
te si legano espressa dall’equazione yﬂ-a_ﬁy —fiy“_'a-{;r‘

Fey
Indici o, 1,3, 3, 4,
Termini 0, 0, 1, 5, 17, 49
§ T 151 o = indi nel-
1 avrd SR s ey, =0, quindi nel.
la formola (A) del n.° 1o, sara g=—%.;= %,q:—ﬂpu—
nendo a zero tutti i coefficienti degli altri termini che prece-
dono ; ed applicando. la formola (C) dello stesso n.° viene
e

= =l =iglo) det
”—:’ 5 T o by Per d
A—-2t’+T£— T

: g @
P(2) si osservi, che nel nostro caso vy, ¢ (na.) Sy
5 . s . SR
Y, T, ¢ siccome | equazione —yy =y si veri.
fica anche quando z=o, nel qual caso si ha —;yﬂ—;}
“+ay =y =o, onde sard ?'3:59 essendo gid per ipotesi 7=
0, e @(t) nella formola (B) del citato n.® si ridurra a
S 0 0 [T
t . Siavra quindi v = e

i x L. s
BOVEI B = ok (r=1)(z—ap

=z (—— +L) supposto G, €, C" tre quantita

f=p i

costanti determinabili secondo il metodo dei coefficienti inde-
terminati. Qualunque perd sia il valore che di esse risulti col-
le analoghe operazioni (1) svolgendo in' serie i tre termini fra-

(1) V. Buler. Introductio in Analysin infinitoram Cap. 11
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zionarj che ) o I’ultima espressione di u, e prenden-~

do per ciascuno di essi il coefficiente di . si troverd fa-

cilmente la forma di », dipend nte dalla sua i

generatrice. Di fatto essendo percid che si & detto anche nel

T

n° 11. il coefficiente di nello sviluppo di 'I espresso

da 1y =1, e in quello di 5 essendo tale coefficiente

- :
ed essendo inoltre generalmente 5=
'
o

i

-~ +ec. sara il coefficiente di nello  sviluppo di

'

TP

funzione «, il cui coefficiente esprime il valore di y , sara
F3

F i ?
espresso da .2, e per conseguenza il termine della
T 8!

40! 0%

—(Cq—G’x.;—‘-o—C"z")tx-, e finalmente )rz=C-1—-C';r.7_j_'+(l"2z
B

espressione identica a quella, che trovasi presso il Brunac-
ci (1) solo, che si cambj nella prima C' in 2C', locché pud
farsi trattandosi di costanti da determinarsi , cosicehé il me-
todo fin qui adoperato non toglie il maggior comodo eventua-
le di determinare le costanti nel modo proprio dell’ integra-
zione delle equazioni alle differenze. Volendosi perd anche in
questo esempio determinare le costanti colla decomposizione

della frazione—2__ — (—C- Fpliton L) si trove-

—e—ap — —~ —ap |
ranno le tre seguenti equazioni C—+G'=0, —4C+C'—3C"=0,
4C—C'4-2C"=1, dalle quali siricava C'=—1, C=1, C

(£) V. Braoacsi. Gorso di Matematicn Sublimo Tom. I. pag. zc1
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3 = 1 R
Sari dunque = Tt e ),e per le co-

se gia dette prendendo i coefficienti di - nelle tre serie che

i 1

; A x 2 1 5
nascono dal rispettivo sviluppo di =R T e ek

T AF T 37 12,0 1— 0" bl TR el =
T = = (1422 —2 J¢ pel termi-

=

ne della funzione u che ha per coefficiente y ; e sard final-
A

=1 & v : i
mente y =i+z.2 —3 Ccome precisamente rinvenne il cita~
)
to Brunacci. (1)
14. La funzione generatrice del n.” precedente ridotta

1) pud o
primento della somma della serie, di cui si & gid trovato il
termine generale. Di fatto si sviluppa tale funzione nelle tre
serie

(r+1+1+1+ec.

alla forma z [ — + ndurre allo seo-

i
7

Tt
(r+ao+32+4ab+ .. +w2  +ec)
*
(ta22dadd i +a —+ec.)
1 cul rispettivi termini genarnh s0M0  per ordine 1, x.2 s
x . 3 . I’ .
—2 , prescindendo perd dal pnmo termine della serie (3) che

non pud ridursi alla forma —a” nella necessaria S!Lppnsizmnr:
di 2>0, e supposto pure #=1 come quantith arbitraria. E
come detti termini generali, che possono chiamarsi parziali ,
compongono appunto colla loro somma il termine generale de-
terminato nel n.° prec., cosi & facile a vedersi che sommando
i primi z termini delle serie (1), (2), e gli = termini dopo il
primo della serie (3), la rinnione delle tre somme dard la cer-

(1) V. Branacci. Opera ¢ Vol. citati pag. ria.
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cata. Siz quindi 8 la somma della sevie (1)s quale Nui‘ n-
temente si Scopre essere espressa da z, §' la somma della s
rie (2); 8" la somma della sexic (3) presa positivamente, ed om-
Se si rifletta, chnqmwu- s 0-
to I' unita pe’ fattori
e che la divisione arr
to allo sviluppo della frazione

nas

messo il primo termine.
no dal dividere all’in
, fatto poi in sm‘mw z
pe

—1

l(lumu‘ll[(‘ parziale

ed arre-

: e (z+1)ar _ zoarts
lascia generalmente il residuo —— =

stata al quoziente parziale -1 mello sviluppo della fra-
- § ! SN T
zione lascin gencralmente il residuo —-, si vedia pure

; o |
essere ey Sl e
fatto = si avrd J=(

E
8= —a, ‘alré\ ﬂuuqm- finalu

—(r+ \]A-Aa pal —(.L'—O—\);J

a quella

=dbrbra — T
che con altro metodo ¢

15, Sin ancora I equazione y -y
xt-

. @ pure
iind. il Brux

— —) =0 oY
+2 Cakt u

=y —c, la quale esprime le coudi-
e

s ricorrente in cui un termine qualungue do-
ad arbitrio, egnaglia la
ni. ed il

zioni di nna sel
po i tre primi che possono prende
differenza tra la somma dei due antiprecedenti pross

chi pertanto la somma. Osservando

della formola (A) del n.” ro. si

ne generatrice di y sar
r

dente , ¢ se ne ¢

stesso Per determinare §(t), conviene richiamar

)
==

V.

12 e Vol. sopracitati pag, 11a:

.' ono .\ IX. 34
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che essendo mel nostro caso = — & si
i V}'t 'T.m-ﬁ J’Z-ﬁz-‘.)‘,{-‘-l 5

SAEPODEa. Y. 0, y =—1 sussistera |’ equazione —ygy =y

" ° o

ed anche =y =y nella supposizione di a=o0. Percid & fa-
x

cile a vedersi che @(¢)si ridurra nell’ espressione generale del-

—1 1

laformola (B) del citato numeroal solo termine ¥y _ ¢

> - =t

sicché sara o= = —t——5 = =7
U= Tomimi T e Pl —1

—z

i oy T e
( dopo aver fatto 5 = - ) = e

2 g H izl T
ey e ) spezzando il valore di uin
n’ 13, ¢ sard in ultimo

Si vede facilmente, che il termine generale della serie prope-
Eey

sta & espresso da — ; (—1) , e che per

averne la somma & d’ nopo raccogliere in nna le tre somme

di & termini corrispondenti delle serie, che danno come so-

pra it valore di u. Ora siccome I’ ultimo termine di queste

setie, indipend dal i ico, & rispetti
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e i ) e S
yamente ————; — 5 percié con un raziocinio

S' la somma di  termini della serie; che si ottiene sviluppando
=1, da cui ricavasi §'= =10
ey

fatto = Si vedra inoltre essere (
#_ﬂl) 5", indicata per 8 la somma di x te
=

ni della serie che nasce sviluppando = , ed 8'(z+1)

e S
z=1. Finalmente essendo 7_.",(

4 la somma cercata

generale ¢
)l secondo mesbro nul
inare quella, che avendo il secondo
membro funzione di @, o quantith costante, ritenga tutte le
izioni della precedente. Sia pereid 17 equ
Lt i B L
ovvero

= L e e S et O

consideri al solito # come funzione generatrice di ¥, ed
P

4 come generatrice di X, la quale

o) ¥ (2} &l
e s &
de X quando in essa si sostituisce

imile ad #, cosicche

esprimendo per X ' § valori che pren-

in vece




260 SvuiLe Funzront ec
di z, essi oceupino nella o gli stessi luoghi oceupati nella
day,y. b T Cio posto, poichi: in conformita di quan-
o

to emerge dai precedenti nf 2. 10. u (,l & +%

3

=+ %) & la funzione generatrice di V)‘nssa\‘:‘l faci-
le & vedersi, che si avrebbe dipendentemente dall” equazione
proposta, u—u‘:—u(—'fi -a-!—’:-v—% {‘ e } se
valesse in ogni supposizione 'Y.c_x:_Vj;' Ma siccome que-

ione non si verifica che dentro certi limiti, e secon-

iverse condizioni dei problemi ai quali si applica; per

esempio, quando z=n, ovvero a>n, e non quando x<n, on-

de avere un’ equazione fra le tre funzioni soprindicate sard
&’ uopo prima sottrarve da ciascuna rispettivamente i termi

che hanno per coefficienti, quanto alle funzioni u, «,le quan-

@) L) la) (=1}

titd y 2 ¥ rcht:X X X , & Ti-
4 n=1

spetto alla funzione (w"—‘- +E+E+ %

quelli ne’ quali il coefliciente ‘delle potenze di ¢ non si ridu-
e alla forma ¥y, o anche riducendovisi moltiplica pero una

¥ e ool 5 i
potenza di ¢ inferiore a ¢.. Cosi, essendo, per ¢io che si & pure

dimostrato al n.° 1c. la stessa funzione (‘i+%+f;+%.
. —ar )t
3 —n
-+ Tar b+ vy

—t 2 2 zx
== 2 9y o P V5 A
A b5 S et

si dovranno per lo scopo accennato sottrarre da questa espres-

sione tutti i termini precedenti ayy £ Si avr pertanto
n
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=1 (o) (1 (2) a
—u X, X
,‘_),"_,y‘.:—ya.,:‘ it w+-X Xt
(n-w).tm—.=_u(j;+_!,:_+%

—
oyt e HYr

—
-ay +Vy°-o-qyJ.c+vy1.t’----+\'}fﬂ_,.t
s L B O )]
v s —X =X .=
S ¢ X
(n=—1) nB=
&

—X: S vy_'..e_r+ (Ve qym)t_

{E)a

=1 —m
ol G e N OO sl F L

n—1
o2

1

sard

24
=

P T e T T
¢ subito queste formole generali, si con-
sideri il problema gid trattato (1) dal Brunacci, ¢ con eui
cercasi, essendo x il numero totale delle palle esistenti in un’
urna. la probabilita di e X 50 un numero pari di esse
e la probabilitd di estrarne un iero: dispari.
Rappresentando per 5 la somma dei casi nei quali il nu-

mero delle palle prese sia pari, ¢ per = li somma dei casi,

ne’ quali il numero delle palle sia dispari, si hanno secondo
il lodato Autore le due equazioni

(1) V. Branacci. Opera, e Vol. sopracitati pag. abo. & iaguente.
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=y +: = 1
yt-‘-! r: z!: zr\-t-l zr+]1
da cui colla opportuna eliminazione, ¢ riduzione si ottiene 1'al-

tra y -+ - . la quale paragonata colla generale (D)
= Foe

del preced. n.’ 16 di X=— L :—L—,a:i/:{::...
g K e, 2y =y,
Pertanto applicando 1a formola (F) del citato n.” sara

- (%-{—% th Lt e e )+¢(g)
w= .
— -ir:_”-‘!-l

poichi Vequazione proposta non si verifica quando z=o, essen-
do allora —o, come & evidente per la natura del pro-
J P

blema, e d'altronde si adempie quando z=1 , avendosi allora

= ety 3 {
¥.—2y =1, percid Pz} si ridurk a —X “’3_} , e sari final-
3

L 1
ﬁ(71+ﬂf+‘t....‘.+-;t+ec.)
mente 1 = =
—
—4t 4

ik ; e
. cosicché fatto nel denominatore # =z si trat-

el

terd primieramente di svilappare in serie locche ese-

(0 S B gy SR
guito colla successiva divisione produce :u—_-k?«k-j,-

e 2ma 2 A
it Ze o, =tapadtla f ohee serie geome-

trica, di cui la somma per x — 1 termini fatto ¢=1 dard il
coefficiente di ¢ nella funzione generatrice u: Si avrd cost
=) =" '—1. Di fatto il prodotto (¢+£ 2., ..

o

bt ec )t a4 * ") essendo sviluppato
secondo le potenze di ¢, di pel termine affetto della potenza
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F—a x| 2= x .
.42 =2 —i)t, locché conferma la

e Rt o1
£, &t 4
regola gid data. Pertanto essendo per la prima delle stabilite

e —i

r a1
—1—2 41

—
x41 Tz

Imente secondo le note regole le probabilita ricer~

equazioni z
=

trovano [
cate.

18. Sin ora Pequazione alle differenze di secondo ordine
, la quale esprime le condizioni del problema c

cui cercasi il valore di'y denotante il numero dei modi, ne’
r

rtirsi in altri due

quali un £ mtero x pud
i i della s » naturali da 1 ad x inclusivamente.

Sard pertanto eziandio y 1=y 3 yri confrontando que-
£ e

sta equa

done colla generale (D) del n.

comg=o, X=—1.

di per la formola (F) dello

w=

—h-u+.-+n-:. :v...a.;-..m; Ora poichs Tequs

sta non sussiste finché non

1 qual caso si v

y3—2_)rl :,ovveroya:l u:wndo)r' ard g

B L e T e M

Sadeiit il c.), it
= =

. el

fatto ¢ =z; e decomponendo

dendo la differe somme di queste due serie per
F—1 termini in ciasouva fatto prima

1, per le cose gid
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dette anche nell’ esempio del precedente n.” 17. sard
LR S{—1) =t |

19. Giova qui richiamare un altro problema risoluto pure
dal Brunacei (1) col caleolo delle differenze finite, al quale
si applica il metodo esposto al 0. 16. di questa Memoria.
Sia la serie ricorrente cogli indici corrispondenti

Indici o, 1 BB
Termini 1, 2, 4595 30, 157 wiive oy,
la legge della quale viene espressa dalla equazione:
5e__ Feud
—afy ovvero dalla y +—=—"2
Pl N
. Confrontata questa equazione  colla (D)

del 2 16, wand X=— 2 . g=— o p =2, ¢=—

ah
3,
¥. ¥ 6; 9
Y i _:fﬂ Ik, 94“.__’;*_ ¢ nella formola (F) dello
= 2]

stesso oum.” sard uw= 4;':(a°+5r+5'z‘+53:'....+5*.f'+e.:.)

Sk _(ggnl,.s‘.‘_r,uu.s:p" e e M) B o L e Ui |
= - i =

%
5 B AS,  ABR e ¢ :
SOt PR bt per determinare @) si
I — i
osservi, che verificandosi 1" equazione proposta anclie nella
supposizione di z=o, giacche essendo per ipotesi y =1,y 5
o '

y =4 ¢iha da essa per l'appunto =9 anirannoe nell’espres-
2
sione generale (E) di ¢{r) del n” 16, tuiti i temn

X teo. gy s vy b eo. el y oy £ oo e rostor )=V
5 o =

s —3
gy, =gy )t VY —pr_Jt
2 T -3 2 1

() V. Braascel. Ogera ¢ Vl. sopra indicati pag. 10g. & seg
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-3
o (A H
1z 7 ol
—_— +Lf —_¢ ;e sara finalmente
5w E
e DSBS B Tones " M i 2004 Je fatto ==z
= Fi—graabt—'—a4 =

nel denominatore, si ha ancora

R e AP L e o et i 10
3% P ala—ag
D o L ey s i

A=)

LA=i 0
43 5 4ec) ...

e
....... —+4 .0 ~-ec. ) -+

Ta TS
]

o0 ey
(12t —g¢ 4t _)(%(t+a£'+_ﬁt'.. £+ ec.)

JEa e
3

—(t4-34-3 e P LR

a awd : ol :
e T }), Ridotta la funzione generatrice a questa

forma, & facile a vedersi non essere la medesima, che I’ ag-
gregato di pin serie tutte ordinate secondo le potenze di ¢

all* infinito, Sommando pertanto tutti i coefficienti di ¢ nelle
diverse serie. il risultato’ sari il valore o diy ; e per
=

a

trovare tali coefficien: rd d’uopo, prima di tutto fatto =1
per maggiore semplicitd, prendere la somma di x termini del-
Tomo XIX 35
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le tre progressioni geometriche , ciascuna delle quali ha per
5 iR : 5 ) =
primo termine 5, essendo poi 2 = rispettivi quo-
zienti, ed in seguito trovare il coeficiente di £ nelle altre
tre serie, che hanno per primo termine comunc P'unitd, e per
quozienti rispettivi i numeri 2,3, 4, essendo ciascuna moltipli-

) = - =3 e 3
cata per la quantith 13¢  —7 +¢ . Cosi si avrd

e i 41
)+—-(:) —4 )| 12.27—7.2  +2
B 3

; )
{ .4 —7.4 +4 =

S5ekhars 3 S 4 : : s
.%_..i , espressione identica a quella gid trovata (1)

dal Biunacei.

20, Prima dinnoltrare alla soluzione di un altro proble-
ma & opportuno 1 osservare per maggiore chiarezza e como-
dita del calcolo , che esso richiede , come valendo risolvere

B

=

una frazione della forma in tre altre =
e RE—e) —a

i trova general e : i
; si trova generalmente A G B e mil
. e quindi supposto, che a, &, ¢ sieno le tre

P e B e aa 1
a 2 ry 718 8CCONLE

'
C ==

radici cubiche dell’ unita 1,
¢ I terza delle quali si rappresentino csiandio per «, §, sari
in questo caso A=, B= L;i = II" come si ricava aven-
do riguardo alle conosciute proprieti delle rad cubiche del-
I unitd. Cid posto cercasi I"espressione gener: le del numero
dei modi, ne’ quali un numero intero x pud partirsi in altri
tre disuguali sopra z termini della serie de’naturali. L’ equa-
S C—— e S SR

(1) V. Branacei. Opera e Val. citati pag, 115
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gione, che esprime le condizioni di tale problema, indicando
=)

oy vero

il numero ricercato, & —y =
per y_ il numero SR z

, la quale paragonata colla g(:ner;ﬂc

7 ©e=p—g=0

5 © per la formola (F) dello stesso num.*

)
3

_ [==sor—tr)
= 3

e Gt ) (7 =)

Per datvrnmmu #(#) si osservi, che I equazione proposta sl
s non sia z=o0, nel qual caso avrebbe
— 1, mentre d’altronde per la natura del problema

o, Pertanto @(f) si ridurrd nella formola gene-

® 16, =— X{® = — 1. Sara dunque

(3= o — e 3—a drl— 1Y)
5

( (i B 0
3

x( S ’_;—)):

{ =By e ) (B— a1 {30 Bl 1Y —

e o ettt )

"}X

—{B 1ot 1) (B0 B 1) S — 1 O
e : { i ) X

('?(1+t‘+r‘+m-.

R S E N (e e ))
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ot : 5
fatto al solito £ =z, e poi decomponendo la frazione

nelle. tre sopradivisate, ¢ restituendo ¢ in lnogo di £, B fa-

cile quindi a vedersi anche per gl esempj gid recati, che il
valore di y si avra raccogliendo in una sola le somme di
x

nove serie ciaseuna di termini x—1, e si vedra pure, che fat-
to t=1 le somme parziali sono le seguenti:

—%(&[[-{-xu-ﬁ..-o-l:_')):

i e
T\ ra )—

(T )=

';T( 1234 ‘-a—{x—rj)_

L(ﬂ”"ﬁ_m“a.._m”“-._m:.)— (“""“—‘")
3 .‘{ﬂ R (a—1*

s [ 2 a=3 =4 a [ 1—3:
_1‘“(_6 +2f 438 *B"')=5,4u{':(;:r_}'z)

:_( (—1 )]_’-i-(—r)’_“—n—(—] )I—a-hpcA)_i‘lﬁ 1-(—1 )‘)
e e Tl

' s =3 \ frmt{—)
%((_.)”' ) T ) T e ﬁ{ﬂf;jl_
Ii d’ uopo osservare che la 1.2 delle indicate somme & quel-
la di una progressione aritmetica, siccome pure lo & la 4.2
La 2.4 ¢ 3.° appartengono a progressioni geometriche , si
come pure la 7.9 8.% e g% Quanto poi alle serie 5% e 6.
I espressione della loro somma, che & la stessa per amendue
variata soltanto o in § o viceversa, tfovasi come segue: essen-

sa  a—d T
do wle +20 +3u” 4-o-v:c‘)

EFT
si trattera per avere la somma 5.° di prendere z—1 tern
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della serie che nasce sviluppando colla successiva divisione la

: 2 e
frazione —— . posto inessaz=1,8=-—_:¢ moltiplicar-

mini di serie st ha generalmente dall’ equazione
D

8(z—a) + 25 Ll

= 1 stabilita coll’ osservare , che

—1)eino dello svilup-

arrestando la divi

ione dopo il termine

Fa=t  (a—i)a”

il residuo & =

nine

(r—1)a®

po, cioé dopo il te =

=

e quindi sarik S = (ﬂ— “+ l) i (z—a)*; e fatto

come si ¢ detto in questa espressione z=1, e rispettivamen-

i3 1 inlic i i :
te a=—, a T moltiplicandola pure rispettivamente per

¢ 6.° gid indi-

aar—s af—

FaF» © PO g ne masceranno le som

cate. Cid premesso per raccogliere le diverse somme che riunite

costituiscono il valore di y_siriducano primieramente le due
=

somme 2. ¢ 3. unendole

ieme, le quali d

i SN ( Lo =t u (nLPl o — 3
=T (3—\)« 5N t
Cosi riunendo le due somme 5.4 e 6.% risultera

(a" + %+ 3x —a); e

o
a1}

dalla riunione delly 8.2 ¢ della 9. si aved il risultato

- £
+3 +(—1)): e dalla riunione di tutte le somme si avra
finalmente

g £, L
— ?4—(11 +a + 8
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P v, el
—& 3§ —f I —=X

s (e o e T ) )

formola identica a quella che si sarebbe ottenuta perd con
1R processo alquanto prolisso, e brigoso, dall'integrazione del-
I’ equazione proposta esprimente le condizioni dl.l problema ,
nsando del calcolo delle differenze finite.

at. Il metodo fin qui esposto si applica pure a quelle
equazioni alle differcize , nelle quali la quantit ncognita &
funzione di due variabili, purchéal una di esse non cambj al
variare dell” altra.- Prendasi ad esempio il seguente problema.

,» Data una somma ¢ al fratto semplice annuo di m per
., 1. i cerea la somma 2, che vuolsi annualmente spendere, per
., consumare in a anni e sorte, e frutti. ..

Poiché la sorte residua al principio di ogni anno detrat-
te le somme gid spese, & una funzione di ', e di z, prenden-
do = per un numero qualunque di anni, potri essa general-

mente rappresentarsi per S Cosi la sorte residua al prin-
=

cipio dell’anno (z—1)®"* sard y . Ma per le condizioni
P . ' r—t !

del problema y deve produrre nell” anne (z—1)*m™ il
i
fiutto my e deve purealla fine di esso diminuirsi della
gt

somma &' per formare la sorte residua al principio dellanno
a%ime, dunque si avrd Uequazione y Y, my —z.

P PRt
ovvero facendo crescere la 2 di un’ unitd

s = (m+1)y, —=,
o et o

ossia ﬁ:ﬂ A

2y m

le (D) del n.* 16, da X=—
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a ¢=....=p=0,e per la formola (F) dello stes-
50 ero si ha
't ol
S e A
% — s
A
ey
42l

Per determinare @(z) si rifletta, che I’ equazione proposta sus-

ja 2—o0. In questa supposizione altresi si dete

ndo che y , = ¢ cosieche dal-
w1

siste finche
mina il valore di y , ossel
o

5 : e A S |
I equazione proposta nell” ipotesi di x=0 si ha X '=—,
: s il z e e
iy A et e Dunque do-

vendosi prendere nellespressione di 6i(¢) della (E) (n.* 16. ) tut-
precedenti valori, siccome quelli, che non si annullane, e cor-
ti i rispondono al caso in cui I'equazione non si verifica secondo
—:

4 pereid plH)=r =, ST

£

Pipotesi da cui deriva, sa

e D
INY T e s £y
o (x (c=a')—"
o 5 (w1}
e quindi verrd u = s € perle
—{m—+1)
cose dette nei numeri precedenti sara y == — «'(m -+ r)x_(
o

—x'(m—+1)

) Tt . b
—+{c+2)(m+-1) . Parimenti sard y =—
FA

csimo

~{-+a)(m-+1)*=o0, giacché nel principio dell’anno (x+-1)
deve appunto essersi annullata la sorte ¢ secondo lipotesi, e

L 1 o ST i p : z
quindi sarh a'—z'(m-1)" +{c+;r)m(m+;f 0, da cui si ri-
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Tmr17
il Marie sciogliendo in altra maniera questo problema.

22, Sonovi alcuni problemi, i quali nella loro risoluzio-
ne possono ammettere promiscuamente uso del calcolo del-
le differenze finite insieme a quello delle funzioni generatri-
ci. 8i cerchi a cagion d”esempio in quanti modi il numero
qualunque x intero possa partissi in quattro. pure interi, e di-
suguali sopra @ termini della serie de’ naturali. Sia il nume-
ro de’ modi richiesti espresso da z'"Y: e quello dei modi ne’

cava a'= , risultato conforme a quello, che ottenne (1)

quali & pud partirsi in tre presi nella detta maniera si espri-
ma per z" . Avra cosi luogo equazione z* — =z,
= 2 oy a—4
ovvero z°  — £, la quale , quantunque con calcolo
iy oz x g
sommamente operoso , potrebbe integrarsi secondo 1 metodi
Quindi ad' ottenere il prefisso scopo sembra dover
preferirsi altro metodo, che vi conduce per altra via piil sem-
plice e pili breve. Percid osservando, che I equazione propo-
sta da I’ altra 2t =3 x_‘-o. ety ik e
cui il secondo membro costituisce una serie il cui termine ge~
nerale & =", e chie si tronca col termine 2" eselu-
4n 2—ir—f

sivamente, essendo.z un numero tale percui riesca 2 4(6‘
2 i

Intanto, poiché il valore di 2" dato per 2. si ha dalla for-
a4

bra=3bx-47 =1 are o 5
mola e s i ey del n.” 20, ponendo

in essa, x—4 in luogo di », cosicchis la formola stessa cosi ri-
dotta pud riguardarsi come il termine generale della serie pro-
posia presa perd inversamente , nel quale attribuito ad z il
minor valore, che renda la funzione iy maggiore dello zero,

(1) V. Marie. Lezioni Elémeotari di PP. Canovai; o Del-Riceo.
Matematicho tradotte ed illustrate dai vione. Firenre 1863, pog. 580,
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essa poi cresca successivamente andando verso i termini pin
grandi per la differenza di quattro unita. Sard pertanto, onde
avere la somma di questa serie, o cid che & lo stesso il valore di

y
]

B . . G(x—yp=3b(r—1)rd7
2% . da integrarsi I’ espressione ) s s L
» [
as=biiet ———ﬁ—ﬂ""'“;*gﬂ? e —-'—8‘)‘ S e quale per-
9

¢id sommata col suo integrale preso nella supposizione della
. Bhxe—p)  abpx

differenza =4 dara z"( = = o o
—ipr et je—s 69—Bizraly =1y
St az gla—1) ot 9c}l~.)+ £ T

)e)x

o Bl

S

g gﬁ_" ).,.(;, dove G & la costante introdotia dalla integrazio-

ne. Qui & d’ nopo prima di tutto osservare . che la quant

{—I), nella integrazione esegnita si & considerata come costan-
te, poiché, come & facile a rilevarsi essa non varia al varia-
re continuo della & per la differenza 4. Trattasi ova di detes
minare la cost: € per guattro casi div giacche dipen-
de essa dal primo o se si voglia dall'ultimo termine della se-
rie, a cui secondo la diversa forma di x rispetto al multiplo
di 4, corrispondono altrettanti valori di . Di fatto potendo
« appartenere ad una delle forme 4n-+0. dn+8, 4n+7, 4n+6,
essendo rispettivamente x—4 di una delle forme 4n+-5, 4n+-4.
4n+3, dn+a. si yede essere nei diversi casi lultimo termine

della serie 2" z"’s, e z‘"ﬁcorrispnn:’lentwnenh‘ ad =1, cosic-
1

che quando sia n—o si annullano pure i termini seguenti. T que
nelle supposizioni di a=q, ¥=08, x=7, =0 la somma dei termi-
ni diviene nullay ¢ con questa condizione attribuendo succes
vamente alla x nella formola testé ritrovata tali valori, si deter-
minano quelli della costante G in corrispondenza alie quat-
tro forme diverse di x. Fatto pertanto in essa x =g, si ha

Tomo XIX. 36
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L(w,ﬂ_,_m 18 )+c=n e quindi
g 35 2870 e *
C=ai:ﬁ1, ¢ nélle supposizioni di =8, z==7. x=b si ha si-

. . T e T

milmente e per ordine G=-—;jt-; , 6= = c= .8

quindi le quatiro diverse somme che ne risultano, chiamate

S, 8, 8" rispettivamente, saranno le seguenti:

Per x della forma 4n+9,

S=21
9

Per z della forma 4n+8,

g 1 [ Boisrrs—igs
a0 2

aaleih N E - e
Vi the—ty | G Je , 9at=1)
2.8 a8

"’i:;x*?{;-}

Per x della forma 4n--7.

Sa6bz—i7
alB

Per x della forma 4n+6,
SmiSzothr—ito | (gl—1)r | ga—i) o B
( | A TR S A T "':"'a:),

(Bal=1gr |, 98i=
Bty

Per comprendere in una sola e generale tutte queste espres-
sioni si rileva facilmente, poiché esse non differiscono che nel-
la quantith costante numerica, essere d’ uopo ritrovare una
tale funzione di %, la quale si annulli allorché x & di una
delle forme 4n—+19, 4n-+7, e s eguagh alla differenza
=il =9 guando # & della forma 4u-+8, ed alla diffe-
Py Thy
renza -_—';'-‘::J-: ;2 quando z & della forma 4r—+0. Allora
tale funzione unita in somma colla prima delle sopranotate
espressioni. dard il valore generale di 2" . Essa pud trovarsi
non meno coll’ ordinario calcolo delle differenze finite quan-
to con quello delle funzioni generatric Onde facilitare nell”
un modo o nell’ altro le necessarie operazioni , che riescono
sempre alquanto prolisse; giova il dar luogo ad un’ altra con-
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sderazione, che puo renderle pid semplici. La funzione di x
richiesta come sopra dey’essere composta di due parti pure
funzioni di z, vale a dire di una che nel caso generico di x
dispari si annulli, ed in quello di & pari sussista , e riesca

e ? o di un’altra parte quale riesca =

quando

altri casi. Riguardo quindi alla prima parte si ottiene
col porre V. +V = — 2, indicando per V_quella fu
Sl a8 o

ne, che si annulla, er spettivamente riesce =— = quando

z @ dispari, e quando ¢ pari. Si avra dunque integrando ,

V o=— .;JE*' A(—1)", essendo A la costante introdotta dall’
- X

integrazione: e poiché quando x & dispari V =o, sara percid

=

7

Cid posto si avrd 'altra parte richiesta dalla risoluzione del-

. & Pintegrale completo V verri=—

U equagione V' __ V' 4V +V' =—-, rappresentan-
a3 a4l T £ 4

do per V' la funzione , che abbia le quattro condizioni ri-

chieste. Per risolverla col metodo delle funzioni generatrici
sard d' nopo paragonarly colla generale (D) del n.° 16., nella

quale percio si ha y =V, X=— 1. a=b=
= & = 4
t V. V. Sarh quindi fat-
#+3  ra rar
1) o i Py
ER w+G (1) )X
= (=)
determinare f(z) si osservi, che sussistendo 1’ equazio-

ue proposta anche quando-sia x=o0, giacche si ha V=—=
o
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si doyranno prendere mell espressione generale di ${#) (n.
16.) i soli termini vy £ (gy_—qr_ ) (Wr_i—t
—_— —a el e o

-3 o i
—py._ )t 3 ed essendo py = \"n—n- v o Vn= —
- —i

VI_ = =V N ==y 0y P

; - = 3
sari per conseguenza e;i(r) =— f(z +t -+

qome nel nostro caso u'=—-—— — # — - §* — ec. sard anco-

N
b ——
3! )

i 4 4

I—l/—l ‘_lf‘—']

Quindi avendosi = —¢, si rileverd facilmente essere il valo-

re di V'z per le cose dette nei numeri precedenti lo stesso,
che il fliciente di #* nell’

— = ) (—1 T

iy = E R =T e /=0T )
(Y ey S B R Vi ~»-+H/—u“'f)
— /D) /=) S0
e e e (e e
. ) = i s Ve e i

dalla quale, fatto pure =1, e sommando le seric geometri-
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A e

5 0 16

Meonia peL Sic. Marcn:

i, e riducendo, si avri V

e

FiC] 3.8
B o T s Ut O [ e v i )
5 =) 38 \ i

28 ot

Se si amasse di trattare questo problema col solo calco-
lo delle funzioni generatrici converrebbe prendere in altro mo-
do le somme delle serie, chie nascono dalla considerazione del-
I’ equazione =’ -z =z R Crist, poiche allora so-

stituendo nel tc mine genrnlc dato per z il suo valore 4n-+-9,
4n+8 ec. secondo le particolari ipotesi converrebbe determi-
nare ciascuna somma considerando sempre z co
termini in ogni serie, e quindi variabile per la diffe
Le somme poi si avrebbero tutte separatamente dall’equazio-

ne 8 —8 1, ndicando per S la somma richiesta, per S
ClES n i

numero dei

za 1.

la somma di n—1 termini della stessa serie, ¢ per Til termi-
ne generale corrispondente. Otténute le quattro diverse somme
date per z, in luogo di questa lettera si sostituirebbe il suo
valore dato per = rispettivamente dalle equazioni x =4n-+g,
a=4n-+8, cc. e si riunirebbero in fine le stesse ad una sola
espressione col metodo gid spiegato.

3. Vedutosi I'uo del metodo delle funzioni generatrici
per la risoluzione di ogni equaz neare alle differenze fi-
nite. e coi coeffic i i non & fuor del proposito il no-
tare come le equa amentali dei problemi dati ai n.f
18, a2c. 23, per la partizione di un numere x in due, in tre

one
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o in quattro parti intere e disugnali non sono che casi parti-
colari di un’ equazione assai pin generale. Essa nasce dalla
ricerca del numero dei modi ne’ quali il numero qualunque
intero x pud essere la somma di 2’ termini disugnali delle se-
rie aritmetica m, m-+-n, m-an, m=3n, ec. di numeri in-
teri. Se si rappresenti per = la bunzione corrispondente, da

cui ottengasi in ogni caso il numero richiesto, si vedra faci
mente, che la totalitd delle partizioni si dividerd in quelle nel
a la parte m, e in quelle nelle quali essa si
trova. Quanto alle prime esse sono evidentemente altrettante,
quante quelle per le: quali x—na' pud essere la somma di 2/
termini qualunque e disuguali della serie, cioe 3 i

ché per ipotesi z dev’essere elemento comune di ciascuna
delle = par ispetto. poi alle partizioni, nelle quali- esiste la
parte m esse saranno altrettante, quante quelle per le quali
v—m pud essere la somma di a'—1 termini della serie £

non entri la 7, ossia per cid che

quante sono quelle per le quali il numero

pud essere la somma di a'— 1 termini qualunque purche di-

suguali della serie, cios = , & sl avrd cosi Uequa-
Sz 1) '
zione z = s aquale, fatto m=n=1
S

diviene z
£

b

mero- de” modi, ne’

la somma di 2' termini disuguali della serie de” numeri na-

turali. Dunque fatto successivamente +'=sa, =3, =4. sard pri-

mieramente 2 =z ovveroz  —= ,che
2 a0 s LT )

5

ha lo stesso significato di quella che fu stabilita al n.’ 18,

giaccl evidente essere z . Cosi si avianno pure le
EX

che sono le

equazioni z —F =z 8T —z z

eald | x3  ra  weld  #4 &3 4

stesse di quelle che rispettivamente furono poste nei n.'

as, I equazione poiz =z 4z esprime
P gz ) 2
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un importante e gene ali teorema, che in altro modo fu
dimostrato (1) dall’ illustre geometra Sig Paoli.

4. Si raccoglic intanto dalle prex se, che la mag-

or difficolta. vhe puo incontrarsi nell’ uso del calcolo delle

funzioui generatrici per la risoluzione dei pr oltre quel-

Ja di stabilirne opportunamente le equazioni » dipende dallo

sviluppo delle stesse funzioni generatrici, per cui si richiedo-

no sovente metodi speciali, 1 quali potrebbero talvolta riusci-

re soggetti agli inconve ti dell’ induzione. 11 Sig. Marchese
e nelle citate sue opere ne ha accennati pa

nte ingegnosi, benche I’ esposizione da Lui fattane lasci

il bisogno di una maggiore illustrazione. I

tti ad una memoria comundque. est non con-

sentono di tratt in questa diffusamente, e soltanto a fon-

damento delle cose, che sono per dirs numeri  seguenti

per la rigorosu soluzione di nn interessantissimo problema pure

trattato dal Sig. Laplace, merita di essere qui recato il me-

todo appartenente allo sviluppo della formola (1-#+#*-+£~+4. .

£ 2 , 2
ot +ec)’s o cid che & lo stesso alla ricerca generale del

. CHd . .
coefliciente di ¢ nel prodotto da essa indicato. Per trovarlo
giova prima di tutto avvertire , che supposti n, p, m tre

numeri qualungue interi se il coefficiente di £ abbia in

(1-H+!’+l’ 0 _)J‘ TayAorina (ztm){z—m —1frtm—n)....(z41) il
= Yir—3)., 8.1 5!

5 crally '
coefliciente di £ in ( |+!+P+ti+t“+4ec,)rp sard espresso da

(ot et ) ropem—t) .. (21)

BT Di fatto dovendo per ipotesi i

P

& SR e S T} o
coefficienti di ¢, ¢, ¢,¢, i iban (1t = e,

(5) V. Mamorie della Societh Lualiz- Paoli. Opuscula Analytica. Eiburni.
na. Tom. IL pag. 83a. 1788
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P L A L (raa)mr)  (zem—a)irn—3) (r=1)
formare la serie 1, mo-1, I St
(rtm—tYrmen)x (ko) (goo—t).

T m—i )21 {2 Tl

mini, si vede facilmente che la somma della medesinia deve

(41 la quale ha z+1 ter-

i : S Pt
essere il coefficiente di ¢ in (1t e, | qua-
lora si rifletta al modo con cui i termini contenenti rispettivs

ooy m Al e P . 3 2
wente 25 £y £y £ ec.in (14—t -f=ec) si moltiplichi-

no coi termini di (l+£+£’+lf!....+kz—i—ﬂl"). Ora trattasi di di-
mostrare una tal somma eguale al numero dei modi ne’ qua-
li x4+m—1 cose possono combinarsi ad m-+1 ad m-+1, il qua-
le appunto ¢ espresso come d'altronde si sa da

byl a e+t A vendere pin sensibile |a
dimostrazione si immagini, che le x—-m -1 cose sieno rap-
presentate da a, b, ¢, d, e, cc. Nella totaliti delle combina-
zioni in questione vi saranno le parziali, che contengono la a,
le quali saranno- altrettante , quante sono quelle nelle quali
x - m cose possono combinarsi ad m ad m , numero che &

espresso da riEnstiodie, |

m 1, che contengono la & saranno in parte comprese fra
quelle, nelle quali entra pure la @, e le rimanenti saranno
altrettante, quante sono quelle nelle quali 2+-m—1 cose pos-
sono combinarsi ad m ad m cioé saranno in numero espresso

i inazioni ad m—+1 ad

. Similmente le combinazioni ad m—+1

ad m-+1 nelle quali a la ¢ saranno, oltre quelle gid asse-
gnate nelle quali entra pure la g, e la bquelle eziandio nelle
quali la ¢ pud combinarsi colle altre a-+m—2 cose. Il nume-
ro pertanto di tali combinazioni netle quali entra la ¢ esclusa
(o m—2Yrm=3). . {x—1)
mlm—1)

la @ e la b sard espresso da . Gosi pro-

(rt-m—3)wrin—d).. r=2)
X 2.1

cedendo si vedrd essere il numero delle
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Ia d escluse le
il nu-

conbinazioni ad m-+-1 ad m~-1 nelle quali ent
@, by ¢. Gontinuando pure la stessa analisi; si trovers
delle combinazioni ad m-1 ad m=-1, nelle quali ent
clusivamente a tutte le
ini della in-

111
una qualunque delle cose indicate es
precedenti a, b, ey d ec. espresso da uno de’ ter
dicata serie corrispondentemente retrocedendn dall” ultime, co-
sicché quando si giu alla cosa (x-+1) secondo 1ol
e divisato, I quale, escluse tutte le precedenti, deve anco-
i d m—-1 sl tro-
spondenti e lo

esima

ger

me alle altre m ad m +1

ra combing
verd , che il mumero delle combinazioni
stesso che quello delle combinazioni di m cose ad m ad m
cioé 1, che e il primo termine della serie proposta. Sard q
di esaurito il total numero delle combinazioni di @ —+m —+ £
cose ad g+ 1 ad m-+1 colla somma della serie
ma. e sanendosi d”altronde. che detto numero & espressn

medesi-

(it i)t —1 ). (1) A -
—M_M.M:".)__,, esprimerd esso pure la somma

ottraendo da questa espres-

della serie. Cié si evince eziandio
qguella che nasce ponendo i
o cié che & lo stesso @ — 1 in luogo di &, con che si ha

essa z in luogo di a1,

Gt Yt o) (b))
(=t s ){m=e1)

T (i il 1)

1) A5 i
5 che & il termine generale della

serie proposta.
Il lemma precedente conduce a determinare il coefliciente di

3 3 B o .
i (It fh. . +f +ec.) . Si ponga percid n=1,

ed allora si vede essere 1 il coefficiente di £ Si faccia an-
cora n=2 ¢ si vedri essere (1 -2+ +Fec )=

é+?.z+31‘+4ﬁ+c sequindi x+1 sard il coefficiente di £ .
Osl pure se n=3 sard in (1-¢++F+ec. P il coefficiente
x
s R - (e (it
dde i (a 1)= T2 che appar-

Tomo XIX. 37
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tiene alla forma del termine generale della serie conside-
rata nel lemma precedente, Similmente pel lemma stesso il

| . E . \
coefficiente di ¢ in ( 1+£-+ £+ cc.]* si troverd espres-

so. da SR |, quello di (14842 +ec. ) rie

ceverd il valore e cost successivamen-

(o4 2)e1)
B g T

te riguardo ai coefficienti di ¢ nelle potenze superiori di
( 14t+ 24 4-ec. )3 & quindi in generale il coefficiente di ¢

in(1+t+z’+t:‘+z4.....+:x+cn.)“ supposto n non <3 sara
{(retenim ) reperimaf reben=—3) {1}
PR T =)

3. Le considerazioni del numero precedente giovano per
mostrare la rigorosa applicazione di un metodo analogo a quel-
lo, che & stato seguito nell” integrazione delle equazioni alle
differenze di ordine determinato ad altre di ordine indeterm
nato come meglio si chiarird coll’ esempio. Una di queste na-
sce dal problema seguente proposto dal 8ig. Laplace. (1)

Sia g la probabilita di un evento semplice per ciascuno
di x colpi, cioé la probubilita di condurre un evento deter-
minato dipendentemente da una sola prova, la quale poi deb-
ba ripetersi = volte. 8i cerca la probabilitd composta risguar-
dante la ripetizione continua per i volte dell’ evento sempli-
ce dentro il numero x di colpi o di prove.

Sia . la funzione di z,i esprimente la probabilita di

condurre U'evento composto al colpo z1™ e poiché nell’ipo-
tesi, che esso cosi si verifichi, il colpo & — ™ dev’ essere
contrario all’evento semplice, ed il colpo x—i—1""* puo
essere a questo o favorevole o contrario , si indichi per P la

(1) V. Laplace, Théorie analytique Stconde édition 1814, pag. 47,
des probabilités.




Mewonia pen Stc. Mancuese Raxcox: 20§
somma delle due probabilitd 1"una favorevole e I'altra con-
esimo il
traria all’ evento semplice pel colpo z—i—1 , probabilita
tali perd che escludano la verificazione dell’ evento composto
esino
prima del colpo z—i—1
dichino pure per P, P, P", ec. le analoghe
babilita per ordine corrispondenti ai colpi |

come contraria all'ipotesi. 8i in-
di pro-
cedenti fino allo

somm)

_esino i ;
a—ai. intorno al quale giova osservare, che qualora si sap-
esinio .
1 inclu-

pongauo tutti i colpi dopo di esso fino alla x—i
sivamente favorevoli all’evento semplice, non si potra il col-

_etinio A ;
po suddetto x —ai supporte che contrario , alt:

. 0 estmo. X .
ayrebbe I evento composte al colpo x—i—1 — : cid posto si
vedrd valere I'equazione z P(1—g)g', ed essendo P=F+C

£

sttivamente la probabili-
, ed essen-

quande per F. G si esprima ri
ti favorevole e la contraria all” evento sempli

do daltronde F—=gP', Cg'=

=1

TERBI =7 B , e quindi P'=gP" +

P 1

le. cose dette la probabilita corrispondente all’evento sempli-
ce pel colpo x—2i non pud essere che contraria. Sestituendo

i I'“_” Si troyera
2 =(1—q)(z i Sl
A5 Qe e e e g
avvero

©) =, Sl g gt e g ':7 %

poiché non variando la i al va

della 2, si pud conside-
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rare la probabiliti ricercata come funzione della sola varia-
bile .
Seguendo ora il metodo del Sig. Laplace tmttasi di ri-
trovare la funzione generatrice di = , da cui avendosi quelle

di z z Z oy e rumuulu]( tutte in una somma si
T—1  x—a  a—3

icavera la funzione generatrice della probabilitd richiesta col
presente problema, e quindi la probabilita st in cui si rac-
colgono tutte le combinazioni di probabilita semplici, per le
o s Laimo
quali si ottiene 1" evento composto dal colpo i. fino al-
esimo ’ X >
lo = inclusivamente per amendue. Per risolvere ora 1'e-
quazione (G) si mppresenti 1l secondo membro di essa per
[1—gq) vE s ciog sia z = (1—q) vZ - Quindi indic:
do al solito per u la hm:mm. eneratrice di =, quella di
P & L

{1 —q)vz_ dev’ essere (14?}{&(!+rﬂ’+7‘t’.,..-)—qi

=
gincché in questa il coefficiente di ¢ dev’ essere appunto
(1—g)(z__ +gz .. =t q'_lz ). E le funzioni x, &' sarebbe-
=t e i

ro anche perfettamente eguali se 1" equazione proposta sussi-
stesse per qualungue supposizione del valore di 2, poi I
Jora sarebbero eziandio corrispondentemente uguali tutti i coef-

¢ potenze di ¢ nelle due funzioni. Ad ogni modo
si avrd sempre I equazione u—+@(f)=x', esprimendo per Ple)
una quantiti contenente una o piit potenze di £ che si an-
nullerd o riceverd un determinato valore secondo la diversita
dei casi. Nel presente, poiche il minor valore che possa dar-

si ad 2 & quello di a=i essendo = e d’altronde I'equa-
i
zione in questa ipotesi darebbe 2 =(1—¢)(z_ -+gz. -+ec.)J=0c
i~ i—
se ne inferisce, che essendo il coefliciente di ¢ in u espres-

] i) . ' . W .
s0 da ¢* mentre si annulla in &, sari g(t)=—q ¢ circoscriven-
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dosi poi questo valore dall’ o . ponendo

1" equazione sussiste come nelle success

ve supposizioni.

+q .'!]

pertanto u— g t=d=(1 — qult +qr* +q

— e Fr=1 . o finalmente g——7=10—% - ‘Pitvovats
=(1—gjut i finalmente 2 =T Ritrovata

ora l'espressione di w funzione generatrice diz si vede subito

essere la funzione generatrice di z
x

cioe: della probabilita totale

y L E— i
+.t )=u (___)__
x aivts & i
coet -ec) —ul (142t+4 ...+t + ec.) sviluppa-
ta in serie ordinata secondo le potenze di ¢ Riflettendo per
altro al modo con cui nella nuova funzione nasce il coefliciente
dii #% ¢ considerando percié la funzione « sotto la forma ge-

nerale = 4 f4z Pz £
o L] a 3
che la prima parte del coefficiente in questione corrispondente

2
ad w1t 4t +80) & 5 5 5 .z 4ec
z a—1 a3 i

3 : a—iker i1
¢ l'altra parte corrispondente a —ut (1t+t* 4t +ec.)
— (= +z,_ +3 —+ec. ), la quale si riduce a zero ,

i

3
poiché , come si & vednto, i ¢ il v
dar

or valore, che possa
ad @ Dunque restera la sola parte del coefficiente, che

corrisponde ad w( 1 4+¢+£. . .. .. 40 )= L
=

r—ga) : b s
RO e L cni percio si riduce la funzione

totale ricercata, funzione pertan-
i ottiene in questo come in altri casi analoghi con
soltauto | espressione di z per 1—¢ come u
Marchese Laplace

) il Sig.
A sviluppare ora 1" ultima funzione ritro-




294 Svrre Funzrows: ec.
v 5 i : i
vata per avere il coefficiente di £ si I":tcma“lll'—zAz,
. K o 7100 ol 5y i l
e sard ”__”%J =g (1 —gt)t(14+2t+8+ e PX
(1+z2+2+2tec. ) =g (1 —gt) 8 (1 £+ B4 Bec. X

g G—gppieits (g (1—g gt il
— [E=08 [T (=i 3y

i i i aidd
=q(L—=gt) t(1 4+t Preofp—(1—g) 1—gllg £ X -

3i i

(1t -tiec. P 4 (1—g) i 1—gt)g i (Tt P4ec. b
HFR

_[|_.?)3(|—qrjg4 r‘w (1-+t=t-Fr-ec.)+-ec.Per trovare quin-

A [ ikl e o : :
di il coefficiente di # si rifletta, che riguardo al primo ter-
mine della funzione cosi sviluppata, la parte del coefficiente

; i i i aril
ricercato sard g (a-1)—¢  a=¢((1—g)r-1) , essendo lacile
a vedersi che a cid si richiede di prendere i due coefficienti
g . Fet ! fif
dit,edit nella serie (1=t-2"+-r"+ti+cc.* & moltipli-
Tl 5 i i1 : 1
carli rispettivamente perg, e g . Con simil norma appli-

cando le cose dette nel precedente numero 24. si vedra, che il

coefficiente di £ in —(1—g)(i—gly £ (L=t t-Fec. )

[ aines ;
s—{1—g)g LD L (gt Lo
——g)g S X))y S i )=
—(—)g =D (=g ) (pmi 1 ) ra ),
Proseguendo si troveri il coefficiente di £ in
v 3 Biva
(—gP( 1 —gt) g ¢ (t4ttot P tee espresso da
1 —5')‘5'5' {.\—ni-hrl:—;g](,p—:i—l) =5 = )"?j"“x
(x=ai) (z—sim1)(x—aima) _
P L
3 A (e o k) (
UL B

(1 —g)Pq Z—2i—2343)
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R Y ¥
__.fl,“_,:,)-,‘,‘t‘_ﬂf_'s_&(x_m_,_)z
B (p—ai)(x—ai—1)
(1—qpg === ((
Parimenti il coefficiente di ¢ in — (1 —gP(1—gqt)X
4 i3
4 L

1—g) (z—ai—2)+3).

(14 ¢+ + 2 +ec | sara
B (p=Biae1) (2= 3) (r—3i—1)(z—3i—2)
e R e ¥ gl

ikt (30 ) (xmBim 1) (z—Bi—a) (x—i—3) _
+(r—q)q 134 i

_(._?)a74;@“;f:‘;>f;—“:ﬂ(x_:si—i+4a

4 (r—3i)x—di—1)z—=3i=2) 2: =4
BT (=303 )=

~+g(1—q)q

4 (r—Biplr—dimifa—ii—s) (
e

e (1—g)(x—3i—3)+4).
Sard dunque il ricercato cocfficiente di ¢ mella fnzione
generurice della totale richiesta probabilitd:
i
q (1 —v)f_+ 1)
i fri) ;
& i (G gl (e—=i— 1) +a)
& ; e
+(1—g)g l’.‘:i!lj‘?%(( t—g)(z—2i—2)+3)
& (2 3i)l i1 r—3i S
—(1—q)'q L‘:_’J-‘__;'—%_'-_ﬂl ((1—g)(z—3i—3)+4 ) +ec.
conformemente a quanto ritrovo (1) il Sig. Laplace risolven-
do lo stesso problema. E intanto evidente, che se in quest’
ultima formola si ponga x— i in luogo di x si avrd da essa
la probabi totale per ottenere I"evento composto al colpo

£ 0 prima, cioé al colpo #, 0 per qualunque altro de’ prece-
; | erimo - 7
denti fino all’; inclusivamente. Sari pertanto questa nuo-

va espressione

(1) V. Laplace, Opera sitata pag. a4g.
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e (1) r—aimi )2

) (1—q){x—3i—2)+3)

—li—g Ui (1 g)(o—di—)-4)

et
la quale come la precedente nelle particolari applicazioni de-
ve essere contintata finche i fattori, che essa contiene diven-
o nulli o negativi. Per farne una s’ immagini il givoco co-
nosciuto dai francesi sotto il nome di Croix ou Pile, e si cer
chi la probabilitd totale per ottenere dentro sette colpi I'e-
vento composto di tre favorevoli a Croix, cioé sia a=7

3i
=Py

Essendo pure per la natura del ginoco stesso g=1—

troverd la probabilita totale espress
¥ 3 1 TR ] i 47
(;) -(’;)-4 T

26. L’ espressione (H) del numero precedente; puo con
derarsi come I’ integrale di equazione contenente diffe-
renze ordinarie, cioé costanti ed insieme variabili, la quale ha
inoltre un coefficiente funzione di una delle variabili come si
vedrit in seguito, Di fatto prendendo a considerare in altro
aspetto il problema del numero precedente; ed indicando per
z‘:; la probabilita totale per ottenere entro gli & colpi I’ e-

vento composto di i eventi sempliei, con piu facile
verra a stabilirsi una relazione fra z' ed altre funzio
z

A cid si perviene riflettendo potere I'evento composto verificarsi

: . eimo esinto aimo  esimo

in eiascuno dei colpi x; —T, r—2., ek ciog
edinio

generalmente nel colpo x—m. supposto sz numero intéro

che non escluda lo zero, ed in ogni caso tale che x—m non
sia minore di i Si troverd quindi la probabilita dell’ evento
composto al eolpo x—m osservando, che nellipotesi relativa

esimo. X .
deve essere contrario, corrispondendo-

il colpo a—m
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g|i la prelmbllit:'i 1—qs essendo poi tutti i colpi dallo
esimo esimo
z—m—i1. fino allo x—m. comprensivamente ad
amendue gli estremi favorevoli all’ evento sempli icche
la probabilit corrispondente al loro seguito sia espressa da

¢ Inoltre poiché non dee verificarsi I” evento composto pri-
ma del colpo x—m, varrd pel seguito dei colpi preceden
ad w—m—i la probabiliti contraria all’eyento composto den-
tro il numero dei colpi & —m—i—1, la quale Verri espres-

. Dunque la probabilita di verificarsi Ie-
— it

sa da 1—=2'
x

vento composto al colpo T saTh (|—q)rf[|— ' 15
T it

©

=it a ec. fino ad

Posto ora successivamente m
i ione, essa dard la probabilita del-

1 in questa

e P

esime

I} g S . esimo
evento composto in ciascuno dei colpi x. —, 2—1.  .€C

. cimo o . g
fino all” i4-1 inclusivamente; ¢ siccome 2’ & la somma
i

delle probabilita parziali per la verificazione dell’ evento in
. 4 . esimo esimo i im
ciascuno dei colpi x. 5 E—1. 2 a ke, il

si avra Iequazione:

et —g)g ( (1—=2' )-(1—='

it

, Cosi

S e (- ;
o

essendo ¢ . come & evidente, la probabilila per Ta verificazio-

e L f esimo ;
ne dell’evento composto al colpn i, la quale non pud ri-

dursi all’ espressione generale (1—q)g (1 —=2' )

sm—i—ti

quindi nell’ equazione si fa decrescere la x di una unita
sceri | altra

B ‘_*‘i)ﬁ'i(( —

la quale sottratta dalla precedente da
Tome XIX. 36

Jec—+(1

i
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=(—alli—,__,})
equazione dotata delle condizioni esposte al principio di que-

itegrale dev'essere appunto I'espres-
sione (H) del numero precedente, come potrebbe verificarsi
colle opportune’ sostituzioni. Intanto I equazione (K) & una
di quelle, di cui la soluzione sfugge ai metodi conosciuti dal
calcolo delle differenze, la quale pero come molte altre ana-
loghe pud guidare ad una risoluzione dipendente dal calcolo
delle funzioni generatrici. B prezzo ora dell’ opera Iindagare
quale altra forma possa ricevere I equazione (K) subordinata-
mente a tale intendimento, per ricavarne eziandio il metodo
da tenersi per altri problemi, che presentino somiglianti con-
dizioni. Oss ndo percio, che qualora si indichi per

z —z
i

Gt
la probabilita paiziale per condurre I evento composto gene-

csimo : !
ralmente al colpo a—m essendo m tale, che riceva tutti
i valori da o fino ad 5 — i inclusivamente per amendue gli

estremi, si ha 2 : 4z e Sects pud
T r—mi a—me—ri z—m—3 e

quindi I" equazione (K) ridursi all”altra seguente

i

z =li—q)g (1—=
Col mezzo di questa formola a cui potrebbe eziandio applicar-
si il metodo gid seguito per ritrovare la funzione generatrice
di =, nella equazione (G) del numero precedente, giova richia-

—z —ec.—z ).
Tmimiyi r—i—a i

mando I’ esempio adotto sul fine del numero stesso ritrovare
il valove di 2 nell® ipotesi ciod di y=7, i=3, 1—g=g==.
2 $

Ora es-

8i b rta e z 3
S8i ha pertanto 2t LR e T

ed avendosi dalla formola (1)
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= a gid trovato in altra maniera.

= AT come si ¢
e 148

27. Dalla formola () del numero precedente puo ricavar-
si I (G) del num.” 25, locché pey altro non sembra malgrado
tentativi potersi fare in un modo abbastanza diretto.
mente potersi ricavare le

seguen
7, =(1—=1) gli—z,_
5 =(1—q)ql
2 =li—a)gli—s _

1—qlg (1—

it

e deducendo da queste

=(1—g)(1—=

T

1—gq)(1—

:(I—q{](lfz.r_ —

ec.

se si sostituiscano opportunamente questi valori nell’equazio-
ne (1) si avrd

Zr—i,i
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)—(f—q)f}A(t

—_—
w—ni—ai

— (= +qz l+cc +gvi_x sz_m))

e T—i—a,

e ponendo 2z in luogo del suo valore dato dall’ equazio-
2—iyi

ne (L) sard
P Eo—ri * 3 *52—3,i
zx¢=(._q}q'( o 4_&:;__...__?1_

= —'?)qi(z

it

“+ gz -+ ec. +
qx—n—:u q

el

e :
= S e S z “+q'z ..
PO IR T

i —1
—(rmg) g e et )
GWGI'O
z —qz ; =li—a)= e e e

xhu :p—g:

—('—ﬂ’i(z AL ] e N

T—im—1ji i i

e i pone z Z —~ ec. =
Se ora si p LY q

“+q'z z
PRI G F
Y sard g i
—_— sard z ~+gz £ =+ €c. z
= e ey e ey

=V .. e Pequazione precedente prenderd questa forma
miyi

i i
el L=l AN S R
ovvero ponendo z-+i in luogo di a, e dividendo tutto per ge 7

iy P 1=y =y
T e
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cosicehé integrando i due membri dell’ equazione secondo la
differenza i della variabile 2 riesce % = v"’ Vr'i ossia
ancora

it
={1— -+ gz ~+ ¢’z ~+ec.+ B
A G A g R B Gy

)
come si era trovato in altro modoe al numero 25. Non sembra
qui inopportuno soggiungere, che a giustificare pienamente la
rittovata equazione occorre di tener conto della costante in-
trodotta dall’ integrazione per cui indicandosi con G, una fun-

. TR . ri . .

zione arbitravia di i si abbia Tf-+C ’q_“" i sicché po-
i d

Sithr,d

Ty .
nendo z=i+r onde V=g, dzrlvl—-—;,T +C= A i
i

& pereio Cl_ =0, essendo evidente che z j:{ l—q)«;’. Dunque

annullandosi la costante nella fatta supposizione sard come
prima = =(1—g)V_. poiché d’altronde non potrebbe la co-
=i =i

stante determinarsi nella supposizione di = 5 per la quale
non sussistendo I equazione (I) del numero precedente, non
pud neppure sussistere qualunque altra che possa derivarsene.

a8. Un metodo eguale a quello , che si ¢ tenuto per la
soluzione del problema precedente serve a risolverne un altro
che fu pure proposto dal Laplace (1), e i sembra opportuno
di recare qui la soluzione da esso lni datane con qualche ri-
schiarimento , che ne renderd facile Iintelligenza per avven-
tura difficile a chinnque si accingesse a meditarla nella cita-
ta opera della Teoria analitica delle probabilita. 11 problema,
che ora proponesi colle parole stesse del mentovato Autore &
il seguente:

s» Un nombre n-+1 de joucurs jouent ensemble aux con-
»» ditions snivantes. Denx d° entre enx jouent d'abord, et celui

(1) V. Laplace. Opera sopra citata pag. 238,
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qui perd se retive aprés avoir mis un franc au jeu, pour
n’y rentrer qu’apres que tous les autres joueurs ont joué;
ce qui a lieu généralement pour tous les joneurs qui per-.
dent, et qui par 12 deviennent les derniers. Celui des deux
premiers jonewrs qui a gagné. joue avec le broisieme, et
s"il le gagne. il continue de jouer avec le quatriéme, et
ainsi de suite jusqu’ & ce qu’ il perde, on jusqu’a ee qu’
» il ait gagné successivement tous les joueurs. Dans ce dernier
s, la partie est finie. Mais si le joueur gagnant au
ier coup, est vaineu par I"un des autres joucurs, le
quenr joue avee le joueur suivant, et continue de jouer jus-
qua ce qu’il soit vaincu, on jusqua ce qu'il ait gagné
. de suite tons les joueurs; le jen continue ainsi jusqu’ i ce
qutil y ait un joueur qui gagne de suite tous les autres, ce
qui finit la partie, et alors le joueur qui la gagne, emporte
. tout ce qui a eté mis au jeu.

Cid posto si offrono in un solo due problemi, I'uno dei
quali rignarda il determinare la probabilita, che pud indicar-
si per 2 che il giuoco o la partita finisca precisamente al
colpa a0, ciok che accadito questo colpo uno qualunque
de” ginocatori abbia superati gli altri # vincendo per n colpi
di seguito. L altro problema si riferisce alla ricerca della pro-
babilita totale , che 10co sia terminato dentro x colpi,

: esinto e ¥ 4

potendo finire o , od in aleuno de” precedenti,

Considerando qu nanzi all’ altro il primo degli accennati

problemi ¢ facile il riflettere che =z sard la somma di tutte
*

le probabilitd composte derivanti dalla doppia supposizione .,
che il giuocatore fortunato abbia vinto a colpi di seguito ter-

L esimo : SR
minati col eolpo =, he sia entrato in ginoco al colpe

asima. . 4
E— 1 vincendo in questo contro un altro , che pud
aver vinto precedentemente un solo colpo oppure due, tre ,
quattro ec. fino ad z—1 colpi di seguito. Si avranno dunque




SONT do3
li componenti colla lor somma il

Sro ancrEse R

Mesonia DE:

altrettante probabilita par
i = quante sono le uniti in p—1. Indicando ora per P
*

valore ¢

sima

e
In probabilit, che il gluocatore superato nel colpo x—n--1
abbia vinto precedentemente a questo m colpi di seguito, es-

sendo m non <1, e non >n—1, P X esprimerid gene

mente la probabilita parziale del terminarsi la partita al col-
esime. o i esime
. Ma se la partita terminasse col colpo a—m sa-

Lo :
rebbe =z 2 . poiché se il 0-

— =

avesse continuato a vin-
inata m colpi prima, per-

av—n

cid I’ esposta probabilita parzial
3. ec. =n—1, e som-
ne derivano, si avra anche

¢ fucendo m successivame
mando le probabiliti
secondo le cose gia dette

(. coim == il ol

Ora si vede che

ndicando per  la funzione generatrice di =

; :
quella itz 4+
s Ty

A F G z
a2 Wy Foari SN

deve essere u ( T e queste due

funzioni sarebbero pure

:guali se l'equazione proposta sussistes-

se per ogni valore di 2. Ma quando xr=n si ha 2

e : 4 esimo

perche dovendo finir parti ol colpo n qualunque
sia il ginocatore che vinea nel primo, essendo pur certo, che
due givocatori che com
re avendo inolt

favore la stessa probabilith che ha
il

Paltro, basterd pereio, che quegli che ottiene fave
primo colpo ottenga ancl

ol
n— 1 successivi, e quindi
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probabilita 2 dovra essere il prodotto della certezza per la
probabilith di vincere per a—r colpi di seguito,, il quale ap-
punto si esprime per 1X —=- = — = . D’altronde il secon-

do membro della stessa equazione divien nullo come & evi-

dente nell” ipotesi di #=n. Dungue dalla funzione generatri-

ce di 2 per eguagliarla a quella del secondo membro del
=

P equazione (M) si dovrd sottrarre il termine cioé si

et LU R
avra u ﬁu(m.w-a‘t-o-_njc.

Py

e quindi u(z—m)—m:( % =k )

St (2—2)
[t—z)( Ce ), onde r=—, che & la stessa for-
1—i+ =
mola trovata dal Sig. Laplace per I espressione della funzio-
ne generatrice di 2 la quale pure si riduce all’ altra forma
s

datale dallo. stesso Autore ponendo 1—¢=4¢, =

=¢" cosicché
i
= #(a—t)
—tt -t
P

b (z—f} ' L
e ‘"")" ok (' T = A = 2w X

e et ) Ora che la funzione generatrice di z_ ¢ stata
= =

cosi ridotta , per avere il valore di 2 basterd trovare gene-
[

A {i—tp
termini della precedente espressione riferirsi, come ¢ manifesto a

- 9 S + .
ralmente il coefficiente di £ in potendo  ciascuno dei
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questaforma dipendentemente dal porre successivamente
; x A
r=1,=2, =3, =c¢cC Pertanto il coefficiente di # in

20t g 6ip che & lo stesso in SH) (1o i)

qualora sia =3, 0 comunque >3, si avrd sommando i coef~

. w1
edit in (1t tirec. )’ che
applicazione della formola generale trovat:

e a—ri
ficienti di ¢
si hanno per un’®

al numero 24. moltiplicati rispettivamente per :,_ , € per
E sari percio il coefficiente di ¢ in f“‘““"), espresso da
3 (r=mar—(a—rmar—a) . (zmr)
P Tad 1)
_ & (z—mr—aps—mer—d) o lu—m)
T 1.3 (1—1)
e (2 Lo fr—rne)
= ar ¥ 1a8.5.(r—1) 7
Ora poiché quando si ha r=1, ovvero r=2 non vale questa
v e s . . I §
formola pel cocfficiente di £ rispettivamente in :( :; s ed
L psa—) . il e
in o=k, e osloea d’ altronde come si & veduto altre volte,

che il coefficiente di ¢ nello sviluppo di e 1, ed in

in

z

Tomo XIX. 39
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(f—dnt1)(z—4dn+a)
= (e — 4+ 6) +ec

formola, in cui per ogni caso particolare, siccome osserva il
Sig. Laplace, debbono prendersi tanti termini quante sono le

uniti inticre nel quoziente =, locché ¢ evidente se si rifletta,

)
che ogni termine della trovata espressi

ferenza che in generale puo indicars

quando riesca quantitd positiva<n. pone un lim

al numero de’ termini da prendersi, essendoche

lora la differenza x—(r+-1)n quantiti negativa non pud pin
considerarsi e si & fatto per uno degli esponenti di # in
(1+t=-t*+"+ec.)” ove gli esponenti tutti sono necessariamente
positivi. Secondo questa regola per altro si avrebbe posto

a=n, z = entre siosa dover essere z = . Questo
n n

apparente paradosso si dilegua col riflettere, che nella suppo-
sizione di x=n non vi ha luogo a prendere il coefficiente di

E o e

in che nel caso di r=1, cioé per un solo ter-

w 1=ty

mine della serie a cui & stata ridotta I” espressione della

funzione generatrice di z . Quindi il coefficiente di & o
=

PRI R L . .
di ¢ m'("T_')( 1+¢-+£ec. ) non essendovi esponenti ne-
gativi nella serie -+t ec. sard ~:— come dovea di-

mostrarsi.
Resta ora a sciogliersi il secondo problema col quale trat-
tasi di determinare z', per cui vuolsi esprimere la somma del-
=

le probabilita secondo le quali pud rispettivamente la partita
S esimo esio S

terminarsi dal colpo n fino allo = inclusivamente per

amendue questi estremi. La funzione generatrice pertanto di

" 3 ==, . n . .
' sard ittt t ), gincchi essendo u la fungio-
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ne gen sratrice di z, tale dev’ essere quella di = 5 0 cid che
¢ lo stesso di z +z2 E poiché

e
U1t , con
un raziocinio simile a quello, che fu praticato al numero 25.
si provera, che la funzione generatrice di E riduce ad

i

e

fatto successivamente

A
=32, , =4 ec., ed osservando, che il coefficiente di £ in

& . si trova

1 (a—t) o r—nta
P an

(e Y S i
et TipaEeee i IR0 )

espressione, la quale, eome pure csserva il Sig. Laplace, si v
rifica anche nel caso di

Le precedenti considerazioni guidano il Sig. Laplace ad
altre pin difficili e specialmente collegate col maneggio di

1 differenze finite parziali. La risoluzione di queste

sard quindi uno degli oggetti di altra memoria,

mostreranno anche, senza uscire dal caleolo dei

finiti, gli usi pii elevati, e le ulteriori applicazioni del me-
todo delle funzioni generatvici.




