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SUL MOTO DELL ACQUA
NEI CANALI

MEMORIA

DEL 8

OTTAVIANO FABRIZIO MOSSOTTI

Ricevuta adi 17. Dicembre 1823

s L;. teoria del moto delle acque correnti & stata trat-
tata dagli Idraulici Italiani dopo che il Galileo fece conosce-
ve le leggi della gravitd e del moto uniformemente accelerato.
Ma la scienza del calcolo e la sua applicazione alla Me
canica essendo poco avvanzate in allora, quegli Idraul
dovettero giovare di alenne particolari considerazioni per in-
Iche regola o qualche principio da seguire nelle
loro operazioni. Quindi aleuni paragonarono il moto dell® ac
qua in un fiume deelive a quello di un grave sopra un pia
no inclinato. Altri, appogg
she sorte da un piccolo foro in nn va

vestigare qL

indosi al principio di Torricelli, che
c ha la velo-
sble liberamente cadendo dall altezza del

acquis!
livello svl foro. considerarono la velocith di una corrente co-
one dell’ acqua sovraincombente. Altri

me generata da

o pres
ipo-
poi_ riu-
colta degli

infine combinarono questi principj, composero delle altr

tesi, ¢ diedero cosi origine a quei varj trattati, che

niti in una sola edizione, formana la conosciuta Rac

Autori del moto delle acque . Questi trattati fanno onore ai
nobili sforai di quegli in,
de abbastar
rle,

i che li composero, ma si compren-

al so-

1" imperfezione di queste parziali ipotes
quindi a quanta aberrazione possono andar
tte le consemuenze che ne risultano.

lo enunci
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3. Intanto che gli Idraulici Ttaliani col mezzo della sintesi

si oceupavano del moto delle acque considerato direttamente in
un finme, gli Oltramontani andavano applicando 1" Analisi Alge-
brica ad aleuni casi del movimento dei fh ele Bernoulli
trasporto il principio delle forze vive al movimento dell’acqua
& compose il suo Trattato dIdrodinamica opera in cui brilla
c,ulh semplicita dei mezzi la feconditd delle conseguenze. Gio-
vanni Bernoulli (1) e Maclaurin (2) risolvettero in seguito con
altri metodi gli stessi problemi, e pervennero agli stessi risul-
tati che furono da poi generalizzati e dimostrati pinn sempli-
cemente dal d’Alembert nel sno Traité des fluides. La soluzi
perd di tutti questi problemi risguarda il moto che v
sa fluida concepisce secondo la direzione di una sola linea, e
tale che tagliando una sezione perpendicolare a questa linea
i punti situati in questa sezione sono tutti dotari di una stes-
sa velocitd, il qual movimento ¢l si dagli Idraulici lineare.
3. Clairaut fu il primo che diede le equazioni dell’ equi-
librio di una massa fluida animata in tutti i suoi punti da
forze qualunque (3), ¢ d’ Alembert , applicando il suo prin-
cipio che riconduce le leggi del movimento dei corpi a quel-
le del suo equilibrio, offii nel suo Traité de la resistance
des fluides le equazioni rigorose e generali del movimento.
Eulero presentd in seguito queste equazioni dedotte dallo
stesso principio ma colla notazione semplice delle diff
li parziali (4). Finalmente Lagrange riducendo i fluidi al loro
vero e naturale concetto di un ammasso di molecole slegate,
indipendenti le une dalle altre e perfettamente mobili, dedus-
se nell” ultima parte della Meccanica analitica le equazioni
del loro movimento dagli stessi principj che le equazioni del

Da

nzia-

movimento dei solidi; e la semplicita e la generalitd cui
(1) Nouvelle Hydraulique. Nella Rac- an. 1743,
colta delle sne Opere. : (4) Memaires de PAcadémie de Ber-
(2) Traité des Ruxions lin. au 1755,
(8) Théurie de o figure de Ia terre
Tomo XIX. 78
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a quest’ ultima parte dono uno dei pin bei ra-
mi dell’ eminente opera dell’ Italiano Geometra. Dopo quest’
epoca la determinazione rigorosa del moto dei fluidi diventd
una difficolta di pura analisi, ma essa é tanto grande che non
ora potuta vincere che in qualche caso particolare:

4. In mancanza quindi di una soluzione pii completa gli
nella teoria del moto delle ac-
que della soluzione che loro offeriva la considerazione del
moto lineare. Ma una dispariti ima si elevd fra i ri-
sultati del calcolo e quelli dell’ esperienza . Secondo il calco-
lo del moto lineare un fluido che scendess
inclinato all’ orizzonte dovrebbe continuamente accelerars
abbassare 1" altezza del suo pelo sul fondo. Ora le esperienze
instituite diligentemente prima da Bossut (1), in seguito da
Du-Buat (2) ed in questi ultimi tempi da molti altri, provano
che stabilito che il corso, I"acqua si muove colla st
velocitd in tutta la lunghezza del canale. Per spiegare quest:
differenza fo messo in campo la resistenza degli attriti col fondo
e colle sponde, e I'adesione delle molecole fra laro. Du-Buat fu
il primo che ridusse a formola queste 1 nze (3). L'lngegne-
T rd seguendo alcune idee dii Columb, produsse un’altra
formola composta di due termini, uno proporzionale al quadra-
to della velocita, 1" altro alla velocitd semplice ed amendue
inversamente proporzionali al raggio medio, o sia all’arca del-
la sezione divisa pel perimetro bagnato d qua (4). Prony
determind i coefficienti numerici di questa formola con piut
esattezza servendosi di trentuna esperienze di Bossut e Du-
Buat (3); ed il lavoro pin grande per questa determinazione

si & an

grandi

(1) Traité &' Hydrodyoamiqas. | des eaux courantes, Paris 1804, Rap-

(a) Principes d'Hydraulique par M. port sur le projet du Ganal de 1'Ourcq.
le Chevalier Du-Buat. Paris, 1803.

(8) Principes d' Hydrauliqne. Par. T. (5) Prony, Racherches sur la Theo-
Seo. . Chap. 7. vie des eanx conrantes

(4) Girard , Essai sur lo monsement
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fu eseguito dal Sig. Eytelwein Membro dell’Accademia di Ber-
lino, alla quale fece concorrere navantuna esperienac , che
abbraceiano una grande diversitd nei valori dei tre elementi,
velocitd , pendenza, e raggio medio (:} La corrispondenza di
questa formola fu pute comproyata in Ttalia dal Prof. Bidone
con aleuni esperi canaletti dello Stabili-
mento fdranlico di Torino (2), e dagli Ingegueri Pontificj nel-
la Scuola diretta dal Prof. Venturoli con cinque altri esperi-
menti, tre sul Po fatti da Teodoro Bonati, e due eseguiti da
loro stessi uno ‘sul Po e I’ altro sul Tevere (3). Si venne cosi
mediante questa formola di resistenza a rappresentare il moto
dell” acqua ne’canali in una grande varietd di circostanze, ma
quantungue questa corrispondenza di risultati porti seco qual-
che presunzione a fayore della detta formola, essa non lascia
pero di essere un po empirica. L’ ipotesi del moto lineare &
troppo ristretta per svelarci le vere leggi del moto dei flui-
di, e hisognerebhe almeno dimostrare che quella specie d’on-
deggiamento che affetta quasi EopE il moto delle acque al-
lorche discend non altera ¢ la velocith nella
direzione del canale,

5. Abbandonata in questi ultimi tempi la soverchia limi-
tazione che porta seco U'ipotesi del moto lineare , aleuni Idrau-
lici Italiani cercarono la soluzione completa di qualche caso
di moto a due coordinate. £ noto che decomposta la velocitd
di ciascun punto di una falda fluida che si muove in un pi
no secondo due coordinate x,y, e rappresentate con pe g le
velocith componenti , nel caso che pdr-+gdy sia una differen-
ziale esatta, ln determinazione del moto si riduce all’integra-
zione dell” equazione

piti instituiti n

(1) Memoric della R. Accademia di XXV.
Berlino, Parts Mat. an. 18141815, (3) Ricerche Geomatriche ed Idro-
() Bidone , Expériences sur lo re- metriche furte nella Senola degli Tn-
mou et sur la propagation des andes. gegneri Pontificj & acque o strade per

Mem. de PAcadémie de Turin. Tem. T anno 18ar.
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()~ (5%)=e
dz?® dr?*
¢ determinata la @ per mezzo di quest’ equazione si hanno
subito le velocita espresse da
R — [ ¢
() =(2)
17 equazione di second’ ordine colle differenziali parziali di cui
si tratta & la prima che no integrata i Geometri, ed il suo

integrale &

P=Flz+ry/ — 1) +flz—y/—1)
F ed f essendo gli indici di due funzioni arbitrarie delle quan-
titd comprese fra le parentesi.

La difficolta del problema resta cpsi ridotta alla determ
nazione di queste due funzioni arbitrarie, le quali dipendono
in parte dallo stato iniziale del moto &d in parte dalle line
esterne lambite flnido. Supponendo che le linee esteriol
lambite dal fluido siano due linee rette, il Prof Venturoli
nel terzo volume della seconda edizione de’ suoi Elementi di
Meceanica . ed Idraulica, anno 1809 , ha determinato il pri-
oni ' ed £ (1) ed ha dato una soluzione ri-
gorosa del movimento dei fluidi in quest’ ipotesi. La prinei-
pale proprietd del moto di un velo fluido circoseritto da due
linee rette alla quale ha condotio questa soluzione consiste
in cid; che se dal punto d’incontro delle due rette limiti s
descrive con un raggio qualunque un arco di cerchio, tutti i
punti fluidi situati su quest’ arco hanno la stessa velocita, e
questa velocitd & in ragione inversa del detto raggio. Tn uma
interessante Memoria pubblicata dopo (2), il detto Professore
ha estesa la sua soluzione al moto secondo tre coordinate,

(3) Vedi anche il 1L Volams dells () Ricorche Grometriche ed Idro=
terza edivione degli Elements di Meo- motriche fatte nella Scuola degli Inge~
caniea ed Tdraalica dello stesso Prof. goeri Pontificj d'acque e strade por
Venturali al parag. 786, ¢ seg- T anno 18a1.
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la quale risulta un’ esatta teoria dell’ efflusso dai vasi co-
nici, ed una evidente spiegazione della specie d” imbuto che
si forma alla. superficie dell’ acqua sovraincombente al loro
per cui sgorga , imbuto osservato l)jmm da Bessut e per |~E)\e-
gare il quale.si era ricorso ad uno di que’precarj modi, che
in questo caso fu la pressione della colonna d” avia sovrain-
combente.

6. La surriferita soluzione del mato del velo fiuide fra
due linee rette, la prima che si ¢ rigorosamente ottenuta pel
moto secondo due dimensioni, rimaneva perd ancora sterile
quando essa dive feconda di applicazioni fra le mani del
Sig. Tadini. Questo distinto Idiaulico, dopo essere dal canto
suo arrivato alla stessa soluzione, ne fece una felice applica-
zione alla misura delle acque correnti coll’invenzione del suo
Regolatore, ¢ ravvicing i risultati teoretici ad alcuni fatti che
ei svela il moto delle acque correnti (1). Cosi mostrd per
pio, come la sua teoria s’accorda a dare un maggior accele
mento dell’ sequa verso il fondo che in superficie. quando
quest’ ultima diviene molto declive, cié che accade sotto
archi dei ponti; provo la formazione del filone quando vi &
Dbbliqui:;‘! nelle spl)ndt:, e fece vedere che esso si accosta pin
alla. sponda che & meno obbliqua coll’asse della corrente
Perché queste conseguenze siano legittime, si esigge che i
pelo dacqua della corvente si disponga in una superficie, pia-
na. In varj casi la sola ispezione del pelo d"acqua ci convin-
ce abbastanza che per tratte corte questa supposizione poco si
allontana dal vero. onde anche per prossimamente vere si do-
vranno ritenere le conseguenze che ne furono dedotte.

7. Questo fu gid un v1||tag=r|o ottenuto dalla nuova so-
luzmnn. Ma I’ ipotesi che la superficie del pelo d” acqua sia
un piano, contiene ancora qualche cosa d'arbitrario, volendo

(1) Dol Mavimento e della ca di Antonio Tadini. Milano 1816,
delle acque correnti Memas
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i dati del problema che null*altro si verifich
ficie che la condizione di una pressione costante su tutti i
punti. Quella ipotesi mal si converrebbe un lunge corso
&’ acqua, e tutti i quesiti idvauli cui I’ incognita & ap-
punto la pendenza del pelo, omo insolubili senza la co-
gnizione della curva direttrice della superficie cilindrica del
pelo d”acqua. Pel compimento della Teoria del moto delle
acque anche nel caso pitt semplice, di un canale di forma
parallelepipeda rettangolare , aperto superiormente , colle spor
de verticali e col fondo poco inclinato all'orizzonte, resta an-
cora a d i la soluzione del problema del detto moto
nella pura condizione, che la ie del pelo si disponga
in modo che la pressione sia in ogni punto costante ed egua-
le a quella dell’Atmosfera. L’oggetto di questa Memoria & di
taccare questo problema nelle parti p colle attua-
li teorie idrauliche

Per formarsi

a questa super-

ider

2

idea chiara della natura di questo pro-
blema e delle diverse circostanze che ne determinano 1" ap-
plicazione, convien distingnere due casi, che con volgare es-
pressione si indicano , dicendo nell’ un caso che I’ acqua va
per pressione, e nell’ altro easo che " acqua va per caduta.

11 primo caso si riscontra ordinariamente nei tratti di fiume
o al loro shocco in up altro fiume o nel mare, ne’ tron-
chidi canale sostenuti da chiuse, ne’ canali navigabili sostenu-
ti da sostegni . In tutte queste tratte I'acqua presenta una
superficie li , inalterabile , il suo motosi fa con una tran-
quillitd rimarchevole , le scabrosita e gli ostacoli sul fondo' non
alterano ie, I'acqua seguente suben-

vi

sibilmente la super
tra a rimpiazzare la precedente, in modo che si ‘ha Pimmagi-
e cambia continuamente di materia senza
el caso che il fondo sia declive, si
del pelo d’ acqua sul fondo, si trova ben spes-
ssa va crescendo, e che la velocitd va diminuendo
pitt si discende al basso. Queste variazioni sono cosi sensibili,
che il problema, data la portata la larghezza e la pendenza

ne di un corpo cf
cambiare di forma
esplora 1alt
s0, cf

Se




623
inviene trattato rignar-
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trovare 1" altezza e la velocitd, che si
do ai canali navigabili, in cui la comoda navigazione retro-
grada esigge che il moto sia placido e lento, non pué trovare
applicazione nei canali declivi, non riscontrandosi un’ altezza
ed una velocitd costante che nei canali orizzontal

Il secondo caso del movimento dell’ acqua si osserva al-
lorché lo sboceo ed in generale le circostanze agli estremi del
canale sono tali, che Pacqua non puo avere quella velociti ed
altezza di pelo che gli competerebbe perché avesse luogo il
moyimento del primo caso. In questo caso la superficie dell’
acqua si presenta tutta ondeggiata, le concavitd e convessita
cambiano continuamente di lnogo e di grandezza, tutte le
scabrosita del fondo e delle sponde si manifestano alterando la
superficie, le onde che si formano si contrastano spesso e si
urtano vicendevolmente distruggendo una parte della loro velo-
cita (1), L’ altezza del pelo d’acqua e la velocita progressiva
si trovano secondo gli esperimenti , ne’ tronchi regolari pres-
so che costanti, ad eccezione delle tenui variazioni che vi pro-
ducono le onde.

1 due diversi movimenti che osservazione ci mostra cor-
rispondono in teoria, il primo al caso in cui le differenziali
relativamente al tempo sono nulle, ed allora il movimento si
dice progressivo permanente , il secondo al caso in cui le dif-
ferenziali relativamente al tempo sussistono, e chiameremo
questo movimento progressivo ondeggiato.

8. La soluzione del problema nel caso del moto progres-
sivo ondeggiato & soggetta a gravi difficoltd che restano anco-
78 a vincersi e che meritano di esercitare I”ingegno dei piu
esperti Geometri. Non cosi astruso & il problema nel caso
del moto progressivo permanente. La velocitd, I altezza del-
la lama & acqua, la curva direttrice della superficie cilindrica

(1) Vedi la pag. B5. della gia citota una interessante nota alla pag. a3a.
Memoria Idraulica del Sig. Tadini; ed




.’ Acqua Caman

624
del pelo si troveranno per lo pitt completamente determinate:
nel seguito di questa Memoria in modo che se ne potranno fare
delle facili applicazioni, Se I"altezza ver dell’acqua nel-
la sezione data all’ origine della corrente &
dell altezza dovuta alla velociti parallela al fondo nella stessa
ua va sempre piu assottiglian-
pin si discende verso le sezioni in-
1 della lama d”acqua nella se

ore del doppio

sezione, risulta che
dosi in un canale declive
feriori. Se invece I alte;
all' origine & maggiove del doppio dell’ altezza dovuta
locith nella sezione medesima, allora la lama d’acqua aumer
ta in altezza pin si discende, ed aumentain mado che
il pelo d’acqua melle sezic

iong

la ve-

inferiori si trova pin elevato di
livello che nelle ivettrice della
superficie cilindrica del pelo d”acqua rispettivamente nei
due casi rappresentata da due rami di una linea di terz’ or-
dine, e vi esiste in amendue i casi la proprietd che la diffe-
renza di livello da una sezione qualunque superiore ad una
inferiore & reciprocamente eguale alla diff 1 delle altezze
doyute alle velocita nelle sezioni medesime.

9. Questi risultati aprono la via ad una riflessione con-
cernente le resistenze 4 attrito o d’ adesione. Gli Autori che
hanno instituite delle esperienze sul moto dell’ acqua che di-
scende per canaletti artificiali nei quali il fondo e le sponde
non opponevano scabrosita ed ostacoli rilevanti, non hanno fat-
to sufficiente parola dello stato della superficie dell”s
sicurarsi, che le formole del moto permanente sono rigoro-
samente applicabili a questi esperimenti, nel caso in cui Ial-
tezza della lama d’ acqua non arrivava al doppio dell’altezza
dovuta alla velocita. Ma quande Ialtezza della lama d’acqua
eccede il doppio dell’altezza dovuta alla velocitd, dannosi cer-
tamente delle circostanze in cui la superficie del pelo d*ac-
qua & liscia ¢ senz’ onde, e le formole del moto permanente
sono applicabili , e I’ esperimento che abbiamo riportato alla
pag. 224. della Storia dei proggetti e delle opere per ln Navi-
gazione interna del Milanese dell’ Ing, Giuseppe Bruschetti

ezioni superiori. La curva div

(jua per
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era appunto in queste circostanze. Secondo questo esperimen-
to il pelo d"acqua ha manifestato una pendenza in un senso
cio¢ una vera declivith, mentre per la teoria avrebbe dovuto
assumere una piccola pendenza in senso contrario. Questa di-
sparitd in luogo di poter essere spiegata da una resistenza che
abbia ritardato il moto, esiggerchbe anzi 1" influenza di una

avverten-

forza acceleratrice che ne lo ahbia sollecitato. Un
2 perd pud aver contribuito ad alterare i dati dell’espe
mento. All’epoca in cui s eseguito I csperimento le mie idee
non essendo ancora complete, non ho insinuato che I’ altezza
e la velociti fosse esplorata in luoghi ove con tutto rigore
non apparisse agitazione nell’ acqua. L’ altezza ¢ la velocita
nella sezione superiore fu quindi misarata in un lnogo non
abbastanza lontano dal sito ove I'acqua con un salto entrava
nel canale, perché sulla minuta trovasi Pannof che ogni
agitazione non era ancora estinta e che la superficie era un
po affetta da onde. Il tempo ci procaccieri altri esper i
e voglio sperare che gli Idraulici avvertiti dell’importanz:
porrauno attenzione nell” informarei delle circostanze che de-
vono assicurare 1" applicazione rigorosa delle formole del moto
permanente. Se i i d’accordo coi precedenti
ci confermeranno un ritardo dell’acqua, quando Ialtesza do-
vuta alla velocita & maggiore della meta dell’ altezza della la-
ma d'acqua, ed un’accelerazione quando & minore , allora il
fatto sard avverato e si potri senza esitazione occuparsi del-
causa di questi fenomeni. Ma sino a tanto che re
bio che il corso dell” acqua possi essere alterato da onde fra
loro contrastanti, & evidente che avanti di ammetiore un ef-
fetto molto sensibile delle
da come I'acqua, bisognerebbe avere una teoria del moto pro-
aressivo ondeggiato colla quale apprezzare Uinflucnza detle pie-
cole onde giacche ricordandoci del precetto Newtoniana. nor
plures admittendas sunt causae quam quae verae sunt et phae-
nomenis explicandis sufficiunt.

resistenze in una materia tanto flui-

Tomo XIX. 79
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Del mota dell’ acqua ne’ canali con sponde piane,
werticali e parallele.

10. La difficolta che presentava la traduzione dei proble-
mi di meccanica in equazi ferenziali & totalmente sparita
da qualche tempo, ¢ principalmente dopo che Lagrange nell’
esimia sua Opera della Mec analitica ha date le formole
pit semplici e pit generali, dedotie con un metodo uniforme
dal solo principio delle velocita virtuali per la soluzione di
qualunque problema d”equilibrio ¢ di moto. Quest’Opera d
ve essere d’altronde tanto conosciuta ¢ per le mani di itti
quielli che fanno professione di meccanica ed idraulica, ehe il
rifevire le dimostrazioni delle equazioni differenziali di questa
sorta di problemi & ormai divenuta una cosa su flua. Parti-
16 dunque direttamente dalle formole che si trovano alla pa-
gina 3z0. e seg. del secondo Tomo della Meccanica analitica
come da cose abbastanza note.

1l canale essendo supposto el nostro caso colle sponde
piane verticali e parallele, il moto dell”acqua si fard in esso
secondo un piane parallelo alle sponde, e prese le coordinate
z e z in uno di questi piani potremo considerare lo coordi-
nate y come costanti ¢ qnindi nulle le differenziali relativa-
mente ad esse. Gid premesso rappresenti g la gravita {'1"ango-
lo, che la direzione della medesima fa col fondo del canale
e 5 =a I'equazione di questo fondo; posto

dx

A=— gz cos. b+ _%+-;—(""”' )=+ =g

3 dgt
at

A'=—gsin. {+
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i avranno per determinare @' e ¢" e ordinata z della su-
peiticie. del fluido le tre equazioni

rla% da? %
(1) s —-——-LLI 4+ e0. =0
3 dx
(2) A4+ A z+ A" + ec. =0

o ()
e[ () - (FNE) ) - w8
(R k)
ae)ir—(55) 90 ]+ ee.=e

ido z dalle due ultime equazioni e sostituendo per
"ec. le loro espressioni, la risultante e la prima equa-
zione non conterranno pilt che le due funzioni incognite g
¢ ele loro differenziali. 8i potrd quindi con queste equazioni
determinare le dette incognite e da queste rimontare ai valori
di A, A", A" ec., i quali valori pesti in seguito nella secon-
da cquazione in z, la medesima rappresenterd la superficie
superiore e libera del fluido. Cogli stessi valoii di ¢ ¢ P
avremo anche le velocith p ed r secondo gli assi delle x e =
e la pressione 4 di un punto qualunque dalle formole

— o ag* all [l
F—('H) + & (Tx"-) —%(zr) + ec.
9 : o= fing"
= - (e2) - 3()
A=Azl 4 24"
Tutte queste formole suppongono che In serie
P’ — 2 (.’EL)_ Ll ("_?_) + ee.

ry PRA

sia convergente. Ora questa serie & convergente quando le
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le differenziali (—'I—-v) 3 (":?)) i {"'—:,%) 3 (%} 5010 SucCessiva-
mente pitt piceole, 0 r|\::mdu z si mantiene sempre piccul;q per
ogui valore che gli compete. 11 primo di questi casi ha lnogo
quando 1" inclinazione del canale & piccola ed il moto & per-
manente, ed andiamo a sviluppare questo caso nel seguito di
questa Memoria.

Del moto permanente dell’ acqua in un canale
col fondo piano e poco inclinato all’ orizonte.

11. 11 moto dell’ acqua & ridotto allo stato di permanen-
a quando la velocith e la pressione si mantengono costan-
canale variando il tempo. In

per uno stesso punto de
questo stato le funzioni ¢ e ¢ devono dungue essere
dipendenti dal tempo e le differenziali di queste funzioni re-
lativamente al tempo nulle. Ma siccome giusta la convenzio~
ne dell’ articolo 2c. Sez. XI. della Meccanica analitica deve

. E i ' : ,
intendersi che la funzione (T) abbracci, oltre la differen-

siale della funzione ¢, un’ altra funzione arbitrari % del

tempo , che nel nostro caso pud essere una costante , per-

e ay
cio si dovra porre (-d’j—\r eguale ad una costante i

Cid osservato, prendiamo 1’asse delle x sul fondo stesso
del canale, I” equazione di questo fondo diverra per una tale
posizione dell” asse

© I equazione (1) dard

Per questi valori di (_“El)a ", trascurando i termini dell’or-

dine di ‘Cﬁ?) , le espressioni di 4, 4", A", ec. si riduran-

no a
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(4) A= grcos L+ k + ‘i(__“{_)
(5) A=—gsin.§
Al=o
¢ le equazioni (2) e (3) diverranno
(2) ]

ax ag \f ax o [ g
(3) (T){_-.'x ) w4 z)
Eliminando s da queste due equazioni si ottiene
("_)( f'*‘ + ”‘4‘ =0
ax J\

la quale ha evidentemente per mtcgmle

of dgt
©) #(4h)=c
¢ essendo una costante arbitraria.

Introdotta in quest’ equazione per 4' la superiore espres-

dx

0 (et ()8

la quale risoluta di
O ()= L/ o1 )]
/e (o (1 ro o))

¥ rapprucntan&o una delle radici terze dell’ unita,

sione segnata (4) si trova per d inare (—"3‘—) Ia seg

DLzermmato( ) in funzione di % si hanno subito entro ai li-

miti d’ approssimazione ai quali ci siamo arrestati, e che ri-

conosceremo in appresso , la velociti e la pressione espresse da
—(a

() E= (r)

(10) F=— z(%
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(11) A=—gzxcos.l+ k+ '('I”) —gzsen. §
e I’equazione della curva direttrice della supetficie cilindr
del pelo d’acqua sari
—greos. b+ ko ('ff} )‘
gsin.L

per cui si conosceranno tutte queste quantita in funzione di

(r2) 2=

; . (g
x per mezzo della troyata espressione di (df_ )

12. Per I applicazione di queste formole bisogna prima
di tutto determinare i valori delle costanti alhma che vi
sono comprese, servendoci dei dati che U'esperienze instituite
sul canale possono direttamente farci conoscere. Percio osser-
vo che dalle tre equazioni (6), (2)° ¢ (4) si ricava

(13)' c=gz {‘—) sin. £

k=gzsin.£+gxcos‘g_7(%)-.

Serivendo p in luogo di ( ) queste. equegioni divengono .

vy
(£3) o= gapsin.£
(14) k= gasinfgr cos.f— — gt

Se ora si chiama @ la velocita parallela al fondo,e —a I’ al-
tezza perpendicolare al fondo del pelo d'acqua ( anteponia-
mo il segno — all’ altezza a percht secondo la supposizione
della Meccanica analitica le coordinate souo prese positiva-
mente- dall’ alte; in basso. e guesta altezza si trova nel nostro
caso dalla parte opposta ) in una sezione data ove porremo
I” origine delle coordinate e nella quale sia in conseguenan
x = o. Sostituendo questi valori le due equazioni (13) e (14)
¢i danno
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(15) ¢=—gavsin.{

(16) h=—ga sin.c.—«%n‘

colle quali le costanti ¢ e k restano conosciute.

| In luogo di una delle due quantiti @ e © si pud anche
introdurre la portata del canale, perché se si Fllialﬂn Q que-
sta portata ed / la la hezza del canale, a motive clje!) & in-
dipendente da 5 e percid costante nella stessa sezione & ha

§ (17) U=
; Onde eliminando a o v dalle precedenti equazioni risulta
| in.f .
(18) fcz_g(Q‘ +§):_gasm.z—%
(19) c=— i

per cui date due delle tre quantiti @, v e Q spettanti ad una
sezione saranno conosciuti i valori delle due costanti arbitra-
rie ¢ potremo. colle formole sopra ritrovate detérminare gli

aceidenti del moto in tutto il resto del canale.
13. Vediamo ora quali proprieta fisiche del moto dell’acqua
si- contengono sotto il simbolo di queste espressioni algebriche.
) La veloeita p parallela al fondo del canale risultando gia-
sta le eqnazioni (8) e (9) indipendente da 2z cid ei mostra,
come abbiamo gia osservato anche sopra. che quando il mo-
to & permanente ed & soddisfatto il e o A’ integrabilita del-
la formola pde + rdz , questa velocity & costante , entrd i li-
miti dell” approssimazione adottata, per ogui punto di una

stessa seziofie.

La veloeita r perpendicolare al fondo varia invece glusta
I' equazione (ro) proporzionalmente all’ altezza z, & se & ri-
flette che le coordinate o le velocita sono contate positiva-
mente dall’alto in basso, si riconosce che essa sard di

hasso se (%) sara positivo, e diretta in alto se

tta in

A negativo.
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Se si contrassegna con z' I’ ordinata o 1" altezza del pelo
& acqua perpendicolare al fondo per distinguerla dall’ altezzy
variabile z di un punto qualunque , e si elimina % dalle equa-
ioni (11) e (12) si ricava il seguente valore della pressione
A=gle'—z)
) sin. £ & 1" altezza verticale della colonna d”acqua
sovraincombente al punto z, dungue nel moto permanente la
pressione di un punto qualunque & eguale al peso della co-
lonna fluida che gli corrisponde verticalmente ¢ che
ha luogo pei fluidi in quict

Sostituendo nell’ equazione (13) per ¢ il suo valore (15)
si ricava_primieramente
(21) agp=—auv.

Moltiplichiamo un me:

wbro e 1" altro di quest’ equazione
per [ ¢ sostituiamo al prodotto fev la portata Q, risulterd
Q.
il prodotto della larghezza nell'alte:
4 sempre costante od eguale alla portata, corri
ponde alla nota legge del Castelli, che si trova cosi dimostrata
nel nostro caso relativamente alla velocita parallela al fondo.

Si metti nell’ equazione (14) per £ il suo valore segna-
to (16), ne risulterd la seguente

nella veloe

. . P faad

(#'-+a) sin. L +a co .ﬁ:i—ﬁ-;

asin.§+ zcos.t & 1 altezza verticale, del pelo d acqua del-
la sezione o all’origine delle coordinate sulla soglia della se-
zione x, ¢ zsin.t & 1'altezza verticale del * acqua sl -
la soglia relativa nell’ nltima di queste sezioni ma press
gativamente; percid (#'+a) sin. E+x cos. & sa i
livello del pelo d’acqua dalla sezione o, alla sezione qualun-

que xr. ma & noto clua.:‘s & rappresentano le altezze dovu-

te alle velocitd in queste stesse sezio
@ la pendenza del pelo ed A
(23) s=h—A

, dunque chiamanda
ed & queste altezze , <i avra
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Giok Ta differenza di livello del pelo in due diverse sezio-
ni & reciprocamente eguale alle differenza delle altesze dovi-
te-alle welocitd.
14. Passiamo alla fignra della supech

pelo d’acqua.
Eliminando dall” equazione (12) (:j—“’l) col valare che si ricava
dall’ equazione (18], introducendo per le costanti ¢ e & le lo-
ro espressioni (15) e (16), ed ordinando i termini per rappor-
to a 2, dsulta

(24) 2zcot.fz —w:—‘{asin.ﬁ—t-'—s) 20—

3 T
Quest’ equazione appartiene ad una linea di terz’ ordine
specie decimaterza (%) la quale sottoposta al noti metodi si
trova che ha quattro vami infiniti, due che hanno per asin-
toto la linea istessa ‘che rappresenta il fondo, o sia 1" asse del-
le = &due una retta orizzontale rappresentata dall’ equazione

(23)

Ma per conoscere

=—xcot. { —

meglio la ‘natura di questa curva, con-
e z che si ricava dall’ equazione (13)' dopo

aver posto per ‘5’;) la sua espressione in & data dalla for-

7
mola (8), e dopo aver introdotto i valori (15) (16) delle

due costanti ¢ e £ Con queste sostituzioni i ha
R i i b -
.n__ﬁl/ lgmem.-,+l/ (g‘v‘a :m.‘i—;g ﬂslr\‘f-t—ﬁ
3 37T/ T
» L, spgssin of — B 8
+mcuslt) )]"‘avl/[(gms’""‘ l/(gyasm., =

(asin.'§+ % —+ zxeos.k )‘) ]

¥

la qual formola di tre valori per secondo che si fa

(*) Euler. Introductio in analysin in- ne di Lesanna.
fuitornm, Tom. 11, pag. 122, Edizio-

Tamo XIX. 80
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= _'_JV_ } Onde distingnere quale fra

§=

tre va-

o ARSI ARG | F Sl —=
(27) gotetsinf—— g (asnu+ag+xcns =0
o sia
=
3
7 ¢ 3 [ viarsinf - e
ucos.gfj(—s—) —asm.r:-ﬁas
A questo valore di % corrispondono per 2 i tre valori seguen-
i . —1e /=3 .-{—g/—s
ti , secondo che si pone y =1, y = L V L=
' 1
5 3
(28) ~__) B e
PN S r

e lo stesso valore di x sostituito m>i1 equazione (ga) dell’asin-
oto di

Da cid ne risulta la seguente costruzione. Sia, fig. I, il
fondo del canale rappresentato dalla retta AB, e 1’ asinto-
to (25) dall’ orizzontale CD. Se dal punto O origine delle
coordinate si prende una porzione OX eguale all” ascissa

v [ 3 [ wainst
i\
ZXZ l:Prpel)ﬂlDO]ail‘ al fondo, divisa la porzione XI com-

presa fra I’ asse delle z e 1’ asintoto in tre parti eguali, se-
gu'\lu XE eguale a due di queste terze parti, e l'.;tto XF=

¥
) —atnnf%) e dal punto X si guida

=2 XE, i punti E ed F saranno su la curva e potranno con-
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ini dei quattro rami suddetti. L angolo
1 angolo che la verticale prolungata in basso fa colla ret-
ta che rappresenta il fondo del canale: quando il canale €

decliv

rdetta 7 s. &

a s<-mini:‘cuufercuza,:sa\;\‘(;:.c quindi o

positivo. Se dunque partendo dal punto X facciamo che =z
varii nella direzione delle coordinate positive, la quantiti

2 3
gvat sin."_‘—;? g ( asing -+ :74-1'::(:!'.&)

diventera ativa , e si sa che in questo caso la formola (26)
da tre valori reali per Se si pone

vasin, §
(29) cos. = (b

5 3
g (usin. £ +:7_ +xccs.;’)

e si prende per g un angolo < 7, i tre valori di —;'- sono

EhES A i > <
== /Tg(asm.z—t—ﬂ;-hvm& & )cus. 5

-

A S 2 q Lgitag B 2af
(3c) ==/ 58 ( in.f+ = -+ wcos.. ) cos. 2
[ a % o 4 i
( == I’/-i’.g ( n.sm.l‘,'+-ﬂ?+xﬂ05.r, ) cos. ==

Dal che si vede che, essendo v ed a quantita positive sard
altresi § < % e quindi la scconda e la terza di queste radi-
¢i saranno negative.

Fatto x = oo risulta cos.§=0, e quindi g== , cos,-‘?’

-+ drf T

5 — 5 co8. 8. 1

E 5,
= COs. % 5 COS. = CO0s. —5-" 5 COS.

due primi valori di - diverranno dunque infiniti quando x=co

¢ sard #'=c, ciod i due rami, quello che ha I’ origine in I
ed uno di quelli che hanno ¥ erigine in E anderanno acco-
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standosi alla vetta AB dalla parte delle ascisse positive come
ad un asintoto.

dref

La terza radice, sostituendo per cos. il terzo del

valore di cos.§ preso negativamente di
sin

asin. § -+ =+ acos. §

( asin-f + ""') §

Questo valore di z' & quello che risulta dall” rquuziunc (25)
dell’ asintoto CD; il terzo ramo adunque all’ infinito si con-
fondera con questa retta,

Se invece, partendo dal punto X, consideriamo che I a-
« varii nella direzione delle ascisse negative, la quantita

¢ quindi

z'= — zcot.L —

T3

G

4 3
£viatsin asinf 4+ =+ xcos. § )
diventera positiva, e quindi la formola (20) dard, come & no-

o

to, un solo valore reale per e questo valore sard quel

che co

isponde alla radice y==1. Da questa parte delle ascis-
se si estenderd dunque solianto il ramo che ha lorigine in F
e siccome ava_ dalla’ stessa formola

z 7_mot.§—s—l—£ ({mu (ol )

percio questo ramo si accosterd, come ad un asintoto, alla
retta CD data dall’ equazione (25).

Tutte queste circostanze sono rappresentate dai rami del-
la fig. I, supponendo che questi ito abbiano a
confondersi colle due rette AB, CD. Di questi rami & eviden-
te che quelli che possono rappresentare la superficie dell” ac-
qua nel canale, sono i due soli EB , ED, perché gli altri due
si trovano sotto la supetficie del terreno. Le coordinate di
questi due rami sono date dalla seconda & dalla terza delle

rami all’ in
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tre yadici (3e) dell’ equazione del pelo d’acqua , che
sarino pereid le sole adici che bisogneri adottare.

15, Onde distinguere quale di queste due radici, o sia
quale dei dne rami EB, ED converri impiegare secondo i di-
versi casi, si osservi che al punto X appartenent
& data dull’ equazione (27) corrispoude nei due detti rami se-
condo le equazioni (8) e (9), la velocitd

7 -% ( foasin. ’.'}

e secondo cid che abbiamo ritrovato sopra, equazioni (28),
r

ordinata

Paragonando queste equazior
sezione

avrd dunque nella stessa

— z'sin:f alk,

cioé sard |’ altezza verticale dell” acqua espressa da — z'sin
eguale a o} che rappresenta il doppio dell’altezza dovuta al-
la velocitd nella stessa sezione.

Discendendo lungo il canale I’ altezza — z'sin. § va sem-
pre diminuendo nel ramo EB, ed aumentando nel ramo ED,
e viceversa la, velocith dell” acqua va aumentando nel ramo
EB e diminuendo nel ramo ED, se dunque nella sezione data
all’ origine delle coordinate, sard

asin. < :, o sia<ah,

snssisteranno le circostanze del ramo EB che sard quello che
converrd adottare impiegando la seconda delle tre formole
(30). Se invece sard

asin.z>%'. osia >k,
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stivice della superficie del pelo d'acqua sard rap-
presentata. dal ramo ED cui corrispondono le ordinate che si
ottengono dalla terza delle tre formole (3¢).

16. Se si instituiscono delle considerazioni simili nel caso
che il canale sia acclive cioé nel caso in cni cos.§ sia nega-
tivo, si troverd che i quattro rami della curya sono in questo

aso rappresentati dalla figura 11, la quale in non altro diffe-
risee dalla figura I, se non che i rami che prima erano dalla
parte delle ascisse positive ora sono passati dalla parte delle
ascisse negative e viceversa. Egualmente che nel caso del fon-
do declive i soli due rami EA, EG possono rappresentare la
superficie del pelo d”acqua , la quale entata dal

rappr

ramo EA, se nella sezione data sard, asin. < — 0 sia <ak,

¢ dal ramo EC se invece nella sezione si avrd & sIn.L’>-§:
cioé > akh.

17. Tutte le formole che abbiamo ritrovate nei numeri
precedenti per rappresentare il moto dell’ acqua in un cana-
le sono, come si & avvertito al numero 1 dedotte nella sup-
posizione che le equazioni (2) e (3) siano soddisfatte almeno
prossimamento dai soli primi termini, che abbiamo conservati.
Per verificar do questa supposizione sussiste, osservo che
tutti i termir abbiamo trascurati contengono delle po-

x (::—’j—r) . Ora colla sic-

cessiva differenziazione dell” equazione (7) e con alcune ridn-
zioni che somministra la formola (1), si trova

(%)=
in (= sin =l

aig YU e o
(F) = tpeos ¥ — T

Ne’ camali la pendenza del tondo & rarc volte >

tenze e delle differeyziali della quanti
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lunghezza; onde sard quasi sempre cos. L <——; le potenze
ag!
@z
sivamente piu piceole, come contenenti un moltiplicatore di
potenza di cos. £ snccessivamente pit alta, a meno che la
quantitd componente i divisori non abbia un valor molto pic-

e le differenziali della qu:mliiil(

) saranmo quindi sucees-

s
colo e comparabile a cos. £, Al numero 15. abbiamo visto
che al punto E si ha — z'sin 2/, e quindi z'sinf4-2h=o,
¢ che questa quantitd cominciando dal punto E va acquistan-
do un valore che cresce pin si allontana da detto punto: se
dunque il tronco di canale di cui si considera il moto appar-
terrd ad una tratta &’ aleuno dei rami EB, ED della figura I,
o dei rami FA, EC della fignra IL a qualche distanza dal
punto E, la quantita z'sin.g+-24 non sari pitt piceola, ed i ter-
mini trascurati saranno almeno dell’ ordine di o,0001 {razione
traseurabile por questa sorta di questioni di pratica, e le for-
mole ritrovate saranno applicabili a tutti questi casi.

Dopo i valori gid ritrovati degli elementi del moto dell’ nc-
qua d'un canale, sarebbe facile lo spingere innanzi le approssi-
mazioni ai termini successivi, ma stimiamo inutile di riportare
le formoale che ne risultano, perché esse non troverebbero quasi
mai uso nella pratica, e d’altronde ciaseuno pué ritrovarli da
st senza altra difficolta che quella della lunghezza dei calcoli,

18. Per mostrare con un esempio I’ applicazione di que-
ste formole richianicremo un esperimento che abbiamo rife-
rito in una. nota alla pagina 223 della Storia dei progetti ¢
delle opere per la N, igazione interna del Milanese di Ciu-
seppe Bruschetti ( Milano dai tipi di Giovauni Bernardoni
MDCCCXXL ). Preferiamo tanto piit volontieri quest’esempio,
perche ‘eid. servird a rettificare uno shaglio ivi occorso essen-
dosi fatto uso del valore di # che risulta facendo y=1 nella
formola (26) in luogo del valore di z che risulta dalla terza
delle tre formole (30).
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L'esperimento fu eseguito dal Sig. Ispettore Carlo Parea
alla mia presenza sul tronco del canale di Pavia compreso
fra la Conchelta e la conea al Lambro pochi giorni dopo lo
spurgo annuale. Colla livellazione nieramente indaga-
ta la pendenza del fondo del canale per una tratta di metri

si& pr

2025, che fu ritrovata di o 537, L'ultima sczione di questa
tratta era alle portine della conca al Lambro , e presa |
tezza dell’ acqua sulla soglia delle portine risulto di metri
1.404. Esplorata la velocitd dell’ acqua nelle yicinanze di que-
sta sezione con due galleggianti uno semplice ¢ I altro com-
posto, non si trovo nelle due esplorazioni una diversita di ve-
locita che eccedesse i limiti degli errori delle esperienze , €

la velocitd per un medio fu eguale a o 324 per minuto se-
condo sessagesimale.

Con questi dati calcoliamo colle formole prem
deve essere I altezza del pelo d’ acqua e la velocita all’altra
estremiti, della tratta, cioé 2025 metri superiormente alle por-
tine della conca al Lambro per coufrontarle con quelle effet-
tivamente misurate.

L’altezza dovuta alla velocith o™.324 osservata nelle vicinanze
delle portine alla conca al Lambro essendo appena di o™,00535,
sard, 2li=0,0107 & quindi molio minore dell’ altezza del pelo
& acqua a sin, £= 1,494 onde il ramo clie rappresenteri la
curva diretirice della superficie cilindrica del pelo d’acqua
sard il ramo ED, e la formola da adottarsi per calcolare z
sari la terza delle tre formole segnate (3c).

Gib. osservato, non s aved pin che a sostituire nelle for-
mole (29), (30) per asin.f, v ¢ g i loro valori che sono

asin. & =1,494 w=,324 g = 9,688
¢ porre x.cos. 7, perche, come ¢ facile I’ intendere
colla considerazione di un semplice triangolo rcll:u\gole,rcus.l;
rappresenta la pendenza del canale ma presa neg;

Con aquesti dati il caleolo della formola (29)
ramente

e quale
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log. cos. § = 947819 B=r2"a9, 9.
ed in seguito dalla terza delle tre formole (30) si
—z'sin. £ = 0,049

¢ con questi valori di #'sin. £ ed i surrifferiti di @sin. e »
le formole (13) e(15) somministrano

p=0,510.
Colla misura diretta si & ritrovato nella stessa sezione Ialtea-
20 verticale dell’ acqua o sia —2' sind = 1,027, & la velocitd

p duta dat galleggianti fu di 0”474 La differonza fra il cal-

colo e I’ osservazione & di - del totale valore. Ma questa

differenza ha cio di notabile, che la teoria da la differenza di
livello del pelo d’ acqua dalla sezione inferiore alla superiore
(2 + @) sin. £+ xcos.f = 0,008
mentre I esperienza ha dato

(' + a)sin. £ + xeos.L =—0.,070.
Per cui il pelo che sccondo la teoria avrebbe dovuto avere
una piceola acclivita ha invece manifestato coll’ esperienza
una sensibile declivita.

La quantith z'sin.§+ 2k che forma i denominatori delle
formole (31) essendo per tutta la tratta del canale compresa
fra i due valori 1,483 e 0,023, & evidente che il diffetto di
corrispondenza ritrovato fra il caleolo e Pesperienza non pud
provenire dalle quantita trascurate. Nou ci resta dunque che
richiamare cio che fu detto alla fine del numero 9.

Accruwra

1. Questa aggiunta contiene un’ estensione della teoria
esposta nella Memoria precedente, Le formole che ivi furono
ritrovate sono fondate sulla supposizione che le velociti p ed
r di nna molecola fluida qualunque secondo I'asse delle z ¢
secondo 1'asse delle z siano tali che la quantitd pdx + rdz
formi una differenziale esatta. Quantunque questa supposizio-
ne sia ordinariamente ammessa e possa sussistere in molti ca-

Tomo XIX. 81
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anali, eredo non inutile il
far vedere come si ot acile eoluzione del problema
anche prescindendo da una tale restrizione.

A tale effetto richiamo le formole degli articoli 9. 10...15
della Sez. XI. della seconda parte della Meccanica analitica,
facendo in esse la velocitd ¢ ¢ tutte le differenziali relativa-
mente al tempo nulle, pel motivo che quivi non si conside-
ra che il moto in un piano e gid ridotto allo stato di per-

si del movimento dell” acqua nei

manenza. Queste formole, fatta la densitdh A = 1, sono

(©)

dA—dV= (pljf
Se si pone con Lagrange, art. 14.
(1) p=

1" equazione (G) diventa

d'a
dzdx
la quale & integrabile. relativamente a z, e di
da
(2) e

Con questi valori di p ed r, le equazio
ministrano

T _'_[ft = da

Frver i

Siccome il primo membro di quest’ultima equazione & und
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differenziale esatta, converrd che tale lo sia anche il secondo
membro. Si avid cost I’ equazione

do B da Pe _ da_dla da &

& LT g 8 & dol @ da

la quale ammette una prima integrazione coi metodi conoscit-
1i ( vedi Lacroix n." 745 ¢ 752), e di
@) e o (%)
#'(e) indicando una funzione arbitraria di «. Anche 1" equa-
zione (L), ' integra in seguito, e si ha
@ A= V=LAt L)
#{a) essendo la funzione primitiva di 7'(a).

Sarebbe difficile I’ ottenere in generale un integrale del-
I’ equazione (3) dal quale si potessc trarne qualche partito
per le applicazioni che formano il nostro oggetto, ma nel caso
attuale in cui si suppone che I’ inclinazione del fondo del ca-
nale all’orizzonte sia piccola, risulta, come si verifichera in
appresso, anche la veluuila\:{l—“; molto piccola e le sue diffe-
renziali successive relativamente ad x di un ordine continua-
mente inferiore. Questa circostanza ci permette , trascurando
soltanto delle quantiti di second’ ordine , di ridurre 1° equa-
zione (3) alla seguente

la quale ha evidentemente per integrale
4 Udw
) LA n(a)+B(2)

@(x) dinotando la funzione arbitraria di x portata dall’inte-
grazione.
Supponendo le ascisse positive prese nella direzione del-

la corrente, la velocith 1—: sard positiva, quindi, adottando il

segno —+, si avra
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© o a(a () Pl=))

Da questa equazione si ritrae

da
s+ o)
I integrale dovendo essere preso considerando a soltanto per
variabile, ¢ y(z) essendo un’altra funzione arbitraria di .
Rappresentiamo con [1(¢ (x),a) la funzione primitiva di

P 1

1 aa(e)+glz))

(@) 5 =11(g (z), &) + #(=)
dalla quale si potrd viceversa ricavare.
() a=p(pl), =— i)

11 indicando la funzione che risulta pel valore di & colla ri-
soluzione della precedente equazione (7).
Trascurando le quantitd di second’ ordine I'equazione (4)

(a) A—r=L 2 af)

la quale col mezzo dell’equazione (1) si puo anche trasfor-
mare nella seguente
(10) A— V= ¢x).
Quest’ ultima equazione ed una delle due precedenti (7) ed
(8) risolvono per approssimazione il problema del moto di un
fluido nel caso considerato, che si muova in un piano vertica-
le limitato da una retta poco inclinata all’ orizzonte , perche
da esse si pud dedurre le velocitd e la pressione di un pun-
to qualunque della massa fluida non che I’equazione della
curva del pelo.

Infatti le equazioni (7) ed (8) colla loro differenziazione
<i danno

s

(1) =) A00) )
(19) o =— /e + 9 [ M)l (2)+ ()]
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o vero
(13) E=ufpl=)z—PiH
(4 2 =l (=) s— Pl ()

dove II' e yy, indicano le funzioni prime di 1 c 1 relativa-
mente a @(z) e q1, la funzione prima di 1 relativamente a z,
@(x) ¢ Pla) le funzioni prime di P(x) e P(x)-

Le due prime formole sono pilt generali perche danno le

espressioni delle ve!ac'n&% e ':—"indipendeutcmcnle dalla ri-

soluzione dell’ equazione (7); le seconde hanno il vantaggio
di fir conoscere il valore di queste velocita direttamente in
funzione di x ¢ z.

La pressione A4 di un punto qualunque siavra dall’equa-
sione (10), mettendo per Vil suo valore dato all’articolo a3

ed osservando che nel nostro caso si ha p= %, 52%—5;

si otterd
(13) A= —gucos.E—gasin. L+ P(a).
1’ equazione della superficie libera del fluido si ottiene egna-
gliando a zero questo valore di 4, cid che di
__ pl)—gmront
(18) z_.f——};:] =t
Non ci resta dunque altro che determinare la forma delle fun-
zioni arbitrarie w(a) , ¢(z) e P(z).

2. Queste funzioni possono essere determinate per mezzo
della cognizione dello stato del fluido nella prima sezione, e dalle
condizioni che le molecole sulla superficie del fondo e sulla
superficie libera del fluido si muovano costantemente su que-
ste due superficie le quali due condizioni sono espresse dalle
due equazioni (I), (K)'.

1.° La cognizione dello stato del fluido nella prima sezio-
ne determina la forma della funzione z(a). Supponiamo in fat-
ti che in questa sezione, che risgnarderemo come 1’imbocea-
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tura del canale e per ln quale supporremo x=o, il fluida
sia introdotto con una velocitd parallela all’asse dolle =, che
pei diversi punti della seaione sia espressa dalla funzione F'(z).
Si avrd per questa sezione

(r9) E=F)
¢ quindi indicando con F(z) la funzione primitiva di F(z)
(20) a=F(z)

ommetto la costante abitraria che puo considerarsi compresa
nel valore di a.

Da questa equazione si pud trarre il valore di s espres-
so per «, che indicheremo per

(21) z= ¥(a)

onde sostituendo risulterd

(22) e F(F(0))-

Questo valore iﬁ—f‘ rappresenta la velocita mella direzione

dell’ asse delle x nella sezione all’ incile, e dovra percio sod-
disfare all’ equazione (5) facendo in essa x= o, avremo cosi

LF(F (o)) =7

+¢(0)
e m(w) sard dunque espressa da

(=3) alu) = L F* (5 (@) — p(o).
Con. questa espressione di z{a) . la formola che abbiamo espres-
sa con [(plx).a) sard data da

(4 N(giaa) = f- e

Siccome questa funzione , che pre
terminata , deve esser ta di a e della di
la rappresenteremo p
za con H(p(z)—gp(c)

(8) diverranno

la funz

E )

entemente ¢ di forma de-
ferenza gix)—p(o) .
& d’ora innanzi per maggior chiarez-
in questo modo I due equazioni (7);
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(=5) 5= T1(ple)— H{e)s @)+ §(2)
(26) o= [1(P(z) — plo)= — (=) )

IL® La forma della funzione if () si determina facilmente
per mezzo dell’ equazione (1) che inchinde la condizione che le
molecole che si trovano sul fondo si muovano costantemente
in esso. Per cid si osservi che il fondo del canale essendo nel
nostro caso una linea retta sulla quale abbiamo preso 1" asse
delle 2, la sua equazione sarh A=z =0, ¢ la sua differen-
ziale

oy

x

Eliminando A dall’ equazione (i)' si ottiene

Quest’ equazione iniegrata somministia
a=c
¢ essendo una costante arbitraria.
Se dunque facciamo nell’ equazione (25) z =0 la mede-
sima dovrd essere soddisfatta da a=c. Per vedere cosa dino-

ta la costante ¢ si rifletta che gE: rappresentando la veloci-

ta del fluido parallela all*asse delle =, il prodotto 292, (7 di-

nota la larghezza del canale ) rappresenterd la funzione pri-
ma della quantitd d’acqua che passa per una sezione del ca-
nale, e quindi Pintegrale Z esteso da z=o ad una ordinata
qualunque = dovra eguagliare in generale la quantith di flui-
do che nell’ unita di tempo passain quella parte della sezio-
ne compresa tra il fondo e I” orizzontale condotta all’ altezza
z. Quando quest’ordinata & quella del fondo, pel quale z=o,
questaquantiti di fluido & nulla, si ha dunque la=c e quin-
di dalla precedente equazione e=o. L’ equazione (25) diverri
cosi per le particelle che si trovano sul fondo

0 =T1(g{z)— (o), c)+Plz)
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dalla quale si ricava la forma della funzione tf(x) data per
mezzo di @(x) nel seguente modo
W (2)=—1( §(z) — (e} ©)
Onde sard in generale
(37) ==T1{@(x)—p(0).a)—T(plx}—plc).c)
(@8 = y/HE—gE)+FF (3 @)

(o) 2 =—/SE—FE (@) [ § () — P (0)>2)
—T'(§(2)—plo)s0) 19(2)

o vero

(@) o =Tg(z) — ple)=) 11 (fle) — Plo)e)
(1) % = 11, (§lx) — Plo)s)— (gl ple)s0)

(32) %= miplx) — lo)s) — NPl — 7 (o) 0) § @)
= 11le)— ile)2) — TH(i(=) — ple) )L (pl) — FO)IP (<)

1IL° Queste formole contengono ancora la funzione inco-
gnita @) la quale si determina colla condizione che le par-
ticelle che sono una volta sulla superficie libera del flnido ,
& conservano costantemente in essa, la qual condizione & espres-
sa dall’ equazione (K). Eliminando 4 da quest’ equazione per
mezzo della differenciale dell’ equazione A=c0 rappresentante
la superficie del fluido, e che &

di dA_dz

e

s ottiene
da ds __ da__
R P
la quale ha per integrale
a=c

dove ¢ dinota una costante arbitraria.
Precedentemente abbiamo visto che . rappresenta la
quantiti di acqua che passa nella porzione di sezione com-
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presa fra il fondo e Pordinata condotta all’alteaza z. Allorche
I ordinata = appartiene alla superficie del fluido la porziene
a corisponde all’ intiera sezione ed la equivale alla

compr

portata del eanale. Si avid cosi, dinotando cen Q) la portata,

la=0Q.,a= D—' . e Ja precedente equazione dard parimenti
— 0

e= .

Se dunque nell’ equazione (27) si pone 4= % I’ ordi-

nata distinta con un apice ed espressa da

() = =1(gx) — o) F ) Digle) — fleb)
apparterra alla superficie del fluido. Ma a questa superficie
abbiamo visto sopra, equazione (18], che si ha

Pley—gaons L
gen #
Paragonando quindi questi due valori si otterrd

U

- (34) @ (x) — gucos.L =

esinz[11 (g — 910 2 ) =11 (3 ()= 3 (0),0)]-
Se in questa equazione si fa x=o, resta t
(39) rﬁ(c):gsin![ﬂ(c,%)-—]‘](c.o)],

si conoscerd cost il valore della costante gi(c): allora la pre-
cedente equazione non conterra pit che la variabile 2 ¢ la
funzione @(r), e sard atta a dare la forma di questa funzio-
ne in quantitd determinate e cognite.
La forma delle funzioni, che entrano nelle espressioni
da
e
(28), (20): (31): (32), (13), essendo cosh tutte determinate , i
valori di queste quantitd saranno pienamente conosciuti ed
il problema sard completamente risoluto. Le equazioni (18) e
Tomo XIX. B2

delle velocita ™2, % & della pressione 4 date dalle formole
= P
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(33) rappresenteranuo poi la s serficie cilindrica sotto cui st
dispone il pelo d’acqua, e i puo osservare che 1’ equazione
di questa superficie si ottiene anche indipendentemente dalla
forma della funzione @(z), poiché se nell’ equazione (33) &
mette il valore di @x) tratto dall’ equazione (18), risulta.
Q

(36) =1 ( £7' sin, § + gz cos. £ — @ (0), T)

— T (gz'sin.d + groos.t —g{o),0)
la quale rappresenta pure I’ equazione della supetficie libera
del fluido,

3. Avanti di passare alle conseguenze che risultano dal-
le ritrovate equazioni, m’arresto con qualche osservazione su
una difficoltd che potrebbe presentarsi mel determinare le
funzioni arbitraric . La determinazione della funzione =(a)
espressa dalla formola (23) suppone la risoluzione algebrica
dell’ equazione (20). Quando quest’ equazione fosse irresolubi-
le, mancherebbe la cognizione della fuuzione F'(¥(a)), ¢ quindi
I’ integrale della formola

(a) _/ ﬁ'—

riescirebbe impraticabile e Ja forma della funzione ITindeter-
minat: a si pud eseguire sulla formola (24) una trasforma-
zione mediante la guale essa diviene di forma determinata an-
corche U equazione (2c) sia irresolubile. Infatti posto ¥ (s)=o
si ha a=F(p), da=F(o)ds, e F(F (a))=F(@). Con queste posi-
zioni I’integrazione della formola (24) si pud far dipendere
dall’ integrazione della formola
f (o)
|/ slplaj—plop+E

la quale non suppone né la risoluzione dell’equazione (20) ne
I’ integrazione della formola (1g).

Indicando con Ti{fi{x)—gi(0).m) ' integrale di quest’ultima
formola, il sistema delle due equazioni

o= F(o)
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2 =1 ( pla) —Gle)a) -+ §lz)
terrd luogo dell’ equazione (7) ¢ quindi in vece delle equazio-
i (27), (28) e (2g) risulteranno le seguenti

(7)) ==1i{p(x) — plo).0) — Ti{i(x) — G(c)w)
(a8 % =/ — 9] + FrE)

(ag) 22 =— /20l —HO)HF G @) [T(ple) — ile)0)
— () — (o) o) 1)
e per determinare @lo) e Plz) avremo
(35)  —glo)=gsin.t(T(c,a,)—Ti(0,0')
(34) ple) — gu cos. =g sin. E[TI(§(x) — B(c). o)
— I (g} — pl0)- @)

dove o, ed o, rappresentano le due quantitd (o) ed 5(?—)
s

le quali quantita eguagliano le coordinate del fondo e della
superficie nella sezione data all’origine delle coordinate.
Valendo con queste formole determinare le velocitd e la
pressione di un punto assegnato della corrente e corrispon-
dente alle coordinate x. z, s’ incominceri col dato valore di
2 a ricavare il valore di §(x) e §(x) per mezzo dell” nltima
equazione (34)" e della sua differenziale. Col valore di ¢(x) &
dell’ ordinata z si avra il valore di @ dall’equazione (27)' Gid
fatto i secondi membri delle equazioni (28, (29), e (13) sa-
ranno composti di quantitd tutte cognite ¢ daranno le veloci-
ti e la pressione del punto assegnate della corrente.
Un’altra trasformazione che pud essere utile in molti ca-
si, e che riduce la quantiti sotto il segno /nella formola (a)
ad nu semplice radicale quadratico tutte lo volte che la de-
rivata prima della funzione inversa di F'(z). o sia la funzione
‘F (@) risulta nna quantitia razionale , & la seguente . Posto
F(#(x))=a, ed indicando con 'F (@) la funzione che risulta col-
la risolnzione considerando F(a) per incognita, si ha F(u)="f(a)
e quindi a=F(¥(a)), e rappresentando can 'F(o) la funzione
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prima di (), da="F(0)odw, onde sostituendo Ta formola (a)
si ridurrd a

In quem: caso se si dinota mn[[[f{i( c)—p(c).@) Iintegrale di
quest” ultima funzione, il s a delle due equazioni
a=F (7 ()
2= TI( (=) — 9lc), @) = H(z)
terra luogo dell’ equazione (7) , ed interpretando o nella si-
gnifleazione ultimamente assegnata, ¢ quindi ponendo

(#o)) m=F(F(‘Q))

le stesse formole (27)' (28), (20)' risolveranno il problema an-
trasformazione

o=

che per quc

4. Esposte le formole gene
te e continuo di un i
tangolare poco inclinato all” orizzonte, passia
queste formole alcuni teoremi che sussistono in generale qua-
lunque sia la 1 che regna fra le velocitd dei diversi pun-
ti della sezione all’ origine.

I. Se indichiamo con =, z, o, le quantitd analoghe ad =,
Pequazione (35) che
anche la seguente

iento permanen-
in un canale ret-
mo a dedurre da

oV

z, @ ma appartenenti ad un’altra sezione.
siste per tutte le sezioni in generale, d

L Ao (a) e -

a Jn)

Da questa equazione sottraendo la stessa (5) si ha
da
{a) -+ Gz) — Bla).

s dap 1 1.0
ChrasTm T T

Supponiamo che sia a=a,, sul fondo per esempio (vedi il

n tutte le sezioni a=a=o0, ed alla super-

numero 2. ) si ha

ficie a =




|
L
A
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Ma 1 equazione (18) ci da

) = gxcos.f + gasin.g
Plx) =gz cost +gzsin.k
dunque sostituendo risulterd

— x)cos.f + (5, — z)sin.g

i : .
Ora 22 rappresentando in generale la velocitd parallela

al fondo della molecola corrispondente alle coordinate =, z,
da

ds*

sard come ¢ noto, i; Ialtezza dovuta alla velocitd paral-

lela al fondo della detta molecola. Dinotiamo in generale con
F quest” altezza, osservando di piit che (x—x)cos.L+(z—z)sin.L
equivale alla differenza di livello della superficie della cor-
rente dalla sezione x alla sezione z,, differenza che per bre-
vitd indicheremo con @, si avrd
h—h=u

la qual formola ¢i da il teorema che La differenza delie al-
tezze dovute alle velocita parallsle al fondo di due molecole
poste sul fondo o sulla superficie, od in generale corrisponden-
ti o due eguali valori di a. equivale alla differenza di livello
delle superficie del fluido dalla seconda alla prima sezione.

IL. Col teorema precedente possiamo paragonare le velo-
citd parallele al fondo di due molecole poste in due diverse
sezioni: se nell’ equazione () poniamo z=ux, cit che la ri-
duce a

L )
(] R
potremo instituire un confronto fra le velocitd di due mole-

s SRET g e
em =
i per esempio &= ;

cole poste nella stessa sezione. Facci

ed a=o0, per cui %:s- sia la velocitd di una molecola alla

superficie , e g la velocita di una molecola sul fondo, si
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(e ()-)

la quale equazione ci somministra il teorema che La differen-
za delle altezze dovute alle velocitd delle molecole poste sul-
la superficie o sul fondo é costante in tutta la lunghesza del
canale: ed in generale I'equazione (¢) ci mostra che La diffe-
renza delle altezze dovute a due molecole poste in una sezio-
ne qualungue e corrispondente a due eguali valori di a é pa-
rimenti costante.

1L Un altro teorema che si deduce dalle formole ritro-
vate e che sussiste in generale nel grado d’ approssir ione
entro il quale ci siamo contenuti & che la pressione di una
molecola fluida qualunque risulta eguale come se il fluido fos-
se stagnante. Infatti eliminando $(x) fra le due equazioni (15)
e (18) e contrassegnando come si & detto di sopra con un
apice il valore appartenente alla superficie del valor variabi-
le z, si trova

avri E=h

A=g(s—z)sin &

Ora (z—z)sin.f & I’altezza variabile della colonna sovraincom-
bente alla molecola che corrisponde all’ordinata z dunque La
pressione di una molecola. qualunque ¢ eguale al peso della
colonna fluida che gli ste sopra, che é cio che vale pei flui-
di in quiete.

5. Le formole dei numeri precedenti sono state ricavatc
colla supposizione che la velocitd s perpendicolare al fonda

=

del canale sia piccola, e che la differenziale 4—::‘ sia di un
I
=

ordine ancora inferiore, ciot: dell” ording del quadrato di

ed al principio del numero 1. abbiamo promesso di verificare
che questa suppo ittima almeno in un gran nu-
mero di casi. Per cid fare richiamo 1’ equazione (31) scriven-
do in essa per semplicita j in luogo di 11 [#(x)—p(e)

ione & |
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z—{1(f(a)—le)e) ] I in luogo di T{p(x) — filo).0), e ¢ in
luogo di gila), si avia

F=u7 +ply

differenziando e conservando le notazioni di Lagrange

T =107+ TP+ I+ 0+ (T 7).
Ora I’ equazione (34), posto 1—gsin.Z (IT(Q:7)—Ii(c))= D, da

oo guatd
Pt

PYR LY G T
=gl

Dunque eccettuati i casi in oui qualcuna delle quantita——

| LGN {1 ({2

P LS | L
Tt

11 KO
U T

o,
D b

e 7 o T
B diventi molto. grande, il valore ‘lld_.x‘ sard dell’ ordi

&
T
1i naturali od artificiali de’ quali occorre all’ Architetto Idrau-
lico di considerare il moto delle acque, la. pendenza del fon-
do del canale rappresentata da cos. [ & sempre molto picco-
la; cosi in questi canali si verificherd quasi sempre la suppo-
sizione ammessa da principio.

6. L'applicazione delle formole date ai casi speciali non
presenta pin che le difficolta dell’integrazione di funzioni con
una sola variabile , e della risoluzione di equazioni con una
sola incognita. Queste integrazioni e risoluzioni dipenderanno
dalla natura della funzione F(z) che rappresenta la velocita
di un punto qualunque corrispondente all’ ordinata z in una
sezione data, nella quale abbiamo posta Uorigine delle ascis-
se e I incile del canale.

Se si prende per la funzione F/(z) una costante, il che
corrisponde al caso che I acqua si introduca nella sezione al-
Tincile con una velocith costante in tutti i punti, si ricasca

dell’ordine di cosf. Ne’ cana-

ne di cos.f, e quello di
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nelle formole che abbiamo ritrovato n:]L. Memoria p
fondata sulla ~uppm1.:mnp che pdx—rdz
esatta. Questa supposizione analitica corrisponde dunqu
ndizione fisica che "acqua entri nella tratta di canale ¢
ale in tutta Pesteusione del-

una_ difl

si considera, con una velociri eg
la sezione all’ origine.

Per trattare un caso pin generale, supponiamo che I'acqua
si presenti al velocitd parallela al
fondo che creschi o cali proporzionalmente all’ altezza = di
modo che , » rappresentando la velociad sul fondo ed & un
coefficiente costante, questa velocita sia espressa dalla formo-
la v+ ¢z. In quest’ipotesi sa

' (2) = v =~z

a prima sczione con v

e quindi

a=F(

LS
05 - — &2
a

senza costante perché deve essere o= o quando 2
Di qui si ricaverd, equazioni (21) €

z:#%(vi Vo + 2
Fa#{a))=0* + 260 wu) =L v*+a— o)
e quindi, equazione (24)
. ds
I{ plz) — @ ()0 ———
=L /a7 W — 9l0) 7 + aca
Sard cosi secondo le formole (27), (30), (28), [ﬂ()).

=L | /A (0) v s — /S — PO )+

o=z /3 PE) —P o)+ + = &2°
iz = TFA = TR+ o

da
T2 gl
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Ayremo in seguito per determinare gi{x) I’ equazione sussisten-
te alla superficie

Pla)—gacos.t= geind [ ,/WW—T«-;'TE
— 2P =) +2°]

se si pone

V2(@(x) —glo)) +v*=0

d’ onde ‘risnlta

P =gte)+

per determinare @ I equazione

§ (:; (£52 plo—greoss ): H (,/Tu(u —o )

la.quale liberata dal radicale monta soltanto al quarto grado

ed & p risolubile algebricames in seguito si avrd per
la superficie
(@) 2=t [/ o 20l —a]= 20

G il e ar = o]
¢ per un punto qualungue

=z 4+ — ez*
3

(e)

inando @ [ra I’ equazioni (¢} e (d) si trova

=(ou—Le z")‘—z" (£ to) + ew os. c) — gsin. .2

Se si chiama — @ I’ altezza z' del pelo d” acqua nella prima
sezione € si osserva che per questa sezione si ha a=c, o=v,

Qi =—va+ -_" £a, colle sostituzioni si trova
o) =—gasin.§
onde sard
Tomo XIX. 83
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(o2 ) B
Quest’ equazione appartiene ad una linea di quart’ ordine

del genere GXLIIL (1), la quale ha quattro rami infiniti che
si estendono dalla parte delle ascisse positive du

. Acoua nEr Caxany

i pl et o
{ 5; Hasinf-groost ) = gsin.i.z

s iperbolici di

cui I asintoto & rappresen

ato dall’equazione z*

ﬂ{—" xcos.L. Un solo dei rami

parabolici dell’asintoto dato da z

corrispondenti
ascisse ne

ciascun asintoto si troverd dalla parte delle
ative che sono le sole che
ve sitnate sopra il terreno, cos

corrispondono alle cur-
due soli rami potranno rap-
presentare la curya divettrice della superficie cilindrica del
pelo d acqua.

Se la differenza fi:
ficie, come spesso pud r
la , il coefficiente &

la velocita del fondo e della super-
sultare dagli esperimenti, sard
pure piccolo , allora t
quadrato di &, ed impiegando la surriferita espressic
la precedente equazione si potrd ridurre a

; ( s
la quale ¢ affatto simile a quella segnata (24) nella Memoria.

ta dn%(:—f")‘

Con questa leggiera modificazione tutt le conseguenze de-
dotte nei numeri 14. e 16. della Memoria saranno  appli
cabili al caso pift generale che ora consideriamo. L.’ equazio-
ne (e) poici mostra che la stessa legge di velocita che esi-
st nella sezione all’ origine sussiste in tutto il corso del ca-
ale.

21 4 weot L5+ — ( asin. £ +

ga

ad eccezione che 1" altezza T' & qui rimpis

(1) Eulet. Introductio in analyain infiniternm. pig. 140, Edizieae di Losanne




