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SOPRA LA INTEGRAZIONE DELLA FORMULA
dx

(1+2gacosp+q* 2 )*~"

'
T 1 LML T == 0, B g B TEAL MM £=0 T=1.

MEMORIA

DI GIULIANO FRULLANI
?. PROF. DELLE MATEMATICHE SUPERIORT NELL' UNIVERSITA DI PISA
Ricevuta_ il giorno 4, Febbrajo 1818.
PRESENTATA
DAL $0CI0 §1G. PIETRO PAOLI

¥p ATPROTATA

DAL SIGNOR PRESIDENTE RUFFINI

I ra s numerase ricerche da Euler intraprese sopra gli
integrali definiti, non mi & avvenuto di trovac completamen-
te trattata la formula

dr
(Tragrem g e
jntegrando tra i limiti x =0, 7= lo . Nel caso di » nume-
1o intero questa formula pud integrarsi anche indefinitamen-
te con un processo di calcolo che la riduce a dipendere dal-
I’ integrale

— dz et
Trageion BT
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il quale pure dipenderd da una simil formula dell’ ordine n—3,
@ cosi gradat: discendendo giung alla formula la
pit semplice di questa specie

s

TR
la quale pud cowmpletamente integrarsi. Ma quelle riduzioni
che Giovanni Bernaulli, ed Euler posero in uso,non rende-
ranno in generale piii semplice Ia formula proposta se n &
frazionaria , o comunque . Con tutto cid da quelle ridozioni
si pud trarre un partito, ed ¢ di formare con il lor mezzo
una equazione differenziale da cuila proposta formula dipen-
da, o questa Equazione ridotta molto semplice per I' evane- |

scenza di aleuni termini ai limiti z=

s @= %, rappresen- |
terd Ia formula stessa presa tra quei limiti. Per tanto la in-
tegrazione dard il valore cercato, o espresso in un numera
finito di termini conoscinti, come quando sari n intero, o lo
ford dipendere da una t d ire le, o primitiva
come per esempio quando 7 sard frazionario . Ed in questo
<caso ancora I’indole della proposta funzione sari determina-
ta. In questa breve Meworia mi propongo di dare un’an

si completa di questa fanzione, di cui anche esporrd qualche
uso nella dottrina delle serie per alcuni casi particolari del-

I esponente n.
1.

Sia data pertanto la funzione
i% dr
T T2y xcas g
che debba integrarsi tra i limiti x=0,

Differenzian-

do rapporto o i, avremo

e

Sp—n)gienp dp =

Dalle riduzioni che fanno dipendere I ordine » dall’ or-
dine 'n — 1 nella formula
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=dx
[E=remTta
abbiame (*) come & facile il verificare.

f wdx (1:+-2g001.9)
i+ agroosgy TP

f dzx
(i .

g
Il termine libero dal segno d” integrazione pud mettersi sot-
to la forma

(M)

—(geongt )

x
alp—i)greEn ’f[x ~pageongs” i g2
E2 manifesto ora che accid questo termine non divenga infi-

nito quando x'=

=, conviene che sia n>>a (**); ed ammessa

o

questa supposizione, esso svanird al limite z= £ . Al limite poi

x=0 , diverrd

an—nigiEe
Prendendo dunque nella Equazions (M) tutti i termini tra i

limiti z=o0, w=:’ , ofterremo

ede T _(an—3)canp

ti stessi

Ma abbiamo supposto tra quei |

B dx
Y= [ agmeon g
e ne abbiamo dedotto

(*)Euler Tnstit. Cale. Tnteg. T. 1. §.39. cid hio preso n>a perehé , come va-

() E chiaro che il nostro termi- dremo, la determinazione dell’ arbitrs

ne non diserrebbe infinito ancor che sia esige questa condi

proposta. formula non divenga =0
it

iziono , accid la

fosso n> > solamente. Con tutto R
ta i prescrit

Tomo XIX. ag

dx
MR a(it\ien | ali—rgien ¢f raqacongrg =)
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' de
ST—ilge T
Quindi sostitnendo, otterremo anche

i
=

'
sty am—i)y.

Equasione lineae del primo. ordin
Integrandola , avremo
—an—g
Y= s (C-i—%fti!ﬁ.sm.ﬁ ) i
E quindt sneats

=g —tn—g
yend =0 -o-%quiseu‘ﬁ

Se in questa Equazions faremo ¢ =0, si trovera che I ar-

—anmg
bitraria G deve esser nulla ; infatti la formnla [d@ sen.g
svanisce se gi=o0; come & facils il couvincersene, rammentan-
dosi che n>a (*), e che si ha

gt ph s
P=p— i a5 ec.
D' altronde , quando G=0, si ha

] A cads T
— J Gragreosgrg oy (imga)s=>

:
Han=3)
valori nella nostra equazione ne dedurremo C=o. Sard dun-
que finalmente

che tra i limiti preseritti & =

+ Sostitnendo questi

S e T R T s
r= [ = i [0
qong
{") Eeeo perchd ho precedente- | di ancora infinits la costante C, ¢ la
mente supposta n>>3. Se fosse <3 sa. | formala proposta avrebbe essa pure un

—an—d valore infinito.
sebibe [, 1e0.$ = so; Sarebbe quin=
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Onde apparisce che la formula proposta dipende dall’ inte-

—an—g
grale indefinito. [dg. sen.g -
a

Si pud esprimere quest’ integrale con una serie ordinata
per i seni multipli di ¢, e far dipendere in covseguenza da
questa il valore della proposta formula . <

Ridneiamo a tale oggetto in una serie ordinata per i co-

seni dei wultipli di @ Ta funzione sen, g, essendo 7 un
esponente qualunque . Facciamo percid

—m
sen .¢=A+Alcmmf] +Aﬂc-.mp-pA!coo.3¢+ec...+.\acon.n¢+ec.

Sappiamo che il primo Terming A "girh - determinato- dalla
Equazione

A= % sen. g dp
ed il termine qualungue A = dalla Equazions

A‘:"ﬁ

purche in ambi i casi si estendano gli integrali tra i limiti
¢=o0, p==. Tutto dunque consisteri nel determinare tra

T;.ccs ap.dg

=
questi limiti stessi i’in!egraleﬁen‘qp.cm,ﬁﬁ.d@

3.

Oode pervenire al nostro intento, prendiamo a conside-
rare la formola

ﬁuT;.sen.an.dq)

prendendo I’ integrale tra i limiti stessi § =0, p=17.
Bi avrad, integrando per parti
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j:;qil?senmxrﬁ-dqi= guus.agszq’;q-ﬁ' se:p::;.;i.ws.aqi.dﬁ

Supponendo m positivo, avremo anche tra i dati limiti, per

P eviicscenza della quantith seng. ai due limiti g=o, g=r.
e oy
f sen.poson.agdp=" fionp.cos.g.cos.ap.dp .
Si aggiunga adesso da ambe lo parti la stessa quantith
2 ficn gsen s quind invecs di aggiungerla si sottragga s
otterremo cosi i due resnltati
G sy
oo feon g wﬁ.n..-zq}dg}:'fﬁen ¢ dﬁzcns.agi.ms.q)ﬂﬂn.aq}:anﬁ L
i e
T‘ sen;pscn.aqﬁd@:;fmn@ r@;cu!alﬁ.cos.¢—iuna@.sﬂl.@ 8
Queste Equazioni equivalgono manifestamente alle seguenti:
= Soeat
#fun‘¢.;=n.a¢.g¢=7 S dp 008, (a—1)ps
- o
2 fsen gsenap.dp= T sen.g df.cos.(a-+1)p.
2
E tra queste climinando ﬁen.gs.sm.aqa.drp, B

i et
o ffsenpdp oontariip =z ﬁuuxp A oos fa—r)p.
Cid & cambiando m in m -1, ed a in a1
e a—ri e

ﬁan.tﬁ df.cosfa+a)p= gﬁ“’"-‘? A .cos.ap.
Da questa Equazione pertanto dipendera il valore dell’ inte-

grale ﬁaﬁ}%.cas.w el e

Facciamo per semplicitd

f se‘r;.-qimxltﬁ cos.af =, X
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Ed avremo per determinarlo la Equazione

amm

Yara— avoea Va®
Con le sostituzioni ive avremo facill da questa,
se @ & pari
mfa—mig=m) . ., lamm—2)
Y T s

e se a & dispari

1’ B){5=m) .. . (i)

i

——m —
Ma essendo ora y = fsen.g. cos.af.dp, sard y = [sen.g dg,
—n

Y1 = [sen . cos.g.dp, sempre integrando tru i limiti g=o,
g=n; quindi avremo

- . 3

¥= e eng
che si annulla tra quei limiti. Delle due formule ottenute
per 7, quella sols dungue sussiste ove aé pari; sara dunque

in questa supposizione, ponendo per Yo ed 7 i loro wvalori,

integrando sempre tra i limiti g=0, g=um.
i
Abbiamo veduto uell’ articelo a. che per ridurre in se-

—n
rie la fanzione sen.f per i coseni dei multipli di @ in mo-
do ohe abbiasi

—n

sen.g: A+A‘cns.¢+A;.os.:q)—o—ASrus.ﬂaiHc...-p-Aucns-mﬁ-v-ec.
il primo termine A ed il coefficiente generale A saranno

determinati dalle Equazioni
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| _7fm &
A ;fm.mqﬁ . cos.afdp

Sostituendo dunque il valore

a
integrando tra i soliti limiti.

—m
ottenuto nel precedente articolo per fwn.ﬁ:auxﬁ.dqﬁ. avre-
mo con la condmun: che a sia sempre pari

f sen.g dp

A

LY T am{o—mi{g—m) . . . . (a—m—a)
S ey P T TR

Facendo ora la sostitugione di questi valori oella seric asse-

gnata per sen Jp, otterremo_immediatamente

| se.gh = [ 1 — =2 c0s. zq)—‘mgt;"i“ c08.4gi—
i
_ ol thom’ & s dg
T T bp—ec. ]f

allorché 7 & un numero intero positivo, & sempre assegna-

—n
1 bils il valore di fsen.g d@ tra i limiti § =0, p=mw;edap-
sce inoltre dalla serie ottennta che sen.g si esprimerd per

pari
ni se m & numero pari, ma che

nn numero finito di tern
anderd sempre.all’ infinito se & dispari.
Sia per esempio m = 1. Sard
Jsen. . dq}:—cos $-
Cid & tra i limiti prescritti
fsen. . dp

Sosmurnda quew valori nella serie qui sopra riportata
e [ e cosdgi—

wLw—mJIq-m) th ]fgqnﬂaﬂ
Tl o g

i

a

amig=—m]
Tmaahme )

cos.af—

si avrd




Di Givirano Frurnant 231

conap  con 64, coBd
sen, =;—é[:‘_l+4“_“.+""‘ +E—+’°’]'

Come altrove ho dimostrato.

E se vorremo poi il valore di fsr dg preso in modo
che svanisca quando @=o, lo avremo m!Pgrsndn la ottenu-

—
ta esproasione di e, @ & avrd

Soonpap=[ 9= Ersenap— 2 bt

w

ml2=m E.j—m
A e e ]
5.

Nell’articola 1. sbbiamo trovato tra i limiti z=o0, z==

S

ascrdtm
g RS g

facciamovi per semplicitd maggiore

an —4=m;

——an—g
dp

e quella Equazione si trasformerd nella uguema

dr
f e g df .
(rageoongtgst)

Ed in questa potremo in luogo di fq:-lx.@ dp sostituire il va-
lore in serie che gli abbiamo assegnato.

6.

Abbiamo cosi completamente sviluppata la funzione

dx
(1aqzcosgrg B
estesa da =0 sino ad xu7 . Con facilita si pud anche tro-
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a3a Sorna 14 INTE
varae il valore quando i limiti saraun
vincersene riprendiamo la riduzione riportata nell’

Per con-
articolo 1

0 &=0,

f sde e (sgeosd)
A reon g = T A i)gteen. la-aqecosgibgE
_ (S ax
I ln—t)geen. ragrra g T
Prendendo ora tutti i termini tra i limiti &= 0, #=1, avre-

mo facilmente la nuova Equazione

J—
o

Suppengasi ora

{1-egees §) ety

T Tp—nigreen. glivageos gt

o
(Tr=rrry =

L

X TR

Quindi dedurremo
'

dy xdx
=7 ag — ) Grammr =T

i nell’ Equazione ottenuta, si.avrd

aln-

Sostitnendo ora questi valor
moltiplicando_tutto per afn—1)gsen. @

{1-jeosd) (an—3) o
Py T (an—8)<55r

Equazione lineare del primo ordine.
Integrandola, si avrd
; et =

Lo : _ limg)aen o=t 5]

B R i
i > &

Questo sara dunque il valore della r“""""*’f(—,:m-x_xi-——-
Determineremo facilmente la
posto n>2 nel caso di

s }d¢

ndo tutto per

preea tra i limiti z=0, z=1
jndeterminata G osservando che sup
gi=o svanisce la quantitd

—an—t
: (12igeon.g) en.
f[su ¢~ e

onde nella Equazione ottenuta moltiplica
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a3

sen. g , ed osservando che nel caso di ¢ =o si ha tra i
dati limiti

C_amey i
T n—8) (==
troveremo, sostituendo, C = o. Sara dunque finalmente

——an—.
o ——an—h (1t gon gisen g
f+=e=»‘n=‘v+9 e :;._af[““'@ "(-LHL;T;T]"'_ b

geeng

y=

de
(iagroos e 2T

7.

Se in questa Equazione faremo g=1, si avrd piil sem-
plicemente  *

S —an—i
B E—— — lr-roos.gien 3 ] ;
S = = [I? =t 1%

Abbiamo ora
sm_.;—4= (l—cas.q}}n_“. (:a,-can.@’)‘_?

1 equazione ottenuta si ridurrd cosi facilmente alla forma

s . s s
ﬁ,—..,,.T;“T: = [[sng —Edi—cosgr— ]'i‘?
g

Se faremo inoltre n=2, agevolmente troveremo

N

wong IHaTEos R
A questa stessa relazione sono giunto anche nell’articolo 17.
delle ricerche sulle serie, seguendo un” analisi diversissima dal-
In precedentc . Trattandosi di una semplicissima formula ra-
zionale , con somma facilita si pud verificare quella relazione;
ed infatti chi avesse la pit elementare idea del Caloolo In-
tegrale troverebbe, operando convenientemente

Tomo XIX. 30
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Ed effettuata la integrazione prescritta tra i limiti z=o0,
a=1 , convincerebbesi subito della identitd delle due espres-
dr
weng ' Trarces g
ve sempre aver Inogo, quando una funzione qualnnque & rap-
presentata per meazo di un integrale definito; per modo che
esegnendo la integrazions nel modo ordinario deve sempre
giungersi ad un resultato identico. Gon tutto eid queste ri-
duzioni sono malto: apprezzate dai Geametri, perchié una fan-
gione data per mezzo di un integrale definito, o anche in-
definito, pud subire tutte le trasformazioni di cui quell” in-
tegrale & suscettibile; anzi I” applicazione del calcolo intogra-
le alla somma, o alla trasformazione delle seric si appoggia
sopra questo solo principio, che tutti i geometri hanno po-
sto in uso,

. Un’ analoga verificazione de-

8.

Dietro le riflessioni precedenti, la formula

4y f it

wng prTTEr

pud servire ad asseguare il rapporto tra I arco gi, ed il suo
seno, esprimendolo in tante forme diverse in quante pu rap-
presentarsi I"integrale

Tracos pra
preso tra i limiti x=o0, 2=1.
Riprendendo per esempio la espressione

de i dx . f d=
v ey el | (e T ey

1
P e
metriche che rappresentano queste frazioni, si avra imme-
. ' 1
diatamente , { osservando che R TN
2/ —1 sen. ng )

e sostituendo in Inogo di le serie geo-

S
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fm:—’m h:—.ff[scn.q}—xun.w-*-x’seu 3¢
—:’sen.w+ec.]d.c.

Ed integrando tra i

dr 1 sen.ag
S = [+
Ma essendo tra i

imiti convenuti

iiti stessi
o f ST i
g Tazcos T
si avri ancora

e __wnsg . sendg  sendp
8= sen.g—tnat it

=+ ec.

Per tanto la Equnazione da mie stabilita non & che una
trasformata di questa espressione , la quale & dovata ad Eu-
ler , e rappresenta-Parco @ sotro-una-forma molto significan-
te, quantunque realmente quella serie non sia che una tras-
formazione analitica. come lo & qualunque serie che rappre-
senti una [unzione circolare, & come lo sono infatti tutte quelle
nuove forme che altrove ho assegnate per cos.n@ , sen.ng ec.
Per certo se le identitd di questo genere fossero viziose, o
inutili, converrebbe pur dire che lo sarebhero tatte le tras-
formazioni, le quali formano la parte pili interessante dell’ a-
nalisi, come la sola serie di Taylor basta a convincerne.

9.
Ma per vedere anche con chiarezza maggiors che la

Equazione
Sy =
Wi ey

ben lungi dall’ essere insignificante , pud anzi condurre a qual-
che utile, & non ovvio tesultato, riprendiamo la frazione,

, e riduciamola in serie perle potenze di cos.gh:

e
avremo




236 Sorna 1a 1wrzonazions peia Fomuvra
e

1 1 = et
e o8P + T cosP

ar
Gy

e
T

——n
cos.@ SR ec.

absd 2 T
-y 08P -+ (:...f;!‘“'”‘q"'e”" o
Moltiplicando adesso per dx, ed integrando trai limiti z=o0,

=1, otterremo la t"urmulaf”mf_' — svolta come sopra,

—a
ed il coefficiente di cos.p sard dato dalla espressione

i zdx

e (rr=ana
intrgr:ndn tra i limiti stessi, e scegliendo il segno superiore
se n & pari, e Iinferiore se n & dispari, Per integrare la for-

=
=

5

(-,_'_—1:,..—. , facciamovi =%, ed avremo la trasfor-

mula

mata V"é. , © siccom la formula proposta deve integrac-
—

x=0, x=1, parimente la trasformata —

si tra i limiti -

=

i A R R : 5
dovra integrarsi tra i limiti w=o,u =1, poich¢ S = =

Quindi in questa particolar supposizione sard

n,:/’ wde 1 flwdn
G 3 e
Abbiamo adesso, come & noto, s¢ n & pari, tra i limiti
0, H= 1,
y [ wedu
s

essendo 7 la mezza periferia, e se n & dispari

wdy

, integrando

Questa & dunque la espressione di a* o

limiti. Abbiamo cosi ottenuto il coefficiente di

tra i solit
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cos.d nello sviluppo difT;f_ﬁ___ + svolta per le potenze di

cosify sostituendo dunque , ed osservando che al caso di n
pari conviene il segno positivo, ed il negative ad n dispari,
otterremo

dz 1 2 o=t
f TR [ T —cospt+— = cos.p— T cosf
= —1
13 = 350w 5
e g L qj— ‘5 ruanl -+ — 4 v i cos.p

135
4—;-:& :cosql—e

Ma essendo
gt e
e p =T ey

sard anche

e
g

P a3
Z —cos+ o T cosP— FoosPor T

as =z 135
3 - cos. QS+ cos. cﬁ— cns ﬁ+ m%— cusqi —ec.

Serie assai e!egant:,ech: pud essere utilissima, perché sem-
pre convergente, specialmente poi se I"arco ¢i poco differi-
sce dal guadrante.

o P indi m
Se faremo ¢ =0, sard g =T 0 quindi ayremo
= o ..i
R S 4+ ec.
t a8 145
e N+ec.

ro.

Potrei wpgiungere alle gia fatte molte altre riflessioni
sopra gli usi della Equazione
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ax

=1

g

Ma mi limiterd solamente a fare osservare che da essa di-

scende la relazions assai singolare
dz .

raree: pEE

B

7=

! Ove n=~£ , x denotando la mezza periferia circolare, © la

=

tegraziove essendo eseguita tra i limiti x=o, x=1. Pud
«.-e.lrm-nz la dimostrazione nel numero 44. delle Ricerche sul-
le Serie.

Questa relagione pud dedussi ancora da una considera-
ziane differente da quella che nella opera citata & posta in
uso. Ho infatti dimostrato nel numero 3a. della precedente

! . : ap - :
Memoria, che I’ esponenziale e *.pud. syolgersi in nna seric
ordinata per i coseni degli archi ‘multipli di ¢ come ugue-
a " 7. e
A LR ) co!&ﬁ-v—“wd 1) Ni’?‘——! 1) 08 35
e 7

aa (607

Differenziando rapporto agi due volte, e facendo quindi gi=o,
; si ayrd, riducendo,
| i dn a g 4
¥ T [_.u -n‘-o—d‘+3w'_4‘+k‘+ec]

+(_‘_+ o -o-——+-—§—-+ec.).
T e

Pt Pt
\ Se in quella Equazione faremo a=ny/—1, quindi a=—ny/—1
e sottrarremo i resultati, troveremo
)=t
A=t — =T
Cio & facondo nx
¢

=

(") Questa relazione potrebbo ot-
tenersi ancorn per induzionouletom-
ponsado st suai infinit fattor, 1 for-

mula —2 . 8i vaduno gli opuscoli
W

analitici di Enler.

e

i
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La quale Equazione, combinata con I'altra

i dard quel resultato al quale ci ers
gere.

no proposti di ginn-

Fine del I° Fascicolo di Matematica del T XIX.




