MEMORIE
MATEMATICA

SULL’ EQUILIBRIO DELLE CURVE A DOPPIA CURVATURA RIGIDE,
OVVERO COMPLETAMENTE O S0LO IN PARTE ELASTICHE.

MEMORIA
DEL PROFESSORE ANTONIO BORDONE
Ricevuta adi 2a. Maggio 1818,

I movimenti relativi , che possono avere luogo fra le parti di
una curva a doppia curyatura , richieggono un’ allungamento
od un’ accoreiamento degli elementi di essa , od una aumen-
taziope o diminuzione degli angoli di contingenza compresi fra
i suoi elementi conseentivi, ovvero una simile variazione de-
gli angoli diedri dei prossimi piani osculatori, o due o tutte
insieme queste tre variazioni; dimd che, se saranno invariabi-
1i gli elementi della curva e con essi anche i due angoli an-
zidetti ossia le due sue flessioni, la curva si potri porre ben-
si in pitt luoghi dello spazio, ma essa avrd sempre la mede-
sima figura .

Applicando opportunamente delle forze ad una curva fi-
tica, si possono produrre delle variagioni st nei suoi elementi
che nelle sne flessioni; & producendo effettivamente queste
variazioni in siffatte linee, si sente una resistenza ossia una
forza maturale, che si oppone ad esse variazioni, la qua-
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le resistenza dicesi comunemente elasticitd della curva .

I jei suppongono questa resi costitnita di
tre parti distinte, ciod della parts proveniente dalla varia-
zione dei soli elementi della curva, e delle due che proven-
gono dalle variazioni delle due flessioni di essas o chiamano
particolarmente , tensione la prima di queste parti, elasticitd
la seconda , che & prodotta dalla aumentazione o diminuzio-
e naturale della prima flessione ossia degli angoli della con-
tingenza ordinaria; forsione dicono Ja terza, la quale nasce
dalla variazione della seconda flessione ossia degli angoli com-
presi fra i consecutivi piani oseulatori .

Sebbene le tre variazioni anzidette abbiano luogo gene-
ralmente in tutte le curve fisiche alle quali sianvi applicats
delle forze , non ostante, in molte oceasioni interessa anche
1a cognizione di cid, che avviene o pud avvenire nello stato
di equilibrio di quelle curve, la cui figura & supposta affatto
affatto invariabile, le quali si dicono per questo curve rigide;
come ¢lastiche completamente si dicono quelle, nelle quali
possono avere lnogo le variszioni suddette , ed elastiche soio
in parte le altra .

Nelle curve rigide, per tensione , elasticita , e torsione
si intendono gli sforzi, che le forze esteriori fanno per va-
riare, benché in vano, gli elementi della curva o le due sue
flessioni .

a,

Le cose principali, che si hanno di mira nell’ equilibrio
delle curve a doppia curvatura , sono, le forze esteriori, la
tensione ; la elasticith , la torsione, e le equazioni di esse
curve ; cosicche tutti i dati delle quistioni relative allo sta-
to di equilibrio delle curve consistono in alcune di queste
cose ed i quesiti nelle oltre. E di fatto, la quistione prin-
cipale per le curve rigide & quella, nella quale sono cono-
sciute le forze esteriori ¢ le equazioni della curva in una
data posizione, e si dimandano la tensione , la elasticitd , la
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torsione , e con esse anco le due equazioni individuate della
medrsima linea nello stato di equilibrio; e per le elastiche
completamente & quella, in cui sono date le forze esteriori,
le leggi della tensione , della elasticita ; e della torsione, e
si cercano le equazioni rappresentanti la curva nel suo stato
o posizione di equilibrio, ed i valori delle medesime tre for-
ze interiori, cioé della tensione, della elasticitd, e della tor-
sione , Anzi, la soluzione completa’di qualunque quistione
relativa all’ equilibrio delle curve a doppia curvatura richie-
de generalmente la conoscenza delle medesime tre equazioni
indefinite, nelle quali , come si vedrd, vi sono le forze este-
riori, le interiori ossia la tensione, la elasticitd, e la torsio-
ne,; e con esse anco le coordinate della curva.

Lagrange , nella sua Meccanica Analitica, parlando del-
T" equilibrio delle curve rigide , trova tre equazioni indefini-
te fra le forze esteriori, le coordinate della curva e tre altre
quantiti, le quali quantita sono le grandezze di tre forze,
che , agendo secondo determinate direzioni, equivalgono allo
sforzo che fanno le forze esteriori per cambiave la figura al-
Ja corva stessa; ma cavando i valori di queste quantith dal-
1o medesime tre equazioni di Lagrange, si trova che due di
esse sono infi

1l Sig. Binet Jacques, il primo che dilucidd questo pas-
so0 della Meccanica di Lagrange , con una Memoria inserita
nel tomo decimo del giornale della scuola politecnica di Fran-
cia, scrivendo altrimenti la invariabilitd della curva ; trovd
tre altre equszioni indefinite , nelle quali vi sono oltre le
forze esteriori © le coordinate della curva, tre nuove quanti
1A atte a misurare, una la vera tensione , altra la elastici-
th, e la terza la torsione; e desunse anche da queste equa-
zioni quella espressione delle forze esteriori, che rappresen-
ta la torsione ; ma per rispetto alla tensione ed alla elastici-
1 diohiard , che ,, On me parvient aux valeurs générales de
tension et d'élasticité que par des calculs pénibles, dont les
résultats paraissent fort compliqués ,,.
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In questa breve Memorias, nella quale si parla dell” e-
quilibrio delle enrve a doppia curvatura siano rigide , o sia-
no elastiche completamente o solo in parte , si troveranno
tre equazioni indefinite fra le coordinate della curva nella
posizione di equilibrio , le forze esteriori , la tensione , Ta
elasticiti, e la torsione , colle quali si otterranno con faci-
i, medisnte alcani stratagemmi , queste ultime tre quan-
tith , cioé la tensione, Ta slasticita, ed anche la torsione es-
presse tutte colle forze esteriori e le coordinate della aurva
rio di esso .

3.

Denominerd x,y, z le tre coordinate rettangole di un
punto qualunque della curva in equilibrio; s I"arca ed m la
massa corrispondente ; de , differenziale della quan va-

uella pasizione di equil

riahile e, 1" angolo di contingenza della stessa curva ciod

1" angolo acnto compreso fra I” elemento ds ed il sno seguen-
te; di, differenziale di un’altra quantitd variabile i, I' an-
golo acnto compreso fra due prossimi piani osculatori della
medesima cugva, vale a dire P'angolo compreso fra i due pia-
ni osculatori che passano, uno per I’ elemento ds ed il suo
seguente, e I"altro per quest’ ultimo medesimo elemento e pel
seguente di esso: pidl prevengo, che , dicendo tangente, piano
osculatore della curva , intenderd sempre, se non avvertird
altrimenti , quella tangente , quel piano oscnlatare corrispon-
denti al punto le cni ordinate sono z, y, z.

Qualungue sia la carva, ciod sia dessa elastica comple-
tamente o solo in parte, ovvero rigida, chiamerd 2, g, & e
tre forze equivalenti immediatamente alle tre differenti ela-
sticita od invariabilith dei differenziali ds, de, di; ciog cl
merd A la tensione, p la elasticitd, e & la torsione: e sup-
porro ciascuna forza esteriore ed applicata alla curva, de-
composta in tre parallele ai tre assi delle coordinate e ten-
denti a diminuire le coordinate stesse; e nominerd X la som-
ma di quelle fra quests componenti, le quali oltre di esse-
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ye parallele all’ asse delle x, provengono dalla scompos
ne delle singole forze esteriori agenti sul punte a cui cor-
rispondono le coordinate x, y, z; ed Y. e Z le analoghe
somme per quelle parallele agli assi delle altre ordinate y, .

4

Prescindendo dalle forze particolari, che possono essere
applicate ai termini della eurya , la somma dei momenti vir-
tuali delle forze agenti sulla intera curva, sari I' integrale
definito del polinomio differenziale

( Xz Y8y + 202) dm + Adds 4 pudde + Eddi
esteso tra i limiti indicati dai termini stessi della curva. Q1
di, ponendo in questo polinomio in vece dei differenziali ds,
de , di le lora espressioni formate coi differenziali delle coor-
dinate %,y,2, o facendo sparire i differenziali delle variazioni
dx, 3y, 95 da sotto il segno integrale, ed eguagliando a zero
separatamente i coefficienti delle variazioni medesime rimaste
sotto il segno integrale ,si avranno, per le regole di Lagran-
ze, lo tre equasioni esprimenti lo proprietd o relazioni che
dovranno avere le forze colle coordinate della curva, affinché
yon abbiano luogo movimenti relativi fra le parti della curva
stessa: come annullando gli altri termini ciog quelli che non
saranno pit affetti dal segno integrale, si avranna le relazio-
ni ie fra le forze , acciocché non vi siano i i
comuni a tutte le parti della curva medesima.

5.
Le espressioni dei differenziali ds, de, di formate colle
coordinate z, ¥ » = sono le seguenti
;/ el - |/ Prrdyprd s
e drd*yddsadud*zd) ;ﬂrd‘ﬂ‘l—d:d’cﬂ’v-&yr"@d” rdts
Wrdiy—d zdy) -+ (ded a—d 2l ) - (drd =i £
la prima di queste espressioni trovasi esposta e dimostrata in
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quasi tutti i trattati di caleole differengiale e integrale; e la
scconda in molte opere, ¢ dimostrata rigorosamente nel to-
mo sedicesimo di questa Societd delle Scienze: la terza poi
non & casi comune, si pud vedere perd anch’essa dimostra-
ta coi principj Leibniziani nella sopra citata memoria del Sig.
Binet. Io approfftters di questa occasione per pubblicare di
essa la dimostrazione seguente, la quale & affatto simile a quella
che diedi per la seconda nel tomo anzidetto di questa Societd.

6.
Sariverd ¥, 2, y' ec. in vece di (:i!). {j-;). (%) sec.
e nominerd ps 45 7' le coordinate rettangole del piano, che
passa per I” origine delle coordinate parallelamente al piano
osculatore della curva.
L’ equozione di questo piano, che passa per I origine
delle coordinate, sard

PHmy-nr=0, POSta oy =M, 6 — ::,‘,, =n;

giacehd i parametri m, n di questo pisno debbono essere

eguali agli analoghi del piano osculatore porallelo ad esso.

Cosi, denominando p, g, r le coordinate rettangole del-

Ia retta, che passa per I origine delle coordinate , ed & per-

pendicolare al piano anzidetto, le sue equazioni saranno
p=Mr, g=Nr;

purché i parametri M, N siano desunti dalle due equazioni
Mi=1, Nn=um.

Queste ultime due equazioni danno M :' ,edN= % 5

e perd sard
M:L“'_,‘nfi, ed N=—;;.
Quindi le equazioni della rettaanzidetta saranno la due seguenti
e e
P= 7 U E e
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Ora, gli sngoli compresi fra i piani osculatori della enr-
va, eguagliano evidentemente quelli compresi dai loro paralleli
passanti per I arigine delle coordinate , e gli angoli compresi
la questi eguagliano quelli formati dalle rette porpendicolari
ad essi loro; adunque gli angoli compresi dai piani osculatori
saranno anch’ essi egnali a quelli compresi da queste medesime
rette. Ma tutte le rette espresse dalle equazioni , che si ot~
tengono , variando la z nelle ultime due equazioni, sono nel-
Ia superficie conica espressa dall’ equazione, la quale si ot-
terrebbe , eliminando la medesima » dalle stesse due ultime
equazioni ; quindi I”angolo i sari eguale anche all”arco del-
la sezione fatta a questa superficie conica dalla superficie sfe-
rica avente il centro nella arigine delle coordinate e per rag.
gio I" unitd trigonometrica. Vale a dire, sard i eguale all’ar-
co della curva espressa dalle tre equazioni.

Yalaylst
7

r= r,q=—5‘,r,p’+q‘+r=l;

ovyero dalle seguenti loro equivalenti

P s
dove a & posta per semplicitd in vec

R

ep,q,edrrapp ora le tre di I gol

della sezione medesima.

s (1) = 2) (3] = (2,
ed i valori anzi-trovati delle coordinate p, ¢, r dando
(£) = 2to—ri1 =3 (2) oy,
4 ' ( da il
(;’) == (n) =
—i—‘_‘(j—:) -+ i:i, si avrd

Ay o (2 2P ) o))

—_
b
8 —
I
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—_—a0 (i—:) (]‘“f“d‘!” "4 ‘f‘ 5 —’j“j] ‘bj"—')’lnzl }]
ovvero at (:i‘)‘ = (2 2oy p'E ey X
(5o gty 4™
Y - (y"_,-‘”-q—zﬁ'z"'—*—f’z"z”’d—;“f’y‘"—y}""z‘:'—-y'f‘z‘z"' i
3 per essere o e perd anche

a(% ) — s ey ) (7= "7 )

Syiluppando il prodotto ¢d il quadrato ancora indicati
aella_espressione di af (;_') . & facondo le tiduzioni,si traverd

N ( :{ )’ = (1472 T ayely e &),

s * W
ossia at {'};) = (ﬂ,i,) (y'='—¥

o conseguentemente si avrd

(8) = (&) 7o

vata dell’ angolo @ presa rispetto alla va-

vale a dire la deri
riabile x.
7.

Se la variabile principale , in vece di essere la &, sard

un’ altra qualungue , per esempio £, dalla espressione trova-

tadella {"I} i desamerd quella della (%), moltipisando pes

(":’} ¢t che si otterrd , sostituendo nella medesima

=@ -0 E-0E)

anzi-trovata in luogo delle quantith
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()4, ()

ordinatamente le seguenti
O AN Ty
?(T‘), P ST

nelle quali si & seritto 2, y','2', 2", y"; ec. in vece di

6.6, (5)- ()=

Le sosti z.o(?;)\..( ..dwau,(.;sn)nz :I: ).;’uanm
() (- () -G T

eguali rispettivamente alle seguenti
:,'—_- (2" 2ty ey T ey —y =)

ST

= ({Iy-_wny.),_‘_ (P2 o (' ],) ;
e per tanto sark
(,‘) (‘ 2y I Iy ety
e @i =5 e (e T P TS ET
equazione che equivale , siccome & noto , a quest’ altra

(ka‘xd byl dednid oy el s sl y—dy d s d smdzdyd s
e e R e e

che & appunto quella , che si voleva dimostrare.

di=

8.

Siccome le espressioni dei differenziali ds, de, di sono
visibilmente formate similmente dalle variabili , y , z; cosi
dai risultamenti, che si otteranno da essi differenziali ope-
rando per una di queste variabili , si potranno avers imme-
distamente € con grandissima facilitd quelli, che si otterreb-
bero facendo delle operazioni analoghe per un’altra delle me-
desime tre variabili. Appoggiato a questa semplicissima ogper-

Tomo XIX.
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vazione , nei calcoli seguenti , i quali i dovrebbero eseguire
similmente per tutte tre le coordinate , avrd rignardo per ara
alla variaziona della sbla x , indi dai risnltamenti che trove-
15, dedurrd gli aaloghi risultamenti per lo altre due coor-
dinate y, .

g
Essondo 3ds = 4 e =2 dbx, sarh A0l =[AT; die;
o pord [Rdds = A% 3z — f0xd 22
Cosi , posto ;/mm=r , per essere
dde = L2 gl — EL0d's — 8, si avrd
Judde = [R5 dpox — [E22 dubs — [EE d0s,

fluau': ﬁff‘i"'ml +f( Pl e )"‘da»—,.: el g g
e perd la parte di fudde, che rimarrd sotto il seguo inte-
grale , risulterd
pa dr Al
(ot rerie—ag d"m )os
« Ialtra, ciot quella portata fuori del medesimo segno sard

s (o pude ) = (dEhE— B+ ) s

s
1o,

Ponendo &'yds—dezdy=adud’y—dyds=b, dyd s—dsd’y=c,
ed osservando, che (dxd’y — dzdy ) + (dzd's — d'zdz)
ldya—dydz) & eguale a (P dy BT —d ) ossia
o de dshysi avrd di = SERIE L oy

pui = Hebtiedtls M g4 3% pgy;

© conseguentemente sard
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1
[rrii=[ % dve+ [ Edren T a0 e3[4 0
la m @ posta in vece di de® . dsh.

Ma i termini portati da fudde, e che sono rimasti sotto
il seguo integrale, sono

d's pdeds g de gplts
(d”;r""'"'a.- “'a""..u)"fl

per cui i termini analoghi, che introdurr—a f iy 7, satanno

—a (@B g B d ) s
ed i termini simili, cioé rimasti sotto il segno integrale e pro-
venienti dagli altri termini dell integrale in quistione SEadis
sono evidentemente
— (e f ek — 3 g,
m m m a

Adunque i termini , che provyeranuo da £ddi, e che rimar-
ranno sotto il segno integrale , saranno i seguenti

R g Bl | s HiE2) g

¢ quelli fuori del medesimo segno, evidentemente gli altri
af g o ide __ dy Uit Wide
(;—d;+¢’;+nd—,.— afdi—— 5 )ax

g g M )de+‘iﬂd=z.
" ” m

e

ir.

Eguagliando a zero la somma di tutte le quantitk, che
moltiplicano la variazione dx rimasta sotto il segno integra-
Je del polinomio

( Xz + Y3y + 23z ) din + Adds + pdde + Eddi,
si ottiene un'equazione, alla quale si puo dare la forma seguente,
K —d (4% + Au-+ Bdu~Cé-+ Ds +ETE )=e:

ponendo
dz o d% _ dr de #z a1 fden.  n
FiG—Z F—dm=Ata (4,“’ -'“)#B’
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@ b oo dredi de ydids M‘: s
S—do+d ,,T_d;,lf_:'v“!’p- +ad B2 =G,

—_ :T+zd L ;’; ((I’x =t % =5 )u’i:D, ¢ finalmente =
13

Si ponga dzddz —dad®
dediz —dudz =0,
Exdly — dydie=a", dydn— ded’y=b", dediy—dyd'z=
e si indichino colle A', B, @, D', B!, le espressioni , che si
ottengono , cambiando in quelle indicate dalle A, B, G, D,
E ordinatamente le y, =, v nelle 5. &, y, e perd le a, by ¢
nelle @, &, ;e colle A%, B, C', DY, B, le analoghe espres-
sioni che si Lantio cambiando in questa ultime fo 2, x, y
ordinatamente.nelle z, 7 » 2, epperd le @, Bc uelle ', 'y ¢
ali & facile a compre s per quello che si & detto
nel p:nr‘lé.nfu ottavo , che le doe equazioni, che si otterceb-
bero facendo per'le Ils ordinate y, =z, cid che
8i & fatto estesasmente per quella della x, sarcbbero le se-

a, dadPs — dedz =10,

zioni

guenti

Ydui = d(z Ly A+ Bt O3+ DI+ B ) =o,

Zdm —d (1!. & A By G Dl B ) S0
Lo tra equazioni indefinite

Xdn— d( 42 A+ B+ €5 -'.n,zsafws):u,

Vi — d (4K B+ CE DA E ) =0,
T — d (A5 Mo Bdu G DR ) =,

le quali rapp in tutta la g la linea elastica
od una proprietd che ha' luogo nello stato di equilibrio qua-
Junque sia la natura della linea medesima , sano quelle dalle

quali desumers i valori richiesti delle tre forze interiori 2, u, §.
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13.
Prima di incominciare le operazioni colle quali determi-
nerd le quantitd A, ¢, £, esporrd qui alcune proprietd del-
le funzioni a, b, ¢, a', b, cc. ed altre delle A, B, G, D,
E, A, B, cc. di cui mi valgo in essa determinazione.
Ponendo uelle equazioni, che qui seguona, in vece del-
le funzioni @, b, ¢, a\, V', ec. cid che esse rappresentano,
facilmente si yerifica, che hanna Inogo le proprieta scritte al-
gebraicamente colle eqnazioni medesime , ciod che
cdx + c'dy +=c"dz =03 by +b'dy -+ c"ds
ddy+a'ds —bd's —edr =03
de=—1b,dd'=—1U, dc B
(edy = ¢}z + (" v —cdz)dly - o' d s iy =
bz +db . dy + db". dz = — adx— d'dy —a"

o

—intds?;

Essendo , come si vede qui sopra, de=—b, ¢ perd
a 3 a e n—qb
= —d—td s=c lbd’ - +cd
%

5
= nn.! =, sard

C=ﬂ—5lm’:; -i-c(!‘mlik(mli:-; —1::,51 Lt

(=t s LS BRSO ) .

14.

Sostituendo nei due irinomj Adz -+ A'dy +A"ds ,
Bidz+Bldy+B'dz, in luogo dells funzioni A, A", A", B, B,
B i lora valori, ed osservando  che s

dedoz 4 dydy + dsds = dsd’s , ©

L g g it e
R
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facilmente si verifica essere tanto Adr +Ady—+A"dz=o0,
quanto Bdz + Bdy + Blds=o.

Cosi per essere

de g B dpgdiy
To et e

o stante I’ ultima relagione delle a, @', ', b, B, " trovata
nell’ antecedente parsgrafo, essendo

= ( db.dz-d dydb"d ) = ( aderddy+a'ds ) =
;3 ( adx + ddy + a'dz ),
il trinomio Cdz—+ C'dy - C'dz sard eguale a
=3 di+%(ad"-‘-a‘dy—|—a"dz) ossiaa :'.( adztaddy+atde—mdi ) ;
cioé sard anche Cdz+ Cdy +C'dz=0,
essendo mdi = adx + bd’x + cd’x, epperd
adx +a'ds +d'de —mdi = &'dy +&'ds— b’z — cd’z,,
quantita che si annulla per la terza equazione esposta nel pa-
ragrafo antecedente.
Similmente , Ddx + D'dy +D"dz egnagliando
=2 (m-.- b‘d,+ws) a ( cd':n:-i-c'dj-v—c':lz)
g ( deds o dyidey + deds — dods ) :
sard pure , per lo due prime equazioni del medesimo para-
grafo precedente ,
Ddz +D'dy +D"dz=o.
In ultimo facilissimamente si verifica ancora, che &
Edz +Edy +E'dz=0
per la stessa prima equagione anzi-citata.

Cid premesso, passo 2 determinare le quantitd 4, x. &
ed incomincio dalla prima, ciog dalla 4.
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15

g le tre

Xdm —d (A%*Ay + Bdjs -+ Cf + Dt -¢-E(I’§)=o,

rm_d(;.i_{-a- Ap By C'E+D‘zi§+E'd“§)=n,
Zdm —d (4§;+A'i‘+n"{m+c"g+n"d; Bt } e
trovate nel paragrafo dodicesimo, si hanno le seguenti
Jdn— 2% Au By Gt —Ddt—EdE=o,
JYdn = 2% — Ny By —CE— D't —Ed't=o0,
fzm + A% A By —CE— D" —E'dE=o:

le tre costanti introdotte dalle tre integrazioni si suppongo-
no contenute rispettivamente negli integrali /Xdm , (Ydm ,
SZdm sclamente indicati.

16.

Ora quests ultime tre equazioni si moltiplichino rispet-
o= .
ds* ds
sultanti , e si otterd una equazione, che siridurrd alla se-
guente semplicissima

;—f-fxdm+‘:'7’dema-:—:dem—z=e,

per essere Adz+ A'dy+ A'dz=o, Bdr+ Bdy + B'dr=o0,
Cdz + C'dy + C'dz =0, Ddx+Didy + D'ds =0 ,
Edz + E'dy +E'dz =0
siccome abbiamo veduto nel paragrafo penultimo.
L' equazione qui trovata di immediatamente

tivamente per. 2 £, e si faccia la somma delle tre ri-
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= (Xama ¥ [Ydm+S [ 2dm,
i @ =

ciod la tensione espressa colle forze esteriori e le co
della cnrva in eqailibrio.

ordinate

17.

Eliminando la funzione A dalle prime due delle ultime

equazioni del paragrafo quindicesimo , 8i ottiene quest’ gltra
equazione )
[ Y — dyf Xl -+ (Ady — A'dx)it - (Bely — Bd) dis +
(Cdy — Cda)f - (Dely — D)t +- (Edy — Eda)d*=c,
la quale integrata dit
Y yf X [ (y% — Y2) dm+-

fo e gy —o,

L3

& ta

per essere le tre quantith
n'{Yﬂ'm—)‘_,"Xllm‘i-ﬂrx—fx)!fm 5

Cp gy dstis gy

i
rispettivamente gli integrali delle tre seguenti
e ¥ dm—dy [ Xedm, (Ady—Adx)u-(Bdy—B'dz) dus »
(Cdy—C'dz)é+(Didy—D'ds) df +(Edy—E'dz} % »
come facilissimamente si verifica col soccorso delle relaz oni
de——b, dd=—1" esposte al paragrafo tredicesimo .
Facendo,, per la prima ¢ terza, ¢ per la seconda e tor-
22 delle medesime tre equszioni del penultimo paragrafo
due_operazioni affatto simili a quelle fatto dionzi per le pri-
me due di esse, ciod eliminando la 4, ed integrando le ri=
sultanti , si ottengono queste altre due equazioni
= Xdim—z Zdm-+[lxZ—X2)dm=
:'ﬁ“ +f{ E-i—")—‘h:!:rﬁze,
y[Zdm—zf Xdm+/ (sY—2y)dm =+
g
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le costanti portate dalle tre integrazioni qui eseguite, si sup-
pougono contenute nelle tre nuove espressioni

Sy X—Yz)dm, [(xZ—Xz)dm, flX—Zy dm,
ciod una nella prima, un’altra nella seconda, ¢ la terza nel-
I’ ultima .
In fine si faccia
gf Ydm—y[Ldm—((zY—Zy)dm =L,
zfZdm—zfXdm—fial—Xs)dm =M,
yfXdm—fYdm—flyX—Yz)dm =N,
ed i tre integrali trovati diverranno
L—fu— %= gt—o,
Moy B S o,

N—Z g e Ul i,
16.

Ora si ponga , pure per semplicith
Vldzdy—desdy)-H{dad s—d zdzp{dy ds—d’ydz)" ossia rds=a,
e si moltiplichino ordinatamente per £, % 2 —::- le ultime
tre equasioni trovate qui sopra, e somminsi le tre risultanti,
¢ si otterrd una equazione , nella quale i coefficenti delle
quantith g, &, df visibilmente earanno

— & ("), — pledec'dy-c'ds)
— = (dde—=c'dy)— :—; (c'dz—cdy) — %(c"dx—olz),

il primo dei quali & evidentemente eguale ad uno, il secondo
a zero per I equazions prima esposta al paragrafo tredicesi-
mo, ed il terzo identicamente pullo. Quindi la equazions
risultante dalla detta addizione si ridurrd alla seguente

Tomo XIX.
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N—g=o0,

%L s %- M+
i dalla quale si ha immediatamente

LLtM+2N,

o
cioé il valore della u elasticitd .
it 19,

Finalmente, per determinare il valore della &, si malti-
plichino le stesse tre ultime equazioni del paragrafo penulti-

mo rtispettivamente per =, % £ ¢ & sommino qui puce
% P PEr 35> 300
vk le tre risultanti , ed avrassi

EL+ZMEN~t=o,
per essere, stante I equazione prima del tredicesimo para~
grafo gid pid volte citato,
edr+ c'dy+c'dz =0,
ed evidentemente do'+dy’+ds* =ds, & nulla la quantith
— ¢z — c'dy)dz — (¢ds — odady — (ody — cli)dz.

ioae gz 3 A
Quindi § =2 L + 2 M+ % N, cioé il valore della  tor-
sione in quistione.

Se in questo valore della £ si pone in Tuogo delle L, M,
N cid che esse rappresentano, si ha un’ espressione per la
stessa £, alla quale si pud dare con facilith la forma seguente

s [+ S [ e

= ﬁ y2=Ye)dm+ 2 flX )t & ﬁx\
che & quello del Signor Binet, di cui sié parlato el para-
grafo secando,

Differenziando il valore della &, ed osservando, che

dr d d
ZAL+FdM+FdN=0,

—Xy)din
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siha df=Ld %+ Md 2+ Nd §, il che & singolare.
20.

| Essendo (Xdm, [Ydm , fZdm le grandezze di tre for-
‘ ze parallele rispettivamente agli assi delle coordinate =, ¥,
| z ed equivalenti a tutte le forze esteriori, che agiscono sul-

I Ay @ z . ; -
la massa m, 0 %, %, % ossendo i coseni degli angoli futti
dalla tangente cogli assi delle medesime coordinate , sard

dr ;. ;5 dz
& Yl i
d,f" 442 [N+ %2
| ¥ espressione della somma di quelle componenti di tutte le

forze esteriori applicate alla massa m, che sono parallele al-
Ja tangente medesima.

ar.

i , essendo evideptemente L, M, N le somme dei mo-

menti di tutte le forze esteriori applicate alla massa m, ri-
spetto delle rette parallele ai tre assi delle coordinate, e che
passano pel punto a cui corrispondone le z, ¥, z; e pel pa-

ragrafo sesto, essendo 2 caseni degli angoli che fan-
=

no queste medesime parallele colla retta , che passa pel pun-
to corrispondente alle coordinate stesse z, y ;2 ed & perpen-
dicolare al piano osculatore , riuscird

LL+fM+LN

] a 3
Ia somma dei momenti delle forze esteriori, che agiscono sul-
la massa m, rispetto della retta anzidetta , ciod della retta,

che passa pel punto corrispondente alle coordinate %, ¥, =
«d & perpendicolare al piano osculatore.
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a3,

Similmente, per essere ::, :j' s :—:, come si & gid detto,

i coseni degli angoli fatti dalla tangente con quelle rette ri-
spetto cui le somme dei momenti sono L, M, N, sard

der  dy gy
e M+ZN
la somma dei momenti delle forze suddette rispetto della tan-

gente.
a3,

d.

de _digdr Lk gono
i coseni degli angoli compresi fra il raggio di curvatura del-
1a linea in equilibrio e le rette rispetto delle quali i momen~
1i delle forze esteriori sono L, M, N, cosi la somma dei mo-
menti delle medesime forze rispetto della normale di cui &
patte il raggio di curvatura stesso sarh evidentemente

ds &= it i
= (L.fzarwz-v-w

In ultimo, siccome —

LY,
ad.

indi, stante i valori delle 4, 12, & trovati ai paragra-

i sed 2simo, s
che nello stato di eqailibrio , la forza 4 cguaglia la somma
di quelle componenti di rutte le forze esteriori agenti sulla
massa 2, che sono parallele alla tangentes g la somma dei
momenti delle stesse forze esteriori rispetto alla retta, che
passa pel punto a cui corrispondono le coordinate x, y, =
ed & perpendicolare al piano oseulatores in fine che la £ e
guaglia la somma dei momenti delle medesime forze relativa-
mente alla tangente. Come, pel valore di df esposto alla fi-

fo d ysarh — % 48 1a

ne del medesimo parag
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somma dei momenti rispetto della normale in cui cade quel
raggio di curvatura della curva in cquilibrio, il quale passa
pel punto corrispondente alle coordinate z, y, z. i

25.

Fra le infinite rette che possano passare pel punto a cui
corrispondeno le coordinate , ¥, z, quella intorno della quale
le forze esteriori applicate alla massa m, produrranno il mas-
simo momente , fard cogli assi delle conrdinate degli angoli i
cui coseni saranno rispettivamente

L T 5
YT+ TN ? AT
e colle rette intorno delle quali i momenti sono eguali a u, £,
‘ — 2., fari degli angoli i coseni dei quali saranuo

ds
-2 dE
13 £ 2

, ,
Vst dldp) Yiwade a8 bl

ed il massimo momento stesso sard eguale a
AL+ Mo+ N ossia a V(y‘-;-&q—{i Jgs),

siccome facilmente si comprende colla teorica della composi-
zione dei momenti. Quindi la massima resistenza necessaria
che dovranno opporre le parti della curva nel punto corri-
spondente alle coordinate 2, y, 3, affinché essa non si spez=
zi in esso punto, dovrd esser quella, la quale si oppone alla
rotazione , che potrebbe aver luogo intorno alla retta qui de-
terminata.

26,

Le tre equazioni , che formano lo scopo principale dei
paragrafi auzi-citati e che equivalgono alle prime tre del pa-
ragrafo quindicesimo, si possono trovare anche , senza ricor-
rere al principio fecondissimo delle velocitd virtuali di Gio-
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vanni Bernulli ovvero allo equivalente degli indeterminati di
Poinsot e riprodotto dal Magistrini, usando cioé immediata-
mente il principio della composizione delle forze.

Consideriamo la enrva nel suo stato di equilibrio, e co-
me composta di due porzioni, ciod della porzione m ¢ del-
P altra; e supponiamo queste parti ambedue rigide, piu la
seconda immobile , ossia fissa nello spazio.

La natura del sistema costituito dai punti della curva &
tale , che i moyimenti possibili, onde alterare le distanze della
sua parte dall’ altra parte; sono, o di moversi parallelamente

alla retta tangente, o di rotare intorno di questa medesima
retta, ovvero intorno alla retta che passa pel punto a cui
corrispondono le stesse coordinate x.y, = ed & perpendicolare
al piano asculatore; quindi impediti questi tre movimenti la
prima parte di essa curva non si potrd né avyicinare né al
lontanare dalla seconda, cioé saranno impediti i movimenti
relativi fra le parti della curva stessa. Ma la parte m della cur-
va & spinta parallelamente alla tangente da una forza eguale a
dn+2 fvine
a rotare. intorno a questa medesima retta con un momento

dm

eguale a

LL+2M+CN,
v . "

ed intorno la detta retta perpendicolare al piano osculatore
col momento

FLrZM+ 2N
adunque , se 4 esprimer la tensione della carva nello stato
di equilibrio , u la forsa che si opporrd slla rotazione intor-
no la detta retta perpendicolare al piano osculatore ciod la
elasticitd, ¢ & quella forza, che impedisce la rotazione intor-
no la tangente vioé la Lorsione, sard

=§f‘d“+: f!’Jm«}-%fZJm,
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a==<L R diy,
= h b
gl & s
;_EL +ZM+ZN
le quali relazioni sono visibilmente quelle trovate sopra col
prineipio delle velocita virtuali.
ag.

Ora passo a considerare i tormini , che sono fuori del se-
gno integrale, cioé quelli che si riferiscono ai termini della
curva in equilibrio, e dai quali si deducono le relazioni, che
debbona avere le forze, affinché non-abbiino luogo movimen-
ti comuni. Quelli provenienti dalla variazione della x sono,
come abbiamo veduto ai paragrafi nono e decimo,

(.:. ;;+A;(+B(IH+C§+DJ§+E9’=§) dr
— (By + F&~+ Ed§) odx + Efdd*x, ave
F=D—d=;
© perd pel paragrafo undecimo i termini analoghi provenien-
ti dalle variazioni delle y, = saranno
( A8 N By G = DS - Bt ) 2
— (B P+ EdS) ddy +EEddy
(7 F+Lpr By CED'd B ) 92
(BB -+ E'dE ) Oz + B! 800P5:
F', F" hanno colla F relazioni simili a quelle, che hanno
B, B" colla B.
28.

Se la curve sarh interamente libera , rimarranno indeter-
minate tutte le variazioni dx, Oy, 8z, ddy, ddy, ddz, §d°x,
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ddPy , ddoz tanto sl principio quanto al fine dell’ integrale 5
e perd, alfinclib spariscano i termini anzi-esposti, dovranno
essere nulle tutte le quantith A, g, du, §, dE, d°t sial
principio clie al fine del medesimo integrale. Se la prima e-
stremitd sard fissa ,a questa medesima estremith saranno nual-
le lo variazioni &z 8y, Oz, epperd spariranno i termini mol-
tiplicati per esse; quindi I'annullamento dei termini relativi
a questa estremitd richiederd solamente quello delle g, dE,
£. Cosi, se alla prima estremita della curva fosse individaa-
to anco il luogo geometrico della tangente corrispondente ,
dalle anzidette espressioni sparirehbero anche ddz, 3dy, ddz;
& perd a questa estremiti si annullarcbbe solamente la & in
wltima , se la curva avrd fisse ambedue lo estremitd , saran-
no nulle si all’ una che all’altra le tre quantits @, & d5 per
Ja indeterminazione delle variazioni 3d%, ddy, ddz, ddx,
3dy, ddbz ad ambedus le medesime estremitd.
Cosi , se alle estremitd della curva vi fossero applicate
delle forze particolari, o le estremitd medesime dovessero mo-
in superficie o linee date , sommando i momenti virtua-
1i di queste forze esteriori o di questi ostacoli coi termini ri-
masti fuori del segno integrale, o sopra esposti, e trattando
I* equazione visultante , come se rappresentasse un equilibrio
particolare a questi punti , i avrebbero anco in questi casi,
le proprietd delle quantitd 4, 4, £, ai termini stessi.

ag.

Colle proprieth qui sesennate delle quantitd 4, ¢, &,
du, dE, d*§, e col soccorso delle ultime equazioni csposte ai
paragra quindicesimo e dici imo si trovano facil
le_note relazioni , che debbono averé le forza esteriori, af-
finché non abbiano luogo movimenti comini . To non espon=
g0 queste equazioni, giacchi: sarei ubbligato anche in quosta
occasione a ripetere cid che dice Lagrange nella sua Mecca-
nica Analitica , parlando dell’ equilibrio delle curve dette da
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lui elastiche , ma fo perd osservare, che per istabilire con
questo metodo le dette equazioni, si ha bisogno di annulla-
e delle quantitd, le quali sono in generale finite, od infini-
tesime se sono differenziali, per tutti glialtri punti della cur-
va, e non gid infinite, come succede in quello di Lagrang

3o,

Quando la curva sard rigida, colle equazioni dalle quali
verrd data la sua figura , cioé colle equazioni da cni verrd
essa rappresentata in una data posizione, insieme alle altre
sue propricti o date o determinate, che sono necessarie per
lmpedll\e i moyimenti comuni, si avranno le equazioni rap-

i la medesima nella pasizione di equilibrio; e cavan-
do da queste ultime z-r[u.-aiom i valori di due fra le coordi-
nate x, y, z e sostituendoli nelle espressioni: trovate delle
Ay @y &, siootterranno immedistamente queste tre forze , le
quali equivarranno allo sforzo, che faranno le forze esteriori
per cambiare la figura alla curva stessa vale, a dire otterran-
si la tensione , la elasticitd ; e la torsione di essa.

3r.

Qualunque sia la natura della curva, se le tre forze 4,
&, & saranno date in funzioni delle sole coordinate x,y,z 0
saranno date due equazioni fra queste forze e lo stesse coor-
dinate; nel primo caso, poneudo i dati valori delle 4, u, &
nelle prime tre equazioni del paragrafo quindicesimo, avransi
tre uuove equagioni fra le coordinate z, ¥, z, due qualun-
que delle quali sarauno quelle , che rappreseuteranno Ja cur-
va nella posizione dell’equilibrio; e nelPaltro caso, eliminan-
do le quantitd 4, z, & dalle due equazioni date e dalle tre
aueidette del paragrafo quindicesimo, si otterranno due equa-
zioni fra le sole coordinate ., y,z, le quali rappresenteran-
p0 la curva stessa nella posizione dell’ equilibrio,

Tomo XIX.
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3a.

Pelle curve elastiche saranno A, u, & funzioni delle coor-
dinate x, y, z ¢ dell’ allungamento od accorciamento che avrd
subito 1a curva nello stato di equilibrio. Sostituendo queste
funzioni nelle prime equazioni del paragrafo quindicesimo in
vece delle stesse 4, g, &, si avranno bensi tre :quazinui fra
le coordinate =,y = della curva in equilibrio , ma in esse vi
sard | allung 0ol i ito subito dalla
cutva sotto 1 azione delle forze nello stato di equilibrio; ed
eliminando quest’ ultima quantith, cioé P allungamento o I'ac-
corclamento anzidetto , si otterraono due equazioni, le quali
rappreésenteranno la curva nello stato di equilibrio.

Con’ queste. equazioni e colle espressioni delle quantitd 7
ws & trovate ai paragrafi sedicesimo , diciassettesimo, potran-
si avere tre fun i di una sola di queste coordinate , le gna-
rappresenting le stesse tre forze 2, g, &, clod la tensions
la elasticitd , e la torsione della curva completamente elasti-
ca, in equilibrio.

33,

Tn fine , se fossera conosciute la figura della curva nella
stato di equilibrio , e le fanzioni delle sale coordinate rappr
sententi le forze A, g &, colle medesime prime equa ni
del paragrafo quindicesimo, si potrebbero trovare 1o forze e-
steriori X, ¥, Z

34,

Se pei poligoni rigidi , ovvero completamente o solo in
parte elastici , si fard col caleolo delle differenze finite, cio
che si & fatto superiormente col calcolo differenziale per lo
curve , si troveranno dei risultamenti , i quali avranno cogli
esposti e dimostrati superiormente , quei medesimi rapporti che
hanno quelli , che trovai in altra oceasione pei poligoni co-
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gli analoghi delle curve, che si trovano nella Meceanica a-
nalitica di Logrange.
NOTA,

Nel volume delle corrispondenze della scuola Politecnica
di Fraucia pubblicato I’ anno appena scorso vi & una breve
memoria del celebre Poisson sulle linee elasticha a doppia
curvatura . Le tre equazioni, che egli trova necessarie per
Y equilibrio , sono differenti dalle nostre, pilt non si possono
dedurre tutte da queste, Affinché si vegza I'origine di que-
sta differenza, esporrd qui in breve i ragionamenti, che egli
fa in quella memoria per trovare le dette tre equazioni.

Si consideri la-curva in equilibrio composta di due par-
1i, precisamente come si & fitto al paragrafo vigesimosesto ,
¢ si ritengano tutte le denominazioni usate gia pilt volte,

Per la teorica dei momenti saranno L, = u, & £ i ri-
it llody. .

spettivi momenti delle forze esteriori , della elasticitd, del-
Ja torsione rispetto dells retta parallela all’asse delle #, e che

passa pel punto corrispondente alle coordinate x , y, =: cost

dy
sarapno M, — = p,— 2 E5 N, —5

< > — 5 & i momenti

analoghi rispetto delle altre due rette parallele rispettivamen-
to agli assi delle y, 5 ¢ che passano pel punto a cui corri-
spondono le coordinate , , 5. Quindi, affinché la prima par-
te della carva non cencepisca verun movimento di rotazione
intorne al punto corrispondente alle stesse coordinate =, y
z , dovranno it le tre i

seguenti
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nelle quali, ponendo in luogo delle L, M, ed N cid, che
esse rappresentano., si ottengono le suddette di Poisson.

Prescindendo dalla tensione della curva in equilibrio,, i
ropporti , he ha la quistione trattata da Poisson con quella
trattata da noi superiormente , sono i seguenti. Egli suppone
tacitamente ohe, la prima parte della curva possa concepi-
re qualungue movimento di rotazions intorno al punto acni
corrispondono le coordinate z, y, =, per cui la natura del
sistema costituito dalla curva non rende impossibile veran mo-
ento di rotazione intorno al punto stesso: noi invece ab-
biamo tacitamente supposto impossibile , che la prima parte
rotasse intorno al raggio di curvatura corrispondente al me-
desimo punto dato dalle coordinate ., y, 5. movimento, il
quale se accadesse , farebbe cambiare natura al sistema, ren-
dendo la linea discontiona; onde pel nostro equilibrio non fa
&’uopo, che le forze esteriori applicate alla prima parte ab-
Diano la propr necessaria per impedire insieme agli altei
movimenti anche questo . essendo desso impossibile per fana~
tura medesima del sistema. All' opposto , per Poisson , le for-
ze esteriori debbono avere tali relazioni d” impedire insieme
agli altri movimenti anche quest’ ultimo , vale a dire, oltre
le relazioni esposte pel caso ndstro, esse dovranno avere quel-
1a, che & necessaria per I’annullamento della somma dei lo-
ro momenti rispetto della retta nella quale cade il raggio di
curvatura .

Tutte queste prop:
dalle tre equazioni and
esse separatamente per

& o relazioni sono appunto espresse
esposte . Di fatto, si moltiplichino

B o = dy de gy 1@
perfn’ﬁ’d:’““‘“’ﬁ‘ JT‘J.L;’

CRrAT

e si sommino fra loro, le tre risultanti dalla prima di queste
operazioni , le tre risnltanti dalla seconda, e le tre provenien-
ti dall’ ultima, e si avranno le tre equazioni seguenti
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dy ds
CL+EM+EN—t=c,

Ld & Nd%=o,

ds '
precisamente equivalenti a quelle di Poisson dalle quali si
sono desunte.
| Le prime due di queste ultime eqnazioni sono visibil-
mente le stesse nostre esposte ai paragrafi diciottesimo ; di-
ciannovesimo, ed esprimono che non vi sard movimento di
rotazione né intorno la tangente né intorno alla nota retta
perpendicolare al piano osculatore; e la terza esprime eviden-
temente , per quello che si & detto al paragrafo vigesimoter-
20, che & npulla la somma dei momenti delle forze esteriori ,
rispetta della retta nella quale cade il raggio di curvatura
della linea in equilibrio.

Nella ipotesi di Poisson, stante ’nltima equazione espo-
sta e cid che si & trovato alla fine del paragrafo diciannove-
simo, sard df =0} ciod costantc la torsione: proprietd sin-
golarissima dimostrata altrimenti dallo stesso Poisson.




