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DELLA IMPOSSIBILITA’ DELLA QUADRATURA
DEL CERCHI10

MEMORIA

D1 Toumaso Vareenoa Caruso

sarcbbe utile, che da tu

discepoli per certissimo e
po
ma e possibile . Perché
no inutilmente il cerve
perche si dice non esserne dimos qual
©osa. essi interpretano com a. Montucla ne
ha scritto un egregio volumetto , Histoire des recherches sur
la quadrature du Cercle . dove trovasi molto
pure di dottrinale ; ma sono ssarj maghiori schigyie
mto si pud desiderare

re la mentoy

quadratnr im-

bile quale da male istraiti si cer

a siccome  cognitissis

tuttora si st

on per altro aloun

in $i sci

ato problema , se non

menti . Onde rimandando-a lui per q
di Storico , ristringerommi all
sgombrare da ogni dubbio e oscuritd, stimo bene comingiare
un pd da lontano .

1. Due grandezze essendo tali, che I'una per Paltra vi
cendevolmente restin determinate , chiamansi funsioni I’ una
dell’altra; e relazione chiamasi quella qualunqy i
che passa fra esse, e reciprocamente I una in dipe
dell’ altra determina; onde notando X un’ es
qualungue numero di termini composti comunque di x, e di
cognite , o costanti, che le vogliam dire , una forma y
per cui dato = si ha y, sard la relazione di y a x .

Quan=
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Quando X & composto di un numere. finito di termini,
potendasi questi esprimer tutti , non & necessario che passi
fra essi aleuna legze di formazione successiva; ma s quo-
sta necessaria per quelli innumerabili termini, che forza @
tralasciare da proseguirsi, quando il numere de’ termini nen
Lia fice . Sicché X potrh comporsi di termini, che non fan
serie , di se ie di serie , che sempre si sottint
dano di termini senza fine.

Le serie non danno propriamente la determinazione , se
non quando & mnoto il limite della somma della serie , il qua-
le essendone I’ esatto vilore, sostituendolo riducesi X a yn
numero finito di termini. In altro caso se la serie & conver-
gente, & buona e vera; ma non dando che un’ approssima-
zione , & non tutti'i valori, a cni la rel
non n''& mall’ espressione perfetta, benche ne’ sia la pro-
pria , quando non se 1ié pud avere una finita,

Termini algebraici son quelli, che si possono costriiire
geometricamente , e funzione algebraica quella, di cui la re-

58 di e

one si estende ,

Tazione pud esprimersi con un finite numero di termini tut
ti algebraici, e quando cid non si puo, la funzione chiamas
si trascendente .

Ma per accertare che sielo, & chiaro non bastare che
non sappiasi, ma convenir dimosirare che assolutamente non
si puo la relazione esprimere con un snumero finito di termi-
ni algebraici .

3. Perd 4 vederne il caso il pid semplice, sia 1a progres-

4 B B Bt L
~ @y by =, =5 —, &c., di cuise citscun terming
% £ b

sione
a® 4

i paragoni con @, si ha primicramente Ja ragione di ugnalis

=

@ R :
t4 — = 1, mon composta di' ragione alcuna di b ad a3 one
@

il numero delle ragiof

4 :
= che compongono quella prima

@ i ¥
ragione = sard zero . 1l secondo paragone ci dar = che

con-




A IMPOSSIBILT
precisamente una volta Ja m:

g v
termine — comparato con ¢ ne dd — com|
= 7

sto di due delle

itk
suddette ragioni . Quindi =

g ne una ragione composta

¢ il termine segnente ce la di composta di quat-

B
e gener agioni — gomponenti la
a

ione di ciasoun termine al primo @ saronno i fermini de
3, 4, &e.

ra il mezzo non

ssione aritmetica 0, 1,2

Ma la ge
continevare la p
infinito, ma d’inte

tria ¢l sommini

ima

» comingiand
n solo ci dA quel-

€ una teiza 0 una

e 27, si ha il numero &i
solo fra @ e'b, ma per
tinuarsi fra duitd

composto del nur

ate, dovendosi per lo' ge<

submultipl

a

; che vale a dire che in ve-

r al cont

posta di tant

glone o
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b . n o
sta — composta del pumera o™ di ragiont &
a

Gosi per esempio pigliando fra i primi termini venticin.
roezze proporzionali successive, avramo a*— 1= 33554431
i fra quei, che immediatamente si se-
guono nelle due prime progressioni ; e tuttavia le due pro-

L
termini

terpolar

27 2 3:a7
LS b hE L s

— , &c. avranno i termini sempre tali, che

n—rt

o o .
della seconda essendo » 1l comispondente del-

paa—1): a%
Ia prima a(;) si poirh geometricamente sempre

determinare .
3. Se pertanto pill generalmente io suppongo y = ¢,

potendo fare @ = 1, & = ¢, sempre che sard

essendo 2 , n numeri intiexi e positivi , y sard funzione al-

gebraica di &, e di quelle,, che si possono costruire colla

geometria piana . Ma se » & una frazione , che nella espres-

sione sua piit semplice abbia nel denominatore per fattori de’

numeri primi aliri che a, onde ponendo qualsivoglia numero
=

intiero per m ed n, non pessa mai essere ——— = =z, nom
o

potranno « ed y esser termini delle duc progressioni , come
dianzi. interpolate ; ma potranuo inseritsi nelle prime o, 1,2, 3

&c. @, b, — 5 —, &c. con quella interpolazione, che
G

caso richieda , pigliando per esempio fra due termini della
seconda due medie in wroporzione continua , sé un fattore &
Tomo I1X. Bbbb 3




dal-

possibile a tale geometria: ma non per

——Jl, non sard: pi
» di essere funzione alg
hlema non sard pit del secondo, ma del terzo
sara del quinto, so il numero primo fattore
tore sara 5. E cosi proseguendo per tutti i numeri
avremo una ‘serie infinita di casi, in cui y non lasc
essere fanzione a ¢ d’ or
sempre superiori , che vanno sempre accrescendo difficoltd
all” infinito, la quale potrd superarsi tanto pily oltre, quan-
il sape
i progre
possono pit dare speran

icadiz. Solo il pro-

del denom

i sucecess! ente

ca , henc

hostro .
, che pud fa-
+ aleuna,

10 sard pin perfetto ed estes

fo x = y/a, al

Te =
mentre sappiamo che I espress
& dimostrata impossibile tamente, e che a
, a2 & un limite , al quale con parti aliquo
bene: andar presso quanto’si vuole, ma

non

eri finiti

one di /2 con ni

sendo una
di a s
non

. 1 47453132 texmine della progressione aritmetica re-
sempio differisce cost poco da /2, elie appes
47413131
f[}iii!ﬂ,l:
a Hy

cata dianzi in

na se ne pud dir minore; onde a(
risponde nella progressione geometrica ; sari prossino ay =

¢V 2; ed & chiaro che se ne potrd avere una qu

pitt appressante con mn maggior numero di medie pro-

porzionali_ successive . Ma

(n—1)72%.3".5" &e
e a(7) :

non si potrebbe mai avere né un termine della

gioverebbe saper costrur-

& né pi, u¢ meno

eressione

4 oy 1 : bV 2
itmetica= /5, n¢ uno della geometrica = a\——) . Elo
&

stes-
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stesso ‘& chiaro fatto = = /'3, o a 'qualungue altra radice
sorda . Sempre clie x sia irrozionale ; la relusione y = o sa-
ra trascendente .

5. Che se dalla sezione delle’ ragioni passiamo a quella

degli angoli, e perd degli archi in parti della periferia z, la
g angoli, € | 8 I P

o
cometiia piana ci d le corde di tutti gli archi — , —
5 P g = AP

T ol oltre queste, quattro serie di poligoni rego-
>

combinando i termini di serie
ziong , 81 hanno gli archi &’ innume
avti ‘aliquote della circonferenza 3 de’ quali tutti
basterd la no ,
il ‘coseno , 1 tangente &c., che percid saranno tutte funzio-
ni'del raggio di quella prima classe, di cui y = ¢", quando

per addizione
ili settori, che

now =010

iana a determinare la corda, il

geometria

n—1

o= Che se ngonsi tutti gli archi espressi da
ol q { i3
T , che si hanno colla trisezione dell” angolo ,

che si kelegantemente si fa coll’ iperbole , si wseirh dai limi-

ti della geomotria piana, e vieppiii ricorrendo a un’ Equa-

T
aviarnt
Cost perd prosegnendo per tutti i numeri primi sempre con
un’ Equazione' dell” ordine indicato dal vmmero, verranmno pur
sempre le funzioni dell’ angolo di quel | genere, di cui ab-
biam veduto y =¢*, quando x fiazione razionale ha nel de-
nominatore aleun fattore numerc primo altro che due.

sione di quinto grado, che colle precedenti ne dia

Mase Yarco & — =

= 3y mar =
5 O pilt generalmente —= _ gye /7 sia
/g

jrrazionale , sard il terzo caso delle funzioni trascendenti,

;zoichi} richiede un’ Equazione dell® ordine V’T?"‘ pitt impo:
bile ancora a ridursi a espressione finita che un solo termine
coll’ esponente irrazionale .

Bbhb a 6.




Devra an
6. Or dall! angolo

TURA €C.

DEELA QUADR
ssiamoall’ area d’un triangelo,ise-
scele,, di oni I angolo fie ia Al qual angos
lo fatto variare fra’ lati costanti, il -triangolo imo.
sia retto: nel al caso se vogliamo che " wrea

ngolo sia = 1, dovranno f

del i} rsi i lati = /5, e larea

1 1
d' ogni altro triangolo sard 2 sen. £ A cos. -:‘A = senN«
Sia dunque o = se

lazione di v al

del ‘triangolo v
Timiti della geom
fia

azione di = , nel cui denomis

mte; la res

fattori nume

nale. Ma dove A sia fia

eno - alti

gio sard traseendente ,

sotteso dalla oppos

piana ;

cliio 5 e divisala nella ragione di » :

scttore , da cui tolto il triangolo o, resterd

Ghe se 2 sia dato per un valore di A,

le suppone 11 stessa
aggmaglis ai logariimi matg

sS0n0 Propar 5 @ che caleola-  zree di quel, che possiam’ chizmae

1o, come anche gl archi, pel rag- e settori Iperbolici .

o = 1, sono lc wee di cssi trian-

@, e quind
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D1 To ERCA Cn:uo.
condo cxso della relazione diwial » algebraica ; ma
superiore , tutti gli altri valori, che 5o i potranno ritraie,

y 0 pu lo meno egualmente al di i 4o’ limiti
della geometria piana j prulne bisogna sempre cominciare
dalla  determinazione di A ed #. Se non che determinata
per mezzo di z con costruzione geometrica di qual

fosse grado 1" avea del cerchio, cominciando poscia da
questa, come data, il problema si ridurrebbe per ogui aliro
o A' alla classe della relaziene di o' .

Né altrimenti se = sia dato a luogo, dove la relazione
i v al raggio sia trascendente, versanno a essere trascen-
i col cerchio tutti senza eccezion

una; v

menti sottesi a

2 relazione
muella del set-
1

cerchio per

endo

slungue angolo 5 perche trascendente e
di v al raggio ; I' & necessariame

si ha da tr

tore v ==

da tutti i Geo-
ere impossibile la qu-ul::uu
del cerchio dndefinita’, ciod per qual

Tla, che

meotri 81 concede, es:

geometrica
sua parte 2.2
setlor

ol ella n
tr

n pud darsi per uB segmento ,
0., che non si

geome-

data in €onseguénza p altrl, €

eerchio intero : 3.° che se alcun valore
dente sotto nn angolo di sexione geomctri
ésservi segmento , la cui relazione al
dente ; € perd sard i
finita , ma eziandio la definita .
Sicche questa eelebre dist

=z @& trascen-
2, ne seguird non
sia trascen-

nov

zienie i riduce a un’ ecce-
zione , ehe si ayrebbe a fare qnando fosse del resto la qua-
dratira del cexchio possibi - avrebbero a’ ecoepi-
re i casi, deve & avesse a tagliave un angolo, un arco,
la cui ragione alla circonferenza fosse irrazionale. La qual
cosa quantungue vera, non farebbe perd torto o nna quac
tara. geometrica , procedendo da un’ impossibilitd ,
eziandio I area de’ triangoli rertilinei v = ser
desimi ¢asi non sl pud avere geometricaments .

che se
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9. Ne perd, & men chiaro che dall’ impossibilitd & uha

Equazione finita, che ci dia il settore , Oveqsiairraziona~

ny

le, ha necessariamente a seguirne Pimpossibility d’una
ne generale finita, che.ci dia i segmenti. Poic

4"' te un va-
lore di 2 preso dove
te un’ Equazione del
ndio irrazionale li settori
anche per li segmenti’ opni Equazione generale fini
sibile; e perd non la sola quadratusa indefinita ¢ fmpo
Je 5. ma eziandio la definita. Perc
ido il segmento
rie di esso potersi averc cf
b segmento’ pud
& un

1
dost di una coincidenza fort

ometrico:, avrebbesi » median-

la solu

plic
ilmente s intende niuna
e nont &' abbia il segmento ; e
versi geometricamente , e non per via

iotie , che vagl Puiclié/ non trattan-
s PET cli e
a essere ngnale a certa superfic
]ima, ma ' egualith necessaria per la connessione della
grandezza del segmento con quella di una retta, I Equazione
che la connession loro inclnde ed esprime, non pud non es-
ser la-stessa per qualunque nto 3 mentre la semplicith
e 1" uriformiti del cerchio in ogni sua fiarte esclude eviden-
ietd di casi, per cui possa un’ Equazione fra
le sue fulu ioni aver luogo in alcuna sua parte, e mnon in
alcun” altra .

10. Ond’ anche niuna forza ha I’ esempio ricordato da
Montucla pag. g5, di alenne curve Bernoulliane non qu;
bili indefini ano di aver qe
Li uno o pil spazj determina

to segmeiito capil

temente ogni

mente , che pur non drabi=
Pexché son curve compaste

di
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endo, o aggiungendo all’ ordinata dell’una quel-
&

di due, tog

ln dell’altra, e. g. di 2 =

facendo u — v

*x', che sono esempj dello stesso
Giovanni Bernoulli (v. Opera t. 11I. pag- 405, e 409 ). Que-
ste hanno spazj quadrabili per lo stesso principio, che il so-
no le lunule, perché noh v’ ha ragione, per cui la diffe.
za o la soinma di due trascendenti sia tiase te 3 pois
ad A algebra mgendo X trascendente, ho A+ X
% trascendente , hraico 3 da A togliendo
X + Z = A algehraico.
no e non in tutti i punti,
ioni , che si potran vedere presso lo stes-

r

ho A —

(us

» da combin:

lli, bastandomi I' accennato a non lasciar dubbio

onde tanto sia certa I’ impossi-
quanto & certo che la

m dire, di dzyf1 —z* € tia-
scendente ,

11. Che se questo non da-tutti si re
del caleolo integrale to ab
ché in flnssioni complicate
ne daye la fluer

ta per li principj
stanza , cid avviene per-

taloraaccadendoci di non saper-

finita, gnando pur si pud, chi non discu-

te minutamente i e de perché non

oni piti semplici,, quali

sono quelle delle flussioni dell” area duy/s —
7
de

sice le ragioni, non v
possa lo stesso aver lnogo in espr

dzyfai—x,
o dx

o dell arca
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che z noti il ‘s

#o o retto o verso; o la tangente o
la segante . Le quali flussioni tutte convengone in ripugnare
alle condizioni , che necessariomente debbono tiovaisi nelle
flussioni esatte , intiere di fluenti algebraiche,, ¢ tutte sono
state volte e rivolte in ogni possibil modo . Non puo esiste
re una flussione , la cni fluente sia algebrzica, e uon si sa
pia, se non perchd ninno mai abbia cercata'la flussione di
tal fluente ; e sebbene in tutta I esten dell” Al
za numero abl

‘bra sen=
da al-
ita a ogni calculo

ione

enne, non percid & da temere. che sia sfug
alcuna di guelle ristrette combinazioni di formole , di cui la
flnssione p-‘sﬂ avere qualche affinith colle circolari; ceme
sapere tulte le voeci, che e possono

o dell’ alfabeto , & men certo quan-
mma di Roma .

oni pud rassi-
curarsi considerando quanta maestria si scorge ne’ metod
che abbiamo, di dar Ia fluente di Xdx, ¢
i 2 in tutta I' estel

alunque possa
e dell’ algebra I’ espressione
& che sisappia stealciarla e seom-
porla, € si pusan al bisogno Liberarla da radicali; ¢ come
lora la fl sempre con un numero finito di termi~
ni algebraic pendenti dalle quadrature o del Cerchio,
o dell’ Tperbole ; onde a queste quadrature si riducono altre
innumerabili trascendenti.

1. svertire che sebbene la trascendenza della
qu:\dmum deil’ Tperhole pur anch’ essa certissima, viep~
pinn trascendente vuol riputarsi quella del Gerchio. hmpercioe-
che sia @ = CA ( Fig. 1.* ) il raggio di MAm, ela tangen~
te AT = ¢, il triangolo CMmz = o, il segmento PMAm = z;
e sia M'Am’ T arco dell’ Iperbole , di eni amendue gli assi
eguali a 223 il triangolo CM'm' o', il segmento P'M'Am!

s B ———

z'. Avremo CP
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I' Tperbole , posto CP' = », onde PM —

Cr,

PM = ne del segmento
z & la flussione dic AP per 2PM 5 1o flussione di AP & quel-

— a'tds
Iadicp {—— !> col segno copthiario;. sicche dz =

(&+)?

. La flussione del triabgolo & d;

&
i
|

L similmente s
sione diAP' per M'm'y
a*tdt

one del segmento Tperbolic
’a flussione di AP, ln stes

~4 e perd dat =
(a’=r)3

it
onde Ia flussione di CM'Ans!, v/ — dz'= JL’T

Cosi fra le flussioni de’ due settori la sola’ differenza &

del segno; la quale perd ‘rende il caso dell” Iperbole capice
a'de a*dt atdt

di una scomposizione , ¢ssendo —s—ge = e e =,
a’—¢ A—H) ﬂ(w t)

-4

3

el

mini infimi, de’quali & la fluente ricomposta — a? Ing
2

Ja quale quando £ = 2 @, sard — u‘ log.10, ¢he non sa-

rebbe funzione 1:~zscnndl nte, se il lrgnlrmo fosse degli usna-
Li di Briges. Ma vuol essere del modulo = 1, ‘-l quale
Tomo 1X. GCece ezian-
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eziandio giova ridurre Ju qu

OSSIBILITA DELLA QUADRA

atura dell” Iperbole equilatera

o sia pigliando. per u
ISEN0

facendo la merd dell’: v
i il lato della poten: a Il.prbulr, il seno ¢
ido la hase del sistema essere € = 1 —+

6 dove

-+ &e. , dove ciascuna lettera sig:
ca i
riescono trascende

aine ¢ che la precede del sistema
come & supponendo b = e
: R R

essione 5 di cui al n®* &,

0, non si

pud si
do fattori clie fmm i
dratura del cerchio la ragione di tr

sicehd pu

dr

re,, quanio —ee—cis o) fatti a*

ezza del fatto pass

e o della ‘caglonie, -por. cvi. o

fente. 51

ovvero Cos. A

bt
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ox Carnso . et

irconferenza , # il numero d¢® lati, a il

Qude essend:

a del paligono inscritto na se

raggio € perd I

o Aat

due Dquazioni

m=—3

b P
‘j_xi)g_mus 1-5;‘[@-‘) =

AraL s a
mf{me—1){ =2} (riz=3 . i P
Pl b s 2 3) 24(x—3%) — d&e. cli¢ cosi pure senza fure
svanirei radicali, sono dell’ordine m, ¢ constano del numero di

i . om—1 K Al s
termini — quando m & pari, e ——— quando ¢ callo. Sicche a

migara che eresce il numero de’lati = 4m , la
area del poligono al quadrato del raggio anderd
di grado ¢ di numiero di termini all infinito . Dunque il limi-
te di essa relazione @ uua serie senza fine . Ma Tarea del cer-
ehio & il limite di quelle de'poligoni inseritti 3 dunque la sua
relszione a esso quadrato & una se fine .

14 Ma pitt forza fard il covsider:
pud dimostrare @ prio che " Equaziohe , che ne da il seno

o senz:

£ la ragione, per eni si

A
di —, vnol essere almeno dell’ordine m; e si & perché il se-
m

no di A, da cui si parte, mnon & seno del solo arco A, e
Cecce 2 del




Derra 1a20881Bi17a’ DELLA QUADRATUNA €C.

del suo supplem

1
o —7 — A, ma e

3r | 5w
mente di — — A, — — A,

chi cerca il se-

ax-+A,3r+A, &, ¢

&e. Ond
A
no di —, possa rists

e quantiique IV intenzione d

persi a un:solo arco, col fatto perd ,

alendosi del seno, la questione si estende a tutti que
chi, ¢he hanno

to quel seno; siccht e i

, non s” avrd solo a divi-

arco di 30°, ma altrest quelli di 390%, 730%, 1110°,

&e. ¢ quelli di 150% 510%, B70% 130 &o., & perd la for-

m = 3, dovik avere tap-

i s

1i vale

ri , qu egli archi. divisi

3, ciod qut it
o

I7o®y &e. e quelli dii 50°, Dove si

cha da 37 4 i stessi
punti esiremi < : bex Je

due seri

s proseguendo si rica
fato'. Vedesi

cuna dells série, onde. )

a sem-
inoltre,. che tut-

i vengono iu cias asta la for-

B
# -+ A, dove x sigmifichi tutti i humeri intieri sne-

minciando da zero, e proseguendo fiuche sia

m

10 q

rero de’ qu
Ma pud esser
altra

A ax nella ragione di 1 ay

essendo m
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ito 3 ¢ ccsk senza fine ese
diversi de” seni, ¢he la
w compita dovrebbe dar tutti, e non
i.ch’ ella dovrd ridussi alla e

pressione
iisa . Poiché questo & princi
ne finita non pud non estendersi
tratta , . non dar tanti valori
5 non preso nella ristrettezza,
tutta I ampiezza del sign
cato de’ termini della sua prima: espressione algebraica bene
inierpretata «

15. Or con guesto princi
quadratura del cerchio , la flus
ne del seno verso p
stante , resta la ¢

b
fallibite che una Eq

o le premesse , ond’
quanti soddisfanno al probie
in cui possiam volerlo , ma i

io facciamoci a esaminare. la
del prodotto’ della flussio~
il retto ; ove suppostala flussione co-
dratura funzione del seno ; il guale pre

i veonferenze , che agli ar
due Archi,
v due valori,
iametro , il seno , e I' arco A,
I' altro 7 area fra il diametro, il seno, ¢ Parco 180 — A3

f
te

ar

A, e 186 s la fluente

une, che dia 1"

Onde avid la fluente a dividersi
ue valove di PM, I'altra di
alla prima dipendendo da

parti , una-la st
pendente da PM, la oui 1
quella del seno al raggio, non potra non, essere trascenden~
te, gquando lo & quella del seno .

Ma PM & pur anche il seno di tutta Ja circonferenza pil
AM . Dungue | Equazione fivita ed esatta de

la guadratura

dovrebbe pur dare un terzo valore , quello dell’ area di tut-
1

to il cerchio — ra aggiunta ai due precedenti; e cosi un

quarto valore di due avée del cerchio piti i medesimi, per-
ché la stessa PM & il seno di ar -~ AM; e in una puro-
1a. doyrebbe dare I infinito numero di tutti i valori di

3
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#rr + AMDC &

gli archi nx + AM .
16, La qual cosa

che di Newton, del
incipj Matemetici, dove
le, la eni area fra refte

ma fa dimo

0y una retta, di cui la
sia y, I'angolo, ch’ella fa eolla
sua p ione , sia =, mentre un P!luhw, che ]-mhm >
dal polo, sempre sulla retta rotas : 1 1
flussione dx = ay T
al polo a questa curva, sia sempre proj
dell’ ovale percorsa dalla retta rotante.
una spirale con giri senza fiue, in ci
do la retta a una stes poswauc, vi av
12 ¢ sicché infinito sard il X
valore del'angolo z. Ora se ua’ Equ
dell” ovale k
fluente. fir
questa
Equazione finita, che dia I'
Non & neosssario oy do; sggimngd quel di pitiy heldice
Newton , e ognun pud leggere ,ml libro citato .
si dal Lemma la possibilitd dell’ Equaz
gliando Ia (‘u..dm\..-; in qualu
convien ve si possa I\\ negazione
non includere quella di una guadratura del cer \h.u def
17. Dico periante che a giudicare a quali cas
o non s'abbia da estendere il Lem

& U

a c

Z uh nuovo
lori di x prr ¢i

2 ¢ lo stesso, la
ossibile , averdo

possibile & na

parte , esempigrazia quells dell®
), che oltre 1' ova-

le




D To
ls BDEF (Fig. 3.% dove co: pesitive ve
w0 B ) ba dus rami GH, GI stendentisi all’ infinitos e &
chiaro che facendo rotare AM intorno ad A, il caso non @
pits To s0. Di che segue von gid
drabile algebraican , ma che non si pud per lo Lemma
di Newton asserire che nol sia, e convien chiarirsene altri-

as0 Varrenca Caruso -

L=

e Ta curva sia qua-

menti. Che se percid avendeo ydie =

ftto a-to

fussione comparabile alla forma XC di Cotes; veggo esservs

L quadrtusa pid tr

e pure ovali;
le ripugna alla. ride~
e a numero finite di termini mediante le
le , mentre a quella del
2 deile mere ovali; di cui as
i di esempio si & @752
Ui(et—2*) (¢"+ x7), dove sia e non minore di ¢, ed 72
numere intiero e ‘pesitive , o zero. Nel qual ca
he gene;

y =

Equazione all’ Ellisse, di cui ¢ sia I' asse delle ascisse %,
e i

e I altr’ asse =T Che se 25 = a, la curva sard il cer

due assi in quattro parti ‘eg

e simili
arantio simili ed egunli soltanto le due parti divi-
se , su-eii 81 tagliano le x5 ma le parti divise dal-
270 di eseo ass

s do

sitivo. E per

so ayendo ydx =z




A IMPOSSIBILITA’ DELLA QU

& sotto pery/ie*—=%, hioyde

ne di quatiro termini, de’quali i due primi
fluente per meazo della quadratura del cerc Lw e
i due altri I haono similmente per la medesima , quand
é ‘nn, e q\:'\mla & m}‘”u, hmno .l'

:braica . Poiche suy

o
1a fluente di —

x
seno = —
c

e"As e per le zlize, Ia cui fluente & al-

gebraica sampre che m & caffo 5 quando 1 esponente & pai,

(p—1) a
s ImS AT i [1\-«(1+T1.z’+

]

2

x, CB='¢; e perd eziandio quella di DCp»

r
S

ne

dieni & facile capire che ha da esser fun-
5 P!

cbraica T area dell’ ovale, generata e perveorsa dall’
ordinata y mel passare a posizione. su CD

alla primitiv.

bee
dave xr = 0,7 = i quella , che le conviene quando
Cp -
18. se cosi vediamo , che la trascendenza della’ qua-

dratura d ovale & la stessa che guella di A, e del suo

settore , vediamo insieme che's

nza-aver fatto 1so di aleuna

ipo-




D1 Tomniaso Var
» come Ne
s infiniti valori corrispondenti a una qua-
lunque x; po he pell’ analisi , che abbiam seguita, nulla
avendo introdotto , che possa ristringer A al solo primo. ar-

577

x'rm‘r-i di rotazions itm niepte meno ,

il bl

co, di cui & il senp = ol forza & che ogni altro arce del-

lo stesso seno parimente soddisfi all’ Equozione. I intendi-
mento ristretto alla ricerca della superfio
eurva ci fa voler Primpossibile , che ne finisca la flussione
qnuut[c I arear & tutta percorsa una volta, ecom’ ella si con-
repisce finire allorelie 1'area si fa ges re dal prodotto del-
la doppia ordinata per da flussjone dell’ ascissa. Ma perche
tal supposto non pud fare chie la quadminra non sia quello,
che v e ella &; pur partendo da esso il calcolo va al-
la {luente: propria e naturale delle cwrve rientranti in se,
ovali puri, che come le spirali, vogliono concepirsi generate
dalla rotazione di nn raggio , per cosi chiamarlo, vettore, il
quale se ad ogni suo ritorno a uva tessa direzicne ogni vol-
ta & maggiore , deseriverd una spirale; ge vi ritorna sempre
nguale senza esserlo da per tutto, de
un cerchio, &' & vguale da per tutto. Fingiamo un’ orbita
d' un pianeta non alterata dall’ attrazione degli altri ; acciocs
ché sia veramente un’ Ellisse , le arce dal raggio veilore de~
scritte , proporzionali ai tempi, non abbraccieranno elle una,
o pilt intiere superficie dell’Ellisse, quando il tempo & mag-
giore di uma o d&i piw rivolugioni? Ma staudo al cerchio

yinchiusa d

ame

criverd un' ovale

1 ¢ . 4 il A
27 essendo il raggio = 1, per ogni area 77 8 concepi-
sca che z partendo dall’ infinito per dare alle arce il primo
: 3 i
nascimento , venga via via scemando , onde o5 Yiceva suc-

cessivamente futli i valori delle parti del cerchioy sinché

glunga a quello del cerchio inticro, quandoz = 1, non vy ha

cosa che impedisca £ di proseguir quindi scemando finché
Tomo 1X. Ddad ginte
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tti i valori delle medesi

x
giunga a zero , onde o passerd a

me parti ‘coll’ agginnta successivamente all® infinito di cia-
soun numero di cerchj intieri . Or nell’ aggiunta di ciascun
cerchio, ogni volta, che la pavte cadrd sopra uno stesso
punto , il seno, e tutte le altre linee rette , funzi sin
mente dell” angolo, ritorneranno le: stesse.. Dunque se vi

3 1 T
fosse un’ Equazione finita K = 53> hon potendo It non esser

funzione di alcuna di esse linee rette, dovrebbe per wno
stesso valore di essa retta dare all’ area infiniti valori diver-
si. Che perd non v’ ha dubbio che la dimostrazione di. New-
ton convenga perfettamente e & adegni alla quadratura del
cerchio , eziandio, se vogliamo' cosi chiamarla, definita, cios
per Equazione trovata in certo supposto, con certo modo ,
per certo caso , ma: Equazione verace , qual vuol esser quel-
la, di cui si nega la possibilita .

19. 'Che se aleuno domandasse , poiché Newton ha ne-
gato solo generaliter , se il suo Lemma lasci luogo ad eccezio-
ni di aree d’ovali puri di quadratura algebraica s dirs che Ja
limostrazione non soffre eccezioni di vere quadrature ,  ciog
di spazj fra una curva semplice ¢ 'linée “rétte « Ma Fra due
ovali, o fra un ovale ed un cerchio si possono avere Iunnle
quadrabili algebraicamente ;. non solo sul totale, come le
comprese fra due cerchj , ma ezitndio per ciuscutia loro pac-
te fra due ordinate, E ad averne un esempio basterd costruire
sullo stesso asse un caso della formola y == 4 a:fi o=

sty S
preso m caffo, e ¥ = —x*, facendo K =

e siavid ( fig. 4.° ) un ovale AGDMB, e un!Ellisse, o un
cerchio , se be” = 2™, clie ayranno comune,, oltre all’ as-
se AB, I ordinata GD al centro. E la parte trascendentd
della quadratura dell” ovale essendo appunto Ia quadestuss
dell
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dell Elligs o del cerchios e lunule AFDG 4
ica , cosi che DO M sarh Ja fluente di

5 fatto: 2:=/CP,

Ma questo torna a quello, che ho gid detto a propo; ito
delle curve Bernoulliane , non esservi difficolid che la diffe-
renzd ; o la somma di trascefdenti sia algebiaica, e non fa
¢he. maggiormente schiatire che tutia la trascendenza degli
ovali sta in quella del cerchio. Onde solo resta a yedere se
anche prescindendo dail impossibilita di aver da un’ Egua-
1 1l numero senza fine delle ares corrispondenti a
one

zione fi
ogni valore di n 7 -+ A, si possa dar altra dimostra:
dith della quadratura del cerchio per

& priori dell’ impos
Eqguazione finita-

a0, Ma percid convien yicordarci che abbiam dimostrata
che se la quadratura fosse algebraica pel cerchio intiero, il
sarebhe mecessariamente per tuti i scgmenti sottesi ad ango-
lo , che si possa tagliare geometricamente; ed ¢ chiaro che
s¢ fossero alzebraiche Varee di tali segmenti, il sarebbero
niente meno gli spozj fra le corde loro , e la metd di questi
fta i seni; onde ayremmo un’ infinith di spazj fra due seni
il diametro e I arco, de’ quali sarebbe la quadratura alge~
braica . Onde mi basterd dimostrare che non v’ ha alcuno di
tali spazj , che non sia trascendente .

Dico adunque che' la grandezza di tali spazj, e la co-
gnizione , che ne possiamo avere , dipende da quella dei se-
ni 3 onde la nostra cognizione di essi spazj non puo essere
piic determinata e perfetta della cognizione , che abbiamo ,
de’seni; essendo un principio €vidente che ogni zione
ricavata da aleun’ altra , dove questa sia in difetto, il serd
essa parimente. Or la cognizione de’seni ha I’ imperfezione ,
che la relazione loro al raggio & trascendente, ogni qual vol-
ta la ragione dell’arco alla circonferenza & irraziopale . Dun-

Dddd ac que

>
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re-nella cogni-

que questa stessa imperfezione si ha da t
zione delle aree , quali §i cercano , relati
raggio. E farebbono cece:
£i0 & algebraica, se in alenma parte fossero tutti tali .
sono Frammischinti in mode che non ¥ ha spazie finito fra
due seni algel endente 3
non potendosi assegnare una differenza finita fra due ragioni
xazionali di: due archi alla periferia , che non si possa tro-
vare mua irmazionale , che ne differ meno . Sicché non vi
pud esser fra’ seni intervallo finito , dove la quadratura non
dipenda da’ trascendenti. Dunque di niuno si potrd avere
guadratara pon trascendente .
Che se aleano dicesse valer ' argomento soltanto per la
1 iretta , che si ricavi da'seni, ma non per I'in-

ione i seni, la cui re

ici, in cuinon eada aleun senotr

essere la tantesima parte del cerchio, osserverd primiera-
e che soddisferebbe sempre al mio inteato di mostrare
che I’ impossibiliti di un’ Equazione finita di tanti valori,
quante successivamente sono le aree eorrispondenti a 7 x -+ A
non ¢ la sola ragione della traseend
cerchio. Rimanderd poscia a quanto ho g
ghi sall'agsurdiry del suppostd o’ un’ Equazi
generale , agginngendovi ‘che il supporla un
tiero cerchio, & un supporre che un impossibile al
in quel caso appunto, in cui, se hon fosse impossibile, sar
be men probubile . Perch ogni fume , che uhbiamo sulle vie
di pervenire alla cognizione dell” area del cerchio , ci mostra
che la via non & dal tutto alle parti, madalle parti al tutto;
& dacché ricorrendo agli evanescenti, o agli infinitamente
piccoli abbiam fanta facilit di determin
possiam perd aver il tutto , se non come: somma e maltipli-
ce di par i. 17 intiera periferia, V'aread del cerchio
non dipendendo che dal raggio . agevolmente si. scorgegche
dalla sola immediata considerazione di questo, e di quellal
non Si pud trar nulla, Mediatamente se ne conosce il rape

por-

della quadratnra del
detto in pin luo-
ne, che non sia
amente per 1" in-

luogo

1a per serie, non

e ——
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porto s e la conoscenza accertatissima, che se ne ha, ci com
ferma col fatto quello, che '¢ dimostiato el n2 13, che

2 . L L o8
la ragione del cerchio al raggio, - =

s 14159, &c,
& trascendente . Poich® cercati i denominatori, che la ridu-
cono a frazione continta, 3, 7, 15, £, 203, & (v. la
Crange Additions aux Elémens d'dlgebre d'Euler t. 1. pag.
394 ) proseguendo il calcolo, gquanto si voglia, si trovau
senza fine le frazioni continue, ¢ senza ritorno periodice de’
medesimi denominatori 3 onde si scorge che il rapporto non
solo non & frazione razionale , ma nemmeno irrazionale ridu-
¢ a termini finiti mediante radicali . Sicché resta esclusa
he dalla certezza di fatto la possibilitd di un’ eguaglianza
eziandio fortuita fra 1"area del ecerchio e una grandezza ret=
tilinea’, che si possa col raggio ottencre dalla geometria
piana .
ar. Ma gid parmi aver detto pili che assai per accertas
re la trascendenza della quadiatura del cerchio, onde non
potendo essa dassi con un numero finito di termini algebrais
¢i, ne segue I"impossibilitd d' ogui costruzione geometrica .
Mi rimane a dive alcuna cosa dell’ altra parte della mia pri-
ma proposizione, ¢ioé che faranno cosa utile i Maestri di
Geametria cospirando a divolgare che la quadratora del cer-
chio, com’ ella & possibile, & conoscintissima, Essi non igno-
yano i valori caleclatine a cotante figure, e ripetuti in tan-
1i libri e tavole . onde il computo degli archi, come quello
de’seni, e delle tangenti, sia naturali, sia co' logaritmi ,
yien ridotto a una facilith e precisione tale , che non ne
pud semmens far degno concetto chi non & ‘molto esercitato
in ogni maniera di caleoli delle mentovate funzioni trascen~
denti . Sanno che coi valori numerici ¢ una buona scala di
par we si hanno le grandezze lineari esatte quanto
in pratica s’ abbiano per costruzioni geometriche . Sanno che
senza libii' & facile tener a memoria la ragione di 7:82,
o pi esattamente 113: 355 del diametro alla circonferenza ;
- e vi
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p sinngere quella di 11:14, deil'area del
cerchio al quadrato del diametro , e di 11:21 della sfera
cubo, o pil esattamente la ragione di 1452 per
per Ia sfera, delle quali'i ter-
3, 1 ulfimo 67 8,
ume
Ma
\no ancora che per operazioni da

dovendo essere come
o seguito

Aon . forse_inutile. cho sap]

farsi senza scala ¥i sono molti mez
possono vedel g
To ne accennerd solo duc o di Huygens, che per
aver il quarto della peti fe micireolo in due
parti egnali AB, AD (Fig. 5.7) e I altra in tre BE, EF, FD.
tira le cmdd: AE, AF,edlia AG 4+~ CH — 5
- atang 15' = 1, 571174565 , posto il maggic = 1, e perd
AB = 1, 5707963. L’ altro pilt esatto del P. Kolhanski ; ¢
menate ad angolo retto BD, Al, e tagliato BE di 60", colla
prolungata CE tagha in K la tange te al punto I, & fitto

, mon pochi de’ quali si

. 61-642)

e nel

git citato di Montacla ( pa

EL—=3CI, ha AL = 5333335

mentre la onferenza & 3,

ga
a23. A rlm‘su aggiungerd una 1 costruzione di wn guas-
drato proxime u;lmlc al cerehio, ol centro stesso, e i laki
nella direzione, che si yuole .

Smuu i due diametri AB, DE (Fig. 6.7) in essa dire-
si AE , e col ragzio GA, fatto centro in A, ta-
glinsi gli archi Aa, Ad, e fatto centro in B, si i Em.
Si congiungane i punti @, &, con una retta ab pmlrm"nﬁa
bastantemente , la quale ndo AG in d, col rag
si tagli Az, e divisa mnin dnc parti eguali in .o por
di (i in e, e tirisi Ce, che taglierd Ia onferenza in i
punto r, per cui ficendo passare FG parallela ad AB.
meénando: alla stessa distanza Cs dai diametri le paralicle
FI , G1, HI, si avii il quad

uto quale: si-domandava
Poi-
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Poiche ponendo AG=1, st AB=y 2 =
proxime.. Dungue togliendone via An=Ad
En=0,9:42386. Ma Em = 1. Dunque mn
no 304 32 ; che agwinnto-ad En, di Bo=o0, 9571068
= do , metd della tangente di eCA. Ora per wmeszo delle
tavole dalla tangente passando'al seno , trovemssi quello di
eGA essere o, 8663417 . II lato del quadrato egnale al quar-
to del cerchio & o,8862a7r . Si sark dunque fatto. ma
del vero seltanto di o, coorr4f. E il quadmto, che cost
riesce = o, 7056014 , mentre dovrebdh’ essere o, 7853g
eccaderd sole di o, cocaoda .

Che se , dato il quadrato, =i volesse il cerchio, con-
verrebbe , tirate le rette AB, DE, che dividono i lati in
due parti eguali, e da il centro €, da esso con un yag-
gio ad arbitric deserivere un ccerchio, in cui eolle stesse
minata de, si meni Ce o ta-
un Jite del quadiato in mir punte rj; quindi col rag-
gio Gr descrivers il cerchio, clie sark i} richiesto .

a3: Ma nell” esporre si fatte pratiche & 47 uopo farst in-
contro . wiinganano ., che pin ch’altro pud Iusingar le spe-
ranze de’ meno intelligenti a ostinarsi nella ricerca d°una
costruzione geometrica s che quadri il cerchio . Sembra: loro
che siccome si trova geometricamente un fato prossimo, il
quale se tuttavie & maggiore , ¢ pur chiaro che si pud aver
minore 3 cosi con alcuna delle infinite eombinazioni pessibili
si abbia pure a poter trovare il punto vero: poich® certa-
mente questo punto csiste, e erescendo, o scemando , vi si
lia pure & dar dentro. Eglino si vogliano perd avvertire nen
esser dubbio.che pud alcuno imbattersi « indovinarlo ope-
rando , ¢ pud un quadrato fatto per esempio colla ‘costruzio-
ne data qui dianzi scire esattamente egnale al cerehio,
quanto in pratica possa mano &’ womo fare un quadrato
eguale ad altro quadrato . Ma la possibilitd , che si nega,
non & quella dell’ eguaglianza perfetta &' un quadrato ad un
eorchio , ma sibbene che tale ugnaglianza possa essere la

, 4140136
©5 5, resterd

0, ci57864,

miore

zieni, che: dianzi y det

ne=
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mnecessaria. conseguenza i una costruzione . Non & I egua-
glianza pratica, ma la speculativa, che si nega. Onde po-
aiamo il caso che alouno trovasse una costruzione , che dess
¢ il Jato vero a dieci, a venti, a cento cifre, o Higure ,
sarebbe niente meno cosa ceria che la sua costruzious nen
arebbe veramente la quedratura , ma sibbene un’ altra gran=
dezza , che nell’ estensions quasi la stessa, ma nel genere
& diversa affatto, poicheé la sna relazione al rassio non &
traseendente , come quella del cerchio si ¢ dimostrata .

Non ho sfuggite di ripeter cose notissime per ottenere.
il mio intento . Siccome perd non potevano le pili esser ta-
1i, che le intenda chi solo ha studiato i primi elementi di
geometria , che dovid, chi, non capendo, non legea o
non resti persuasa ? Rivolgersi ad imparare quella parte del
le matematiche , il cui scopo & per Vappunto la ricerca
delle quadrature ; parte bella maravigliosamente ed wutil
ma, nella quale qualupque tempo se ha fior
d’ingegno , non andri senza frutto, mentre ezl tro New-
ton e tanti sommi Geometri studiandosi di recarla a vie mag-
glor perfezione , tenterd quel piti, che gli possa venic fatto .
Ei dee pur capire che, se la quadratura del cerchio, com’ci
vuol credere , & passibile all:

consumi

geomelria piana, vieppil sa-
rallo valendosene , senza ristringervisiy e se v’ & strada per
giungervi , la scorgerd pint facilmente chi conosea bene quel-
la, per cui si giunge alla quadratura 4" infinite sltre curve .
Ma forse alcuno risponderd ¢’ ei non vucle studiar tanto,
¢ piente meno pretende sapere quello, che chi pint ha st~
diato, non ispera di poter saper mai; onde converrd lasciay-
lo nel suo inganno , forse dolce a lui ancor pia che molesto
2 chi abbia da esaminarne gli shagli .

DEL-




