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NUOVA DIMOSTRAZIONE DI UN TEOREMA IMPORTAN-
TE NELLA DOTTRINA DEI NUMERI

o1 Pistro Paout
Ricevuta il di g. Luglio 1Bor.
I!‘. sommo Geometra Lagrange ha il primo dimostrato nelle

Memorie dell’ / demia di Berlino dell’ anno 1768., che la
formola: omogenea

,4\/

continua delle radici reali, o delle
immaginarie , che ha I' equazione
+N=

1l issimo  Legendre , g\u( 1
astrusa, e difficile a comprendersi , ne h

meri. Ma poiché anche questa sembra ad alcun

1, ho pensato di esporre una nuova dim

quale mi pare delle altre pin facile e pianu.
Data la form ogenea

Ax" -+ B 4 Gt T

ove nion solo i coefficienti A, B, &c., ma anche le indeters

Tindte x ed y siano numeri interi, se @, & 5 a5 &c. sono le

gadic reali, e B3 — 1, B — g = 1, &o. le mdici
ammaginaric della equazione
Aet LBt G
€ssa potrd esprimersi sotta la forma
Als—ay)(@—ay)x—ay ) . [le—8r)*+9%°]

Sup-

+N=o,




86 Nuova Disostrazions €.
Supposte tatte le quantith « , ‘=, &, &ec. £, &c. del
simo segno, per esempio tutte pesitive , ‘sia lmnm ramente
opesto di trasformare la formola data in un’ 1l(..1
Aa— 5 ) (#— 3 —3) [ — ) 5]
ove le quantitd ¥, 3, 3, &c. . ¢, &e. non .J:]Juno tatte il
10 segno .
un numero intero. minove di aloune radici . per
c:cmpw di @ e di «, e maggiore delle altre, & si' faccia
= a' + ky; la formola data diventerd

Ty
ntith = — £, a"— & sono positive, «
B— &, &c. sono negative,; e quindi il problema & Fisoluto.
Quests zione riesce semipre fuorclié nel solo easo,
in eui tutte le quanti s &eo.'f, &e. cadano’ tra due
numeri interi consecutivi; ma in tal caso potrd usarsi il me-

a g
tody seguente . Siano. le Gazioni = , R ot
g =g g

tra winore di wha qualunque radice , per esempio ‘di & , ma
talmente prossime ad essa,lche siamo s due ‘minori‘di tut-
te le tadici maggiori di a, & maggiori di tutte To altre minos
1i di 2, lo che & sempre possibile] e'si faceia z =«

o siin ok Bars e G

accit ai valori interi di & ed y cortispondane numeri interi
per ' ed y, convernd che sia @b’ —@'b = £ 1, alla qual

a b
condizione soddisfaremo prendendo per —, 7 due fraioni
a'
consecutive convergenti verso « . Posto cid, se facciamo
A (bl e VB Sty SR o
Ja nostya formola diventerd

=G i';‘)) [l 2V G

b —

ove lasola quandth ~—— & negativa ,, e _le altre tutle

a—ay
b—bu
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gencrale per tutti i easi, e per mezzo
nella seguente
R L et 8 L
ntith &, &' & &e. ¢, &e. sono tutte posiive, ed &

[

i potrd adesso facilmente
o il pid piceolo valore in
in primo luogo

in cui
numeri interi della formola data .
del secondo grado, e risoluta n
considerare le ire
Af(x
Ale—ar) (2 +ay)
Alx—ay)(z—ay)
secondo che i fattori son¢ immaginarj, o essendo reoli lo
quantith 4 ed o I il medesimo sezno , O sc diversi .
Incominciando ¢ i
» mel caso. del min
wle , che posti in luogo di p e di g de’ numeri differenti ,
almeno, fino ad vn certo segno , ore
maggiore . Ma se in liuogo di p & di ¢ porremo numeri un
JI0Go. minori 5 il termine 5° g i minore 3 dungt
che divenga in tal caso

o3 la i«

o

acquisterd un va

co!

Ve re la quantith p— g,

ione cony

3 gl N2
Cid posto.io dico, che sard — una fi rente vers
4 B

Bz du
I ipotesi .
HNel secarido cuso , se  ed y ha




83 Noova Duvostazione ec.
allorché la formola & minima , il fattore:
pre minore, quando ad & ed y si danno
pereid dovii essere in tal caso un mini il fattore =
e quindi col discorso usato nel primo caso si proverd , che
— sard nuna frazione convergente verso «. Si vede egnalmen-
o
te, che quando z ed y hanno segni diversi, sark nel caso

Al x S g
del minimo — — una frazione convergente verso a'.
=

ormi. la. terza’ formola mella seguente
A (2 — ) (4
ed apparirh che 5 se nel caso del minimo =' ed y' hanno il

Si fr

medesimo segno, sard un minimo il fattore 2’ — dy

cioé a motivo di a— &'« costante , sarl un minimo il fatto-
I8 £—ay, € quin Z sord una frazione convergente verso
. 8e poi &' ed ' hanno segni diversi, sard un minimo il
r—o'y

G—da'a

fattore 2’ y ciog il fattore x — o'y, e per-

cid card mna frazione convergente verso « . Dunque nel

caso del minimo c sard una frazione convergente verso' a o
yerso a' .

Se ‘mai ad alcuno facesse difficolty il passagaio dal fat-
tore 2'— &y’ al fattore x —qy , potrd usare la seguente ri-
gorosa dimostrazione . Se 2’ ed y* hanno nel caso del minis

. . . i
mo il medesimo segno 5 & certo che sard in tal caso — una
x

r
frazione convergente verso J'. Sia — ‘la fenzione convergens
s

te, che precede -, e = il quoziente complefo , che coris-

pon-
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s 1 N n ¥ b—bz
anlc a questa; il quale sard percid >1;avremod=-— =
xz+7r B (e’ by )2+ ar--bs
= " Ouindi i deduce g 7= sy

WY @7ty )etar+ts

= =Ly » Sard ancors

s) (@x'+by)=Er1. On=

siccome @b — ab! 1, ed
(ax -+ b)) (er-+bs) — (ar+-2

ax

a2 - by r

versente verso & . ( St veda Legendre Essai sur la Théorie
& g
des nombres @ pag. 9a., e seguenti. j
Sc x' ed y nel caso del minimo hanno segni diver-

de a motivo di z > T, sard

& i ]
§i, — — sard certamente una frazione convergente verso d's

¥

s = n'. O, siccome possiamo
» 0 & negative , prendismole in
modo , che siano m ed » positive . Cid posto, io dico che
SATanno pos nche m' ed n'; perché una di esse dev’ es-
sere mecessariamente positiva, accid ne risulti il valore di o
positivo, e se anche I altra non fosse positiva , I equazione
mn — m'n = 7= 1 non potrebbe sussistere . La medesima
equazione ci avverte, che se m & > n, anche m' dev’ es-

tive a

. T . m
gere maggiore di a'; onde nel caso di m' > 5, sard — una
n

. " n .
frazione convergente verso o', ed 5 la frazione convergen-

che Ta pr

cede . Se m < n, ed in conseguenza m’ < 1,
Tomo IX. 3 i

i sia




9o Nuova mimosTasgione ec.
sia ¢m il multiplo di 7 contenuto in n, ¢ potremo dare ad
m(zte)+n—cm 1
(e e) e L Siccome
m(n—cm') —m (n—em) =1, e percid n'—cm’ posi-

« la forma seguente o =

Y . h
tiva ¢ < m', sard di nuove o frazione convergente ver-

'y ed BT quella,, cho 1 d
50 o'y, ed ———— quella, che la precede .
s s % P

Passiamo alla formola del terzo grado
Azt 4 Bxly - Cxy* + Dyly
e consideriamo le tre diverse forme, che risoluta ne’ di lei
fattori puo prendere
A(v—~—ay) (x—ay) (z+a"y)
A(wx—ay) (2 —ay) (¢ —a'y)
A(e—ar) [(2— ) +°5]
ove si omettono le altre, perché o si riducono a queste pre-
sz y negativa, o non presentano difficoltd .
Rignardo alla prima, se nel caso del minimo x ed y
hanno il medesimo segno, sard un' minimo la guanti-
—ay) (x—dly), e quindi, per cid che abbiamo dimo-

& .
strato di sopra, — sard una frazione convergente o verso z

o verso « . Se x ed y banno segni diversi, sard un minimo

il fattore @ —+'a"y, e quindi — i3 sard una frazione conver-

gente verso .
La scconda formola si trasforma nella seguente
A2 —dy) (e 8rt) (2 8y
onde apparisce che , se &' ed ¥ hanno il medesimo segno, &

z
un minimo il fattere a'— dYy’; ciot ¥ =gy, ed — & una

one convergente verso o. Se poi 2’ ed y’ hanno segni
imo la guantitd (2'4-dy") (2’8" ),
cioi
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S . -
cio (x—ay) (a'==a'y) s € percid ‘; sari una frazione con-
vergente verso 2 o Verso ol ;
Finalmente la terza’ formola diventa
: ¥ x)
!l . G il
A=) (& o) STy
& se nel caso del minimo & ed y' hanno il medesimo segno,

si vede che dovrd esser’ minima la 'quantitd & — &y', cioe
x—ey; se poi z' ed ¥ hanno segni ‘diversi, sard un mini-
:

Ll %50 sia la quan-

mo la quantitd (&' --ey') -+ (G=3F)"

titd (z—fy)" 4-5%" . Onde —;7 sard una frazione convergen-

te verso u 0 verso .
Continuando il medesimo ragionamento vedremo in ge<
nerale , che la funzione
Az"+Ba" 'y +Ca" . Ny

x
otterrd il pili piccolo valore in numeri interi, quando 3_-

sard una, frazione convergente verso le radici reali, o verso
Ie parti reali delle radici immaginarie della equazione

A"+ B =+ Ce*—*.....+N=o,
avvertendo che &i dovra prendere = cd y col medesimo se-
£no, 0 con segni diversi, secondo che le corrispondenti ra-
dici reali , o le parti veali delle radici immaginarie saranno
positive o negative ,




