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N 11’ esaminare le nnove dottrine analitiche del Sig. Abate
Nicolai Prof., ed Accadem. di Padova un forte seducente in-
cantesimo mi avvenne di sentive 1, dove dell'antorith vostra
egli si serve, o preclaro Si ed il peso gravissimo di es-
sa, e I apparente giustezza nel calcolare, ed inferire di lui
gu:nlugu:nu mi aviebbero , se le conseguenze dedotte 1 =— 1,
= 1= /— 1 non mi avessero ritenuto, con presentarmi una
troppo aperta ripugnanza . I perché io mi son veduto
to a rimontare dall’ esame delle illazioni all' esame del prin=
cipio , eioe all’ investigazione , al conoscimento intimo della
natura dell’ equazione (14 /iy —1)"=(1—hy—1)",
cui voi il primo . o Signore, dimostraste nelle Mem. di Be
lino per I' anno 1746., ed a varj usi conduceste nel to-
583., ¢ nel tomo 5
:oli- vostri pag. ac6. Voi mi perdonate, o
e ardisco di aceignermi a fare delle
a, tranquillumente; e
con plauso accolta dagli alis teorema , misteri
¢1, ma nulla meno prezioso . Io son di parere , che egli cr
scerd tanto pin di pregio, quanto verrd in esso meno il mi-

ste-
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stero . E si, che io confido di chiaramente dimostrare che
aleuno non me comprende, e ¢he per lo appunto allor quan-
do veste apparenza di mistero, si riduce realmente

sima semplic enza . Riuscendomi prn': I intry

5@ voi ne saj almente dovnto il riuscimento ; poi-
ché tutta Popera mia 11t|u nou sarh, che metter nel suo vero
lume la base, su cui voi la equazion vostra fonda su
di essa insistere , € con sempre all' occhio determinare
dell’ equazione medesima ne’ varj si i o voli nmd\)
¢ significa i ri

ssurditi, che dalla equazion vostra vorrebbesi trarre ; anzi

ogliarla &' ogni mistero, o paradosso mal conveniente

sa matematica , o sia di scienza, che nella pit pur
denza ba la glovia sua. To dunque vi presento, Chia
Signore, una figlia sgombra, come spero, di qualungue oscu-
rezza , assicurata dall® esser tradotta a patrocinio di deformi
chimere , per ogni parte di splendore ammantata. Ella non
pud non riescir piti aggradevole ad un Padre di lume ricco,
e tutto amore di lume .

Voi o Signore nel luogo citato de’ vostri opnscol

esposta la vostra equazi Wc(lih‘ — 1) ={1—hy
avvertite su di essa cost: il ne sensuit pas de-lic (ce qui est
contraire en apparence aux principes regus dans Valgsbre or-
dingire-) gque s 4-hy/ — 1 = 1 —hy/ — 1, & moins que
b me soit = o esplee de paradoxe digne détre abseruf. Ceo
west pas tout; de ce r'ue(1+ll\/——T) (r—hy—
ilen faut pas conchire que (1--hy/—1)*" = (1 —bi/— )
N élant ur nombre guelcongue ; & moins que c& ne soif un
nombre entier, positif, ow négatif. E §. 4a. soggiugnete .
Au fond il Rest guéres plus surprenant que (1~+h,/ — )"

(1 —hy —1)"nedonne pas 1 =+hy/ — 1 =1 —hy/—1j
qu'il ne Lest que | +a)? (=) ne donne: pas:
a = — a. Cependant il y a encore ici reﬁc différence re=
mnmua?(e entre les guantités ré Jiak: i
ifférent que per le s,
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of 1~—hy—T1 at par la quantité , sioon peut dire que
des quantités imaginaires différent ainsi .
1l Prof. Nicolai nella 1.° delle sue Mem, §. 38. scio-

w

gliendo In vostra equazione nella forma (1 <%y —1)
m m ”

ST e O TS Y (S VT

e T T O e e
ne deduce immedistamente { L }; = L )..:
(1=hy—1)%  lihy—1)"

o s IthY—1 1=l —
¢ quinei, fatte m = 2, ne tirn ——- — v
1 —hy—1

€, posto o =— 1 -~ g, vic cava Sy (=)

L S L L
e 42 1—y/{1=g) ~ 11—
Poscia §. 39., 4o., 4r. indirettamente pretende dimostrare

2y/(1—g)=—sy(1—g).

o 1Ay (=1 g)
T i—(—itg)
cid , perche queste equazioni non fanno, che portare all’ eruias
zione (& ==/ —1)' = (1 — y/—1{)*. Figalmente §. 44, aff
ma : suggerirgli il suo nuovo metodo', cke l& vostra equazio-
ne deve sempre werificarsi in ogni valore di wm , ma non po-
terlo per ora dimostrare direttamente. Intanto perd, applicans
do all’ equazion vestra il metodo Newtoniano per fa eleva-
zion del binomio alla podestd m, ne

seguenza =/ — 1

/(1—7)

5 che importa e tutto

Tieco un cumwlo di'misteri, e di parad
1 si.confi punto con la semplicissima natura ,
idenza dell’ analisi, ed io soglio, siami per
dirlo ; viguardar tai vacaboli per bei colori della ripng
© per indizj certi di qualche d ong da’ prineipj, ed im-
perfezione: mel metodi. La ripugnanza delle’ sopra rifevite
Tomo IX. Cg equa-




Sura’ Aresnente
" Ab. Nicolai & aperta; & solenne, & la massis
possa . Per altra parl
prire Hel calcalo, con cui dedotte: sono , materi
Dunque il difetto deve stare'in dar alla formola (r
=(1—7 " un senso, e fame un'
essa. non v >, Iceo il bisogno in eni creduto mi so-
ra, salendo alla sua origl-
ne . per qui > c a svilupparne ogni mistero , scio-
gliere qualunque pumdo 0, ¢ la veriti dalla ripugnan-
za , e Tompere lo specioso io da quella a questa. Di-
videro a maggior chiarezza le mie. considerazioni in due arti-
coli, il prima de’ quali v L sulla base , e sulla original
forma delP equazion (1 Ay — 3 ) = ( 1—hy/— 1) il
secondo su questa derivata forma propriamente .

ARTICOLO L

L Origine della equazions (1 =%/ — )" = (1 — h y/ — 1)
sta per le dimostrazioni vostre nelle due segnenti equaz
(1) (cos.d +-sen.dy/—1)" = cos.md +sen.md / —x
(2%) (cos. 4 —sen.4y/—1)" = cos.md —sen.mAdy —1
Fatto in questc sen. m4d = o, ¢ conscguentemente cos. md
=t 1, si riducon esse alle due
3%) (cos.d-tsen. dyf— 1) = cos. m 1
(4] (cos.d—sen.dy/ —1)% = cosomd = % 1
e ;]ninci, pcr la evidente equazione e vi
(5%) {cos.d —-sen.df—1))
Da guesta si deduee

(cos. )(—l—— v"—i)

€05,

donde, dividendo per (cos. )", ¢ ponendo ——— — tang, 4

= h , si oftiene
(bl e = (1 =Ry it )@
L equazione: (5%) (cos. +-sen.dy'—1)? = (cos:d=sen. 4 /—1)*
quel-
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euella si & che o cliiamo la original Sforma della (1 -'-hv’ —a)
=( r—rhy— )" L ]lulld‘il n.mA =0, cosomA =21,
su eui & fondata, la denomino, I' ipotesi Sondamentale . B
o due combinazioni comprende , appellerd. combinagion
15 e combinazion
— 1. E dird poi

siccom
14 quella di sen. md = o, cos.md
2 quella di sen.md = o, cos.mA =

equazion causale, € rappresentalo la se
ne 1= £ .14 che & la causa dell’ inferix

ne {cos. d--sen. A —1)" = (cos. A—sen. A
e oul questa in luudu con aspetto’ i composio
Ila_quale deve in ultimo cadere. Poste tali denomina-

plicissim

rappresen-
ta,e n
zioni 10 procedo 1z‘mv||||, che seguono’,
Teorema 1. La eq me. ( cos. 4 +
= (cos.. A — sen. Ay —1 )" & vera ser
dell” esponente m ; COsl che pud esser | o
positivo, negativos pur shi perd tale
sen

sso. qualu

meyo , intero , fratto,
sia I” arco 4, che snssista la lm'lhmrnloh- ipotesi
= o, coscmd = %= 1 ciod purchi per queste dug condi-
zioni venga determinata la grandezza dell
il suo senoi, ed il sno cose

Di futto 1'ipotesi fondamentale sen.md = o, cos.mA
= == 1 non addomanda, se fion clie nelia 1. combinazione
1, dinotata periar la circonfe-

arco o, e quinei

di gen.md =0
renza, ed indic N un termite qualungue della sevie
noturale ©u T2 Bl Bue s oo 8ia md = Nors €uglla
a? combinazione di sen.md = 0, cos.mAd = — I, sia

mA=(aN-+1). . Ma queste d nimd = N,

mAd = (2N - lascian libero il valore di m,

quilunique s ad arbitrio gl §i attribuisca , possono

adempic 1 ua

= (¢os.. A —sen. A/ —1)" per qua

distinthmente puo essex vera, purche perd convenientemente

dusta 1a fondaimental ipotesi . o sia per P auma, o per I al-
tra




bor L5}
tra delle due equazioni m 4 = N, md = (a N+ 1)

che chiamerd rispettivamente furmole determinative di 4
€05, pnsta’ le due combi
determir srandezza di ¢
a la legge esposta nell” antecedente
teorema, il sen, A, ed il cos. 4 prende
cquazione {cos, A - sen..d  — 1)" = (cos. 4 — sen. A/ — 1)
valori tali, sebben ne’ diversi casi diversi , che la equazione
stessa gencralmente , 'in qualunque caso, o supposto di ney
rappresenterd la semplicissima equazione 1, ed
I ultimo in questa costantemente vicade
Gid facilmente si r.ucnb ie daHa serie drl caleolo, onde
Fequazion (cos. 4 - sen. 4y — 1 )" = (cos. 4 —sen.dy/ —1)*
ha sua generaziove. Poiché , avverata la ipotesi fonidamentale
som. ol = 05 cos. mod = = 1, sash (o5, A b sen. A — 17
=+ 1, e parimente (igos. A —sen. A/ — & 1 leons
suentemente 1 equazione { cos. 4 + sen. Ay )=
(LIL A—zen. Ay —1)" altre in fondo non che'
' equazione = 1, alla quale, qualunque aspetto
assumer pos dovri it idursi . Ed il conseguimen-
to' o nd di tal riduziene sar il eriterio della convenienza , o
nd tra i valori assegnati ad e, ed alle quantitd circolari
sen. A, cos. 4.
Gon 1o scorta di questi due teoremni non si pud errare ;
né piii temere d” incontrare oscurith, ed immergersi in mi-
i lossi nella ricerca degli aceidenti di qualsivo
caso dell’ equazione (cos.A-+sen.dy'—1)* = (cos.A-sen.Ay/~1)"
o degli effetti di un qualonque operare ntorno alla medesi-
. Sia
Quesito . 1.° Assegmare  gli  accidenti dell’ equazione
(cos sen. (cos. 4 — gen. A/ — 1),
supposto. m numero intero, positivo ?
Si prenda I ipotesi fondamentale. sea. mA = o, cos. mul
= 1,.e primicramente si metta in use la com




o

va md = Na. Qu

sen. A
determina

I = sen

fitnire i qualungue
5. Gu. & daz

A= 7 sen. A oy coscd =1,
ob 0N alted seno, ¢ non alivo coseno, chy quando si

se da principio N si ebbe A4 = c;e che prose-

guendo ordinatamente o prendere N=nr -

Ni=m -+

& g
dungue piit 5 anno gli archi 4 diversi da

col prendere IV = =ug L Tk

collocare. nell” cquazione ( cos. A4 -k sen. 4 f — 1 )" =
(cosid —sen. 4y —1) uanti nella serie 0. 1.9.3. 4. ..
.. i termini sino o — 1, che sono in numero
m. Ed altrettanti perveid saranno gli aspetti diversi, che
I' equazione vestir endo  questi riflessi sulla combi-
nazion 2. si vedrd facilmente , che per «

guiremo nell’ equaziont stessa un numero 7z di

si @ cagione di un numero 7 wrchi - differenti determinati
per la determinativa formolam 4= (2 N+ 1) .Z . Dunque

Teorema IT1. Nel easo di m numero intero positivo I” equa~
zione (cos.4 -1 sen. 4 /.
numero az di aspetti diversi, i quali perd tatti vanno a fi-
mie-in k1= i cloé-in gli aspetii numero m pro-
venienti dalla combinazion 1 in — 1= — 1 quell;
TIMEntl In numero zr. provenie i hinazion
Eeeo o maggior comodit la risoluzion del quesito in




Sure’ Arempentiasa Lovazione ec.

CGombinazion 1.*
senmA =al i Jh cosmA =t
Formola determinativa di 4
N
mA=N,x ....equndi 4= e el
Valori diversi dii 4, od archi dive:
ar 3r S
mTw M Th
mibinazion a.
sen.mA =0

md=(aN-t1).—

2

i SN
o
Esempio

m
" a

Per la combin

d b 1oy —r)
(— 1 — oy — 1)% che si riducono ad (1)* = (1)*.
(—z1) =(—1)*, ed ambedue cadono in 1=

-

Per la combinazion 2.* 4= Tt

T G e
SEN.— = I, COS,— =0 SeN.— = — 1, CO8.—
4 2 4

di i due aspetti mella equazione indotti

(o 2y =) = (o1 1)t . oty 1 = (oot
che siriduconoa (1y/—r)? V1) —1yf—r)P=
ambedue le quali equazioni , fatti i quadrati giu

dono in — 1 =— 1




D
npio 2.2 Supponiamo m = 1.
Per la combi 1. sard 4 = o, sen.d =
e percio I equazione ( cos.d -
(0084 — sen.Ady/ — 1 )" prenderd I asp
(1 — o/ — 1)°, che snbita cade in 1 = 1.
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Per la combinazion 2. risulta 4 sen. 4

cosl che I’ equazione assume I aspetto (— 1
(—=1—ey/— 1)'; che immediatamente finir vede

Teorema IF. Sirende dull”analisi di questi due esempj
manifesto, ed irtefragabilmente provato, che le :
ni (b — 1P = (1—y/—1), 1y —1 = 1—/—1
fon sono per vérun modo comprese mell’ equazione
(cos.4 +sen. A/ — 1)" = (cos.4— sen.Ay/ — 1)™, e che le
sono affitto estranee , & sommamente ripugnanti, quanto

ue equ

pugna , che I” arco stesso abbia il suo seno, ed il suo cose-
no ambedue = 1.
mpio 3. A maggior Tume del modo , onde ad onta della

i degli a I de sempre nella sem-

plicissima equ

facendo m = 3.
Per la combinazion 1.% si trova

ax

4 =0, A=W—'—|go“,‘/l‘“?—

3

V3

sen.0 = 0, sen.12c® = , seniado® =

€05.0 = L , cOs.120° ——, o840 — ' —=
2 P

E quindi i tre diversi aspetti dell” equ

one

S L
(= — V=3

Per la combinazion




Svra’ Avesme
2w

LA

sen.180° + « sen, doo®

c0s.60° = — . . cosuBo = —1 .. . ecos Boc
e consegucntemente i tre diversi aspetti dell”

140y — 1

11 primo de’ tre nati dalla combina,
in 1=1, ed il secondo dei tre mati
patentemente in — —r; ma fatti i cubi si ritroverd,
che in 1 =1 eadong similmente gli altri due della combina-
— g =—1 glialtri due andio della 2.% ;
werh, come si elidano tatte le div

solo del pasi il risu

Tegrema V. Liv
cos.4 — sen.Ay/ — 1 nell’eq)
(cos.d — Ay —1)", sono le radici div dell” equazio-
ne x% — 1 = o, cssiz le diversc iadici m =™ dell>uniti
positiva , quelli trati dalla combinazione 1." 3 e sono le di-
verse radici dell’ equazione 2™ 4-1=0, ossia le radici di-
mene dell’ unith nega i ti dalla 2.
combinazione . Gli esemp] metiono sott’ occhio la verita del
teorema s ne & in pronto la ragione, o dimostrazion ge-
nerale . Dovendo i diversi valori dei due hinomj cos.4 =
sen. Ay — 1, cos.d—sen.dy—1, alla potenza m  elevatiy
produrre tutti =4-1 , se di quelli si parli, che per la 1.* coms
binazion si determinano ; e tutti produrre —1 gli altri -de-
terminati per la 2. combinazione ; dunque i primi esser
i meme di 4y o osia le

ver=

yerse

possono , che le div
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o3 mé altio i secondi,

el , o &a le radici dell’
~+~1=0.

Quesito IT. Esporre 1’ avvenimento dell” equazionc
(cos.d +sen.dy/—1)" = (cos.d — sen.d4/— 1)* qualera m
sia'un numero intero negativo ?

Sostituendo — m ad m, ayr

1
(cos:4 4 sen.d/— 1) B
¢ quinci (cos.d — sen.dy
donde chinramente appari
lo di m pousitivo ; poiché la
st e reciprocamente , dei due membri non induce cang

mento veruno intrinseco all’ equazione .

Quesito TIT. Esaminare il caso in cui m sia fratio =

A g . . :
Ponendo — in lnogo di »e nella formola determinativa dalla
7 8

1.* combinazione tratta , m 4
& quinci 4 =¢N.x, donde, risulta
A =03 e, preso per N un qualunque numero
sulta 4 un multiplo della circonferenza ;

avendo tanto 1'arco zero, quanto un

la circonferenza il seno =o, ed il cose

intero ,

Dbinazione non ne seguivi nell’equazione (co
5 che I’ wnica forma (1

istrig ad (1)F = (1) ¢
e comprende tante equazionis

quante sono le diverse radici 1™  dell' unith . Ma siccome

pel teorema 1L I'equazione (cos.d - sen.d,/
(cos. A —sen.dy/— 1)* deve, in forza di ena or
Tomo 1X, Hh




nque s iy TAPpresc
d in questa cadere ; cosi tra le mur
1

¢ equazioni diverse comprese ne (1)f , mon vi ha
propriamente che la pia semplice 1 formata p
ee razional le itiva dell” nnith , di cui se
# dispari, sia pari, bhe tener qul conto, sebbe
S0 di'p pari vi sia ¢ Paltra razionale, ¢ reale —1=—1
Del resto , ito alla virtih comprensiva dell’ equazione
iiaro non estendersi essa, che al numero #

war si possono , prendendo in ambedue

a delle numero ¢ r t
to chi per confermar le acc

j di Algebra , e per torta opi-

dell’ unith , la

¢ tra diversa presa nel secondo: il paradosso 4

lungi dall’ essere tto dell’ equazione , non sarebbe che
colpa mo arbitrio , e solenne capriccio .

X

Iequazione sen, Ay—1)+

= (cos.d —sen.Ay—1) ¢ la formola determi

pria: della conbinazion 5%, ma = ‘7 A={sN+1).

nendone A= (aN 4 1). =

di ¢ dispari, di ¢ pari disperi, di # pari pari.
Nel'r.® caso, essendo il prodotto #(2N + 1) dei dne nu-

meri dispari, £ e I, necessaviamente numero disparis

s¢ si rappresenti per 221, ne segue A4 =




en.4, se non che
I 5
e cos. —z=—1; il pe

csser # dispari, con

radici di — 1,

au; con

un multiplo il

mente ui

wzioni razion

per a gquesta

qui aver ille sola appar ente

Dis

pari pai, aviemo A=

nando, come si vede, un multiplo renaa o,

con l gola,

importante , diversid qui un mul

@ cor (=0

del caso 2.° com-

equazione in
prendente tanto 1
della propri
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1
Abbiamo dungue , nel supposto di m fiatto = =

ari , o dispari, un’ equazione molteplice , ¢he &

1 ¥
per la. combinazion 1.5, ed (=1)* = (=%,

2

ovvero (1) (1)f per la combinazione 2.%. ginsta che # &
dispari ; o pari 3 ma la eni molteplice virtin siamo obbligati

a non valutare , vestringendoci ‘a non considerar , che v
delle molte equazioni comprese, cioé la £ =1 nella 1.° com,
binazione , ¢ la — 1= — 1 nella combinazion a.* in ambe-

due i casi di ¢ dispari, o di # pari. N& recar dee maray
gia, che una equazione , di virti in se molteplice, venza
\er una particolure ipotesi, qual’ & nel proposito nostio I
mentale ipotesi scn.l A =0, determinata a rappresen=

e non piit, che una equasions -

x
Teorema V1. Vel supposto di m fratte, ed = — . i bi-

nomj. cos. 4~ sen. 4 /—1 , cos.4 —son.4/—1 dell’ equazione

{cos. A - sem.dy/—1)" = {cos.4 — sen.dy—1)" non ricevons

pex ci mbinazioni , che un valor solo,

laddove , essendo m numero in-

ricevono molt 5 due al pitrde’

quali r " immaginar . Percid vi ha mna

diflerenza tra il ¢ t ore dell’ unita , ed
il

ymaginay] diminuisce a misnra, che I intero numero m. di-

minore , ¢ ce alfatto essi valo 5 Tanenl

dosi m = 1., non ximanendo ai due binomj s che i due velos

s redli, <1, — 15 Puno uell’ una , P sltro nell’ altra come

binazione 3 €osi vi ba in cid nna gadazione , e Ia differer
on 1 e punto di paradosso : il elie si rendewdh pii gl

teorema, cheé vo a soggingacie.




FII. 8i & ved el teorema Y, che
omj eos.d + sen.dy/—1 , cos.d —sen
eIl equazione (cos.d - sen.dy—1)" = (cos. A— sen.dy'—1)",
nel supposto di m intero, sono nella r.* combinazione le
nazione a” — 1 =o; ¢ le radisi diverse

dell’ equazione 2" -1 =0 nella 2.* comb

s r - i
in queste due equazioni m = = ed ayremo, xf —1=0,

w4y =o0, donde z= (1), x=(—1)". Or da ciascnna di
quieste duc equazioni mon si ha, per qualunque caso di 2,
che un valore 5 e distintamer dalla pri
di ¢ dispari, o pari, non vien prodotts ¢
to si & trovato essere per ogai caso di ¢ di
1
i el frazione — il valore dei binomj cos. -+ sen.d y—rg
co0s.4 —sen. A/ —1 nella combinazion 1.%; e dal
seconda &= (1) masce x=—1 nel caso di ¢ dispa
50 di £ pati, secondo per lo appunto, che nei
ulta il valor dei due binomj per la combinazion 2.
Dinque la pluralich dei valori dei doe binomj nel supposto
di m inters, magsior dell’ unith 5 o la unicith nel supposto

1
di m . od s tanto & Tungi, che si contrastino tra lo-

70, ed involzano aleuia difficolti, o paradossa veruno

#i richiaman anzi ad un comune cioe alle
i 2" —1 = 0, 2" 41 erenza

stra nascer tutta dalla differenza ualmente da sm intero
. ) aln . 1
saggior dell unith ad m =, ¢ quinci ad =~ .
Quesito TV. Svol in serie I"equazione (cos, 4 +-sen
5 il valore del
reale di ciaschedun' membro, ed il valore della parte imnig-

della somma &




14 sendd o -
fsendd f — 1 —

iva di due

ria ‘ne

o, quanto vell
e la parte reale si
a tutia per Q

¥ b £
=t )" . A determinare il

wma Q delle
a memarid,
dell’ equa-

= & pella 1.* combinazione , od
s

etenninato a 1 per la prima formol

sempre in fondo rappresentare la semplice

, & consegnentemente ciascnn de’ membri

essere in sostanza non altro che 13 dete oy poi I urco
A per la formol: " equazione stessa deve sempre in
ultimo presentare -1, ¢ per conseguenza ciasoun dei
due membri ¥ di siamo condotti a stabilire.
Teorema’ VI, Distinguendo per P la parte reale della

po-




stenza ( cos. AL

P* gssa parte, preso A

08

== a N1
. sen, ———

m

T
S
2

1.




Esenio
N
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o dando ad IV successivamente i valori 0, 1, 2

v [ o
@=3cs. =7 senz o — snizxr=0

3

ivamente i valori 0, 1, 2
N

Queesito. re se, ed a quali condizioni lecito
dnlPequ 4+ sen.d f —1)® = (cos.4 — sen.dy\—1)®

inferive. quest’ altra equazione ( cos.d - send o/ — 1)™

Lequazione (cos.f-ser 054 —sen. Ay — 1)
fiu dedotta dalle due
Tomo IX i ( cos.
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(cosid b sen.d f— 1)" = cos. md + sen. md ) =13
(cosid — sen.dy — 1)"=cos.md —sen. mdy/ — 1
per mezzo  dell’ ipotesi da .me chiamata fondamentale ,
sen. mA = o
Si sostituisea nelle due equazioni " in luogo di m, per

- sen.d y/ —1 3 = cos. m" A 4-sen. gt Ay — 2

(cos.d == sen.d f— 1 )" = cos.m’ 4 — sen.m A/ —1

Ponendo sen.m” A= o, ipotesi che chiamerd fondamen-
tale ipotesi 2.% si avid
(cos.A - sen.d f — 1)"" = (cos.d = send/—1)"
Acciocché dall’essere vera Pequazione (cos.d -=sen. 4 y/==1) "
(cos.d — sen.A 4/ — 1) si possa inferire quest’ altra
(icos. A -+ senid f — )™ =( cos,. 4 — senid ) —1 i
bisognerd, che si verilichino insieme, il che non pud essere,
se non si verificano insieme le due ipotesi fondamentali. Per
verificarsi sen. mA = o fa d'nopo , che sia m 4 = Nz secon-

do la 1.5 combinazione , ovvero = (2 N1 = giusta

combinazion 2.*3 ed affinché si verifichi insieme la condi

ne sen. m" A = o dell’ ipotesi fondamentale 2.*, sard m

ri, che distinte similmente in essa la cr-m[mﬂ i

sen. " A =o, cos. m*A =1, ela c i

=0, cos.m'd — 1, e dinotate per £ up altro. numero
della seric 0. 1. 2. 3. 4« 5. 6. ... sinad un tempo m" A = Hr

ginsta la 1.* combinaz

sta la combinazion 2.*
un medesimo arco. Componiamo le due ipotesi successivamen-
te ginsta la 1 giusta la 2. combinazion di ciascheduna .




a5t
, ossia Nm*—" = I . Da questa formola

che chiamerd la formola definitiva della 1. composizione ap-
parisce
* Che la composizione delle due |3:n,u-a1 & sempre pos-

aib'wk, e, essendo /m numero intero positivo, Sia pur z nu-
mero intero positivo ; poiché sempre in tali supposti
dard numero intero positivo , qual si yuol

2° Se stando m numero intero pesitivo, z sia intero
ma negativo, eiod se in Iuogo di n abbiasi — #, in tal caso
il congiungimento delle due ipotesi fondamentali sard pur
possibile, ma NN sard soggetto a particolar condizione . Poi-
che 7 non pud produr numero intero , che mediante Ta
legge di prender a i le-al-
Lia a suo fattore la pote i sia in somma della

forma Hm™™ . Di qui yisult

d (1 (1)"; e ' equazione
= (cos.d — sen.d v' — )" ad ()"

sia 8 ; onde 1" argomentare dalle pri-
me alle sccoude a che argomentare da (1)*

()" ad (1 b g r assolutamente vero n(,l
estensione di ciaschiedupa delle numero " dell> ur

orza delle ipotesi fondamentali rist alla
e positiva 1 =1. che siccome per
mentale 1.* I equazione (cos.A - sen. 4
= (eos.4 — san.4 / — 1) deve rappresentare, ed in
dar sempre = 1== 1, ¢ distintamente 1 = 1 \mmlu d
sua combinazion non alirimenti per I’
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.
fondamentale 2.4 I equazione ( cos. 4 + sen. Ay — 1) =
(€08, A mmson. A/ =1 ).

3.° Cerchiamo s sia possibile il connettere le due fon-

I

damentali ipotesi, posto mz mumero intero, ed n fratto= ey

che & quanto dire, se essendo N, zt, H numeri interi, pos
LA
sa mai esseve Nm' = H. Or, un po’ di attenzion, che

vi si applichi, si seorge, che, essendo N it

cid non pud essere, a meno, che m sia un numero tale, che
considerar si possa qual potenza di grade 7, e rappresentare
N

in conseguenza per o . Supposto cid avremo mei = U
&

¢ non resterd, chie prender W = ad un numere composto
i B e N
della forma Ha'—% e si avri cosl, 4 = — 7=

m
H A s > -
—_ 7, @ stamente i argomenterd dall’ equazione
5 g

I i - H i
(cos.; n‘—}—stu‘;r‘t—l)“ = COS.-::r-S{‘ﬂ.;n'vat)“

i "
a quest’ altra (cus‘: wy A = Yy — 1 )“ =

1 o 4 .
(cns. i 7 = Sen. i xy — 1)”: il che, riflettasi esser quan-
@ a e

1o , che dall equazione ( cos. 4 —+ sen. Vo =

(cos.A — sen. Ay — 1) inferire la (cos.d —-sen.d /= 1)

(cos. A — sen.d y—1)", della quale illazione non vi ha

niente minor ragione, che della illazione da questa a quella,

e bene dell’ inferive si consideri la base, che & 1" avveia~

nto simultaneo delle due equazioni pel simultanee ayvera-

nto delle duc ipotesi fondamentali . Ii* pertanto manilesto;
che
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T
che nel caso di . = &'s = — altro non succede fuori,
r
che la illazione da (cos. 4 -+ sen. A y/ = 1)" = cos. Am=sen. A /=1)"
5.4 4-sen.d / — 1)" = (cos.4 —sen.4 /— 1)" con-
vertesi nella sua ugualmente giusta, & necessariamente cou-
nessa reciproca .
4.° Abbiamo sino ad ora variato z, ma ritenendo sem-
pre s nwmero iotero. Poniamo al presente pe numero frat-

x i : :
to = —; per lo che il congiungimento delle due ipotesi fon-
&

damentali importe I . Questa condizione, se &

sia numero intero positivo, mon pud avverassi, se non pi-

gliando N della forma composta He™—' . AlP iucontro, se a

sia intero negativo, poiché ad n sostituendo — 2, Tisulta

N = H . si vede chiaro restare a pieno arbitrio il nu-

mero intero . Che se NV sia numero fratto positivo, o
Tt

. 4 .. . 5 0
negativo = £ —, la condizione diverrd N ¢ =H, all

ayveramento della quale sark mestieri, che il numero ¢ de-
nominatore del fratto valor di s sia una potenza ¢, e cid
posto , la condizione riducendosi ad Ne/=" = H, lascierd di
nuovo in tal particolarissimo  caso ad assoluto piacimento il
numero intero V.

5.° Un ecaso che singolarmente importa di esaminare si
& quello di n = o, ciod se essendo m diverso da 1 si possa
dall’equazione (cos.4 - sen.d yf — 1)" = (€05 A== sen. 4 y/=1
inferire (cos.A - sem y/ — 1) = (cos. 4 —sen A4/ —1 Tl
o che & lo stesso cos.d +-sen.d / — 1 = cos. A —sen.4 y/=1.
La formola definitiva della illazione, Nm"—' = H, diventa in

N

V! —_= al’ . ———
1al caso N == H , la qual 5 che prendasi |
N
N un numero composto Fim . Del che ne segue 4 = — »
i

&




Hm
== 7= M x,senA=o0,cos A= 1, e le due equa
zioni simultaneamente vere vengono ad esscre,

non altro,
= (u Jedta A5

in 2" luogo'a comporre le due
giusta la u,m],u zion di ciascuna ,
supponendo m 4 (aN+z2)—, ed m'd= (2F ;-n)1 .
Abbiamo di qui; a I illazione dall’
icne ( cos 4—l-su\w|--: )® = (08,4 = Seh Ay ~— 1 )
alla (cosid ~ send /= 1 Y = ( cos. A—sen. A/ —1)
sia del simultanes ayveramento loro, Ja formola (2 N—+1)m"—*
= 2 H 41, che chiamerd formola definitiva della compos
zion 2.". O¢ comprendesi tosto
Teorema 1%, Le due equazi A send | — n‘

(cos.4 — sen.d f — 1)” & senad of —

A/ —1)*" non possono simultaneamente
per composizione delle due ipotesi giusta la lor
-, se non essendo m numero intero dispaii, o
]
avendo, se fratto ed 7 il denominatore ¢ numero dispas
1i. Quindi
1.° Espresso m. intero di

vi per 2d+-1, e posto n un
numero iutero positivo qual

pues siavrk (2 N+ 1) (add 1)t
2 Il +4- 1, equazione , che al suo avvernmento non richies
e altra legge cia N @ pieno arb

2.° Sestituito — nad , ne provie

onde & imlu:o In legge di prender
sta (- 1)(2d—1 )

1
3.° Se sia z fratto == si ha

(2a

che non pud ayverarsi, se non aggitnte due gons

di-
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dizioni : [n prima chie 2d—+ 1 sia un nuomero di podestd r,
ed esprimibile per (2¢--1)" (21e+1 )" la scconda di
prender 2 N+ ¢ della forma composta (2 H--1) (2e-1y "

T
4.° Che se pongasi m = U"T » ed n sia intero po-

2 N1
(2f+a)
2 N+ 1 pigliarsi della forma 2 I 1)(2f4+1)"". Ma
se # si faccia megative, risultandone in tal easo , sostituite
— n ad 2, (2N-+1) (2f 41" =2 T+ 1, non si
avri pins per N legge di particolare composta forma. E fi-

sitivo , si avrd 2li41, e prrcit‘: dovri

I
nalmente , se sard 2 [ratto = + conversd adempiere I'equa-
Pt
gione (2 N-+1) (2f+1) r =2H-41, la quale
ginzne la condizione , che 2 f--1 sia tn numero di po
r, o della forma (2g -+1)", o per couseguenza m

1 ] 3
————— . Raccogliendo si deduce
(2g+1)

Teorema X. Lavveramento simultaneo delle due equazioni
(cos-d+-sen. A /=1)"=(cos. A=ien. 4/~ 1}", (cos, A+-scn. Ay =1)"™
= (ros.d —sen.d /— 1" per composizion delle due ipotesi
fondamentali giusta la lor combinazion 1.% & esteso a pil ca-
si ( Teor 1X ), che per composizione delle stesse ipotesi
giusta la 2.* lor combinazione. 2.° In alcuni casi nelle
espressioni dell’arco 4 = - wy ovvero =

m
smmero N resta libero. in altri viene nssoggettato a legge di
certa forma. 3.° 1 bisonij ricevono ne’ primi casi molti va-
lori , ne’ secondi un solo, & cof uentemente il simultanco
avveramento delle due equazi quelle & moltep!
questi somplice, ed nuico . Mi riservo una pin precisa ¢
mone , e G ie nelliarticolo secondo , applicando il teo-

fm )"y (1t 1/




236 Sura’ Areupzrrians Eouazioxe ec.

(1—ky/—1 ™", essendo ormai tempo di procedere a fa-
re immediate parole di cib, che & il proprio oggetto di que-
sta Lettera.

ARTIGCOLO IT.

To mi spedivd qui pit in brove con una ordinata serie
di teoremi , la veriti de’ quali si comprenderd agevolmente,
tenendo fissa ' attenzione al modo ., nel principio dell’
articolo  antecedente descritio , col quale equa
(cos. A 4 sen.d ) — )" cosed — sen.d y/ — 1 )" si tras-
forma nella (1 4 hy/— 1) =( 1— Ky/— 1 )", e ricorren-
do di teorema in teorema i relativi luoghi del medesimo ar-
ticolo antecedente .
Teorema 1. L'equazione (1-+Fo/—1)" = (1—/y/~—1)" non
& di una verith assoluta, ma ipotetica, od il valore della
quantitd % non & arbitrario, ma dipendente dall’ esponcnte
5 ed & per esso, o per una ipotesi fondementale determi-
nato . Eeco in ristretto quadro la fondamentale jpotesi dell”
equazione , e la determinazione di /.
Tpotesi fondamentale .
sen.mA=0 ....cosmd=2 1
che ammette due combinazioni ,
Combi on vo. sERMA =0 . .. cOntnd =1
Combinazion 2.* . . . sennd =0 ..
conseguenza della combin, 1* md = Nz

' . - -
conseguenza della combin. 2. mAd = (aN~+ 1) i

Formola determinativa dell’arco 4 per la combinazion 1.2

Formola determinativa di esso Arco o perla combin. 2.5
alN--1 7
4= b
m a
Espres-
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Espression di A generale | . . &= tang. 4

Val li £ per la ¢ 1 b=tang.—~
alore er la combin. 1. . . . & g
alore di {5

giusta la combinazion 1., ciot I'equazione (r + tange
N - o .

= {1 — tang. ”,.-‘/-— 1) rappresenta scmpre I' equazione

& -
almente in
(cos.—r} { cos.—= )"

m

questa cade . E I equazione stessa (1 4 %y — 1)" =
(1 —hy/— 1) giusia la combinazion 2.°, ciod I' equazione

aN-+1 = alN -
(l—?—tl\ng.—r’.:yffl) = [t — tang.———

rappresenta costantemente, cd

{005, —

La cosa si fu chiarn, se a cid , che stabilito si ¢ mel
teorema 11 dell’ articolo L, si aggiunga il riflesso, che
_ sen. A e
(r iy — 1) el e )
(cos.A = sen.d f —1)" 5
A" 5
ma I Se m sia numero intero, A avrd per la
nn m di valori, che si offeriranno ,
sostituendo in luogo di N successivamente i termini della se-
%e 0.5+2.3.4.5 ....5in0 ad me=1. E parimente un nu-
mero m di valol % per la combinazion 2. risultanti dal
sostituire gli stessi numeri per N in aN -1 : cosi che % rie
Tomo IX. Kk com




il s ERTIANA EQUAZIONE €C.
ceverd un numero am di valori, e per conseguenza anche i
h:unmj 1= hy/—1, 1—/y/—=1 riceveranno ciascuno un nu-
mero 2m di valori. Qnanto all’ equazione (1~ Ay —1)*
(£ — 4y — 1), rappresentando nella combinazion 1.* I equa=

. 1 3 .
zion R nella combinazion 3.
€0 cos.— )"
( (cos.— )

oy i —1
aN+a w., . aNF1
( Cos—— ( cos. ———

m E 2
rd essa successivamente un numero 7 di I'orme per la com-
binazion 1.%, ed altrettante per la 2.* ; e conseguentemente
in somma un numero 27 comprendende un numero
am di equazioni, d potrd un’ equazione virtualmente mol-
teplice di grado 2m . Si deve perd riflettere , che, al caso di

sere m un numero p 1 goseno positivo, ed un urnal
negativo elevati alla potenza me daranno la stessa quantita .
Cosi, essendo m = 2, si ha ( esempio 1% sotto il teor. III,

I equazione — , Vestis

dell’ artic. I.) co::,-z F=1, COS. = a#=-—1, che elevati’ al
quadrato producono ambedue 13 per la qual cosa le due for-
me, che I’ equazione (1-+ky — 1) =i( 1 —Eyl—a)?
ve, I'una dopo I'altra, per la combinazion 1.4 coincidono
tra loro . Pud inoltre ristrignersi il numero delle forme di.
verse dell’ec one , tanto nel caso di m pari, quanto nel caso
N aN+r =
di m di . per risultare dalle formole —a, —— .+ =
m m 4
de diversi; ai quali convenga un ugual coseno, aven-
do |l solo seno differente . Di fatto nell esempio 3.° del Tug=

o citato, posto m =3, ne provengono nella 1.* combinazio-
ne gli archi r20%, 24c° forniti dello stesso coseno = — 3
a

e per la 2 i due archi 60°, 300% 2 quali & comune il cor
e
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na L Dunque , se piacci di non tener conto, che delle
2

forme diverse , ¢ dal numero di queste misurare la virti del-
12 molteplicita, Pequazione (1 +hy/—1)" = (r— Ry = 1)"
si dird tanto in virth molteplice , quanti, tutli insieme pa-

1 =
ragonati , saranno i diversi valori di e et A di
cos. — . x)"

( e i

il . . PR

————— . Dico paragonati tutti insieme, ciot non

aN-4+1 7., BiirRg ’

( cose —
m

A T
solo tra loro quelli di ————— , e separatamente tra lo-
(cos. —x)”
m

. g 1 . . wl e
ro quelli di ——————, ma eziandio i primi co’se-
Ed
L

N+«

Bl s . N N x
condi ; poiché se sia un cos. —x = p, ed un cos.——. =
n m 2

=—p, o viceversa, e sia a dispari, sari, rispetto a tali co-

1 —1 ks
R EET ] e si restrignerd,
A

seni ,

cos, IXA_':
¢ e 7 ) ( cos.

anche per tal ragione , d’ altrettanto il numero delle diverse

forme . Accade effettivamente anche cid nell’ addotto esem-

pio 5.°, avendosi per due archi, non che per uno, nella
T

combingzion 1.% il coseno =— T © per due altri pella 2.°

. 1 .

il coseno = ~ , ed essendo manifestamente
& a=iiy ] =3

Ly ) 7

So facciamo m =2, e nella equazione (1 4 hy/—1)° =

(x

Kk o
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{1==7y —1)* determiniamo % giusta Ja z.* combinazione

per la formola 4 =
=o si trova

3z
sen,—
trovasi b = ——1 =

§ . L \ S
quazione Ticeve, sono ([-k=y/—1)' = (1— =y 1) 0y

i  § T,
(2 — = Vv—1) = (1 +—° y/—1)" Queste forme, che pos-

4 A 1 L
mo ristrignere nella sola (r - g y—1)=(— i i e
non consentono col teoréma; non rappresentando punto I’ e-
—1 o8 i A
{udzione —— Sl non potendo in  questa all’ ulti-
mo cadere . Poiche , eflfettuati i quadrati , 1 equazione

1 1 . s 2
1o e fee 1= — /= 1)L ST cangia An T e oS
( o ¥ ) ( © L = . O -
ALid z
I — = /— 1 — 1, chesiriduce a4 =
. T = q
* equazion en lontana dulla — = ——; ed in s¢ assurdi
E come conciliar tale mostriosith col teorema { Forse che di-

1 3
cendo che nei binomj 1+~ Y—1, 11— =y —1 a confionto

dell”
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vesi contar

dell’ infinito , sebbene immaginario = v—1 d

per nullo, e rigettare il finito reale r? Rigettapdolo di fut-
1 1 %
to, resta (= V—1) = (— ;‘/~ 1) che, eseguiti i

—
quadrati ; presenta — = — . 8] bino-
o o
g L r i ‘
m) i y—1, 1 —~y— 1 espeller il primo termine 1,

ma vi ha di et fare sua intrinseca , essenziale, e convincen-
te ragione. Si rimonti dall’equazione (1 -k hy/—1)
(£ — kyf— 1)" alla oviginal di lei forma {cos. 4 — sen. 4 /—1)*
= (cos.d4 — sen.dy/ — 1) . Dove cos.4 sia
trutto il primo termine de’ suoi binomj
a (sen.d y/—1)" = (—sen. Ay — 3} o sig ad (£ 1 /—1)"
perch 5.4 = o porta necessari
seco sen.d 1. Corrispondentemente dungue , qualun-
que volta sia cos.4 = o, devono i binomj 1 4 ky'— 1,
1— ky/— 1 perdere il primo lor termine 1. Questo & fon-
dato snl supposto, che nell’ original forma dell’ eqnazione
5.4 a che questo coseno abbia un qualche va-
lore di grandezza , venendo meno il supposto , deve insieme

=0, dis

essa contrae

mente

= Ry i=—=

venir meno cio che da esso ha naseita , cioe il termine 1
dei binomj ¥ Ay —1, 1 —hy—1. la divisione che
&l fa dei binomj cos.4 +sen.dy/— 1, cos.4 —sen.Ad \/— 1
per cos.A, onde passare dall’equazione (cos..4 - sen.Ay/— 1)
= (cos.A—s 1 alla (2 4 hy'— 1)" = (1—k y—1)7,
operando algebraicamente , cioé in man ale , e pre-
scindente da’casi particolari, si concepisce cos.d come un
pradotto. di cos.4 Y 1; il edncetto e esatto- sinché cos.A ha
qualche grandezza, ma cessa d esserlo, allorche cos. A =
poiche se & vero, che si pud considerare
te o=o0X a, ed dentemen
manifesto non esservi i

en,
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piuttosto, che =¥ a ..., ed & pa nte irrefragabile in=
cludersi in 0= 0% & eziandio 0 =10 ¥ 0, e lu corrispondenza

ssenziale tra i cangiamenti dei binomj cos. 4 4 sen.4 V=1
cos. A —sen. A y—1, edei binomj 1 +hy—1, 1—ly—1
definisce , che nek caso di cos.d = o, questo o non si abbia
a considerar , che come o) o. Che se, senza punto detrar
re alla generalith algebraica della trasformazione , considera:
do indistintamente cos.d = cos.d ¥ 1, ¢ senza la pena di

. x
rimontare ‘allotigine, piaccia all’ analista, nel caso di 2= o

ripiegare all’ inconveniente della indistinta considerazione per
tal caso risultante, econ contar per nulle in confronto dell’
infinito immagi fy/— 1 il finite e 1, 1 effetto sard
il medesimo; ma chi non vuol urtata sua ragione , ma appa-
gata ed illuminata, ricorrerd “alla m‘.L.«hsua sopra esposta .
latanto stabiliamo

Teorenza IV. Sempre, che nell’ equazione (1 k% /—1)7

i 4 o 2
=(r—lhy —1)" sa kb= o 8 deve  rigettar il primo

termine dei binomj 1, ¢ ristrigner I' equazione ad (& y/— 1)*
= (—hy— 1}, e cio per intrinseca , nec
ragiotie dell’ equazion medesima :

Téorema V. Dallequazione (1 -+ y— 1)
in ninn modo discendono , anzi sono tanto aliene.,
false, ed assurde , le due equazioni, delle quali I' Ab. Ni-
colai ha eredato di formar alle strane sne idee analitiche st
gran base, le duc equazioni ciod: x +ym—mr = 1—y/ — 1,
(1+y—3) =(1—y —1). Poiche ne¢ tungE x%

L
oNY-1 = " N aN+4+1 =
tdng———— .= né fang.— 7, tang——— . — danno 13
2

vedi gli esempj 1° © 2° sotto il Teor. IIL art. I 1 henst

figlia dell’ eqrasione (1 ~4-ky/ — 1)7 = (1 — iy — 1)?
Y equazione (1 -+ — 1) = (1 — /—1)*; impercio
N
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& parimenti c0s.45% —,-onde tang 45° = £ =1,

1=y — 17 Noy, e lo dimostr
mi IX. e XIV.

Teorema VI, Il caso di m negativo si converte in quel-
lo di m positivo, e per conseguenza vale per tal caso quan-
to pel caso di m positivo si & stabilito .

Teorema VII. Se m sia un numero fiatto = {- , sard &

= tangNiw, ovvero = tang.(a N —+ 1)¢. Z, ciod 3 © per
el

la 1%,% per la o* combinazione sard i = o,
Corollario dei (eoremi 1I. VI. VIL Nell’ equazione
{1 + 2Ly —1)" = (1t — hy/=1)", per la combinazion

1.%, che determina & = tang— » , ha sempre 2 un valor
m
= o proveniente al prender N = o, ¢ non ¢ % che = o

essendo m fratto = — , essendo intero = 1, essendo = 23

1
£

e solo divenendo m 3 incomincia & ad acquistar vero va=
lore o grandezza. B per la a.* combinazion , che determina

aN+1 = X
h— mng.——m—. 5> mon & k che = o, essendo m fratto

1 &
= ed essendo = 1 ; diventando m = o, salta 7 a valor

infinito , e comincia'a ricevere valori finiti nel caso di m= 3.
Rimangono poi simili gli ayvenimenti in %, cangiando in ne-
gativi gli assegnati positivi valori di m.
Teorema: VI. Se determinata # per le formole
tang.




casi ,

eko , né infinita in consezuenza i binomj ve-
ali, si svolga in serie (1 hoyf — 1)"% effetiuvando la
4 7, e siochiami & L paste teale serie, avendo
determinata 7 per fa formola prima, ed Il essa parte reale,
ave du determinata % per k l'nmmla seconda 3 si denoti poi
s\'—n Ia p.mn, immaginaria della serie, usata h

zione di hye Sy —1 la

onda determinazior

Va con cid in un colpo a terra tutto il misterioso edi-
o0, che I' Ab. Nicolai , svolti in serie i membri dell’ equas
gione (1 -+ ky—a1)" (1t — hy — 1)", poragonando
reali a veali , ed immaginarj ad immaginarj , fabbried su
I equazione +8y —1 = —8y—1.
Tedrema 1X. A ‘potere dall’ equazione (1 - fiy/ — 1 )"
= (1= Ty — 2)" inferive' I’ equazione ( t ~+= Ay —1)*
= (1=hy'—1)" s 0, che & lo stesso, ad essere simulta-
neamente vere queste due equazioni, & 4’ nopo, che simul-
taneamente si-ayverino le duc seguenti ipotesi fondamentali.
Due ipotesi fondamentali .
senmd = o, cos.md == Lsenan'A = o, cosaiA=Fr1.
E siccome P una, e 'altra ammette due combinazioni , cos
ne nascono due composizioni , secondo che ambedue prese
sonc nella lor 1.*, 0 2. combinazione .
Composizgion. 1.4 . . . sensnd = 0 cos.mA
senm’d = 0, cosm'A I.
C di questa composizione . , . md = Nz, m"A=Hz .
N H

e

Formola determinativa delParco £ . . . A= o=
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iva della possibilith , e delle condizioni della

Formola defin
o sia del simultaneo avveramento per

1. compos
essa . . « Nm .
Composizion 2.° . . . sen.md = o, cos.md
senon'd = o, cosim’d
=4 -
Consegrienza di questa 2. composizione ... m 4 = (aN-1-1) S

mid = (aH+1). 5

della possibilita , e delle condizioni del-
o sia del simultaneo avveramento
= H .

Teorema X. Per via della 1 composizione sempre
ed assolutamente possibile il simultaneo avveramento delle
due equazioni {1 4= by — 1) = (1 —hy— 1),
ed (1 by — 1) = (5 — kgt —1)" nel caso di

3 N :
m, n positivi, ed interi, prendendo & = tang.—7; ¢ 'ay-
2 B 3 1 e

veramento sard molteplice , ricevendo % varj valori, da
= 3 ih su.

Teorema XI. Se stando m intero positivo , sia » intero
negativo , cioé se in vece di n, abbiasi —n, il simultanco
avveramento delle due equazicni per via della composizion
1.% hon pud aver luogo, che a condizione di prender N del-
la forma H '™, e quindi 5= tang.Hum' .70 = 0.

3 e k. 1 3 iy
Teorema XII. Se n sia fratto = — , non & possibile per
.

da 1. composizione il simultaneo ayveramento delle due equa-
#ioni , se non che a due condizioni : 1.* che m sia uma po-
omo 1X. L1 ten-




16 Sorn! Angseeariana Equa
nza 4y aut di pighar N della forma Ha'
H

seguenza k= ta
2

Dunque affinché * simnltancamente avvering le due
i (1 Ay = = =By = (e hy — 1)
= (1 —hy—1)*, essendo m =4 =, si doyrd

prender %

b4 I !
= tang— = = o . Con che resta dimostraio in-
a

compossibile I'avveramento delle due equazioni (14— 1)t
= (1 —y— 1)t (1 =) = (1 —y —1)", ed illegit=
tima del tutto I illazione da quella a questa, che & cio,

di dimostrar promisi nel teorema V.

Teorema XL Se m sia fratto = -:—, ed 2 intero posi-
tivo, non pud il simnltaneo avveramento delle dne equa-
i r la 1.% composizione aver luogo, fuori che a con-

produce

ang. HE" .7 = 0.
earema X1V, Al opposto IV divien libero, ed il simul-
in cambio di n intero po-
tivo ; ma contuttocid a ra-

taneo avver

abbi ay i
! u 2 o
gione di esser m rotto si ha b= tang, — x = tang Nt.x=0.
Teorema XV. Posti m, n ambedue rotti ; il primo

1 3 5 .
e il secondo = non & per mezzo della 1.* compo-

Teorema XVI. esner, che per la 1.° composizione

simultaneamente si avverino fe-due equazioni (v~ Ay — 1)

(1 —hy — )", [y S Ry S
fat-
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fifto - , per lo che la sc
3 liyf—1t = 1 — ky/—1, richiedesi ad indispens
condizione il pigliar N della forma Hm , in conseguenza di
che proviene ki = tangHr = o.

Rendesi quinci manifesto I’ |!1<, ittimo w*cmr-nhre- che
sarebbe, I’ infe
(t—y — 1)t la falsa ed assurda 14/ —1 = 1—)
siccome ho promesso di far palese nel teor V.

Teorema XVII. Per via della 2.* composizione non & n
possibile il simultaneo avveramento delle due equazioni, se
e sia numero intero pari, o fratto di denominatore pari .

Teorema XVIII. Posto m numero intero dispari = 2d-
ed 7 un iumero i itivo qualungue , il simultaneo avyera-

mento delle due equazioni per via della 2. composizione & assoln
N41 7
2d- it
Teorema XIX. Se in luogo di n intero positivo whia

tamente possibile, e molteplice, risultando /2 = tang.

— n intero nesativo., il simultaneo avveramento delle due
eyudzioni divien soggetto alla condizione di prender 2 N+ «
della forma composta (2 1+ 1 ) (2d-+ 1), ¢he rende
(2H4-1) (2d-+ s
e .;:lnng. (2 Hor)(2d+1)

Teorema XX: Rimanendo m = 2d+ 1, se sia p =

non ¢ possibile il simultaneo avveramento per via della

composizione , se non nel easo, che il numero m, oltre

essere dispari = a d+ 1,sia_eziandio una potenza (z;url] 5 ed

& condizione di prender aN--1 della forma (24141)

donde proviene ki = tang. i e
e

Teorema XXI. Se m sia fratto = . ¢d nintéro

1
2f+1
0, il simultanco avveramento delle due equazioni per

Lla




S’ Arempzwrrawa Equazone ec.
mezzo. della 2. composizione esige, che si prenda 2 N -1
della forma (2 H~+1) (2f-+1 )", la quale determina

b= tang. ( tH-41) (2 f4+1)" L Sl

x

Teorema XXIL Che se ritenuté m = GFa in vece
di n intero positivo , suppongasi — n intero
multaneo avveramento delle due equazioni per vi
composizione non imporrd legge di forma rispetto al numero

aN-+1
a N -1, ma sard cionondimeno i = tang.

tang. gm-;-:)(g,r-;-z).% =oc-.

Teorema XXIL E se finalmente sia m — ed

T
2 f-+3

nel ca-
essere = f - 1 una potenza (2 g-+1), e cio essendo,
-
risulterd A = tang: (2 N+1)(2g-+1). — =o0.
oltatio dei 14 teoremiX. . . . XXIII. Nella
~ in due soli casi: in quello ciod 1. di m intero
alunque pari , o dispari ed nintero positivo; 2. in quel-

1 0 5 oh &
lo di » fratto = —, e di m intero, ma insieme di podestd
r

r, e gencralmente per @ esprimibile , I sussiste, o sia ris

tiene valor di ve enza cadere a zero . E nella

composizion 2% parimente cio avviene in doe casi soli : 1.°

in quello di s intero dispax ed 7 intero positive qualun-
1

que; 2 in quello di 2 fiatta = —, ed m potenza r di nu-

mero dispari, quale (2e--1) . Quindi a questi soli quattra

ca=
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tesi il simultaneo avveramento delle due equazio=

casi restui
wi(r kY — 1) =(r—hy —1)", ed (14 hya—i)

= (1=/iy/ = 1), s¢ intendasi, che % debba non essere
zero , ma aver qualche grandezza . K perche per I osserya
gion fatta nell’ Art. I ques. 5.° Gomp. 1. n. 3. i casi qui
segnati per secondi rispetto all” una , ed all’ altw Composi-
one non sono, chie reciproci dei primi , null” altro facens
do, che convertire I inferimento dslla prima alla seconda
equazione nel reciproco da questa a quella . Percid il simul-
taneo avveramenio restrignesi ancora pitt, e si riduce al ca-
o di m intero, o positivo, o negativo, ed n intero positi-
Vo, con la distinzionc , che se i sia numero dispari, I ave
veramento ha due modi, I"uno per la 1.
ir la 2%, e non me ha, che un solo,; perla 2.* cioe
zione', se sz sit numero pari .
i selebratissimo wore, 1l mio studio sulla vo-
ra equazione (- Ay —1 )" =(1—ky —1)" ad ogget-
to di sgombrarla da qualunque nebbia di mistero, o para-
dosso, e ridurla alla bella matematica lucidissima eviden~
za . Agzraditelo qual segno dell’ altissima mia stima .

* combinazione I al-

APPENDICE.

§. 1. Nella prodotta lettera non parlai, che de casi ris-
guardanti m razionale , perché i misteri dal D’ Alembert me-
desimo propesti su

I—/y/—1)", ¢ le ussurditd infinite accumulatevi sopra
dall® Ab. Nicolai non eccedono la sfera di m razionale. Ma
la natura dell’ equazione limita ella entro di tale sfera Pespo~
nente ¢

Teorema 1. Nell’ equazione (1-+/ — 1)° = (1—hy/ —1}"
T esponente 7, ugnalmente , che razionale , pud essere irra-
zionale , e trascendente ancora ,

Lt ipotesi fondamentale sen.md = o, cos. mA
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consente, poiché la r." sua combinazione sen.nzd =0, ¢ A=1
tra condizion non importa, se non md = N la com=

Linazion 2.* sen. mA = o, cos. md = — 1 non \izione,

mA=(aN+1) 2 : el ambedue codeste: condizioni

permettono, che m sia irrazionale, o trascendente ug
clie razionale ; e la sola differenza , che ne nasee si & ¢

essendo m irrazionale, o trascendente, tale sard pure la gran-

" arco A, il che produce i teoren
na 11, Essendo nell’ equazione (1 -
pente m irrazionale , o trascendente,
initamente molteplice, e eio doppiamens
che i per la 1.5, ¢ si perla a.f combinazione. Ed il
simile in conseauenza sarh dei due binomj, e dell’ equazio-
ne medesima . La ragione si &, perche nelle dus espressioni

: N
di'Je, ciob h= fang, = x, k= tang.

B T

Iz 2
sendo . irmazionale, o trascendents , con sostituire -ordinata~

mente ad N i termini della
non risulferd mai nella pri

am1
Rzt e -
seconda —— le., proseguendo,

anclie all’ infinito, non terminerd mai la serie degli archi d
- ¢ diversa, non potendo mai ]wrm-mirc archi uguali a
dianzi provenuti con 1" ags dell* intera. circonferen-
. siccome accade, quando m & razionale . Art. 1. Que
+ inoltre ‘da osservare, che del numero infinito de’ valo-
di & per la 1.* combinazione non ve ne sard, che uno

= o, il qual sard quello di tang. ~ wcendo N =

pitmo ve ne sard del numero infinito de’ valori per la com-
bin. 2% N& per I' una poi, né per I altra combinazio-
4 J valore aleuno infinito.

Teo-
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Teorema 1. E nmlu mir ale, o r.\,mulrmc, se
o

eccettuato il fare N = o, che, rendendo % tang, =
z

2, tranmta i binomj in monomj, i syolg ( I

in serie, e si chiami P la te reale , che se ne -\|m]\;:m.;,
la parte immaginaria: saranno P, e @ «
nite; ma non ostante I’ infinito numero de’ m:mmi, sari
I’ infinita sevie P = 1, e I’ infinita serie @ =
Similmente , e senza eccezione , svolgendo
S NEi e ]
(1 -+ tang. =20 LTV clinmando 27 Ia parte reale
m
e = @'/ — 1 la parte immaginaria, sard ' infinita serie
P! = — 1, e Pinfinita serie Q* = o
§. IL. Rispetto al simultaneo avveramento delle due equa-
20Uk (1 hy/—1 ) = (1 —h - a )t (1A —1 )™
=(1—/%y—1)"" non ho nelln stessa lettera al Sig. D' A-
lembert esaminate, che due composizioni delle due fonda-
mentali ipotesi, prendendo ¥ und, e I’altra nella 1. o nella
2." combinazione. Ma eccomi ad esaminarne brevemente duc
altre formate con prender la 1.* fondamentale ipotesi nella
sua combinazion 1.°, e la 2.
¢ con prendere a vicenda la 1.
la 2.* sua combinazione , e la 2.* entale ipotesi nella
sua combinazion
La 1.* fondamentale .pnmz nella sua 1. combimzimm
sen. mA = o ; cos. A 1 esige md = Naj e la 2. ipotesi
fondamentale nella 2.° sua combinazione sen.m®4 = o, cos.m” 4

nella jsua conbinazione 2.4;

ipotesi fondamentale nel-

=—1 esige M’ A= (2H4 1) .~ : onde la composizione
i N 2 H4-1 ol .
esige 4 = =l T e quinci la formole defi-




1 pella 2." sua combinazione

- X x
sen.md =0, cos. md=—1 esigemAd=_(aN+41). =,
1a ipotesi fondamentale 2. nella sua 1. combinazione sen., m"A
= 0, cos. md 1 esige md = H z. Dunque la composi-
zion , che direm 4.°,

i
i ’

donde si ha per formola definitiva di (2N=+1)m™" =z2H.
Teorema . 1. La composizion 3., essendo m razionale, &
possibile in due casi. 1.° Se z sia un numero intero pari 2k, ed
negativo , ciod in vece di z si abbia —n, poicht in tal
so la formola m— = 3 H 41 si cangia in 2 N
24)"™ (zH-+a); se m s un fraito = ;ll,ed
sia positivo , cangiandosi la formola definitiva in 2 N
(22 (2 H
Tecrema 11. La composizion 4" & possibile , essendo
ionale » in due casi. 1.° S sia m nu p, edn

positivo ; 2.

1
m sia fratto = ol ed n negativo : poiche

Ia formola definitiva (2 N -+ 1)n" 2 H prende nel 1.°
caso la modificazione (2 N—4-1) (2p)"™" = aH, e nelsc-
condo la mo sione (2 N+ 1) (2q)"*F 2iH
Teorema 1L Le quattro formole delle quattro. composizio-
i 10 N ! H.ooaf(a N+ 1)m" " =esH41..
JraNm ™ =aH+1 o4’ (aN+1)W " =aH
non possono assolutamente aver luogo, se¢ m sia trascenden-
te. E se m si irraziona cever adempimen-
10, se mon che essendo sz un I'-thJll semplice di grado

n — 1, che generolmente si npprrmm per ]/ B e do-
noltre esser B un numero intero dispari, o fratto di de-

o=
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nomihator peter seddislare a formola 2.5 un
fratro’ di d poter rendere eff

tuata la 3.%
BRI, carlla A* Pe
er convenive alla 4

reid le due equas

i (T B R o S

non possono  conseguire simultane

irra non alle condizios
nate.

Tomo IX.

SOPRA




