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DELLA INTEGRAZIONE DELL' EQUAZIONI A DIF-
FERENZE PARZIALI FINITE ED INFINITESIME -

Di Pizrro Paori.
Ricconta Ii 26. Gemnafjo 1759.

Geometri di guesto secolo hanno con tutto 17 impezno
soitivara 17 dmportante Teoria deli” equazioni lineari a
iali tanto_ fafinitesiing , che fnite. L’ integra-
zione delle prime ha ad essi somministrato il mezzo di ri-
solyere gli astrusi preblemi della Meccanica de” corpi fles-
il i con quelly delle séconde hanno promossa la
a delle: Seric. Ricorrenti, e perfezionata la dottrina
deile probabiiitd . In questa Memoria io prendo a corside=
rare un’ alrra classe d° equazioni, le'quali conre i
sieme le differenze parziali e finite ed infinjtesime , cioé, se
& una funzione delle variahili ¥, y, #, &c., I cquayior
ni lineari tra =, e le sue differenze finice prese relarivamens
te ad alcune delle variabili x, y, ¢, &c., ed i dif
delia medesima’ funzione presi per fapperro al rimanente
delle variab Xy ¥y £p G Parmi che il pran Geometra
Lapigee sia il solo ; che abbia dato I' integrale di
quest’ equazieni , applicandovi il suo ingegnosissimo mero-
do delle furzioni generatrici nel Volume dell” Accademia
delle S.icnze di Parigi deli® anno 1779, L7 i i
quest” equazioni non & un oggetto di van: specnlazicne 5
ma ¢ dotata di vayj usi importanti, e da essa dipende la
soluzione direrta di melti problemi relativi alle serie. Per-
cid ho tentato di promovere in questo Opuscolo 1a Teoria
delle medesime equazioni, e adattare ad esse quelli arti=
fizj 5 che " Analisi ha inventati per trattare le altre equa=
zioni, c specidimente quei metodi, che per la interrazione
dell” equazioniia differenze parziali- solemente finite .sono
stari immaginati dal sommo Geometra Lagrange.




ARTICOLEO L
Dell* equazions tra tre varighili,

I. Bia # una funzione qualun:mc di y, la guale .ordi=

gt per le potenze di ¥, ci dia la serie’n=gp.04-yo. 1
»
-l-J—m z+—30 2+£—40 4 l-&c m modo che il
termine generale di questa seric saa .p x-Se diffe-
rcmmmo % volte questa cquxz:DnL pc: r.lppnrm ady, avre=
*

ne 710 kY (1) —o(:r+z)+—afn +3)
+&c¢ Fa:uu-r.o ad"s:o =Kty + 2
rw(x = :)+—3 @(x+3) +&c., ove =, & funzione di

#cdp, ed avremo 2, = p (% 1)+ yp (# =+ 2)

A
+£¢ ¥ 4+2) 4 &e = Quindi per trovare 11 som-

7
ma della seric @-x 4 yp (@ + 1) -+ -’f e

¢ (% 4 3) + &eci dobbidmo mtcgr.u;c P equazio-

i =, gy

= - 'Ma la somma di quella serie ¢ —=— 3
d > Ay

dunque sard % :-—;’— Iintegrale. completo delia prece-

ne g,

dcnrc equazione, perché comprende la funzione arbitra-
2 ¥ . g
All’ istesso integrale potevamo ancora giungere median-
te la sola differenziazione della cquazione ;mnu\u Infate

.
ponendo x—1 in Juogo di &, aviemo z, = _’__ 3¢ quin=
z, & e
di oemn o Pees ok e, =—2% . Differencianado
& Ayt iy W i i

di nuovo duc velte dopo di aver posto x—z2 in luogo dix
L e, _daey : =

Ofterrcmo &, = _;9—‘_” —fg}'__ s € cosl pure zx




e findl
2. Prendiamo adess

nerale @z, -+ bz, = =; ove a,, b, sono due fun-

zioni " date , quella di

£ questa di oy . Pnj:nmmﬂ
i iy,

’,}.;1’, ¢ sostituendo avremo 4.7, 1~
i ' ¢ 4 motivo della
¥ 7] 4) :
funzione arbicrasifl poy 1o due eqiazioni w2, = 2,3
4
b= 3 - Lu prime mi A1 Z, = —Zlog. ‘w\l’ Yy OVe
¢ & quel numero, che ha per logaritme iperbolice 17 unird ;
.
¢ sostituito quccro valore la“ seconda divents L!Pj 4'-——'1 5
ﬂ
cigé ¥y = ¥ ’J Perfante 1’ ;nltgfa]{ completo  delld
[ty — Zlog.a, .
proposta sard z, =¢ :
Per dare un’ esempio supponzhiamo’; che si wvoglia
la somma della serie infinjta ¢.x ~& (% 1)yp (% + 1) +
2+ 1) (x4-2) ¢ -1)(x 1) 1
(_fﬁ_,:,f,, b ,‘,J;) )
Facendo questa s i = plxdo1)

& ek dhrp 2 t s );w 3 ecll
5= (rn) g k) (x l—(j (a4 2 5

) (e 2) (7))
-—_}.{—)—_{ P@(x-3) ec.5 6 quindi (0 z

Sard dunque o, =¥ 4+ 15 [, =o0;c 2 =

wimg(x—o—:) J«;_.,. gy

i e PRy s~

dy +3 ar

terminare la funzione arbitraria ¥.y si osservi , che
Toms VIII. Dddd
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e ' ATy

= e PR e

o 1 4™%.

it ———— —=L = =z, ciod eguale alla somma
To2.3 00

della serie,, qumdox:’;. Sostituendo: il valore di %y
1.2 SR

avremo T, = ety oye il différenziale si
vz P
deve camgiare in integrale, quando X —m & uny quantitd ne=
tive. Se adunque sk sa sommare la serie, quando x ha un
g:to valore, si potrd sommare in qualunque aitro Tas0 .
3. Sia data I equazione 8,15, ., + bx, = -
ove #, ed X sono funzioni date di #, ¢ & costante- Siccos
by —Zlog.a, d.
_me, quznde X & zerc, abbiamo =z, = B s

d(
+ X,
iy

¥ >
allorché X & funzione di x5 azgiungiamo al valore di =,
il termine - Z,, ¢d avremo per determinare Z,. equazione
aZ,  +bZ, =X, |z quale integrata ci dard Z,. = (—b6)"
—Eiogie, Xetlogs
'3 A e Cost' pure,, se fosse proposta
I equazione a4z, ., + bz, = x4 Y, essendo byed Y
4y Sy
funzioni di y ed @ costante, ponghiamo. Ia === =
&0
7;/— 4 Z, ove Z ¢ funzione di y, ed avremo il yalore
di Z dallz equazione (¢+5,)2 = i._L + Y ciod Z.=
&

L +ﬂ)dy‘ﬁ-— ay— b dy. Yy«

4+ Si debba adesso integrare 1" cquazione Tepy =
ds, : ;
nr —+ P,, essendo P, una funzione data di x edr. Pon-

x et
EEEFIB %, = ?Jl, :_<0-ﬂir§cn:.’n avremo _;,;i e
ot =4 P, ; ciog = =P, ¢ quindi AZ,

JFtay Py 2 = ey 1 Sferiggip . ove houiap
gionto la. funzione arbiiraria &.¥, perché inzegrale -2 si
prende nella ipotesi di y costante . Sard pertanto I’ intes




grale deila equazioiie proposts
o si o1 2 aler
Questo integrale’ si pUG & 5 «:\nn un 2
%rm.\: infatts [Ty P, [ fdrP, 4+ fudpP,
| deferidytp
Syl 5 GpeIcio =
; ; 1a qual quantiti & rappresentaca dalla

fojmm].\ se si -prende questa integrale re-

lativamente ad # dar=o fino P =x—r.
5. Data adesso I’ equazione pilt gencrale ¢'zi+l+:,,,,v

P,: facciamo 2,

ghiamo @2, = 7
sl e d)t +.Z, L;‘pri:u di quest’ equazioni in-
tegrata «i 4 Z, = ¢ 08+ &.y; sostituito il qual vas
A L St e L i T e
A =
J”:"‘J_"'Ug'ﬂ* - Posto quesro valore nella térza otters
Zlog. —fbd:
s i
£
N T
 percio I'integrale della proporma sard &* = 59!
i Pdr—=togua, = Z108 Ao gyrap S0
w s e
&y Ar*
6. Passiamo a cercar I’ integrale della equezione dell’
a i e

S

remo (4) Z, = 4
dy—=log.a,,

i . T i :
ordine x,—@-.—-- 4 ATPI__ = B_1£r°

L
M ;f;—_+ Nz, . =P ,ove A, B, .. N sono quan-

titl costanti, ¢ P, funzione di # ed y. Ponghiamo
=iz e 5

o Ar——rle | By

B e
Dddd 2




7 %
la propostz "equazione (2)—(1) &, ove &

rremo

equazione: ed integrando I’ equaz

T L
otterremo (5) X, = —

fascio‘la funzione

nicra , che la propo=

essendo a

(Qa"

questa cqu




8¢
» - P i
(Q) ha le medesime radici . che ha 1" equazione (F), et
certuata quella, che ¢ T stat mrm.mp ata . Posto cid

=(

x1 4 o AR
c della equazione (P) diversa da @. Ma " +'X,

— L (e, ) = — 7“‘ ST e Pk B
dumy:r:z sostitucndo quesgo valore avre
nu“( -r)’x p+x ]rr
o ;
Cosl » ¢ chiameremo X1,

dell’ intearale terze s ed az sar) un’
zione (P),. otterrema

= /“ 'al"f Jyriy

X1

T
e sostituendo il valore di X

w( ,.() o dyap,

NCRLC apparisce, th, " integrale finito del-

f“\ (ECEIE g
)1\“‘ ..._\m" () ; dy
) -
Se tutte le radici @s 21, cc. fo:
molto piit semplice |

24
le radici sono disusuali, & assai

moda un’ altra forma d* jntesrale composta i

cinseuna delle qu

QUESEY. nuova £orma 4. 1
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ed osserviamo , che prendendo in luogo d

2 le altre radici
«r, #2, cc. della equa c (P) avremo gl

inregrali primi

]

X
ove le quarmtl AJ,A: »¢c ;5 Br, Br'see s ed X, X" ec.
sono i valori di Ax, Br, ec. ed X, quando « si cangia in
aly &ty ec. Ora, essendo  questi integrali, potremo col
o

2z
loro mezzo eliminare i differenziali ——— ——
o =
204 i e 3 £
. . s cd avremo il valore di z, cosi

g €O

espresso z,

ot

—+ ec. ssendo
F i 2o
s #15 £2 5 ec. quantitd costanti.

Per determinarle sostituiamo il valore di
la prima dell’ :qunziuni!‘\}?cgr;di; ed

X, +oP,_

s € cosi in séguito ottérremo
iy T
"t - Ara"— - Bre*—3 ., 4 M

k

I S G
4 (A1) J:‘ “+ec. +X", -

+(ﬁz)— — - ec.~ ec. Ora, questa equazione doyvenda
" Are" - Bra'—) . ..+ Ma
&

essere :d:nma, avremo

=1, cioé i*\r{x—;—lx,....—;—ﬁm i
altri termini svaniranno.

Se in questo valore di £ sostituiamo i valori di Ar,

-+ o

s & gli
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B1, ecu, troveremo F=az*—" - (y—1) Ax"—* 4 (n—1)
Be"—3 + M ; onde apparisce, che & & guale al diffe-
renziale: della quantitd &® - Ax"—" 4 Bar—2 -+ Mg +
N, preso per rapporto ad &, ¢ diviso per de. Il valore di

si camwerd in quelli di k1, £2, cc.y s mureremo & jn &n,
=¥y €., Com' ¢ facile a vedersiy se in luogo di sostituire
il valore di =, , nella prima deil”equazioni incegrali, si
sostituisce in una delle altre .« Se dunque facciamo P = =

P A
A - B oo 4 Me+- Ny aveemo b = = facendovi

P Sl
r=w, bt :n’; facendovi s==1, ec., ove @, a1 3 €t- sono

le radivi della equazione P=o.
Decerminate le quanticd &, &2, cc. 3 sard it valore di
cosi espresso;

bt

xxf:l—}-!"l"t-'-lE-,_x

i kg*
1 dTa Ty p,
T G i
T e e
AR s [ Uz ang by A ()
ax dy EL krdy*
il quale , posto ¥—p -+ 1 in luogo di x, diventa
r e
o=
2y 7
1 dety I AZar e priderip
L e e b T
y %1 Ardy
! r vy ) 3 Py,
ove ho scritto =" 7= in luogo di BT T R

poiché,. essendo ¢ Una funzione arbitraria, si pud mette~
e

v ;
fe ¢y in Juogo di LD

Faaesln S .
¥ puo render pid semplice 1s forma di qnesro IECErAn
: P e

: s oty it
Ie, se st osserva che BEs
P rz




ove si deve prendere questo integrale relati
fino ad' r = —
Questo valore d

quando P, & funzione ¢

x4 o della so.

ole Inregrate d

secando caso la qua

4P

AP

P o

iamo quest
2

re — = aQ.— P -

della “qual’e

— e3Py .

una forma pid

—rip




=Py

+ R, essendo Q, funzio-
¢ chiara che I' intes

dy
Tome VIIL







3
B ]

1
tremo  porre ~— ( =
i !
) 5 serivendo ciod &y
"y, ¢y — €l invece di
Py, ¢y %, dgucceit
¢ @'y dn luoge di Zely

ro nel caso di tre r:
iy

dente iche

sl = —
: %
Hloe—1)elx—n-d-0) door—1)

. Con un meroLo ¢ & notrd rovare 1Pintegrale
ﬂ'y"‘_ G R S
fanzioni di # ed
Ecce 2

7 ' a8
delly equazione == - o i

P
NAZ =P, essendo z ¢ P 2 € la carat
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teristica A appartenente alla variabile #. Nel caso di B—=g
essa & gil stara jotegrata da Laplace in una sua Mc
sulle Sirie inserica tra que Accademia

z¢ di Parigi  dell’ anno 1 Ponghiamo
& =) AT
Aa—72-+ Br —él MiA Tz =X, ¢ pa-
7 PR
ragionando con la proposta una zione formata dalla
somma del enziale di questa, ¢ delia differenza finita
della medesima moltiplicata per una costante — # , troverc—

X
mo (1) — — «#AX =P, & essendo data dalla cquazione
7 |

(2) o - At o BAr : one (1)

i L P )]
tegrataciidl (5) K= e =

tindi se | chiamia % c i della
equazione (2) , and, ne ofterremo
& eVl oy —2(2 “+1pgray]
kidy”
X[y

———v—] —+ cc. Adesso s

’ i :
osserviamo, c¢he a motivo della funzione aih
s oy,
quantitd Bz TE & sempre della forma & e
Y “y
g Ay s
aVremo x—u 5 q PR

e

~er.

L’ altro metodo delle intesrazioni successive ci con=
durrebbe ad espressioni troppo complicate, c.\rnu'l[u il xo=
Yo caso, in cui tutte le radici o, o1, sono eguali, per
L A R et i

il quale 5i troverd z =
q oy P

&'z,
10. Sc fosse data I’ equazione pid pencrale ——= -
<2




Az g d Z.4
e IE
Ay 0
NGz | ez, .
¥z, = Py Racciimo z, = ¢xZ, éd
b AZ,, ciod eplx +1).2,  -boxZ,

0.2.Z, 5 ¢ quindi a5(&x 4-1) =—0px, © ¢ = ( i

Cio posto , I equazione ez, iz, = —bpxAZ,
a2l T R, = — ebp(x FDAZ,  — b
xA'2*; ¢ Gimilmente @’z 34tz |
ab*r(x 1A, | P AT
cosi in segnito < Pertanto 1° Uunimm proposta divenrerd
&L SAZ 4N - i
elf 4 Bit L NPT Ve,
& y #)
€ioé sard ridorta alla forma della equazione precedente .
Az,
r1. Se in luogo della equazione %, = ——; che ab-
biamo dn principio considerata ; fosse dara ‘la scguente
d= s A :
differenziando  continuamente per rapporto

4 z, ] ol
ady, avremo —— =z =y, € quindi z, =/"dy"Cy, che
sard I"integrale della proposta. Ma siccome le integrazioni
si fanno nelly supposizione di x costante , quendo saranno
completate , verrd ad introdurvisi wna nuova funzione arbi-
traria di x . Infatti, com’ é noto , all’ integrale ['dy'ey cone
s
viene sggiungere la quantitt C,4+-C,_ y+C, . L
3 et 2

id
._ conat-C, "_(:T' per renderlo completo,

) : riabile ed egusle ad x, C. diverr} una fun=
zione arbi adi x, ¢ I’ integrale con m della propo—

812 sard z _faj By xT,\p(hﬂ;)+ = -\t(x—.).. .s




Te contenTa due fu
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medssimi prineipi all’® equazions
¢ parziali sola ¢ finite , o
splamence infiniresime |

7. ¥ mf_wrmn H‘Q:um i possono applica

Lo

vesamli(N, o =NT
5 L':quuiom (1) e (2) integeate ci daranno Z,

e I” equazione () posto 2
AT P

"y
diventerd A" quindi

P
EL M RS
L,s; =1 2 P 5

iz (,r:,_'_):_\_"x-c-

"9,4»1

la. proposta riuscirk 2:,' =

g Zlog- ,+b_+”_,,1 ,)

N:l caso di e e ﬂrmmnh » questo integrale r\ en
oy

quale €i pud serivere' in altro modo
-+
a'
ove I* intepral
r=o lino ad »

— ATgoE (1 4 By

& Tiid,
= si deve prendere relatiyamente ad » da




forma precedente & integ esser ytis

do b, = —r;-in tal caso rip

equazione pid genersle 4=,
Facciamo et 3 oduciama bt var

] in modo che z,, divenga'Z,.
7 pure a,

posto
quale, sicco

e costante dard ZL 0

4, ==,

inre-

grale di questa equazione (1) esséndo X, A¥(oy —

KEreH1pay si cangia nel valore di X* trataro
di sopra (6), &' Ale Z!

631
si can-ino in
died, [y6c e delia equazione
si murerd YOSTI

purché le caratteristi—
che d i ino respettivamente in &' ¢ ='.
2 cquazione A”Z - Aa”
P, e ponghiamo i} di
primo essere A" 'z - Arg” Az Bra™
M1a = X. Sc facciamo) (4), AX —a
zione (D)
one (z)
(ri=
i () M=
ove tralascio la fun
presa nell® integrale




5 - :
zione (a'ﬂ, ed X Ky 6

avremo operando come sopra (8), 4"’z =

X__q_cg,:qumhz

r«i 50
-EP_ s purche s prenda questo in[rg!.lc nclla ipo-
tesi di x -ty costante. i

Se fosse cquazione di una forma simile 2

ells tratrata di sopra (i0), se non che in luogo dei ¢

1 rapporta. ad y vi fossero le differenze. finite
rente alla medesime variabile, col medesime artifi-
£r2ttita jn questo NUMEro .

6. Facciamo un’ -azione del medesimo me=
todo all’® cquazioni a dilf ze finite tra due ' sole variabili
z ed », supponendo che Ja difierenaa fnita di % sia una
funzione quilungque di x. Sia proposta adunque 1 equazios
ne x4 Az ~- Bz ™ o= Mz’ - \z escendo
A,B...N Lostlhli, ¢ P funzione d

= Ab, € in geners
ghiamo (a) 2"~ < Arzf
cesento A1, Biy..-Mr ed X funzioni di x. Bacendo vie

peilI: :1u:z|nn< (a), avremo (b) z( - Arzf—H -
Brizt"—Y ...+ M1’z =X; e sottraendo dalla equazione ()
¥ fqu:nrm"g (1) melriplicata per una funzione # di &,

~=Ar'z(*7") - Br's 5/ - M'z" .

—  ag(—N) — Az .- — aM =X—aX.
Siccome questa cquazione ¢ affatto simile alla
paragoniamola con essa, ed ayremo ; X' — aX =
- A; Br' «zTAkﬁB Ce'
Az 4 Bz C;

o
Agz ... e
convien determinare 11 valo) re di . Ma poiché A,B...N
seno guantitd costanti, potremo soddisfa e ad essa prenden-
do « costante, ¢ allora sarl @ una radice della equazione
(e) o 4= Aa" ' - Ba" ... Me+-N=o, ed i coeffi-
Toma VI Efff
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cienti Ax, Br...Mrx saranno anch®essi costanti . Posta cid
per integiate [fcdusiione X' — X =P faccinmo X = X:Xs .,
1 0 Xp'X:' — aX1.X2 =P; e poiche
dLuc funzioni Xt ed X1 ne possitmo prendere una sd are
bitrio 5 pong '1.11 o' (d) X2' — aX2 = o, ed avremo ancora

equazione (d) prendendo 1 logariemi,
= log. X2+ log.z ; ciog a ong =log.z,

3] —_—E—
=" 'je quindi Xt ==z gty o1 3

o, —= L—

5

-P), ove gl’ integrali si devos.
no prendere nel sistema di dl.l:nnfl v:n:hu, che regna
nella proposta. Sostituito questo valore di X 1I° cquazios
ne diventa («) 2079 4 AazC= & Brz—Y....4 Mz =

o (f—i—“ﬂw-‘ ‘-P) , siccome ¢ dl m’ ordine
inferiore alla proposta, ¢ conticne cy
pe satd une integrale primo cu.mh:ro-
€1, @2, &c.le altre radici della equazione
tri 2 — & integrali primi dells proposta , per o
Ii eliminando z,z'.. 2N otrerremo. 17 integrale
mito completo_cosi espresso s z = 0
oSy ST, P)  erZl(erpZer—21—1P)
—_— e ——— ————————— e
4 kx
essendo ¢, cx , ec- # costanti arbitrarie .
Se la differenza di x fosse costante ed eguale all® uni-
t2, avremmo Er=wx, ed il valore di s in questo
o (e+-Zo Pyt 4
E kr WHECT
il qual valore si cangia in quello_trovato precedentemen-
te, se in luogo di x vi si pone” Zx. Generalmente aven=
do intégrara una cqmnonc, in cui la differenza finita di x
sia eguale all® unitd 5 ne potremo dedurre 1" integrale della
medesima equazione , allorché la differenza di & ¢ in qua-
lunque modo variabile; e per cié ottenere basta solo , che
in lucgo di x vi si pengar =i, e questo integrale si pren-
da nel sistama: di_ differenz variabile »_che resna nella pro=
posti . Potremo portanto ottener
tutie le precedenti equazioni s quando jn esse la xy in

€aso z=
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luogo dii variare dell’ unitl, warierd di uma funzicne qua=
lunque di x . (‘J:\ per esempio avendo trovato dell’ equa—

%2 4 D, allorché Ar =1, Iintegrale essere m=

zine =’ =

T
R

s quando la differenza di x & qualun-
* integrale della medesima equazione cosi

i)

que , avremo |

espresso s @ = ;5 ¢ lo stesso

si dica delle
17- Nella. medesima miniera si pnssono integrare

1’ equazioni di unma simile Io i

tamente piccole . Quan

altri o contattodio Vi applichers il medesimd o 4 per-

ché avré in seguito bisogno del lora integrale espresso in

una forma gcncml: ¢ concisa. Sia data p to I' equazione

@'z
G A B e
e ey de =y

- Essendo quesra equazione- di una for=
ma simile alla proposta, mragoniamola con essa, ed ayre-
mo in primo luogo (4 —_—— i con=

3 ‘g s 7 = P; poi dal con

fronto degli fll!ﬂ Termini ricaveremo come sopra (6) i vi-

lori dei cocflicienti Ax, Bx, ec.; ¢ vedremo che « ¢ una
Efff 2




quazione (¢) a"- Ae" " -Ba"".. - N=s,

e della equazione (4) & noto essere X = fPdv,

pumuc st prenda questo integrale nelia ipotesi di y+-dx co-

stante y € sarl per <io @(y+-ax) la funzione arbitraria, che

deve aggiungersi ad ¢sso per renderlo complero. Sosituit

i valori di A1, Br, &c ed X, sard I"equazione () I”in=

tegrale primo. della proposta «

Se a;lcf.;q operando  ezualments sulla Cqu:lxﬂ::?n’t () 5
Pty —2 S

ponghitno ———r —+ A2

i
d
X1, ayremo similmente (¢) {%{—1 s e X, ove (8)

sard ax un’ altrn radice della equazione ¢} diversa da o+
Ora I’ equazione () integrarz ¢ di X1 =[Xdx, purcl
prenda questo integrale m.i1 iporesi m_, - &1 costinte o
Dunque sostitucndolil valore di % avredio) Xt = PP,
purché fac i azione supponendo y-i-ax co-
stante , ¢ I’ mn supponende costante y - @rX.
Senza che progrediamo. pid elere , n\-lnu & anparisce
ale finito della proposta sard f“l’r{»- 3 purs
le integrazioni supponendo \.ont nti una volra
ybex, uel al ybere, uo alna y+eir, Ko oove
%, &1, 22, Scosono le radici della equazicne (¢)- A que~
C!‘&h( sia complero , conviene azgiungere le
 funtion rarie O yax)+¢ (yreax) ¢ (yreix).
40 ypa(p—1)x ] b

%
- =
1" equazione pilt generale 5=

18, Se fosse proposta

B,

a—T P

dz: iz 'z

f o &

"""V’H*;f;) Ut Cact 2 V5T )
-+

Az ' d
J"’(u&+ga‘i ol g«b‘;f—+.'ﬂ —ﬂ
c &y y dy
-+ Sy O, R0
. i
i e B Sl e
M ( Ligy 7 ').
dx




#(n—1) &£z L
-+-N(n'1.+m" + -‘ii‘d. ..-—)—15"";;:)

= P, si potrebbe re col ‘medesimo mietode , ma il
facilmente. i ridurrd alla mrmu precedente « Facciamo

dT
= TZ, cd aviemo 4z —!—b@= &TZ -+ b-ﬂ,;—z -+

4L AT
T — = T — hia T~ b——
T % J 5 ¢ ponghizmo T - 7

ot T=¢ “7. Qlfnd: sard

la proposta diventerd —— o+ Ab M_.@

P ; ciod sard ridotta alla forma pre=
cedente, Quindi 1" incegrale dell” equazione proposta sark
a &
S e
z=¢ PP P o purche s Ficeino una dopo 1" altra
costanti le quanrird 7+ﬂx,) + atx, y 4 a2x, &c;
cq:crd O Wy GT,. @3, le radici ~della equazionc
"ot Abe"— - B?)‘«"‘ “eiu o4 Ni" = oa.
19. Ma per ottenere un resultato un poco pilt gene-
rale, considerizmo. I* equazione del sécond” ordine
A 'z p iz dz !
ol T BT+ C'ﬁv; == ““ +Esi= B
cl.!l i coefficienti ‘A, B, &c. sian nu, che la
#' -+ Aaf 4 BE* Ca oy’ D§+I‘ sia risolubile in d
seri razionali della forma a g, e+ 4 E
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10, che I’ equazione propesta potrd mettersi in tal eco
sotto la fi rma d’z _‘{.Z t ﬂ‘z i _‘t‘z
G, Rt T T P(a’rq‘y b

Tz dz iz dz
tr +ag) + (G + g )= 2k

4 Az dz
quale , se facciamo (a) Rl PaTj - gz = X, diventerd

7 dX aX ’ s : :
(%) et i 4X = P.1L'integrale della equazio-
ne (§) & X =e—"f1=Pay , e sioprende 1 inrem f
nella ipotesi di y —p'x costante. B gosi pure I integral
della equazione (a) sard @ = 7" fe?*Pde, purché si prenda
P integrale [ nella supposizione di y— ¢x costante » Qui
di sostitdendo il valore di X, avrcmo con queste condizios
ni Iintegrale delia Proposta X = 1 e g eV < Piixe
| medesimo metado condur integrazione ‘dell’
i ; . hé il loro pri-

tale, che il polinomi il ne risulta
dal porre & in luogo di ——— sia risolubile
; ; dy
deila forma “tpf-t-g. E se » & I ordine del
ptopostay ed i fatrori del i il
Btgs et By
POTIE 440N @ facile il v
Proposta sard z = ¢ 1[I ) ¥4,
e ) &
— Uy S
AN 7 dvfs | xPdx; ove si deve supporre
costante nel mo segno [ In quantit p — pa, nel se-
condo y—p'x , nel terzo g —p'x, ¢ cosiin seguito.
Sc¢ g sard il medesimo in torei i fatrori, questo va—
lore di = diventerd pid semplicemente espresso, € sard
e 1% (""" Pdx"; ove si dovranno fare le integrazioni supponen=
do una dopo !’qlrr_n costanti le quantitd y—px, y—p'xy y—p'x
€cxy in quell’ ordine che pin piacerd:




ARTICOLO IIL

Dell* equazioni @ difforenze papziali finive o fufrize-
sime tra gustiro variabii.

120, Fin qui abbiamo parlato dell’” equazioni tra tre so-
Ie variabili 5 passiamo a dir qualche cosz di quelle; che ne
contengono un i Sia d . una fun-
zione delle tre varibili x, y, e #; e si proponza I’ e
. Hzr 3 3
zione X, ;=== =a T2 ove @ ¢ una quantitl costan-

te. Ponendo x=0, ¢ 2 =@y, £)avremo =

iz iz, 1
similmente farto =1, sard zzzﬁ—y' @ e sostituens
dovi il valore di z, verrd 7, = — —- Lo
Continuanda ad operare nella medesima m
finalmente 2, = “

) £ 0
= A(x) 57 ove Ar, Az, ec. sono funzioni di x. Per

determinarle sostitui 3 ore nella proposta , ed
T = bty

4
avremo I"equazione —
0T
4o
L 1) R

=i en. o aA(x) Quindi avrassi AA1=a, AA2

=aldr, AAz =@l ceo: ed intesrando’ Ar'= axr - C; Az
X—1 — 1 )30 —
= J+Cx+ci;Ag:;.’i_'_‘/LELFC.“Z,‘_?
23
Cz, & Ma quando x=1, dev’ essere Ax
=#,A2=0, A3=0, &c.; dunque avremo G=o; Cr

dp=t




Jo sviluppo del secondo membro si applichine
N ik

21, Se I’ equazione fosse st

puncndu , come sopra (11),
do le differenziali di espone

ivo in integrali, av
ap

— [y

dimpstrar questa for=

mola s griamo la proposta relatiyamente ad y: avremo
— dy — Frvz" I

of S5 1 - & monendo & =1 sard . =[Gy

z, =[x, _dy—d % dy; e ponendo & =1 sard z, = [y

dn AT e
Ldy = [t dyt — el TR [ dy =

sostituendo nell

&
i
equazione i valol FC GLTErremo _M).f, -l

Yy o
dyt — - ec. Cosi pure
By P P >

Pesr .
Jiyz,— afdy —=3 ciot 2, = [dyz,

osto X = 2, 5ar1 X,

p

— ¢o.; ¢ sostiruito il valore

»

et
B0 : d'o

¢—2afdy + + 387[*dy! == —cc. Onde

v
A frtigye S

ds
=

Iz, £z
— iy =

diz, sand z=/

apparisce, che sar
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‘e .
= Ar Ryt o — coo Per dercrminare le-quanticd
A, Ai1,ec si sostituisca queste vilore nclla pmrnw

o

dp
edayrassi f‘_‘dj""fy AT d) —ra, gy =

e 18 _-‘ﬂ’ q Sl “"
— el =TT — ALy T n}l"';,—

9B T g, S, :
cc 4 afl T — AR P = e e quindiad,

=ay A1, =aA, 5 Al = aAT_, ., ec. Onde inte-
[
grando, A;=a,+C, At,fx"i-z—) +Cx—+Cr, Az,
(% b= 2 2 s
x{x—)—;): ) it cv[x’ 1)
e siccome A, =da, Az, =a*; Ar, =), cc.p sard G = C1

= 4 Crx -Gz, <.

4P
SiEeaic =0, o mo= (dyp e iy

s(x <+ 1) d'o

B e gonda (T

ar [y o ec.
Questo integrale: ha poco pregio, perche

una serie infinita ; onde convien vedere, se fos
le di ridurle ad un pumero fnito di termini.

D x{e+1

8 :fa-djc@_nxfa+|‘{’r+! — g ( )fA—!‘{"-

¢ sia. proposto di troyare il valore :t; 8, 0 5ia la
questa serie infinica- ' imecri per parti In qua

€ si oavrd , per-1 metodi Jh!\ln(!t g1l not ,

H’f’ﬁH"-U)"’fw’H—i—{x Uh*a}‘*‘@ r_]'!:}
2 +(z~1)j@*f—4)w+ﬂh.4w J

febagoutn

poneado ¥ - I in luogo di & si 2wl ST
T n, filyw -~ Ay fydlyb 4 H1P b
=1 - F ol fydyxd

[y

T G e ()
Tomo VIIIL Ggeg




. TR (r—1)y TPy = [y

= Lye — X pybre - Quindi poi s scaven
s R . Ao e [ e
gy — iy e
8 AR

X dp
it e 1

cosi in

e ok a
[y + s 5
dp e
e e s
A 2o . :
.,_T‘Ir “Jff‘;ff— i -+ ee)
di(yetay) @t oyt ay)
Py Cypetay) — gyt — = [y —
1§ il valore di [fdy"e(y,e 4 ay) o allorché
vzioni vi si PORE £—uay in IUOgo i £, o fis
nalmente sari § il valore di [y e(y;) 5 quando si fanno le
integrazioni nells ipotesi di £—#y costante .

L integrale adunque dells equazione z,_, =

&
sar) cosi semplicemente espresso s 2, = [“dy*t(r,9); ove Iin-
tegrali si devono prendere n 0sizibne di ¢—ay co-
stinte 5 e quindi in ciascuna integrazione conyiene aggiun-
gere una funzione arbitrariz di #—d4y; onde doro x in-
tegrazioni vérrd ad essere aggiunta la formola seguente

S
(ot — ay) -+ yplr— i) T K — 2r— Y ) e ans
s
—j(———J.,;(,.——ﬂy). Quindi I” integrale della pro=
(X =1
posta conterrd due funzioni arbitraric &(ry)a ¢ & = i19) 3
com” esser daveva , perché Ia proposta & del second” grdine
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:qmrim:c Z =

stituendo il valore di z, | sarh =

si

& (17) =, (y
£rAZIONT suaro.te costanl una

¢ ay, z

€. song le dells equaz

' ———

e TR

dici sono tn*te = — 47 dunque I integrale della proposta
=, 'fy“‘(ﬁ, #), purché si ficciano tutte le integra-

oni i:m].‘a supposizione di » @y costante .
integrale della equazioné (@) porterd x funzioni
1m|rn-|e d: xoeodi y rappresentate della formola
(x—1) ‘}'r,u—w,“' 3 E Ry ceei
¥, 00 uys Per determinare 1a forma di queste funzioni si
SOstituisca {2 formola [Jrutd:nn: nella proposta in luogo di
i dal paragone de’ termini troverassi in u&l\ll‘"lL
mmipmsy o 12 4uaL" cquazione ci d =

] Y
Slr‘tt]w:nqu. e 7 St S

Wi
24—ay 3 CIOE uUna vuu s*ry Ja tunzione \\rb(-

traria di x e di F—ay, come ayvevamo gid veduto d;
SOpras

Ggee




604

2. cilmente
ridurse a trasformame
i di i i 2
zione: delle mo 1" equazione =, = —=

i wer 5

no bisoene y che di un valo

s lo che cenil

cose precede
5 funzione di un ny
#'y eewy dara da

almente.,

equazions
B g S
dy

quantitd costanti, si troverd col medesimo: metodo =, =
o D0yt v, B

e tey € sienS @y b, €, cc

rché si prendano le differenzia

dy L .
suppenendo costanti le quantitd as — by, a5 —cy, &c.

o dﬂ,

23. Sia adesso. proposta I equazione #z, bz, = o

i, i

= Rpaiy nzione di %, e ¢ funzioni

dilyeae B funzio
ve, <he rende




603

¥ ed w, 4 -
iviniente in o e & B E‘nrc queste SOSTItU
dz, !
proposta divencerd 42, —+ 0Z, = 5 - Py In qucfta
& si pud riguardare come co lei ins
Ay m)
ay*

qui abbi
quali Te differenze di du hili crano mllmram:nl‘c pic-
<oic 5 ¢ la differenza dells a fnm 3 pas
rar quelle, melle quali
& della te nmmcmn it pmmnw z ,, funzione di
¥ equazione z, . = = B

ti costante . Pntc ido z,,, = T(y:5)

(y;r)

aavremo z, = 0.0y ) 4 8 — =

dz,
Tidtar: = = byt 5
Cosi facendo x= 1, avremo L R 'a'_.t-’ € sosty

r(a‘ Enr)

tuendo il valore dj =, 4 sard zl,,fa’(; 2,8 - 20 —=

L d'aly,r) . -
S Nella medesima manicrs troveremo =z,

+z Ay 1 )
oly+358) g 2 ‘m’ i J—( L ‘f’r 3
onde si vede, cl\c in gcnmalu url z = Oy +x50) -
By x—1,r) Wl n 4 iy
J—""+¢ F;t-qncuuelll‘-v

segrale della proposta.
4l per avLr questo integrale in wnaforma pill cons
: . FHE
st ponghiamo =z, =2, — 0 gue 7

S & fuazion

g




questo valore
trovato
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un altro. metodo . Posto. z,, =¥(y,4) Ia proposta si pud
5 7

trasformare nelly seguentc ¥(y0) = %
e =) d
Tt
]

75 Feyrr s OVE Si pud riguardas
: ¢ costante - Paragonandolx con 1" equaziane tratta-
ta 4l n2 6. troveremoy che tutte le radici della equazione (B)

1

sono eguali ad —; e quindi il di lei integrale sark =, =
S Sa I T ()

e’

trovato precedentemente , ¢ si riduce ad esso ponendo

» il quile cambina col valore

26. Che se Iz praposta fosse =

y—u3

LN, presoiZie Zt come
sopra, e sostitucndo avremmo Z,_ | fAHa=igrr—l 7y
ot "(Ll =R,

e Facchumo

—ny

&Z,, yciot Z,,

(— 1) Z ¢(y+2x52) . Pertanto I’ inlcgnlr.- deliz proposta sari
= [PEE ey B odue segni integ;

anng altre due nln?mru arbitraric 5 " ul
;] m xed ¥, com’ esser doveva , perché
proposa L terz’ ordine.
2T dats adesso 1” equazione =,
n’
o

> S x
=Py essendo & cosmante, e P funzione di

E.n.u:&ma z, S ”“ e

= — & sostituendo avri
(4 G




Gof
pr A
R L o2 AR

.r . RS ae

Quindi AZ,,,

et e
g

1

2,y =G TR e RSB

I integrale della propesta said, =, = e o
AFINTEE AT g fa+1+-,;t(,,.;d,.l,’

s e T

Quest’ ultimo termine i pud anche csprimer cosi ;

AEEN"

—— ove I' integrale = si deve

oty

prendere relativamente ad 7 da r=o fino ad r=r—
28, i generalmente, se fosse data 1 equazione

a s fT;YJr P, ove a, b, ¢, P sa-

t—‘_+‘”
no respertivamente funzioni di w, di £, di x4y, e di
1 POFIEMO - 2y, = é,,,»lxm, essendo " 2, e

L. ambedug funzioni di x5y, £5 ¢ sostituendo “avremo
invere aZ A=,

vty PRSP

+ 2, —2L 4 P . Facciamo adesso

(1) bZ,, 25(2) Ty = Loy (3) 820y iy = Loysa

dr Zilh
7 =5 = :
ed otterremo 2,y = Eloy, - —22 5 che
i Ll s I
abbiamo integrata nel num.* precedente« Per dercrminare

. {3

Z,.y abbiamo dalla equazione (1) Z,, = F(zxy), ¢ so-
stituito .questo valore la \2J>::JI>\‘=mn Flegyd1) =¥ (xy) s

og.c
e quindi abbizmo +(x) =2 0
g —=log.@
(3) ricaveremo &.x = ¢ 5
Jods - Eoge—Zlog.z,

%y ¢ dilla ecquazione
- Sard dunque Z,, =
© sia pit semplicemente, poiché s |

<
bis + Zlog.—
¢ funzione di x-ty, sad Zy= MEm




412 i e dlele 1 S R B8

Metads gaverals: pen I integraiove dell® équnzioni gra ere
virigidi y nelle qualt ¢ coeficienti 1ono cosianti

enti SON COSLA
refmine., che non contenga la funzione =z,

si pud adoperare per la loro nmgn one un’
cissimo metodo . Sia propesta i’equizione del prim’ ordine
£ = Az +-B7l. Ponghiamo =z, =«%™, ove & ¢ f
sono quantit] cosranti, ed ¢ il oumeroy. che ha per log
ritma iperbolico I’ u
viderdo 1" :q:mn‘nnc per a"e?? otterréemo @' = A
qual’ equazione u:pnmt il rapporto, che deveno av
loro le quantiti # e B 5 percl g = 27 eoddicfaccia
proposta s Sard dunque z, = (A - BE ) =[ A% 4 A"

N et VWL T R &,
2

pud mettere sotto Ja In-—nn =, = A% »;_{ XA
x\x —1)

&t
+ B e B e e

un mt:gr.ll: particolare della pmpns[.‘l.

Per dedurpe I integrile completo si osservi, che po-
nendo nella proposta il precedente valore di 2,, essa dis
venrerd identica. Ma, o cresca x dell’ unitd , o si diffe-
renzj =, per rpporto ad 3, & chiaro che in questa
m.ﬂ(.\m: si manterrd in cigscun urmme inalterata la q
th e, e solo si cangeranno i coefficienti ¢ gli esponenti
della caratcerisrica o . }l siccome f pud esser q"a;mqm, se
dopo questa sostituzione si porranno. tutti i termini della
equazione da una parte, syanpiranno i coe nti delle quan+
L BT
tith £, A g ec. Quindi, se nel valore di z, in
luogo di ¢ si ponesse una funzione qualunque r, dit
svanirebbero egualmente i coefficienti di ¢ oy 7

Toma VIIL Hhhh







+ 11*) s ln qual formola s

) : Sl Be 8
pud mertere sotro 1a forma = o Ky
). Quindi per le ragioni ads
¢ di yin luogodie™ avremo

Sk L)

Py + e
1l segno intes Lilyey introduce la q:\zrli’!ﬂl"!hx -+
_,'i'(kfl)v—k{ F(x— —g(x—3) - mﬂ;_—l-}‘i’l i
similmente il ses “! porterd la fivtll.l\[‘xx
Fe—1) ¥ (x—1)
ccosi in seg m'u Onde Pigtegrale cDmpJe;u dun prm rosta sark

(KA dy gt K By ey L o Bey)

By B ~
¥ox =y + E0) Ux—1) + [-? g ay '

il quale contiene due funzioni arbitrarie ¢. s € Faxy [n:thL'
la proposta & del second’ ordine .
1 pmm linea del valore di z, si potrd rendere piit
COfcisa ; se si pone sotro la I()rm|
Hbhh 2
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(3:C
O irlTegs sz Lo
T lia | Eeyt oK B‘ A T T < Sl
; . e
Facciamo Q. = K*uy - xK B-@ i
0
‘T;, ed avremo Q.. =

G '_rJXK"—‘ul

"-"3_ il

3 4o
Lol == = KA 4 AR =L L
4 dy a4

1" integrale della qual’ equazione ¢ Q. =

—(K 13)). du

- Per conseguenza in luogo della pris

mt linea del v\LJrc di %, si porri sostituire la quantitd

‘U:C)\““C)JI"{‘V'( —(K: B):; d T.})

F

Se K=o, cioé B=— AC, ponendo q».rzk—f s
i

(5:C), . it

= A%, —--—-L-— (l'x -+ BxF(x — 1) -+

Gy
P r(xf,) sy 3'—‘,,1:‘), o st pitn semplices
mente 3, = A%ty 4 ..-U T

'«
A questo integrale giungeremo subito, se ¢
che I’ equazione @ = A - B+ Cag diventa in

della forma (2— A) (1 _Cﬁj =o', onde si deduce o #
T
A e £ qualunque, o f= & ¢l @ qualunque. Quindi
A% e ) o i
di ¥ possiamo porre un
pure una funzione qualunque di * in luog
(5:C)

il valore ¢¥ .” sostitaito nella propostaln luogo di =, 12

A
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renderd identica ; € percid, posti turti 1 rermini da una
parfe e dall®altra zero , saranno dopo questa sostir one
eguali a zero i cogﬂ\cunrs di e® e di &**', 2 motivo di «
qualunque . Oca se invece di #* prendiano % .x, ¢ sosti=

iC : e 5 e CETE
tuiamo a’ )1».1 in lnego di z,, saranno i coefficienti di
J.x e $(x-+1) quei medesimiy che prima erano di «* e di
w5+t ciod eguali @ zero. Perr m:o soddisfaranno alla pro=

posta i due valori A%y, ed :(-, *.x di z,, e siccome la

proposea & lineare, soddifird ancora z, =A%ty + e g x,
€ ne sarl 17 integrale completo , rcru:é comprende le duc

funzioni Jl’hlhﬂr\t‘ ¢y e dx.
3r. L' equazioni degli ordini superiori si potranno fi-
cilmente integrare, se dopo di avervi sostituito e*e in
luogo di =, , I"cquazione, che ne nasce tra & ¢ f, sard
risolubile in fatror della forma @ —p—gf = o, 0 pure
“—p f—raf=o. Ciascuno di queiti faztori i dard
un valore part ¢ di 2,5 ¢ la somma di e I integra-
le completo della proposci. A render cid evidente consie
i el second’ rfrd.n: o L

s la quale posto

Y traee B 1 equazione «* 4= Az - B+ Cg
i . b\ il primo membro di questa equa-
zione ¢ risotubile ne’ due fattori & — p — gf
¢ chiaro che ad essa si porra d:
o —pt g —p—g e g

Qumnei I* u|u:mom proposta su‘L della forma z,

O

i ed & cvrdean, che 1d essa soddise
Az,

=P

1 equazione =, Z, — g =0, ciod integrando
] "’”1 Jrea s
P :lla stessa manicra si prover! ,
che a]Ja proposta soddisfi 1" equazione =, , — 'z, — .}".
3 e &
=0, ¢ quindi z, = g% 14 r,'))__ - Onde ; siccome




X, Vequas

> conside=

dX,

ra nel n.° ante:

la_quale i

Se p ¢ 4 sono

1 fesimo metodo  riusc

una sir

ile

orma; ¢ nel caso ch

— B, &c. s

- P>
2, =g
do # I’ ordine della equaizione.
43- Se 1' equaziont jnix e
ri di primo grado, con i metod
re la quantitd «% in
potenze di § di questa forma o
Mg -~ ec.; ¢ col medesimo raziocinio nsato di
sopra dedurremo il icolare di =z, ; cioé
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Ma siccome ahbixmo | ta ri¢ per esprimere oy
quinto ¢ il grado dell’ equazione in z e T quanto g
Fordine delly equizione proposta tra s, ¢ le suc difierenze
otterreme altrettani v i particolari di 2., -elx somma di

uteh ¢ ward 10 integ to dela proposta. 4
Se per le Lumhn i del prob sle fe l'uwl.fi[:nj arhitra-
rie ., & fossero. funzioni intere, e serie in ral caso si
terminerehbero’, ed avrem 1" integrale e¢spresso in un nu=
mero finito di_termnni . Eccertuato questo. ease 1’ integrale
ottenuro in tal modo sari composto & infiniti termini, ¢
er lo sorco und formd finita converrd
altro metodo , che adesso son’ per esporre .
34- S nque proposta 1 u(;u.n.iunc generale dcl S8~

ricorrere ad un

ConerarlibE e — B, o Bl G R T
s f:memlu x=0 a=
dg

22 Similmen=

d
B e pon

av dp’
vren m =AYy I_C”ﬁ; +D‘?-5+DTJ ~+E

e ponendo x =1 otterremo z, = Az, - Be.y
sostituendovi il valore di =z,

forma secuente #, = abuy
e & {
tetail Continuando

mo il valore di

i 4'p
et e P o
:.w ;’)‘_' » ¢che sark 1" integrale completo della propesta,
Per determinare i cocficienti a6, ,
@, ed avre ;1
quindi (1), 2*

I* equazione (5) &
. apparisce , che 1
zione (#) si otterrl, se nella -luwnt\ 2" gi porrd
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st nu.) Un,uhum alrra
lo di a’ si mﬂlu“:c‘\

a,
raimente «e, B e per mEzeo
della qua

conosce

Se p i coefficienti di £°
troveremo b = = Ba,,, -+ Da,
rsn -+ D L aimeate b, .
Da,_

intinitesime &

fini

cquazion
rie a4, s t
zione , son “aliy che 2, & sempre
o, fuorché nel caso di #=o, in
son date dall’

Dei'resto per
possono usare altri metodi, € a «
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uni ecceflente Memoria del eometra  Lagrange
sulla intesrazione dell’ i cnze finite inserita
tra quelle “delt® Accademia di Berlino dell” anno 1975, Solo
i osserviy che qun:i metodi possono alquanto sempli
2arsi per lariflessione , che abbiamo farta di sopra, cioé
che il valore d I.n, € noto, in generale 5 subito che si ca-
nosce quello -

35. I m:muu urccedcn:e non pud adoprarsi, quando
nella posta manca il termine Z, 4 Per trovar I’ inte-
grale in til caso, metriamo la proposta s0tto Ja forma

; L
d—n = Pz, + C?’— -+ D;,;; s € facciz-
72 una guantitd costante » Sostitui-
to quesro valore I' equazione diventerd {1+ Am)e, | —+

p
et — (B Cuy D'z, + (CaDm)=t 4
5

con fare

L3h)
. Pon-

A
4y, ed otcrremo 2, = Biz!,

Per integrar questa equazione face

:d avremo @ =Br +Cifi4-D
= (B:+Cef -+ DifY)", I qual quant
secondo le potenze di £ ¢i dird una formola de'
scguente y &7 = d, 4, ,,.;.-—k‘ N
usando i precedenti ragionamenti dedurremo. i \:a]ovu

di 2", cosl espresso, 2, = a5y -+ Gl B
3 Presso s z . =a,.%y zzwd} -+ ““’dy'
T By gmm s OV Gy € @na funziome arbitraria di ¥
Ora essendo [ S e W
Toms VIIL SRR T




dn

e

E

a, J¥{x—1)




cheremo & per #,.¢ poi
suo valore dedoteo dalla_equ

’ equazio

&ec. ayrer
;

+ Da
jamo

€ troveremo ¢,

2p G

La ri
della equazione (¢)

tegrazione
finite. E qui si ossciv

i, che
w3 @, 5 che porterd quesra




som date in modo, che &, ¢d £, sono seme
¢ el solo caso di =0, neeli
. L 4 . SOno date
(), 3 nze finite
ili non |

no alcuna dificoltl pe
. Ad ogzetto di conosce i

te potrd mettersi sotto la formi =z

. ed avieme
7 &

S o i o N A L
%

P

so facciamo 2!, = «%®, avremo tra x e §
@3 = Bzz + Cref + Diaf Ei -+ Fif+ Gif®

Mediante questa equazione se svolgeremo la quantitd @* in
ana formola dellz forma

i, ff

b o b

4

orterremo  I” inteprale della proposta cosi espresso ;
X, =0, [T Ty g, T ey

Tdp

APy e

iy T o o

b b 0y -6 [y
dp’ 7

g, fdyrs

frg

e ‘_‘_‘x'—nx d‘)" -3

Py b fdyo'y
$7

b

100
J
0
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Questo integrale non sembra compléto, perché contie-

sole funzioni arbicr

che i segni sommator] intrc ) *alera funziove
bitraria di %, e si dovri aggiungere al valore precedente
di =, la formola scguente

I " : ,
THE = o, FRRUE S
Delle funzioni ¥
rid 5 ¢ per determinar le altre si sostitnird nella equazionc
dita la formola precedente in luogo di &', , ¢ dal paragone
de’ diversi termini si dedurrd la relazione che deve aver
luogo tra le medesime funzioni.

38. Sia daca per esempio I equazione =z, - A—27
S ]

ik =
¢ z,, ¢ Bl

ﬁ Bz, JE:'EZ,,- la quale posto x,
e i — T si cangia nella seguente _ﬂ,‘::‘ = Brz,. +
' = @™, avremo tra we f 1'equa-
=, medisnte T quale svolgeremo Iz

£ %

quantitl & in una formola dells forma seguente

PF’ ottenere un’ altro valore dj &+ moltiplichizmo quelfa
di @ per o, ¢ sard

wrr — %o




1 12 E1
se ce il suo valore —me Hies
¢ se E :
-+ ec.
Questo v entico col primo

trovato , avremo dal rermini’ simili
p 3

b B sciBt wesaratb —Eqa,
= Ba,, - i
Bie, o Eaa, -

Da questa si ri

secondo membro di questa ¢
dedotto dalla medesima

I’ equazion

© posto &

it

o BT . - -
2 ¢l ) T
Sard pertanto, posto x—# in luogo di x di
6, il suo valare, 4, =

| (1) (o1
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Per determinare la funzione -lrlv:lmrin S facciamo x=n-1-1,
&d orterremo (1) = % a0 Ma g
ché nel caso di #=e; dungue Sarl =0 cccertuato il ca~
so di =@, in cui & ¥.1 7!;%' Dungue avremo finalmente

a

A
E siccome 4, =E1a,,_,,

R ) s )

ok =

Ayremo_ ,mrwu nel caso di x pari, 2.
, 5 _lj.,,@ )
l—}—B:‘—‘Ln g

BilE:*"

| +B1.Eie
<
|’m"-“u

rﬂx”"rﬂ(—-

2
L}B. Erpr—ae

i)

A

+”‘“4:+|3;sru'—

lL"‘_B]'E'"ﬂ"."
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ie funzioni &, .,

e 1

valore di ', pere
della proposta
quanticd i |

che conviene 3
diventi I'in
gerto si sosti

]
A lquest’

di ', nell

cquazione ——— %y ed avrassi

R
F1in lNogo di x, Z,
! Ex"—X%(7

)- A que:toin-
la for=-

(2

e, perche sia o

mola Er*~YF,+(x—1)F,_

—F, ] Mi Zjpo — 2

i J—

—1){x—2) oo (o

2.3

(r—1)

=RE 1 [E, 4 (x—1)F.

i € quindi ¥, =

(x—a—1(F,
®-n—-1)(x
)

3.3




G1g
Sird pertanto &, =Bc"LF; ¥, =Bi* A E«(F.4(x—3)F)
e = Bi=SEF, + (¢ — 9, + VT

B —i(E

semente di =, perché sia completo, conviene agg
la guanticd
e paalll o :
Y Ry oL ; % 1
|23 FTAn F_'_Lg...(;;_g) 1 Ex (B, (-3)F,)
2 ki, o (o 4)(»-;\
x_‘ﬁBl SE (P, +(x-4)Fyt-

AR —H(E, 4B G i
{a qual formola contiene la funzione arbitriria r,.
39: Merita particolare attenzioné il caso, in cui olrre
il termine Z, mancano nella proposta anche gli alrri due

E,)

-3
et 5 4 2 :
$ermini 2, .5 € _?3..,_ L cqn.umuc diventa allora della
dz, .,
forma %, +A-:—'+B R R
dy dy
» Per trovarne I’ mtcgrale si ponga T, = :“’:c,,
e presa m in modo, che sis 1 Aw - , ciod che
s sia una radice duli’ equazione 1+Ar+ Bri—o, I

posta diventerd Ar——= {jj" B-—-L*‘_‘ = Ciz,

)

d'z
- Er—-% = +rd’ sove A1=A+1Bw, Ci=C-+ Dn
4 Em*-+Fm', Di =D+ 2Em+3Fn’, BEx =E 4 3Fm.

8i faccia adesso 2, =[*dy'z", ed avrassi A:z",_n-; B'%:L‘
=, S e 2.
._Cm,,-v-Dx = - B1— d,—-%F
Se di nuovo pnnvimmo s —e".z,
in modo , che sia Ax +Bu:q, avremo”
), i Kor it
‘“ff-*-:cz_ LGRS e

s © prendiamo

= - Fa—
)
}Ih,un yor A K LL k ‘




valore di Ar
amo w1

[dysy
o

Tus.
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B facile il wvedere, che questo wvalore di z, si pud
ridurre alla forma tente =, = 5 .
My +M1 AT Ty 4 &)
i -+ :”’:I\T,I”r-'r’q o N-f + &c. )

ove icocfficienti M, N, sono funz i x. Onde con-
vernt agg;lungcu. al presente v:imc le qumnn

S Ao

== sers oot ,)

Per drurmquL leStunziont) #5005 Bos skl

&e., sostituiamo la prima delle quanticd precedenti nella pro-

posta in luogo di z,, ¢ riflertendo che 1 - Am - Bm® =0
s

troveremo o = (A+2Bo)y,, o, —Cw,. ]

X2 ea.[X—1) [
[(A+2Bm¥,.., —Ce, . — BY, ]

[(A2Bmy, —C¥, —B¥,, ]

Eipin = C
ge mnlmr.nn:
¢ sortitaendowi il
= G,y 5
Baccuist ¥,

3)
Quindi ottsrrems. (A = 2B
(A = bw)&an 3}
(Aehebmr o
viloredi A = — B(m+m} 54
Bt”’—”’é‘;-,x-(-. =G, By

st

s e SUGAVRN = s

= B(m—n)
1
Zoer =2k a2,
Da quest’ nltima equazione facilmente si deduce
1
n—

7 e N ) A
o = 12 x5 CIOE

L py it = —%Z,.; e quindi

Z,
Ma poiché Z,

ey — Ee I
ey T Z‘- = £, avremo

Kkkk 2




(r+1)

E

w—s TE T Feate
-3) : c
——=F }; con che si otterrit:il

(B SRl G i
(x4
i
E’ facile il vndcn, che questo valore di ¥, si canges

n quello di #,,; se solamente si cangerd m in o, € vis
ceversa ' in s pertanto I \II'C"!”\. mmp!.m della pro-

posta aved la formia z_ = ”’f dyp*.et™ 7”"{—11)"1‘}

[F, + (x—+2)F ]

o) | Gl 12

w'—n

~
ove 0.y, F,, ¢ F, sono tre hmunm arlumn:, u.l inoltre
o

P~

i RS i e
41- Dal fin qui esposto facilmente nnmris\c, che
medesimi merodi \und.mlnno sempre alla interrazione dell”™
i infinitesime tra tre
Illunl, purché i
ienti .mno costanti . Ma s, It forma dell” cquagiant
simanendo la medesima, i coefficienti saranno funzioni di ¥e




in tal caso li loro integiazione s porrd
dell*eqnarioni a differcnze finite con i coefficienti variabili .
Sia dura per esempio la seguente equazione del prim’ or-

7z
dine #,,,= Az, +B—=, ove i coeflicienti A, B, sono

funzioni date di x. Se ponghiamo z,=¢.y, Iintegrale di
questa equazionc intal caso si vedrd prendere la forma
il 4 )
Bty R
Per dererminare e quantith 4, , d, 5 ec- sostituiama que-
sto valore nella proposti, ¢ ne Heaveremo P equazione

0= Ay ﬂx,,ﬂl;,'- + 4 -+ ec.

e

s &0
SN e = il s
APy — Aa o A

5 Dtamel

equindia,, ., = An, ia,  =Ka, +Ba,; cge

=, +~ B, . ; dilla qual’ equa-
integrazione della proposta

IOREFIYEIA " Oh ;
Mo adesso I” equazione del second’ ordine

32, Consid
e e
Tl — = e D
Ponendo x =0, ¢z, = ¢y avremo ‘invece la Segaente
z, i 4o
z, — A,T"- = Bgo.g + C,;,; = Do
Cost pure, se” s fi x =1, sar{ 4
A

e quindi
2y dx, du
f— A — A°(71“ = A:'{’,’) =By + C.'.]—,'F Dt

12 qual’ equazione rappresentéremo cosi
d’




tli, che Ia quantith
t—Am) (1 —Apm)

donde si ricava
i

la

Z, ot -

)
sard la ‘quantid
Lo om - e = (1 w4 @ m ,(: — A i)
1— A (1~ A (1
Continuando ad operare nella medesima maniera giung
mo finalmente 2l equazione %

=+ Dy Ja quile possiamo
trattare col metodo usato nel numero precedente .
Adesso nella equazione (A) potremo riguardare & co-
me costante , ed il di lei integrale sard
A ‘




Per determinare 12 funzioni ¥, , ¥, 4w 3 €C: 50
questo rm’c\rc diz, nelly

questa cquizione
P s cssendo X, una funzione data di ¥ ed 2, cd
una tunzione scbicraria di 2. E poiché si deve prendere il
valore di ¥, daw=1 fino ad'#=x, esso introdurrd nell’
integrale della proposta una nuova funzione arbitraria di x
"Le due cquazioni contemplate ¢i fanno conoscere il

mesado , che in ogni o

te con - coeflicienti variabili azione di
uni simile equazione a differenze parziali finite . Noi ci
:timglnnnt: dal pid lungamente |nrJ'mc, perché questa ri
duzione oltre i ¢ considerati € pidt curiosa che u
Ie, poiché I int dell’ equazioni a differenze finjte
con i caeihi ti variabili al di I del prim’ ordine & tra le
cose desiderate .

A RIE 93

Applicazione del metods preceds I eqnazioni
frd quarire varialili .

43- Passando all” equazioni tra quattro variab 3 pro-
ponghiamoci in primo luogo d i Integrare I’ equazione del

prim”* ordine , =4Az, B —— CTA' ndo =
73

ot @y

funzione delle tre variabili ¥, y, r. Ponendo z, =.afeh7

.lwnm (1) e=A+BE4 Cy, ¢« =B CGp 0%
A + Gy = C& Quindi sard a* BT rB‘_”(
xr—1

2

& percio a%eh




et o
S

d

onde usando un ragionamento

vo

C( fr‘w(hf} B

—+ xB*

—5

i3
precedenti - (29)

dt
na forma pil
equazione
o+ Infattisi

le po
semplice mprcxm, sey Invece
() il valore di , si prenderd

di Cy—B# costante -

purché si prendano i differenziali nella ipotesi di Cy—Br
costant

44-

ione del second’ ordine

ST avremo

Asfi + Bzy = C + D 4 By

+ Af By = (AE — BD)/,
DB +Ep =(AE — BD)§;
ed ayremo @ = - f=Ts—BI+K, y=A0—-D#+L, ove
. BC—E . D—AC
= AFSIBDS = AR = BD
B Ky+Lohi(Ep—Dr4d(Ar=By)

, € sard
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Se per pid semplicitd - ponghiamo  Ey—De=r, Ar—By=x,
. A (r4-C):(BD—AE)
ne otterremo l'cquumne el = O
it
SERERSED o A . E siccome in luogo di

(S puo sostituire una I‘IIHPJQBL qualunque di zed #, sard

&,
HCu DA _(’ %) Tisegp ince le frdreg
%

porterd I quantitd *-n..+ N,..V,+1*M,H
[
¥ - Quindi 17 integ

PR
LG (ED=AE) &

2.3 0 (%—1)

to della proposta sard z,
(i (BD—AE) % P s
£

g e

todo analogo a e e

che essa pud rendersi assai pitt semplice , se si pone
=™z, . Infarti essa diventerd dopo questa sostituzione

J
(;+Am+uu)z‘m+A”°—d;* n T oD

5 dr
; ;
+-D'z—+l:n,‘ - Ora essendo le quantitd » ed » in

nostro arbitrio ; potremo prenderle tali 5 che ne r
1--Am~+Br=0; C+4+Dm+Es=0, nel qul o

swn:ndo i cocflicienti di due termini , I cquazione sard
Az’ ! i

>+ "—H — 4dz'>‘ B -
A 7 + B—= = D i Eicciamo in

f iz
questa ‘¥ =0, € pom:mio z, = C(yr) avremo A——t

5

sard




,» Continuando le medesi-

me (;m'.'lulum w:unnmu’nu finalmente alla trasformata (&)
z x(x—1 d

7 R T

» D"J

s d’f v . . g

purché si facciano le differenziazioni nella ipotesi di Ex—Dg

costante. Nella equazione: (a) si potri considerare x come
¥

costante, ¢ il di lei integrale sard (17) ®, = =y w,y

p—EI; ciog sark (43) 7, =

facendo le integrazioni nella supposizione di Az — By co-
1i cose combinano con I integrale trovato pre=

del' second” ordi-
dz

S SR A
B

Ponenda z, =

avremo (4) @*=Az -+
- Hiy-+ly*. Se da que=
di «f, «¥, cc. ponendo-
e , il valore di &* rcavato dall. medesi-
o n(lh lnmm seguente;

Pm-+(ny FD
sta equazione dedu
vi, finché & possib
ma equazion , troves

B +b

g ‘—m..?‘
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indi con il ragiomamenro pit volte. usate  dedurremo
1" integrale compleio d«.]h Proposta espresso come seg
4 o
5= -nm..¢€y,:)+«,.m ER e e B
a0 i &o
Ay dr SR J’E”d} dyidr
”
e Frpireily = ;Thurbgu‘lzifr 2
loren® (1t byei b b = el ’""’r{-,/-
i o i dis' Ay
A= + o g s G e
i bl o TR
oo g sy
ove & ¢ © Sono due funz arbitrarie di ye
Per determinare i cocfficienti «, _, cc. b einaers
ghiamo x4-1 in luogo di x nel valore di ed avremo
W= g P + ".,euﬂﬂ +4, el
e 5 "w,w.?
b ~+ b s
,clm-#— TR
~+ b, b+
Ma questa vaiore di airt si pud’ ortenere ‘ancora in 3
h" s s quello di «7 si mnlnphm per %y ¢ i
& i sostituisce il suo valore ricavato dall’ equazio
Sard dunque
W= + B3 4 C},,{"m.r L

5y

pon=

ctat =,
oy o b f s e f
e '}’E e by B b B e A
el il ¥ bl o

~+ (D+ Ef -+ Fy +G_‘I‘+H:‘-,,+I7‘){:zm e f

Siccome questi due valori di ™+ devono essere. identici s
Paragonando insieme i coefficienti de’ i

ermini #, o, afi
€c. avremo i it !

ot T Gt b




wali equazioni si ve

. comprese nella equa=
(,‘, se si ossery

¢ =0, quindo m o x

z0na mm ne’ due valori di
Cs 3%y €C. Otterremo in gene
- F

il valore di &, .. subito che
Sostituendo por il valore di

avremo ¥ equazione &, .,
a. _

prmdm_ si potrd trovars con altri me
di il valose di 4, ; sopra di che si
Memoria di Lagrange .

46. $¢ nella proposta ma

vedere la’cit

non si po-

ay

rebbe adoprare il mérodo | precedente . In questo caso

nti funzione

20
o - Rl

, ove Ez=AEr




a3
Gr=AG—1BF, Hi =A*H — ABG 4+ B'F
C=Fdyis, ¢ Vequazione Hrcu‘drnrc si cangerd in

-+ Hl_riT Ora_ponendo 2" avremo Aa =

Crt + Dif - Esp -+ F@* + G1fy - Hip' , ¢ quindi
a A‘(CI DS + Exp o+ BB Gafy + Hy')ts

&
yilore di &% nella forma 4, ~+
B ] -+ a .t e
e i R

= g

o= A, () + 2,

i
e o T R ST
T e el a—
e R
sommatorio [“dy%z’, porterd Ia quantitd
-+ ¥,
re ln funzione s S1POFFL questa quantis
tlin luogo di z', nella equazione (a). Fatra la sostituzio

+ Hlpr o
Il‘;t An*

Av, . = Ciy, + Ez—ﬁ Do e
&
-+ Gi

T

ne si troverd A% .. = C"?’,,x + Ea'otz

o i Q_mm equazione & di un ge-
nere diverco di quello, che qui si contempla , poiché
la differenza di duc varisbili # ed # & finita s € -della
terza g infinitesima, ¢ della di lei integrazione parleremo
in seguito o
5 i dz
Per I’ integrazione dell’ equazione 2y oA

4

Az, &'z
B—7=— 22 e ]
R CZ-—'-D}—a-P. yl+G'WI “+

HF’ si pud anche usare il metodo: seguente, che & ge-




medesima forma di
€)y,¢) 5 € ponendy
s, L

+ B =C¢ )

sard la quantitd 1 —+om - &

du
= (1 + Am+Bu)'; ed #,=Cs, D2
a ' 3
+ Gs——+H « Cost pure , se nel-
Tde
la proposta ponghiame ¥ =2, ne dedurremo
dz,

2,
(=, + Agt+oot




-+ o
o, &0,
= G, +D""E T Gd e Hg

la qmi’ cquazione s¢ si pone sotto la forma. z, +{’._;
it \ a2
B L +ﬁ‘.+ f—-HS'”l
¢/ &z
o ﬁ”‘ ”,r, -+ g ) =ty 13 quantid 1L+ fin
+ B —.—»’3 vm-l—ﬁ"'a B - B L
el o Gar::((—)—xmﬁ-mn—i—«m‘-)—acmu

+ 2"y (14 Am+-Br) — (|+Am+8y)’
Conunuando le medesime opcr-\umn g:unguemu final~

ﬂ o n;m dyde

Az,
menre alla !r:lsfurmw!s (@Y =, 4+ uT —+ W X
::

s, 4 . ; iy
“+w ‘{)"’,‘441» rf.— +cc-ﬁw 3 ove la nu'mnt 1+ om
- w'e T W' - w4 " w4 ce. o +AW+B!:)’
¢ per determinare u, al:lmmo I qun?mn: Xy =G

TDT+E—+1‘:{;+O@A‘ !ﬁ s per mezzo

della guale potremo col metodo del n.° 45 esprimerc #,
per (yr), e per le differenziali di questa funzione relas
tivamente ad ¥ ed a .

Trov'lm #, 5 1" equazione () integrata (19) <i’ dark

5, _f_f:{,a il #ey purche si prendano questi inte-

grali neih ipotesi di Az —By costante . Col merodo preces
dente si potrd sempre ridurre P integrazione di qualunque
equazione della forma, che abbiamo considerata, alla in-
tegrazione di una equazione a differenze parziali e infinis
tesime .

47. Passiamo adesso a considerare quell” equazioni, nels
le quali la differenza di due variabili » ed y ¢ finita, ¢ del-
1a terza £ infinitesima . Se Z,,, FApDresenta una Funmon: di
¥, ¥ ¢ £, la forma generale dell’ ¢quazione del prim” or-




Per integ
e=A—+

cioé #

Rru]g uu l equazione &
— Cud; sart & = — C4
—(A:Cjr

icaveremo 1” int

LGy A
le cercato z,,, = C e Ae(y,0)

, ove A

ad y. Possiamo

rappresenta la

finita per rapporto

ed aveemo f= ?‘iJ w—r); ¢ col




Ponendo, z,,, = 2" avremo 2 =

cendo 1-+-By =B, ¢ C =5 = K, sard w =

Se adesso_ponghiamo Af =
T HE—Lw)
— Blw—1)

mo E—Luw=—E(w'—1); ¢d otterremo @ =

ed &=
BE K —FE3(w —1) e e
"Afk;' ed e =-——_ie ., Bird pertanto #"f

la quantitd

svolto in  seric
I

L
[R—Fdw'—1)]", divents {[K‘- ~ YK=' 1)
O L e (GRS i

B *
H J"—’(L—w'—x) > € questa formola si puS mettere OO
jit)
la forma {r!’“‘i K eh s
SN
5 E’~—h‘—k} P | Se dunque faceia-
P
 tguale a quesea gl

~
4. (=Bye g ;
la molriplicata per '_T'T—B—“ € di aver posto in Juo-
: —B)*
go.di & una funzione
wremo 17 inregrale. de 05t .

Towo VI Mmm m

quantitd , dopo  di avers
)

qualunque arbicraria di yiiese,
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4 d\a
e 1a formola K *¢{ys) — 2 K-—'E A
S idEANw
R R T i i pug Ti-
¢

Ora si osservi
x(x—r

Ke—

2

amola infatti '
AN
E—) —

d

re in una forma assai pid

= Q5 ed aviemo Qi = KMo — (

are questa equazio

ytla qual. quantitd si pud

& integrale cessa di- essere utile in
D=o, ¢ o B=o. Nel nrimo
et e poi 1— By =B, c E=C

ficendo. Af=—Bud




eV = ,(_—H},E:,—u:'ﬂi-K:E;n 3
A

e
(—BPES iy dne Bz
A—D) o
do una funzione arbitraria di y ¢ ¢ in luago di @’ ayremo
(—BYES ey b e ey
Hon = AN —By d 7
E se oltre ad essere D=0, fosse anche C=o, a motive
A (CBYES d RSy
E= g sk g ,= A
50- Nel caso di B=o facendo z,,, = &'’
C+D F
.= jﬁ%l. Si ponga C+-Ep=Ed, AL
B (D:A)—EF
= « Si faccia adess

- Quindi ponen-

e @
?=J—E,,.u=_-F—L,c;ja

AE
Euw'd, ¢ chiamando M Iz quantiti “p Wvremo
Mu'd E(w'—1)d
w=Mud; = s edie = ICi:\-J—)f + Quindi sard
e e
BN = (7}\?—-. Mas—1) 5 il qual valore pud
27— (CE
erst Bt b e R
mettersi sotto la Fom;zE Ay
! ErT OB ATE?Y Ay
e percio z,,, = —{_——E“’.TD, .——;,;;;J'L— -l
E se B esD fosscro nel medesimo tempo = o,
fermandoci 2i wvalori di @ ¢ B ind ed w, avremmo
e
W = a5 donde facilmente si ricava

Mmmm 2




x come

lo che combi=




e Ia funzigne ¥, converrd sostituire questa quan-

tirh neila azione data r;lylllouu uh g si asservi che
QA7+ Aytr—g5) s
5L
—2).

cid, facendo I

= L& avremo

e

Quindi parazona smini simili otterremo () ¥,

Is
— Ky, o (L—Ej—2z = —K¥, (L

& ; e

desima del n° 4g., se ivi s pone
A= —

T=ama, =4,
e —3C=0,¢d E = i onde sard
=1 FE) e CEe

SEEEAN ]
Sostituiamo il valore di ¥, dato questa formola
equa (1), ed avremo Flrt1,e 7 &
una fnzione di £ senan x, e percio =

T, =(E—Lyr—rtt o,

xix—1).
plat———F

e siccome » si deve prendere du x=o fino ad A=x 5 verrd




lare di Z,, una funzione

ecéssario per renderc. g

I’ equazione generale del

-+ Dz

)

forma

o , s € .y
I' integrale” co

ove i cocflici

(45:)- In luogo di svolgere il valore d
mente prend Il i g iun,
maniera

53

g erl in una simile
equazione proposta -

Bye si

I’ incegrale d
Ma se mancas




i o
Foby Ay - B O =Ca, +-Da, B

o

una fun~

s Fd ,,,H_ e G - Posto ¥=o, sard z

oy
zione d: _, eiry Lhmmcreqm Py, € la puurnm ci dard

d L, Lr)
. +B—— =Cor.y+D: (,+x)+£—~kr

3 C;m pure , se facciamo x = l, avremo

donde si deduce Zary

7
+A( ,..T,*A’ruv"‘ﬂ FiT

pf”,
= Cw,, + Du, . + E "+r- ""’

ird |~rﬁm—,—v¢:r+ﬂm = &y
= (1 + An -+ B#)*. Continuando le medesime

operazioni
giungeremo finalmente alla trasformara (%) =z

oy HEZ,
=, e gt By n

w—"t 'y e e b e \! ard
i e, e oy 3 OVE 2

I ' +c~"':r.m+u (r+Am+Pu}’-
€ per det :rmnnrn Hy, Wrcm:) Iequazione By — Car,

iy ~n-n &4,

B Du“)*_iJrE |~F G? 2 la quale 5% in-

tearerd col me m.lu del Nlmt'o 1nrc:Ld:nr(‘, ed
&, ., conterrl una Tunzione arbitrarit di ¥yyer.

Nillz equazione (2) si pud risuardare x come €ostan=

1 s e se Il [|Ir che zbbiamo conside-

avremo il di lei intesrale cost ESpresso

wf’x'x(_

il valore di




potranno
i compli

c 3510 e

ine qualche uso nells Dottrina delle 8

(Gl €8 G a T
clla Teoria delle

Abbiamo
A uti
ponghiamoci




ma di questa seric.
Se Ja faceiamo = %, avremo

(- -(H z.j“”,,,

(x+>,\x 2 )f

Ap L
a4

.{
e Ol ks M'T""“”’

ot 1)fx+2J

rf: .
wbn f‘+x‘{r~+-d_: s ﬂ(x+1\_fx+:h,y‘+_

s
+ bfx + l::f’“"r."y"";-ﬁw

&
ot el € b s

Wiy -

—+ b1

gl 2
Quindi sard

Per integrire questa ultima equazione pon
LTI, el AViemo. efi—ary — bid=1,
i questa cnusdiohe il valate di (s avremo &

e o e R

prendano gi’ integrali su .nmmla costanti £--4y, €d o

¢ quindi per il ragionamento pitt volte

desinia ipotesi #° = fdy ¥ (y,e.0) .

z, =(yrn) = ey € di qui o

ric proposta & eguale al suo ,—mmh rermine IH' C(rtou) s
purché si facciano le integ Fi-ay,
ed #+ by costanti» coren el med st gl
n. a1, generalizza i vede , che puo esten-
dersi ad un pumero qualunque i«

53» Passiamo ad un probler tro genere , che mo-
stri “uso delle cose esposte nella evoluzione delle funzio-
ni in serie. Sia daca uma equazione z=o tra le v
95 & sia da trovare il valore di ung fanzione . delle medesi-

Vi % ed g in una serie ata per le potenze di y.
Tome VIIL Nnonn




ridurtd ad essere
dard

L’ equazione z=0, postd §=0,
una cquazione tra x ¢ costanti, la quale risolut:
varj valori di x. Sia @ uno di questi valo

uno dei fattori della funzione #, allorché pone y
ed A sia il prodotto degli altri fattori, che suppongo t
ti diversi da x—a; & chiaro chie si porrd dare ‘alla equax
zione 2 =o la forma (x—a)A+@=0; essendo © una
nzione di & cd y,.Ja quale svaniscey quando y—=o. La
zione @ non avrd il fattore x— 4, perché s¢ lo avesse,
quazione z =o si risolverebbe nelie due x—a=o, A +

¢
i ¥ 3 .
o, le quali converrebbe considerare separatamente -
X—d

Si pud anche supporre, che lx quantitd & nom entri in 0,

e un” alera lerrera &

perché se cid fosse, si potrebbe mette

in luogo di 4, ¢ si risolv sbe un problema pid senerale; l
¢ dopo terminaze tutte le operazioni si farebbe b= per
aver la soluzione del caso dato . Cid posto, sey riguardan=
do x come una funzione di @ e data daila equazione
e ifferenziamo la edesima equazione pri=
ma per rapp . rapporto :,n ¥ avreme

@

e poi per

—— =0,

o i dz e
perche —— = ——«
. dy  dy

Se la funzione data # conternesse @, si potrebbe da essa

A
dedotto dalla equazione Z=o; percid sk pud supporre che
4 non sia contenuta in #. Per ndurre la funziome # in una
seric ‘ordinata per le potenze di y, bisogna cercarc i diffe-

| y» € per tovar questi
# relativamente ad ¥
i differentiy

nare ponendovi - in luogo di & il suo valore x

renziali di ® presi per rapporto
siccome avrd bisogno di differenziar
1 due diverse maniere , mi servirg di d
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<ioé indicherd questo differenziale col segno - 5 quando si
considera x come funzione di y data dalla =qu.uiom- Z=0,

dn
¢ col segno (2;), quando si riguardano & ed p come tra
i L du @
foro indipendenti~ Sard dunque F;: i 42 N; (!;)

dordn dx ‘m
A ay /dx " Za2pEame P_— —r, allorché nell’ in-

tegrale [Pdx s supponc_; cmtanre, sard in questa ipotesi

f (., )

du_
)‘— Qucsn :quwnune 4‘11\’:—
o
,-cnmta per Npporto ad 1 ci dard o g(
o\

IIA(J e df}\(rf)i n‘xffy

n’m’J (4;@ Fri da

it
Jz\ du J 4

c pon:ndu nella :qunz]nnc (1) J— (:f M——a"rm[nrgud #ab-

af )dx ¢ ‘,u e
s 2855 = (% 2 ]«

’dn

b Ifx (@ e
da v

Quindi  sostitucndo qucsrl valori

Ay
avreme = cspresso mella forma seguente f"d = (@ )
| A ;
i e Differenziamo di nuovo. I’ equazione
A Jx d’l dx
(d'i}f, ed otrerremo F ( ) 'de, 5 iy n’adj s

'74‘—@_' » Ma in \. ore dL"I e:}uxzmnc (1) si ritrova

d f,d\- S Af AN (dmdy)d | dfiiide "
— — .
( 7 d (( ; ) i

Nnnn 2
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:i Az J))va Ay s n'f(l A)(dz i_’}"ff’ﬂ dxdy® )dr
da dm‘, .v:,

D P P
4 5 avn e forma o = ( )
3 B'de

Continuando ad opera-
13 maniera nover:mu in gu\r»'p, che il

",
valore di r-{; sard della forma seguente (4) (“ ( {)
dffde”  d'[Bide  DfBrde gf'fl'!(r—l\da‘
e W e P PPy X

ove conwverrl trovare le quantiel B, Br, ]h, ec.
Se chinmizmo B’y Br'y B2, ec. i valori di B, Bi, Bz. ec,

quando: # diventa #=1 , avremo similmente (4} P
dfBde A fBide | dfBide
S - -+ ec-

-
-+ — e c. Dunqus paragonan=

do questa con I eqmizione. (§) avremo la <u.-uem: serie
di ¢quazioni a dl‘fcw\.nl( rziali finite

B :i]? i LBy JB|‘>
i3 .11 edy ( A @

', ¥ dz
Babi— N )— { ), ec. Se adesse osserviame che
dx d'u ( n)

— , otterfemo
7> otmreno @) o = (G5

1) I Badxide gt nrt‘!ii'r da

it P i

e nel secondo membro convien poree il valore di x in 4
cd p ricavato dalla equazione s=o+

s

-
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Ma per svoloere 13 funzione # in ‘una seric ordinata
perle pwcrw- dily, bisogna, com"$ noto, trovare il va-

torerai ‘{, , quando y=o. Ora I equazione z=o , allorché

y=0, ¢idi y=r; dunque avremo il ‘ricercato valore di
' - -
) nel caso di g=0, dalla equazione (¢), se nel secondo
.-imhru porremo y=o ed x=a. Per altra parte, siccome #
do._ 4o
d,, 5 € i gonseguenza le qu.mn*a B, Bij; cc. non

gono ay facilmente si vede 5 che B
ey A

¢ si fa x=da dupu le differenziazioni, & sempre
A" (x—a)'P =
&

du
dunque avremo. eziandio I" equazione — (

dy’
S ) =" A h i) e b —

ec.: ciod aveanno luego tra b, b1, bz, cc. le sezuenti

2 sl g Ay

SqimaD) XE = (.z,) Forie=1) A @)(71—@“ )"
dix ¥ i b bt g
AT oy ity = 8 e e iy BIRER A il A8
,,) & ,.) i (d:,-) A 4,)'

db
why = ( "‘) 3: g )
4. A AN

b
Com-dcr:a:un :!Ht'tm la quantitd 24, S
ﬁ“’? Abin—1) ik = it
= TR = ————; h ‘quale 5 se riguardiamo. x




&5
come costante, & una funzione di # ed R che chiameres
Poncndoyi # 1 luogo dit a avremo S
A

ubny

~4-ec.; ¢ sostituendos

h £
vi i valori di &', #1', ec. ricavari dall’ equazioni preceden-

ik T L pde N dT o Adidy)

Hiasand 8, = 1 1...,.( zr@/(«ix.j &2 ; T
A )

+j i ﬁ . 4 et — 7A|!I ——-) — —A'1 ::} )

w (T — ec. Ma la quantied S, differenzjata

A(dbridy)
L

my

3,
per rapporto ad y ci 4 =
A¥dbaidy)

Az
=i S o ] e

-+ ec. ) 2A° ui\ml‘:,j’J
1 450

z

: 4
= 3A!§z(§5> — o Quindi avremo S, = .

i
MJ)( e S ), Pintegrae dellx quate € (5)
STy (i) wdely'y]

dz L3

integrale =, facciasi Z i —) (5=
dal .scgno integrale =, facciasi dy (.z-d)')(dxd}")
= ["dy"P,Q , nclla quale P, & funzione di x ed y,
¢ Q funzione di y; ¢ prendenda la diferenza finita avremo

Ve i
‘—){_ ’i> = [Féy TR, O P, Q.

N Ty
4
fm.,,fﬂ(p [k w,;"_r_"_%_Q_P ) Quindi sari

dy

(za{qﬂ)( Axdy" ) 0‘(1 il ﬂ_)£>7p"’.‘ﬂ’—§')-; SLLC

ciamo, P, A—:’ —o, ciot P, = —— otterrcmo

2 dy
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iy o o :
x.{,-) Ty ") = {"—, *}-‘ alla qual® equazione si
JQ, Lol 0
soddisti prendendo ¥y = ) o=t o iclo Q.

€ —log.z. Sostituendo qu:sn valori y n,u:l.n d: b , diventerd
U[J‘ — (C—log z)(“, )]

nare la " funzione Arbirraria ﬂ*), Gaccn;nu

#a=i, ¢d avremo S_,J B —'l—(C—lng !)(4‘ n}) ;

dz

“L'

E= ’_a})ﬂ.r-;v((]—lnuz)(dd),eayﬁr+(3—
Atbr Al

an Al
—_ JTlcwa: Avremo dunque —-+ ——-+ﬁz—-+cc._

— - mu_})[( (i d’\’)lur z)—Jng(dJ@ )] slia

i:x

dr.
)"ri 3 dunque sard -;—’

ma quando #=1, & b= _.h_

§=0, poiché z= (x—c)ﬁw, sard o e i (:c-n R e

o= ‘(”_,)[("l”:jﬂ'i”)_n i m,))]

¢ molriplicando per (x—a)", differenziando 2— 1 volte

per rapporto ad x, sar} —

& (inid)log.z
RS s
i S e (r—a)’ (d:ni‘)'

T2 (m—1)dx Toz . ... (m—1)dx

M4 siccome dopo le differenziazioni si deve fare Xy 51
H(r—afioma(d M dedy’)

J.T'._.T.(T—?J?F? 3

s

potrd omettere il rermine il

quale '@ sempre = In fatti siccome ( non diventa

nfinita facendoyi % =a, il termine p:_L:du\[: sau della forma




noto ¢

¥ ¢ un ny

—u )"0

(x—a)
tivo. Quindi £
. (d
e

=T, ove

1.2, (a1 )d%
rigna 0 le variabili

ti, e si frd y=o dopo le d

con queste CON
dx)log.s

IR

Una simil sei
altro fattore agsuma di
ma perche la cosa tiesca,
i abbia

on contens

antitd 2z, allofché y=o;
iteori

e

Eutri questi
no SUPHOSLO lcoli
i eguali ad x— @~

ali espressi da

cguali . Inf

Ma g

egu

vi |

risolvere in i fattp

(x—a) ; la ¢
Z, 22" ec.y cidséur
ove A e
zione di # ed y, ¢he syanis

€ ciascuno

dei fattori #' , 2" cco ci da nella
serie di # la ¢

d'u
e

Sc adesso tutte que-

ste 4 serie

mo il
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rz'dlog.z +log 2" ec
Pl .....‘.."._:,,,,:, !
1= 12y w2 T e

cioé , 2 motivo di log. z' -+log.z’ j log.z'" +4-ec. = logiz,
v

£l
ff‘"(x—a}"f ax

log.x

A 1.2...0dy"
L e . (=) "
sopra, y=o dopo le di_lﬁr_um_[m-ziuni relative ad gy, ed x=g
dopo tatte le differenziazioni . ;

Questo Teorema é stato dato senza dimostrazione
sommo Geometrit Laplece nclle Memorie dell’ A i
Parigi deil” anno 1777-5 per trovare 1l co ente di y* nel-
la seri¢ , che nasce dal fattore (x—a)’ . i lo avevamo
gid dimostrato nel Tomo IV. d;n:;. Sac Tealiana, ma la
dimostrazione precedente € assai piu direres .

Dalle cose precedenti apparisce, che il Tcorema & ve-
ro, quando & 3 ma quando is 1, g, non esprime che
il cocflicicnte di y° nella serie, che & il medio aritmetico
tra tutte quelle le quali rappresentano il valore di # dipien=
dentemente dal farrore (x_dj'. Ma questa serie media
non ci di il valore esatto di x, perclié con essa non si
soddisfi alla equazione z=oc, cio¢ non si assume tra x
ed y quel rapporto , che é dato da questa equazione.

Per mostrar ¢id con un esempio semplicissimo, si prens
da I”equazione (x— )" —yi(b+ex)' =0, e si voglin svol-
gere il valore di % in uni scrie ordinata per le potenze di
¥ Saranno x—a—y(b+cx) , x—a+y(b+cx) i due fattori
della quantith z, ¢ questi fattori ci “daranno le due serje

x=a-(fe+-b)y 4 ¢(ac+-b)y* + ¢*(ac-+-b)y! + ec.

*=a—(ac+b)y ~+e(e+0)y* — cact-bly +- ec.
ciascuna delle quali soddisfl all’ equazione z2=o. Se pren=
diamo di queste due serie il medio aritmetico, avremo
quella serie , che ci dd il Teorema di Laplace 5 civé

F=a e D)y A Mae byt + ec,
ma questa non soddisf alla equazione z=o.

Tome VIIL Qooo

5 POSTo, come




