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SOPRA LA PRETESA DISTINZIONE FRA IL NULLA
REALE, E IL NULLA IMMAGINARIO.

D: Grecozro FoNTANA
Ricevnea li 13, Frucsidoro An. VI. ( 31. Agosto 1768.)

L Cel. Frisi nella sua Algebra Cap. L pretende , che
sia un assurdo I' asserire, che lo zero moltiplicato
inaria €1 un prodetto uguale a zes
1o, cioe oy—1=o, c cid per la ragione, che dovendo nel-
Ia moltiplicazione essere tra loro prlmur nali I* unitd 4 il
moltiplicatore , il mo! ndo, e il prodotto, ¢ non po-
tendo sussistere 2 proporzione % t0:o0, non pud in
conseguenza neppur sussistere I’ equazi - Dal
che egli conchiude, che ‘il ni immag indi
PiuLEosto una quantitd reale, che il nulla di quantitd .

2. Anche Giordane Riccati in una Memoria intitolata,
Teoreosa ; il unlle_immaginario won pud confondersi col yeale:
nel Tomo V. della Socierd Iraliana » impegnato a combat-
tere I’ opinione di Eulero, ¢ di que’ Geometri, chie sosten-
gono essere immaginar] i logaritmi de” numeri negarivi ri=
cava dall’ cquazione del ramo inferiore della Concoide s che
il prodotto del nulla moltiplicato per I* immaginario non
pud essere un vero nulla. Egli considera il ramo inferiore
#4BDI ( Fig. 3. ) della Concoide, la quale ¢ fornita della
proprietd , che tirata la retta indefinita fF e dal punto fis=
so C fuori di lei la retta CA perpendicolare alla fF, e I'in-
clinaty qualunque GF, indi ragliare le parti uguali AB,
ED, i punti B,D, e Yeosl tutel gli altri, che per simil
modo si_determinano , appartengono alla Curva. Pongasi

B=FD =, AC=), AE=GD=x, ED = AG:;;
cJ i triangoli simili CDG, DFE danno I’ g

D:GC::EF:ED, ossia x:b—y: (e’ J)
da cui si raccoglic Ia nota cquazione del ramo’ i :e,mre

della Can:aidu———;“ - y/(#'=y") - Suppongasi, come por=
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ta ln Figura, AGC <AB, ovvero b<a, ¢ fuitn ED=y=
Ita xfa‘(a—b)zn,‘/(k a')y—1, cigé a
i r I immaginario . Ora
s —a') /—1 fosse yeramente uguale
al null1, ad essa :()r.w!mndcrcbht I ordinata_y= —AC; ¢
conscguentemente il punto G, che & il Polo della Concoix
dey :pp\!tufchbt al perimetro della Curvaj il che & mani-
festamente falso , posciaché il punto descrivente D non pas-
sa, né pud passare pel polo (1%
3. Ma io confesso, che ad onta di queste ragioni pro-
dorte da Frisi e Riccati per dimostrare , che il nulla im-
nario & una quantitd affatto diversa dal nulla o dallo
zero , & me sembra d’ un® evidenre falsitd upa siffatta pro-
posizione » 1 quale tende a sconvolgere tutti i principj dell’
Al 2, ¢ ad oscurare le idee fondamentali della moltipli-
cazione - E divero , moltiplicare per zero una quantiti, qua-
lunque ella sia, o reale, o immaginaria, altro non &, che
porre , ¢ levare quelia quantitd ; e questo porre, ¢ sottrar-
re la stessa quantitd produce manifestamente il vero nulla,
ia lo zero. Cosl c.e=a—a=0; come pure S,/ —I=y/—1

assurdi, che nascono dalla proposizione di Fri-

i, né dimostrano immantinente Ja falsitdl . Im-

i 1 sia uguale ad uma Guantitd

reale , oppure ad una qu:mlsm immaginaria . Sia primicra~
‘—1=a, quantitd reale ; ¢ dividendo per y'—i;

a
avremo o= ——, vale a dire il reale diviso per 1* immagi-

mario d} zero per quoto; il che & delle pid palpabili as-
surdj
: +by/—1 , alla qual forma
binomiale ¢ nato ridursi eurti gl immg gmar; di ngm gene=
re. Farta anche qui la divisione per y/—1, ci si presenta
a

75> cioé 1" immaginario ugwie allo zero, che &

minore del primo 5 oppure lo zero ugua-
t1 effettiva & caso che @=o, il che & pure ris

5+ La ragione addotta da Frisi per convalidare la sud
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asserzione sembra affatto insnssistente; AVVEET che se sussis
ste la proporzione 1 tivia, laiqu ava dal pros
dotto ©.&, dec sussistere ugualmente 1" aitra 1itamente
negata da Frisi 1iy/~11:0:0, sipendosi alronde che il
o .
rapporto indererminato — ug uaglia qualuague quantitd, nan
esclusa la quantitd immaginaria. Cié si dimostra immanti=
nente getrando 1 occhio sulla frazi 5 nella qua-
le & significa qualsisi ti cosl reale, che immaginarial

se questa frazione si divide attuaimente ratore;
pel denominatore ; si ottiene per quoto Ia quantit} #, ¢ pes

°
rd si ha; —=mn, valore indererm ssimo, fanto  reale

quanto immaginario -

6. Meglio fondato ¢ a prima vista perentorio & I*
gomento del Riceati , traco a Concoide. Ma csaminato
a dovere trovasi appoggiato ad un falso supposto; che il
Polo della Concoide ‘sia un punto 2ffitto estranco 2 questt
Curva, il quale mon venga compreso, né rappresenfafo
Jall* equazione di lei- Si risponde per tanto, che il Pola
di tal Curva ¢ puito appartenente al sistema della mes
desima, ¢ che resta compreso ancor esso nell’eq
della Curva. Questo & uno di qui * punti, che si ¢
confrgari, i quali sehbene isolati e separati dal Contorna
della Curva, a cui appartengono , formano perd una pare
essenziale di quella, in quanto <he vengono regolati. dalla
stessa equazione , che esprime ¢ caratteris
ma della Curva . Intorno a cié € da ved
troduction i I Awalyse des Lignes Conrbes alg
briele Cramer, il quale al num. 174 Es IV
dipendentemente dall’ espressione 0./—1 , che il Polo della
Concoide altro non & che Un punto conjugato. A QUESEO
proposito non sard inutile I' ayyertire , che fu una mend
sottigliczza ed un puro givoco & ingegno quello di Jacopo
Bernoulli, #llorchié nel Tomo 1L delle sue opere pag. 540
considerando I’ ovale conjugata (Fig. 4.) ACBD, come diss
giunta insieme , ¢ legara all’ altra Curva FEG ( e lo stesso
potrebbe dirsi de® punti conjugati ) avanzd quella strand

A
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paradossa proposizione : Nec sbrurdum st wnam candemque
swmero magnisndinen in pluribus docis diseresic & sepaparis si-
sl exciszere. Sic die Cwrve wan obsrante intervallo , guo di=
FImUREAT 5 nONVERIINAN: te»nixwtu.r‘ wnan eandermgque numcre
Curvam ; gealis est, que exprimitur per aax—yi=ayy.
Quindi meritamente il prelodate Cramer neila nota apposta
a questa proposizione Bernoulliana soggiunge : Nollem ta-
men nde concludere anam eandsmgne mumero magnitudiven in
pluribns locis discreris exiseere “passe . Nam gui Curvas
ACBD, FEG , #nram mmfemgnr RUDIEFD CHFDAR  PrONNRCIAL |
quowiam und cademque aguatio wirinsque nararam exprimit s
mili viderar signwm cum re significara confundere .

7- Una prova direrta del nostro assunto, che o./—r
non sia altro, che il zero assoluto, ci viene porta dalla
comune cquazione del cerchio y*=a'—x*, nella quale & &
I* ascissa computata dal centro, ed 4 il rageio. Se in essa
si fa 4=o, che & quanto dire se si riduce il cerchio ad un
solo punte : nas =%x\/—1, il che dl a divedere,
che I’ ordi ando I’ ascissa
¥ & qualche cosa, ¢ cio & pienamente conforme al suppo-
sto del cerchio descritto col ragzio zero. Che se al con-
trario si prende x=o, allora'¢ evidente, che non pitt im~
maginaria, ma bensi uguale a zero dee risultare anche I or-
dinata ¥ € perd in questo caso essendo J=ou/—1, ne vie-
ne in conscguenza, che ow/—1=o.

8. Altra prova dimostrativa del nostro assunto si srae

x

5 . ' v .;
dall’ equazione trascendents y=(— log“v) » che rappre-

senta la Curva campaniforme ( Fig- 5.) FBE dotata di due
rami asintotici BF, BE, nella quale AB & I’ asse delle

¢ x, ¢ I’ asintoro SO normale ad AB ¢ I’ asse delle ordi-
hate y, e I intersezione A ¢ I’ origine delle coordinate .
L’ andamento di questa Curva ¢i fa subjto conoscere 5 che
€552 taglia in B ad angoli retti I’ asse AB, prendendo AB=
*=1, ed allora diventa ¥=0. Ma in questo supposto di

x

*=1 I' equazion della Curva si cangia in;-(—]ogx()
Tomo VIII V4
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=/—o=0,y/—1. Dunque dovendo in B essere y=o, sark
conseguentemente anche o y—1=0
. Ma una prova. affatto decisiva ¢ perentoria della
nostra asserzione c¢i viene somministrata dall’ equazione

y=x/ (x’-c‘) , 1a quale appartiene ad una Gurva di quart'’

ordine faciimente descrivibile per punti- Imperciocché se
ponghiamo in essa equazione x=o, ne risulta y=oy—a';
¢ che questo valore oy/—a’ sia effertivamente zero si di-
mostra cosi : Tolta dall” equazione proposta I irrazionalitdy
essa convertesi in quest” altra y'=x'—a'x’ 5 dalla quale st

i
ottien subito #'=—a* £/ (4 #by) s © quindi x=

+ (zla’ +y (‘; at +J‘) ) Perlocché posto x=a, si

avrd * ‘/(% P vﬂ‘(%#“’k}‘ ) )ﬁo s © quadrando ,
2ax v (i iyt ) =0, ovvero 2= o ‘/(J- a‘-}—;‘);
2 4 2 4

¢ quadrando di nuove, % S 4-y'3 € quindi per ultimo
=0, cioé y=o. Dunque il valorc di y=oy/—a" non & al=

tro, né altro pud cssere che lo zero assoluto ; come b
siamo proposti di dimostrares
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PROBLEMA ANALITICO

pr GricoR1o FoNTANA
Ricevnte B 13, Frattidero An. VI (31. Agoste 1798.)

E x esprime un awgolo, ed ay b dne qmn’n»an cosranti ;
g dicoy che I equazione sen.x cos.x = 4 cos.x - bsen.x
ha i -;mrtrm valori Zell angolo x rali che la loro. somma ¢
sempre = = (1-42m)180° , ervendo m qualuwgne wumero ine
sero.

Dimostraz. Si sa dall’ Analisi delle funzioni circolari

PRl ey
essere oS =
Y
— .5 essendo ¢ la base de’logaritmi iper-

bolici .

Sard dunque T’ equazione sen.x cos.x = @cos.x+ bsenx
ridotta a quest’ altra
21—/ Ty

2

a (e

ha= 28/ —1 (e”‘f

ovvero

P A :zrv’—:(tx""—l == eﬁx"lgjﬁ
- 2b(e™Y = cfxi/ﬁ"); ¢ trasponendo ¢ moltiplican-
do per VT Jhbtamote bVt gl ol iy 3EYGIE
* + (2b—2ay—p) &V T =o. Laonde per la natura
delle equazioni T quattro radici ¢*Y ¥ di questa cquazio-
ne sono tali, che il lurozprodoue ¢ =—1; ¢ perd

2
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B—1 Wk e O e 8 (x+x W —1 = —1
—1
Ma & gil noto altronde che &V = cos. @ -}-5€m. 91/ —1
X' ' " nt B
Dunque e+ cos. ( x-Fx'ta'tx") 4
sen (x-Fx' a2/ —1 = Quest’ equazione fa 1 un
1ratto. CONOSEEre 5 Lhe dunque dey’ essere mecessariamente
sen. (x+x —-x e cos- (¥x'+x"Jx")=—1; onde
i ricava xox'el4x (|+zw) 180°% I che ec.
Seolio . Rifletco ora, che se I’ cquazione proposce fosse
ser. x' "eos. x" =4 sen. xP4-b cos. %7, questa mediante la pra-
ara sostituzione si rw:srmmgrtbb\. nella seguente
XY —1 —xy/—1 Xy — Xy —1

} ‘ + ¢ )”
(=
et Ef—r,  —ry
)P_'_ e ¢
2
© SUppOsti mry wy py g interi affermativi- si avrebbe
e (YT — PR L
Gy |
mim—x) (m—qlw/—r _ m(m-—t)(m—2) fmrﬂs'x/_'
2 .3

— e — fm #—2)xy/—1
e R — 1 }i (rﬂX\, I+ m( 2)Xy iy
7

sp—r) So—Hd— Ly A=) (r—Omy—r
z 2. 3
nzy’fl}_

( B 2o e e L

(=v—1)'
VD St o e O & /=1 ) L
2

LA (ma—z B ¢ e DM G
2
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Facendo I"attuale moltiplicazione: si troverd, che nel

pnmo membro il termine dell’ esponente massimo positivo

L)y —1

5 ¢d il termine del massimo esponente ne-

w3t Yoyl 1

gativo & em{mhr )y s perlocché , indicando co’ pun=
i termini intermedj avremo

1 ( Sfmtei—t Hj:cf[»r+x)x‘/—t)

PR g

= x)»(““j—l“" I,—pr\/—y)

i,( B Y1)

ovvers AR — 4 —(memay/—

g, [-]"“L(J"’\’_’ bistos Al ‘*(m/_x)_

(k) /=1

Ja—p s m—p ( XY — dat Ml '—‘px‘/—l)+

Ora moltiplico’ tutto per ¢ ed ottengo

Pl e e S i g 2 S i

elmntp)xy—r VRN f(mrm—P)x,/—;) /

:H"ﬂ Ey (\/—7;” . (E(_m—»—uw;.\-\/_b
‘{ar+ﬂ—q]r\}—1>

Dalla forma di quest”equazione apparisce 5 che g
m-t-n>p, e parimente >q, il prodotto di tutte le

IS e oo Xy—T .
ciod di tutti i 2m-ban valori di Y dee risultare
preso col segno suo naturale , perché il numero *m

e —r x

delle radici & pari. Perlocche chiamando £~ T, ¥V
a1 :
¢ YU ec. questi am--2n valori, otterremo allora
(et a0 /e el
Sy s il =+1. Dunque cos.(x+x'"+x"..
=+ sen. (xba'4-x )y—r=z1; ¢ quindi
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sen. (#4242 o0 ) =0, ¢ cof (ehxx" ) =g
il che @ a divedere , che qualora per I’ unitd abbia luogo
il segno superiore, masce x-a—Hx ... = TN 360°, cssens
do A qualunque numero intero affermativo, incluso il zero; ¢
quando vaglia il segno inferiore 5 ri ulta x>z .
£ (1-+23) 180% Ecco dunque due interessanti , e singola=
rissimi Teoremi nuovi

1. Data P equazione sen.x™ cos.x” = asen.x” + beosaxly
nella guale @y b sono due cospauti gualungne , my # py q sone
namers duteri affermativiy ¢d mA-n<p, ¢ parimenie <q, ed
oltraccis m & un numeve pari ; la somma di surei 3 2mtin
valori Aol angolo ¥, i quali soddisfanvo alla_ dessa equinzio=
se & =k aN180%, essendo N wn nwwere qualmmgue 1XEroy
incluso il zére.

1. Sessissends #arso come nel Teorema precedente s colld
solit diversic , che ora #i suppone m wn numtro dispare ; I
samma @i tarei i vm-tn valors dell’ angolo x o eiascups de
goali soddisfa all equizione , & = = (3n+1) 180%

Si arriva all’ equazione sen.x cos.x = 4cos.x -+ bsenxy
(12 quale si trasforma subito in una di quarto grado espre
solamente per cos.x), tractando il curioso Problemd dell®
Arabo Alhazeno, che lo propone nel lib- V. Prop. 29. déls
la sua Ottica , stampita unitamente a quella di Vitellione
da Federico Risner in Basilea nel 1572- 1i Problema cons
siste in questo: Data la porizione dell’ occhio s ed inolsre
goella d° an punso vadianse, che sramanda lalnce in ano spees
Chio sferice, 53 domanda guel val Juog dello specchioy mel ques
Is cadendo 5l Ruggio viene guindi riffeteuro ll® ocehio ralwens
te, che coperro guel Inogo I oggesto in_ tatio i rimanense
dello specchio pid mon 5i vede .

| Kagstner ha data di questo Problema una soluzione
ingegnosa , intitolata Problewmasis AbhaZeni Apalysic Trigano=
wierrica , nel VIL Tomo de’ Nuowi Commensarj dell” Accades
mia di Gottinga; dove in proposito dell’ equazione di quar
to grado , 2 cui perviene, dice con molto acume: is8is.
consideratis fivile pervenisur ad idy quo obsento Problema resos
Iutam soler p iarsy wempe ad ? Sed illa guartt
gradus evadie, & ades ndicar questioncm, quam dr ano pues
esse credebamns, ad quawor perinere. Habeny aquationes Alges
Uraice id commune Cur oraculis ut won saltim guastiodi pres.
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posire rer‘aa@i‘ﬂn, sed aliis simul y de gnih; forse quarens
zon cogiravit. HEqnatio guadrazica, duas radices habens, eas-
dem furwrasy wisi alrera afirmasive csset o altera  negarive
omuing similis ese prowwnciaso iliz ,, Ajo te Zacidam Ro-
Manos VINCere posse s -

Sed quo arsificio Vares Grecorums ignorantidm swam re-
gebant , 3llo Algebra de guavensis ignoransia eam admoner
& seudigm reiy de gua gearity accurasins cognoscends com-
mzndas « Hae oracwla non sune Apollinis Réges, & DPopulor
Fallentie , sed cubun duplicanduns ivperantis -

Tra gli Autori, che hanno trattato di questo Proble-
ma, ¢ che il Kaestner annovera, quali sono Alhazeno, ¢
Vitellione ne” luoghi citati, Barrow Leets Ope. TX., Slusio

gens Traus. Phil. 0. 97, ¢ o8-, ¢ Hugenii Opera Astro-
dicendo di non sapere chi altri ne abbia seriteo

tralascia uno de® pitt celebri, ciod 1" Hospital, il quale nel-
la sux Aval. der infin. petits §. 58. scioglie il seguente Pro~
blema : Daso di posizione wn Cerchio con dne punti fuori di
es50 : vitrovare pella sua circonferenza un punzo rale, che la
romma delle retee do esro condotse ai dwe punridati sia la mi-
wima possibile ; ed & poi chiaro , che questo in altri termini
non ¢é altro, che il Problema di Alhazeno . Anche Scherf-
fer nelle sue Istitazion: Orriche stampate in Vienna nel 1775.

scioglie nella Catottrica §. 81. un tal Problema, anterior-
mente al Kaestper , 1a cui Dissertazione € dell’ anno Acca=
demico 1776., e di stampa 1778




