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RIFLESSIONI SOPRA L’ INTEGRAZIONE DELLE
EQUAZIONI LINEARI A DUE VARTABILI

Di Sspastiano CanTerzani
Ricevasa li 3. Messidore anno VI. (2. Gingno 1798.)

L celebre Eulero nel 8. 854. del secondo volume del suo
Calcolo Integrale propone un merodo per inteerare Ic-
quazion linease di second’ ordine ddy--Pdydx+Qydr'=Xdx?,
il qual consiste ncl supporre dy=sydx+ade . Avendo volu-
to provare se colla medesima sostituzione possa tentare
I' intezrazione delle equazioni lineari di qualunque ordine
comprese soito la forma generale
Pd, A es dy > v
p S Sy, ey SR (O ey, Gy

dove P,@QsR, S .-+ Ty V, X sono funzioni date di x, ho
avuto occasione di fare alcune osseryazioni che verrd qul
lucvcrmmc esponendo .

come ¢, sono due nuove variabili, e dr vuvolsi
e, cosl colla sostituzione dei valori didy, ddy, &y ...d"y
enti dell” accennata supposizione si atrerrd un' equi-
avrd due classi di termini, perché gli uni saran
gli zltri non conterranno in verun mo-
do y. Poiché dunque delle nuove due variabili 7, una &
arbitraria , potrd volersi che ella sia tale , che renda esuale
a zero la somma di tutti que” termini , che sano moltiplicati
per y . Cosi sparirh affatto y, e si avranno le due equazioni
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Iy prima defle quili non conosce altre variabili ¢|.= e
()hl: trovata che ¢iasi ung fi murn i
un i ey sela
sosti £ nclla seconda
trove Jltra funzione di x, che sia
Jare di questa scconda equazionc, si avrd
olare dell’ equazione proposid col porre
e di a le corrispondenti due funzioni di x+ nelld formok

, che nasce dalla supposizione dy = ydx

= ndx .
E’ chiara, che le due equazioni (1), (II) sono dell®

ché Tn proposta & del® ordine », e nel sup=
frde non s incontra né de, né du)

ordine n—1, pe
posto valor di dy=2y

E’ chiaro ancora , che I’ equazione (L) si

x

Rdlz Sd'z
P rtilies

& I’ equazione stessa propos

5 in cui sia X=
quali & noto che se soddista colari
¢ x, 8. 5 soddisfa pur e 1' integrale
v &cv, che consiste nella somma di
quegl’ integrali parricolari molti uno per una ¢o=
stante arbitraria. Finalmente € chiaro; che da che si saidl
posto in vece di # un valore daro per ¥, che sialun fntes
gral particolnre dell” equazione (1.), I equaz
1a forma d’equazion lincare, poiché pudi es

- 2dr i sede yin
K=(P-+Qr-R(r*+ —— 4 88 - ——
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icate per altrettante funzioni di x, di mudu tan
le

sono moltip!
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le che dividendo tutta I’ equazione pel coefficiente di #, ri

sulta un® equazione della natura medesima della proposta, e
deli* ordine prossimamente inferiore .

Supposto che si sicno trovati # valori di z, che sie

integrali particolasi dell’equarione (I11), si avranno, media

te 1’ equazione # s # valori di ¢, che sodisfaranno all”

Iz
zdx
equazione (I.). 8i rappresentino questi # valori di # per #, £7, #7,
&c. Sostituendoli un dopo 1' altro nell’ equazione (113, si
ayranno # equazioni deli’ ordine #-—1 tra # ed x . Si deno=
ti per & un valor di #, che soddisfaccia aila prima di tali
equazioni. In qualunque maniera sia egli questo valore #
funzione di #, X,P,Q5R,5, &c., saravyi ancora un yalore u
es so per una sul funzione di #,X,P,Q,R,S, &e., che
soddisfarl alla seconda equazionc ; ed un rerze valore #"'
espresso per una simil funzione di ¢, X,P,QsR,S, &c., che
soddisfar\ alla terza equazione ; e cosi via discorrendo .
QUi conyien notare, che mettendo successivamente nel

_ﬁ:,ﬂ‘__,n.,;

Ia mola y=¢ e #dx i diversi valori di z, ¢ i loro
olari dell’ equa=
Zion proposta , cl mano in mane cosi i ricavano, non
diiferiscono tra di loro se non per la diversa costante arbi-
traria, che a volta per volta pué aggiungersi all’ integrale

L
. La veritd di questa proposizione
pud facilmente rilevarsi per poco che si rifletta su la natu-
ra dcila cosa stessa, Pure giova dimostrarla : al qual effer-
to premetro che se ¢ indichi uno dei valori di #, che sod-
anno all’ equazione (I.), e " un altro; ¢ si denoti per
# il valor di #, che soddisfa all’ equazione (IL.), quando
si & in essa posto ¢ in wece di r; ed #” quello che le sod-
disfa, qmndn"v: & posto #, sard

dn' i
IV) ———— = g
(v e P ' Y%

§ 4
f;nncrr,):'l:!lll differenziando , ¢ sostituendo in luogo - di
arR —en i
il suo walore , indi dividendo per v, si ayra
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ferenziare , e a sostituir in luogo di R il smo wa-
x

B P
lore, indi a divider tutto per dxy i avrl —— ——o —
PR

&dde ¢ dda’ ! 2dx"dr’ adu'ds”
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si sostuiscano  questi valori di

du
e 8&c., nell” equazione
'

4 8 (£ — ¥

3di'dy 3w ﬁa’r

P T

se'a'dyt  sEuAE
T A
gdld P P
— L—FA b i } + &c., la quale altre monm &
che I’ equazione (IL), in cui si sono messi per £ ed # i
valori £, #' corrispandentisi, sottratta dalla stessa equazioney
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sostituiti che sicna in essa per # ed # i valori pure corris

pondentisi #'; #", nasce un’equazione, che moltiplicata che
gt Ji dr &

Sit per=———i'¢ =P —#") QU — 2} ——

13 (perem o ¢ o=k, ) +-Q sk 7

) " 3ede | 3d
4 e B et el
+R (= == ;
Sy SPdESEA ad® ad
A e e
4£'ddy 4¢ddy" By By Y
P g +F~?}-’-j = &ci; la quale equa-
zione & verissima ‘consistendo essa mella differenza trz due
equazioni verissime , quali sono le due, che risultino met-
tendo successivamente nell’ equazione (L) in luogo di ¢ i
suoi due valori #,#"
Cio premesso & evidente, che sussistendo 1" equazione
(IV.) sussistera ancora
e O iy
'y — —_— =3
ax o —Nde

e dividendo per # —#", indi moltiplicando per ,——f'-'*—‘.,:‘,.
e A durse T
sussisterd pur anche & F .4:8,,‘&:(

(2" —a) f_f!”“:"rf){' (' —n" Yt —r!r"]r_

; 1a qual
# (F—'y 2t

MY e
equazionc integrata di A-p-s-c_ﬁ "'n".a;:(:',__:f, 5

Srntn A
onde vicne ad essere ¢ (A.+§: £ #de)y=

Ma suissstendo |" equazione (IV.), sussisterd pure
"t Y —d,
o

£

Yx

e —
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e dwumdo per £ — ¢, ¢ insieme moltiplicando per

fies
¢ dr sussisterd cziandio ¢ #'ds
(' —a") —fiax |
T AT 3 che intes

—fidx
grata di B-!-S‘: widx , onde si avrd

firdx

D idue integrali particolari ottenuti, 1'uno col prende=
re per # cd u i valori corrispondentisi #, o', I’ lro col
prendere ltri valori pure corrispondentisi #*; #7, non
possono differire tra di loro che per la costante arbitraria
a nta A,0 B; di modo tale che se queste costanti si facs

[ clano =o , gl integrali sono afftto identici, come guc che

'
cuno eguale alla stessa quantiti 7

riescono i

Non & perd che non giovi conoscere gli » valori di g
no all’ equazione (I.), e che denoti
x', it ', 8cc. . Pe sostituendoli un dopo 17
o tutti i secondi membri del
ndo questa somma egiids
tisce il primo membro dell®
* cquazione

it
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(e’ A-dd e - ddy " - &
+_3'1L::;§“+ﬁ;’+_“’) Ryl
dx’ x
di #, che & integral particolare di quest’ equazione, si sostis
S —frax

tuird nella formolz seguente y=¢ (A+Ye ndx ) -+
frae o Cfoie  fo, ol
¢ (B4e wdlx) 4 ¢ (e f
si avrd in questa

wix%) + &y
lell” equazione propo-
le costanti arbitrarie
A,B,C, &c. saranno appunto tante, quanc’é I’ ordine dell’
cquazione .

Infatti posta questa formola s ¢ facendo pér maggior

—fiide — fiidn
comodo A <+ e wde =K', B 4 )¢ wdx = K",
—fortx
C+ ). udy =K", ¢ cosi via discorrendo , onde sia
S y ke
¢ AR = JK" dK", &c. = adx , si avrd
Joas Srode Lraw
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i ¢ cosi diseguito.

: . i dy ddy :
Ora sostituendo questi valori di Yagos 3o & nell” equa-

zionc proposta, risulterd come alla pagina seguente.
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dove le quantitd, che moltiplicano rﬁde', :’t de”,Jf dxl{’ >
&c., sono per supposizione ognuna eguile a zero, iltro
non essendo che il secondo membro dell” equazione (I1);
onde tolte queste quontitd restz appunto I equazione (V.),
alla quale per sunpmiv:‘me soddisfx il valore , che si vuol
sostituito ad # nell” integrale assegnato .

Del resto senza dipartirsi dalla mppmumnc@—:ytfx—i-
ndx si potrl tentare 1" integrazione dell’ equazion lincare da
prnnupro proposta anche mediante una serie di successive
integrazioni. Imperocche trovata per ¢ una funzione X' dix
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che soddisfaceia
grale particcla
zione (I1), questa

erﬁn"'rm‘ [I‘. 5 € me sia un dnte-
X in Juogo di # nell daua-
come si ¢ notato di sopra, veste la
neare deli’ ord

forma di equazion ”- ilfs
Proposta , ¢ pud per cons come I
sta supponendo di=podx — qdx ; il che ficendosi di mano
in mano per le nuove equazi suceessivamens
te si giunge, finalmente & arriveri ione finita

del gen 5 che sono ra
ne (L), edin ad un’aitra pure
le, che sono rappresentate dall’ cq

Vim
T4+V(X'+X &)
sard X = Vir posto che I* ultima supposizione sia stata A=
WKirfrt/v, e che X', X", X", &c. sieno funzioni di x, che
lm:urw.umnlc abbian mdnlhl arto alle succestive €quazios
ni (1), alle quali si giunse di mano in mano nella seric dels
le integrazioni, di modo che |* ultima i queste quan=

' equazio=
nita del genere di quels
zione (11.); T prin

delle quali sard o =1

se 1" altea

t

X', X", X', &c., che si pud indicare per X, sia

=m=—=—X—X"—X" -k =

v

Facilmente si vede, che per tal modo si riuscird

X (Cf(R!—X Ydx (X—X e
J' rS’f\ Av( e,

SFJ\X—

# integrali indicati col segr

dx, dove incontrandosi
’

addizio=

> vi sard luogo

ne di # costanti arbitraric , ¢ “cosl §* ayrd Iintegralescom=
pleto .

E’ chiaro che questa condotta di caleolo non porterehs
be , che si dovesse mai cercare I’ integrale di veruna delle
successive equazioni rappresentate dall’ equazione (1L &
basterebbe soltanto cercar d’ avere un integrale parnicolare
di ciascuna delle successive equazioni rappresentate dall®
equazione (1), ciod X' per la prima, X per la seconday

&e.

Ma
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Ma lo stesso vantaggio si pud avere anche gsando del
primo metodo , pmcmlns: far a meno d” investigare la fun-
zione di # valore di #, che sia integrale mmcoIn‘c dell®
equazione (V. . Poiché sieno indicate per &, &" 2" | &c.
le # funzioni di x, che sono gi* cnt:vmi: particolari dell’ e=
quazione (ML), le quali, com’ & manifesto, sono pure
g1’ integrali partuo]‘\n dell® €quazionc proposta , ove swa
X =o0; ¢ come si accennd da principio avrassi z — Az’
Ba" C.-:‘"uy &, essendo A, B, C, &c. alirerrante co-

i 1 4 . ? dx
stanti arbitraric. Siccome si fece generalmente iy
zdx
Jedx fe'de fe'dx fe'dx
onde =xsicosisarlis | =ghe noaloy =
*
&c.; e perd I'integral generale y=¢ wd)

[tdx —[¢"dx J&dx — [ dx
-+ (D+s wdx ) ¢ (C+Se #dx) +

&e. che ottiensi con quel primo metodo, pud merrersi anche
wdx

sotto quest’ altra formay = ='(A +§Lj +x (]3_,_5m_)
-+ n"'(C-;-j.b—) + &cy © sia = Az' 4 Bs" 4 Cz”
| Cudx . (de el
—+ & 4z e ] T‘"+&“' Ora indi-
cando il différenziale col”segno 4, "¢ la divisione co’ due
A wdx . (Cwdx udy

punti, alla somma 2 | == =" \— - (2
si -puu sostituir la formola

f Sd(d—:l 4‘) J(n’(d_

Rdx"

=

V.,,'.zi,”.d(gf;',.fi; .d(:{(d”—: ,.;23 :d(dvz—,l,d_))_ el

dove pill non comparisce Ja variabile #; e I'integrale comple-
to dell*equazione proposta sard y Az'+ Bz Cz" 4 &ca
Tomo VI LA
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< .,fb,),ff(‘z(gb, syt )),&c,
di ognuno pud ficilmente convincersi separando. prima
A, indi differenziando ; poi B, indi LErﬁ”crmﬂam.n, poscia
C, e tornando a differcnziare; e cost succe
ché all’ ultimo arriverd ad incontrare un’equ
quile ravviserd I’ equazion proposta, s non
P, @, R, &c. vi troverd i loro valori g
parando P, O, R, &c. nelle # equazioni
Pl Qdds R
o=t
x

le dell’ equazione propo=

Era gil noto, che I inte
1i # integrali

iene ad esser dato, subito che dati sieno &
lari della medesima nel supposto di X =o. Qui si
da questi dipende ; e in esso si potrd col
noto metodo risolvere in ciascun caso la formola integral
omposta in # h)'mu e interrali semplici . Smhn quest
0850N0 anc he 2

#udm (= ;
£ B

dei coefficienti delle successive sommatorie 5 il quale & pur
un fatrore del denominatore della quantitd posta sotto la
sommatoria ultima , é upa frazione , di cui se il numeratos
re si indicherd per ¥, e il denominatore per II, si avrd
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2"\ === per I' ultima delle formole integrali semplici,

dove 2" denota I’ ultimo nella seric degl’ integrali particolari

u fa £
=y 2”2 "y &e.; che se si indicherd per 2™ il penuls

timo de’ medesimj integrali particolari, e per II si indiches

: . 3 ’ X

£ la quantitd IT depo di averin essa cambiato =z = in z,

i prer lu penulcima delle formole incegrali semplici

U Xdx"

z ¢ si
\‘k F

tepentiltimo nelly serie dei sudderti integrali particolari , e

mente se per z” * s” indicherd I’ an-

R ] r . ;
per " cio che diviene T1° dopo d” aver in

esto cams

X —: AL 5
biato 2" © in 27 ', si avrd

per I' an-

fino alla prima, che sard

lenota cid che & divenuto IT” dopo & aver posto in
esso =’ in luogo di =z’ queste formole integrali \en rl
poi nell’ integrale dell” equazione propi ta <‘a~p:) 3
condo I’ ontim dei loro coeflicienti ', 2", '™, cc. riusci
no affette alternativamente del sezno -, e del segno —,
in modo che I1 prima, ciot quella che & moldiplicata per
z', avrd il segno — se I ordine # dell’ equazion proposta
sia pari, ed il segno -+, se I' ordine # sia dispari.

Fine della Parse prima del Tomo oteave s
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