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DETERMINAZIONE

DEL TEMPO CHE IMPIEGA UN GRAVE
DISGENDENTE PER UN CANALE
CIRCOLARE.

Del Sig. Gro. Francssco MarrarTi.

10 IL fortunato accidente. del Galileo di trovarfi col-
Ja mano al polfo, mentre nel Tempio di S. Antonio di Pa-
dova teneva gli occhi rivolti ad una lampada pendente in-
nanzi all’ Altare, la quale andava ofcillando, ci ha frutta-
to, come ognun fa, Ia fua bella teoria de’ pendoli femplici
circolari , pru-noﬂ'« poi tanto. dall’ Ugeaio ccl!a invenzione
decentri di ofcillazione ne’ pendoli compofti, colla dotcrinz
delle cvolute, e con aleri tali fublimi ricrov ati, che han-
no dilatato fempre pitt i confini della f\-\\C\..ll‘_a, ed acere
fciuta di molto la fuppellettile delle. umane co ioni.
noto altresi, che Ioffervato ifocronifmo tra le bartute def
pollo e le ofcillazioni prima pitt grandi e poi minori della
lampa(la avean fatto credere al primo, che un ;,m» difcen-
dente per un canal circolare, per arrivare fino al punto piir
baffo, fempre impiegaffe lo fteffo fempo qualunque fofle I"
arco della difcefa; pw'bimonh che egli non ha mai potute
dimoftrare ; perch® effa & folo fificamente vera neglr archi
minimi del cerchio prefi dal punto pitt ballo, ¢ non {i verifica
matematicamente per qualunque arce, che nella cicloide, co-
me nel fuo libro ma.’ogu ofcillatoris ¢ infegpa il fecondo .

2. Oltraccid (i & cercato di provare , che la caduta per
un arco circolare fi compic in tempo pit lungo che per
un - arco cicloidale, il quale abbia comunt col primo i due
termini; lﬂr!m, che fi trae pure dal problema del la brachi-
ﬂn:rur:, che (i fa effere la cicloide. Ma a me non & noto,
che neflun Geometra fi fia clpreffamente applicato a deter-
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minare con. precifione il tempo: fpefo da un corpo nel di-
fcendere per un arco di circolo; ¢ in grazia della’ celebrith
dell’errore Galileano ho creduto che la cofa polla meritare
qualche ferata di attenzione per parte di alcun che fia del
meftiere. o vi ho pofto la mia; ed ecco cofa fono flati i
mici rifultati.

3. Il Problema dunque che fi deve feiogliere & quefto:
Determinare il tempo che impiega un grave nel difeendere,
partendofi dalla quiete, per un canale FA, che fia un arco
di cerchio di raggio BA ( Fig. 1. ).

. Suppongo, che in F fi cominci il moto, ¢ che fia ar-
rivato 1l grave in M colla velocitd #. Guidare le due or-
dinate ortogonali coll’ affe B4, < infinitamente. proflime
MP, @T, tiro @N parsllcla ad AB e il raggio BM. Stabi-
lifco quindi che fia' MI la gravita acceleratrice del corpo in
direzione parallela &l raggio verticale, e da I conduco fulla
tangente MOL la normale IL , e compio il rettangolo DL.
Percht gli angoli BM®, NMIT fon retti, detratto il comu-
ne NM@, fono eguali gli angoli BMP. IML; onde riefcon
fimili i triangoli BMP, ILM, e percid fard BM . MP::IM:
ML; ¢ di pit BM:BP::IM:MD. Ora, per la legge della
rifoluzione delle forze , in vece della gravita MI poflo folti-
tuirc le due forze laterali ‘MP, ML, che fono a quellz
equivalenti, delle quali la MD, ficcome normale al canale,
contreffo {i efercita, cd applicata alla maffa del corpo ridu-
cefi ad una pura preflione; I altra ML & la forza libera che
accelera il grave per la curv:

4. Chiamo MI=f, 4B=a, AE altezza della caduta
=bi AP=pn, PT="dx, ¢d ¢'PM= x—x" . Avres
mo pertanto la forza del grave contro il canale da quefa
analogia @:a—x::f: f,‘f‘:‘f)

, ¢he & nulla in O principio
del quadrante circolare , ove da quefto’ punto cominciaffe il
moto, e diventa uguale alla gravitd acceleratrice, quando
arriva il corpo nel punto 4.

5. La forza libera per la tangente fi ottiene coll'analo-

gia @iy 2ax—x'zifi ML= it

Ora, chiamato
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ds il tempufcolo per I archetto M@, poicht le formole del-
Ie forze libere fono Fds = udu ; Fdt =du, introducendo in yece

& F 1a forsaf Y275 ¢ in vece di ds, che ncl nofiro
@

.. o —adx L

cafo & M@, P efpreffionc dell’ archetto minimo il
za% —

quale fi prende negativamente, percht nel difcendere che fail

corpo, cala Iarco AM, e cala Iafcifla AP , avremo — fdx

=wdu; f@z " dr—du. Colla integrazione della prima

a
formola fi ottiene 2f(&—x)=#", cost porrando la condi-
zione, che fia nulla la velocita , quando a=—>b; onde i trac

w=y2f \[b—x; percht poi du=— fard parimente

el P 7
= —f:?x_-_r_,aquinmf\’ A% =Xy Pl
Vafy b—= a Vafyi—=
e colle riduzioni s ‘-/-Zj-rz »—-_:g‘x__ __ ; formola
4 xyra—x\b—x

che i deve condurre ad integrazione.

: . z .
6. Per integrar quefta formola faccio x=—— ¢ mi

b
: 2zdz z V 2ab—=*
rifulta —dxe=—=— = ‘fx:VE ; l/—r’* -Vb_;
Vi—x = "Jb;;;z, ; ¢ quindi colle foftituzioni nafce
—dx —zdzy/b

— = . Quelta
Vi—wx  \ab—=\/b
la fpezzo in due, coficch® la prima abbia il folo denomina-
tore 1/ 2ab—2z*, la feconda I altro denominatore /47— x*
ed ho con equivalenza;

2dz /b _ adzypi==
Y=z yb—z (za—b)ylb V2eb—2
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2dx )/ 2ab—=z Onde @V

%

T (=t e T (m=0)yb

aYF—=_ dx) ),ofﬁa dey/2fo(2a—b)
V zab—=2 V 2a
dz B dz\/zab—z"
= gy EMECE Ty SV,

e
7, Integriamo ora la prima formola (4), che bifogna
innanzi a tutto trasformare in nn’altra per trarne quell’ al-

gebraico che pud contenere. A quefio fine faccio :— =

2ab—z°

P —=

5 S
5 ¢ fard quadrando, - =

zione , abbiamo 2b'rdr — 2zr D, zr==— 2b'zdz; ¢ dividendo

*dr b .

per 2zr ; T —D.zr=— —— , 0 equivalentemente
r

integrando ; f_—__ e
\ zyfaab—z*
b= -
3. La teoria delle Sezioni Coniche ci ricordi ora, che
nell'iperbola chismato ¢ il primo femiafle, ¢ il fecondo, r

P'afecifla dal centro nel primo ,I' cfpreffione del minime archer-
Toma VIL Nnn
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to iperbolico, che denomino ds, & ds=

o VIEEED

5 ans ¢
Sicche moltiplicando per == , & cambiando i fegni
e
fotto le radici nell’ omogenco di comparazione , fi avrk
cds

: ct
v G : &
l/c. o Confrontiamo. pertanto con

quefta la formola » € la ridurremo identica ; fo

_=5", onde trarremo ¢

; V2ab; f=
]/zﬂb

P e concluderemo, inte-

farem ¢* = z2ab;
c

V4a' —zab;

p B —
grando , eflere f"hl :

Yaabh—r

Y 2ab
24

( A ip

fem, 1% /2

p v afciffa dal centro nel 1° 7 );
e, 2°

\/ 2ab

al
( Arc. ip®. di 1% l‘em \/zrb

fem. l/.g:; 2ab

) ; ove {i noti, che

afciffa centrale

vafi in

Ma afciffa la condizione neceflaria, che fia fempre mag-
giore del 1% femialle, come efige la natura dell'iperbola,
qualunque valore diali a =. Queft’integrale , cui non abbia-
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mo aggiunta alcuna coftante , & tale, che fatro ze=o, tutto
va a zero, percht Iarco iperbolico in tale ipotefi diventa
arco d'un’alcifla eguale al 1° femiaffe, che lo fa appunto
cffer nullo.

g. 8i pafli adeflo alla integrazione dell’ altra formola

ax \/ zab—z* g o L
(B)——‘:—.- . Colle teorfe coniche avendofi il diffe-
renziale ds dell arco cllittico di 1* femiafle ¢ di 2% ¢; e di
alcifla centrale mel 1° affe = cosi efpreflo

e —ctjz? e

(it » fatta la molriplicazione

Vr—=z

<

5 farid

per

ye—e
= i dz
renderemo identica colla formola (B)

P

fard " =Fy <

& —e

5\/:::——3 by — b
- = ———

Ve 2a
e fmalmcnn:f (B) fz_
4
Vaa®
2a
alciffa centrale nel 1° = ?; arco che fvanifce 5 quando
z=—o0. Laonde riaffumendo la formola differenziale del tem-
o del § 6, ¢ fleado al fuo insegrale, G ha
t(2a—b Gz :
(2a—b)y/ 2fb 5 z\/:a.;_ _ Yz (e
24 Vi —= 2a
Nan ij

di 12 fem. &

2°, fem, b
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by 2ab =7 |

)

bafcifla centrale nel 1°.— =
Vi —z

'/Lib ( Arc. ellie. di 12 %m. b
sV
P

il valor:

2% fem,

centro nel 1°%.affe 2); ¢ effo

by Vafs _

(Arc. ip.di 1o

T ffa centrale
2%, fem. aa’ —aab ?

ny ab
nel 1% L_‘u : )-— V;--’ (Are. <llit.
L
i 5 afc. cent. nel 1. y/bx ), che col-

e

le riduzioni (i cangia nella feguente

(C) o=
fx

5 afc. cent.

di 1% fem. |/ 2ab
2% fem. | 44 —z2ab

2q* &
( Arc. cllit. di

Bl2a—1b) 2
afc. cent. nel 1° V/bx.) + C; cflendo € la coftante che va
aggiunta per rendere I"integrale completo.

te. A dete are quelta coftante C
il tempo & nullo, g ando x=b
difcefa’ del grave. Ora in tal cafo l'arco ellictim di
gmz one i fa arco di z‘cuh centrale = b, ciot d i
al 1°, femi in confeguenza I'arco diventa
quadmnr: della th(Fc prczru dunquc all’ arco - elli

rifletteremo , che
a
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ove @.E fimboleggi il quadrante ellittico, la parziale inte-
grazione complera farh @. E. — Arc. ellit. ecc.

11. Refta a vedere, cofa diventano gli altri due termi-
ni dell’ integrazione , quando =25, Poiche la partc algebra-
ica ha il denominatore |/ (fb—fx), annullandofi quefto,
fard il valore della frazione algebraica uma quantiti infini-
ta. Ma infinito eziandio rifulta I'arco iperbolico, mentre
b\ 2ab— b

in tal cafo la corrifpondente afciffa— fi fa infini-

b —bx
ta. Effendo dunque nella equazione (C) quefti due termi-
ni di fegno diverfo, equivaleranno effi alla differenza di dus
“quantitd infinite; e potendo cotal differenza effer finita, bi-
fognera cercarne il yalore . "
12, I due primi termini del 2°. membro nella equazione
fuddetea fi prefentino in quefta maniera;

e (v?h

2% fem. Vs

— Arch.ip.di

2aby afe.con b

T
V=%

Pofto =¥, i fa sove fi

2 X
x=b . Ora, fe abbiamo I iperbola AM ( Fig. 2) dei femi-
afli CA==\/ 2ab, AB=\/ 4a’—2ab, ¢ immaginiamo prefa dal
centro Ialciffa infinita CP e condotta la corrifpondente or-
dinata infinita PM , percht il punto M della curva coinci-
de con un punto dell’ affintoto infinito CBM , faran fimili i
due trizngoli CAB, CPM, ¢ aveemo CA: CB:: CP
VEV 2ab—
Vi—

oyvero perche CP= . e CB
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= YCA 745

Dunque I'intero affintoto CM =

eipreflione identica con quella della parte nlgcbrazcn
noftra integrazione nel cafo di x unque in quelia

ipotefi la differenza  delle  due quantiti

— arc. iperb . ecc. diventa le differenza tra ['infinito al
fintoto , ¢ I'arco infinito della iperbola , che ha i due femiaffi
fopra notati. Fatta perfanto quefla differenza = 4, ¢ nella
equazione (C) feparato il comun fattore de’ termini

Va

eV f

= e L Va vy
t (Hﬁ,_\_'__.i

s fard la completa integraziona del tempo;

T ta—lF

1 12 fem. /24
A ST A e AN :
SRR fem. \f 4a*—24k aaic.cent Vb
g QE 1 fem . b

24 Arc. Ellit, di
b b

2% fem . by qa'—2ab
22
afc. cent 1/ b

13. Da queflo tempo per gli archi variabili pafliamo
alla mifura del tempo impiegato dal grave fino al pit baffo
punto della difcefa, che corrifponde all’ ipotefi di x=o0.
In queflo cafo la parte algebraica fi annulla, I arco iperbo-
lico, che le tien dietro, fi cangia in un altro di afciffa cen-

by 2ab
trale 1/_:«_

T = Vzab, ciot in un arco di alifz eguale al
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1°, femiaffe, vale a dire in un arco nulle:, e cosl accade
all ageo ellittico , perche la fua afcifa Vi dal centro fi
fa pulla. Chiamato quindi T il rempo intero della caduta ,

Va
e (a—bWJ
(— +T'E) 5 con che refta fciolto il Problema.

verra I equazione T=

14. Non devo perd ommettere, che affine di trar qual-
che utilith dalle anzidette formole dei valori del tempo, fa
d'uopo poter efprimere con quantiti algebraiche, almen per
via di ferie convergenti, gli archi ellicrici ed iperbolici, ¢
cost pure la differenza 4. A ¢id perd ho io provveduto be-
ftantemente nel 2°- Tomo della noftra Societd, ove efibifco
alcune ferie fempre convergenti, che fervono a far conofce-
re fGffatti valori, dalle quali trafcelgo ora le due che appar-
cengono al quadrante ellittico ¢ alla differenza & , per ad-
datrarle al valor del tempo dell’ intera caduta nel noftro
problema - In quel mio opufcolo, effendo 7 il 1% femiafle ,
# la diftanza del centro dalla direttrice nell’ iperbola, e la
{emicirconferenza circolare di raggio 1, trove

s ST gt st
2. .608m"

&
oA . )i e ficcome » nella iper
RET T il }s e ficcom p

bola & fempre minore di a2, refla chiara la convergenza di
quefta ferie. Ora le determinazioni pofte ci danno per 2° fe-

3 1 P/ By R A
miaffe delliperbola la forniola ?Vﬁi’—?" . Fatto quindi if
3
confrento coi fimbali’ del problema, avremo
—_— T s —
—/2ab'; = Vmr—n = AT —zal onde [i trac
L V= = \/4 »

#=Dh; c pero farh il noftro

b b 15 3b
e e
2 (2'..;.:.1. & S

e )

Fetudh Wb iy
6" .8 1o.2'at
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15. La ferie c!pum-.nn: il valore del quadrante’ elljtti-

» fignificando qui pure 1% femiaffe , # la diftanza del
Ltntro dalla -rmn::, fi trova effere nel citato opulcolo la
feguente ;

Rifultando pertanto il 2* femiaffe della eliffe
rc.c“u quefta fia la elliffe del noftro problema, bifogra che

m
vy o st

2 me=b; , che fa effere

V’mb , onde colle foftituzioni ay rcmu
by bn ¢ 1.b g, 2t

T eguale a wn moll

=, e di &; le quali

efentano 1 valori di

b
ne di effe ad una fola ferie ci fomminiftrano

3k R

(D) Ti= (m—ii;ff("—'
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rr.1%.3% A
+ :‘.q'.é‘.:‘a‘-'— PR S s D
19.1%:3%.5". 7" e
e ST ecc. fino all’ infinito J) %
progredendo la ferie colla legge, che i fa manifelta.

16. Avverto cost alla sfuggita, che eflendo le formols
pofte al §. 5. proporzionalitd e non vere equazioni, manca-
no di precifione fifica anche i valorl d¢' tempi, che abbia-
mo notati. Ma fuppofta & I'altezza della libera difcefa d'un
grave in un dato tempo 8, la cguale, ove O fiz up minuto
fecondo , & di piedi parigini 15.096 profiimamente, fi ri-
media col cangiare le fuddette formole in queft” altre;
23Fds=udu; 23Fdf =0dn, le quali importano unavera egua-
glianza, come & gid noto. Da <i¢ deriva , che in vece di
Y2s.s V23T

]

#,T, bifogna foftituire 5 ;onde il vero: tem-

po dell’ intera difcefa, chiamata § tutta la ferie , verrd co-

kY ‘f:z..i'
sl efpreflo T=———"—— _ , ovyero ponendo @ un minuto
(za—b) |/ 25f
fecondo , che fa effere &= 15.096 piedi parigini, e di pilt

Va8
—
(2a—b) V30 192
Sia per efempio, b=a= 1, cict fi faccia la dilela per un
intero quadrante di circolo di raggio 1; fatto il calcolo nu-
merico; fi troverd effere T=o.337 , profimamente; il che
vuol dire, che un pendulo femplice lungo un piede compi-
rebbe fenfibilmente cadendo dall’ altezza del quadrante tre
 intere ofcillazioni in due minuti fecondi. La noftra ferie del
tempo dell’ intera caduta ci fard pur utile, quando il vo-
gliamo, alla foluzione di queft'altro problema: dato un pen-
dolo di conveniente lunghczza, determinare Ialtezza dell’
arco, offia i gradi dell’ arco di difcefa, perch? il pendolo
faccia la fua intera ofcillazione in un minuto fecondo, il che
pud fervire per Pefattezza degli orologj a pendolo che batta-
no i fecondi; e a quefto finc bifognera far ufo del metodo
Tom. VIL Qoo

fuppolta 1 la gravitd aceeleratsice f5T
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del regreflo delle feric, 0 fe fi trova. pili comodo, di quel-
lo delle falle pofizioni.

17. Ritorno ora alla equazione (D), ¢ fuppongo che b
tamente p\ccolo, ciod che I' arco, per cui il
nde, fia minore di qualunque dato. Si fa eviden-

, che in tale ipoteli tutti i termini ‘della feric fon nulli
i 1% cermine @, che folo: rimane 5 onde
p e

/

Trarremo quefta ftefla veritd dall’altra equazione

T s G je0 2 1
. o — modificara  al

(za=0) Vf ~ + 7 )

nte cafo . Imperciocchd I' iperbola, la quale ha per fe-
miafle primo l,f:mz! ».¢ per fecondo \/ e —
infinitamente piccolo, fi cangia i bola di femiaffe
25=ag, e di femialie 1% infinit imo. Ma allera la curva
affintoto, che refta: collocato in direzione
perpendi inea delle afciffe. Dunque 2 nulla la dif-
fercnza tra I’ arco iperbolico  infinito e Iafiintoto, e confe-

guentemente A=o . In quefa flea ndo il

» OVVero

b 5 ove b fia

8.E i due f
za

0 b, e perd il quadrante ellit-

di raggio b e rifulta

Ma qualongue qua-

drante circolare divifo pel fuo taggio, coftituilce un quoto,
che & una quantitd cm’hﬂ:e , © grande, o piccolo fia quefto
raggio. Dunque; chiamata ¢ Ia femicirconferenza ‘circolare
@ . cire. 248 cir
==———, ¢ quindi —-—r—ﬁra,

/
onde ayrem T=r—— iape="t¥_ 'I"
a|Lf 2/ f

moftra I'ifocronifing negli archi misimi di cerchio , che af-

» € quefta conclufione di-
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fumonola proprietd cicloidale; la qual cofa perd non G ve-
rifica negll avchi finiti, come malamente fupponeya il Ga-
lileo,

18. Da ultimoy mon perchd non fia notiffimo, ma perchd
Io richicde  I' opportuniti dell’ argomento , penfo che non
debba riufeir difcaro , che o replichi qui la dimoftrazione
dell’ ifecronifmo. non fol proprio , ma anche comparato in due
pendoli di eguale lunghezza, un circolare per gli archi mi-
nimi , & I'altro cicloidale per qualunque arco; con che da-
rem fine alla noftra piccola Diflertazione. La teoria delle
evolute ¢’infegna, che il pendolo cicloidale debb’ effere tan-
t0 lungo, quanta ¢ la lunghezza del raggio ¢ ofculo, che
dall'imo punto. della cicloide va all’evoluta; il qual raggio
o ofculo fi fa effere duplo del diametro del “circolo genito-
re. Sia dunque la cicloide AD (Fig. 3) generata dal circo-

l1o'BNA 5 che deve avere il raggio AC= v‘-,aﬁ"\n:h& il cir-

colare di raggio @, ¢ il cicloidale abbiano la medefima lun-
ghexza. Stabilifco, che parcendofi da F il grave fia arrivato
in M, e fia, come nel pendolo circolare AE=b. Pongo
; - s i ax
AP=x, cui corrifponde I'ordinata al circolo PN—=

ey

¢ I'ordinaca alla cicloide, PM, cui & infinitamente proffima
la @R . La verticale MI = f, rapprefenti la gravied aceele-
ratrice del corpo, e da I fi conduca la IL a fquadra colla

tangente ML della corva, poi fi tiri la corda AN= /25
:

@ ”{i
bera accelerante il grave per la curva. Prodotra poi la @R
finch¥ ragli la MT in 8, perchd la raglia anche ad angolo
retto, fimili abbiamo i triangoli MRS, IML , e pero

IM: ML+ MR M5, cheda IM.MS=ML.MR . .Ma,pofta
Ja yelocith inM=u, per le formale delle forze li , fard
ML . MR =MI. M§ = udu , offia, poiché nella difcefa del pen-
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dolo cala I'afcifls AP ;f(—dx)=wudx. Dunque integrando
in modo chesiefca pullz la velocitd , quande x=0;f(b—x)
o Vaf\b—x. Per Ualtra legge de” movi-

5 2
menti liberi, eflendo ML .dr=du, colla foftituzione de va-

u, e perchd

= 4

— L avremp s
—X Va

lore di ML, nafeerd /
Jdx

_ Va(—dx)

i =07 B IS Ot

integrando x:i‘: ( €—arco di rag, _b_ tdifcncvgr[ox)
by f z
L: dererminazione della coftante C fi ha col riflettere, che
dev’ cfiee aullo il tempo, quando x=4. Ma sllora I arco

diventa la femicirconferenza di raggiuz— . Dunque , chiamata

J quelta femicirconferenza , fard
[ 13
=L (5 —arco di rag. 5, fono verfo ).
W
Ora per avers il tempo dell'intera caduta bifogna fare x=s,
che fa fvanire il feno verfo %, e I'arco corrifpondente. Per-
<id , fignificando T il tempo della difcefa torale, fard

a.
T=——— . Sc ¢ & la femicirconferenza d’un cerchio

b f

5 L by
di raggio 1, fta x:9:: —: §. Dunque = s
2
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e
quindi =22 1y quéfta formola non entra per niente
24

I'altezza b della difcefa. Dunque il valor del tempo & aflat-
0 da efla indipendente, e riman lo fteflo qualunque fia I'ar-
co di caduta del pendolo; ed ecco I'ifocronifmo proprio del
pendolo cicloidale. Quefto valor di tempo & affatto identico
con quello degli archi minimi nel pendolo. circolare cgual-
mente lungo: ed ecco valere ancora ne’ due pendoli I' iso-
cronifmo comparato.
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