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MEMORIE
DI
MATEMATICA E FIiSICA

COSE TRIGONOMETRICHE
Del Sig. Antonto CacroLl.

Vyiene. naturalmente a chi ha trattato con qualche ftu-
dio una fcienza, che ogn’altra applicazione lo ricon-
duce a quella di tanto in ranto, € gli di occafion di tro-
var cofe nuove, o di migliorare cd ampliare le gia trovate.
Ad eccitamento pertanto dalcuni dotti amici, cui della mia
Trigonometria, data in luce a Parigi nel 1786, piace far
quaiche conto , efpongo diverli Teoremi, Problemi, e For-
mule, che febbene non tatti nuovi, né alcun forfe di gran-
de importanza, godono per altro, fe non m’inganno, Ia
non difpregevole propriery di quel metodo facile , chiaro, e
breve, che feci mio fcopo primario nella mentovata Opera.
M avvalora altresi Pefempio del Sig. Cav. Lorgna, del P.
Fomtana, dell’ Ab. Gua,'e di Lexell, che di sl fatte cofe ar-
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ricchirono i Tomi di quefta Societa, e delle Accademie di
Parigi , ¢ di Pietroburgo.

CAPITOLO PRIMO.
Formule trigonometviche .
5. L

I feni dell’arco di 3 gradi, e de’fuoi multiplici , pof-
fono efprimerfi efatramente per via di radici forde. Lambers
( Supplementa tobularim logavithmicarum & prigonomesrica-
rum ) ne ha dato una tavola, ma fenza dimoftrazione. Il
perché non fia inutile cfporla qui per via affatto femplice.

Fatto fen. go°= 1, ognun {a che (Trigonom. 18,43 ,44)

fen. (45°— 30°) = fen. 45° cof. 307
— 4/t Onde

1 =V
Nel modo fteffo fi trova fen. (45°-}-30°), o vero

fen.g5* =V 14V 2
Se fi nomina x il lato del decagono inferitto nel cerchios
il cui raggio = r, & noto che r:x:ix:1—un, donde &°
—1—x, equazione da cui emerge x=—4L--|/<. Ma
fen. 15° = +x. Dunque

fen. 182 =—2-*1/5.
Quefto feno & la chiave di tutti li rimanenti, poiche fommi-
niftra” il fondamentale ; ciod il fen, 3° == fen.(18° —15°).
Giova per altro, a fcanfo di fatica, metter jn opera, quan-
to i pud, i valori pit femplici, che fono li tre monomj re-
cati in prima. Ecco la marciz, che al Sig. Lambre, ed 2
me par la pil pronta.

fen,72% =/ (1 —fen. 18 ) =2 {/ (1o 4+2Y/5)

fen. 120 =fen. (30°—182) (y’(1n+z:/5)—-;/15+;f

fen. 48 L (30°418°) (‘/c.o“pfs)?/.PV

fen 272 =fen. (45°— 18° L (W5 +Vs)— Lryd)
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fen. 63° =fen. (145°
fen. 42°={fen. (60° —18°)
fcn 7S°--fcn (ot +180)

Viro—2y 5}

fgn :4 =fen, ( 62° —36° \f ‘*’1"5‘_‘#(“’_1\/‘ g
fen, 84" =fen. (60° 4 36° l'/gr:—\/ls-j-vflo—_vw
fen. 6°=fen.(36°—30) {W;n—q y—Vs—1)
fen. 66°={en. (36°+ 30°) _(L(M_m‘ 5)4_" i+l)
fen. 39°=fen.(45°~6")=3(V/ v’ -/ls-\fw—v (15 :1/5‘ Varv'i)
fen. 51°=len(45°+6°, - Vi)
fen. 21°=fen.(45°~247) q/-
fen. 65°=fen.(45%+24°
fen. o°=fen.(45°—36°)=1%
fen. 81° = fen. ( 45° + 36° ) =1 (

Se alcuno chiedeffe la caufa, pcrcln pon di feni d’altri

archi fi diano cotali efpreffioni, fuorche de’ mu]nphcl di quel
di 3%, i rifponderd che non altri, di numero intiero di gra-
di, elfer poflono comprefi da lati di poligoni regolari infcrit-
ti nel cerchio.

¢. IL

fen. A +fen. B

Abbiamo trovato (88), tang. ((14.1{)-—60‘ SR
=

ot H e AT TG N
= A —ta e [ott0 d=yge*, fe ne ricava

tang. (45° 42 B)ﬁl,‘ﬁ‘%;B coftB

Ajj
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6. IIL

Avendo calcolato anche il nono terminC, non mai pu-
bl:cato, ch’io fagp]a, della Serie notiffima {1567, cot. A
:3—7“-— —ccc. lo do qui, a comodo di chi volefie
valerfene ; ¢ perché me ne varrd io pure or ora: ed &

3617 A%
3N5N e 3507

§. IV.

Dato Farco , trovare il logaritmo del feno, del cofeno,
¢ della rangente.

dfen.A dAcol A
iche = = — e
Poiche (175), dlog.fen. A= AR ] d4
AN AN A S
cot. A=dA( ——=— = ——— —ecc. ) (156); fard,in-
( Feans 3ty Fizsa
teégrando, ¢ nominando M il ‘modulo per coavertire il loga-
¥itmo. 1p:rhnhco in tabulare,
s A AS A*

A

log. fen.A=log.4 — M( T + T - 7 5'7794"3’773
B 691 A ¥ 24t

9.1 3%5%6.9°%0% 1133 f3’.5‘.739’4 LE3Z

st
o oty Ty
3h5h 70NN 13.15.16.17 .
S deof. A ddfen.
Similmente dlcg.cof.d_—- A ——-m—.——-dd

A
rang.fi:—d:‘i(A+? +3—;+uc.) (153). Dunque in-
i

tegrando

s
log. cof d=— M + +
( 34 59 5 9

g1 .A™ 10922 A" 919569 4*° )

S69NIT 35793 PO TR ER TR

£+i7As+ A




TRIGONOMETRICHE, 5

Finalmente eflendo. log. tang. A = log. fen. 4 —log. cof. 4;
prendendo la differenza delle due Seric trovate fopra, e ri-
dacendo, fisottiene
74 62 A

sl
0.10

146 4 1414477 A"

ER TN -f,i.? L7tot1Lag

+ 2 _ 16931177 ~ecc. )
2135 70N I3

L’ enunziazione del problema & fodisfatta a rigore per ri-
fpetto al cofeno folamente: poicheé pel feno e per la tangentc
& meftieri che, oltre I"arco,fia dato anche il fuo logaritmo.
Ma quefto i computa preftamente con le formule e metodi,
che ho efibiti ( 175 e fegg. ). Del refto, per formar tavo-
Iz, quando fi foflero calcolati li logaritmi de’cofeni da o° a
45°, totti li rimanenti,come anche quelli delle tangenti, fi
confeguifcono per via di femplici fortrazioni (189).

Le nuove ferie, che ho date or ora, fono grandemente
pilt comode ¢ fpeditive , e riavenute affai pin facilmente, di
quelle di Ewlero ( Analyf. infin. Tom. L 194 ).

log: tang. A=log. A+ M % +

TL

CAPITOLO SECONDO.
Formule implicate & immaginarf .
K

1L P. Fontana & ftato il pri mo , per quel ch'io fappia,
a trovare directamente I’ efpreffioni immaginarie de’
feni degli archi multiplici ( Tom. I di q"taft’z Sociera, pag
189 ), d]moftrandotc rigorofamente , non gid cunchiu:tmulo-
Ie per analogia, come fanno Ewlere ( Tom. I 133 ), Ric-
cari ( Infliv. analys. 4ib. II, cap. 12 ), 'f.l,{d!{df ( Aftronomm)
[pherigue Fag. a0 )5 ece. Sulle traccie del
m' ingegnero anch’io d’apportar qualche facil
mo non infecondo della moderna analifi .

E' noto, parlando de' logaritmi  iperbolici, che (: Tri-
gonoi. 179°), detto # un numero qualungue,

A ijj
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T
=1 +log*n-+log  #-|- = log.} #-ecc.

x
Sara dunque #*=1+log.! a*+ 3 % log.* " 4 ecc. = 1 +—Iog.’?i

_+_ < fog 74— log’n+=== Or fia n=e, cio alla ba-
2.3

fe :L owamms :p:rbolm, pcr il che log.n=1, ¢ fi avra
2t + &

Che fe x fia m:gmvo 5 fard
e Vgt el
et B Bt e g e —_—
i 1% g onany
Ma fi ponga a= A} —1; forgera.
i T Ol e R o S

T2 123 t234 L34S

Ay A i
P _._.i A F A A;v L - €cc.
1 Wt 1134 1:2.3.4-5
Quindi fommando, e dividendo per 2; poi fottraendo, e di-
videndo per 23 i raccoglic dalla prima operazione
Ay —Ay -1
¢ +.» e g
Sl = 4 AT e =col. A(154);
e dalla fcconda operazione
Af-r Ay -
A
S [ s
v ( 2 3 45

‘-—I»ecc.)—fen-llv — 1, (149);

delle quali equazioni 11 prmu ed ultimi membri fommati, ¢
fottratti, danno
AY —:1
e =cof. 4 -fen. A}/ —r
—AY —1
¢ v = cof. 4—fen. A/ —x
Da st fatte efpreflioni s intende come poffon ridurfi le
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quantith efponenziali immaginarie a feni e cofeni d'archi
reali. Ma procedendo dai numeri ai logaritmi, Ay —1 log.
¢, o yero A\/—1 = log.(col. A+ fen. 4y/—1); cosl — Ay —¢
= log. (.cof. fen. AY/ —1). Sottraendo quelta dsll’altra,
fi ha zd\/—1=log, (cof. A-| Ay —1 ) —log. (cof. 4
Laonde

1+ tang, A\ =1

i-ta [=1*
che fono le note formule, utilifime nel calcolo integrale,
per ridurre ad archi circolari i logaritmi immaginarj.

g. IL

Poiché A/ —1=log. ( cof. 4 + fen. A\ —1 ), farh ady s
= log. ( cof. A+ fen, AY/ —1 )= log. (col. A+ fen. AV —1 ).
Ma ponendo, nella prima equazione, #4 in luogo di 4, G
La pure #AY/ —1=log. (cof. #d + fen. ndY/—1). Dunque
fog. ( cof. nd +fen. nAd\/ —1 log, (cof. A+ I'cn.AV——x 1
E paflando 2’ numeri, cof. 24 4 fen. ndy —1 = (cof.. 4} fen.

Ly

Nello: feffo modo, dall’ equazione — A}/ —t log.
feof. 4 —fen. A\ —1) i ricava sokwat — fon: nAY —1 =(cof.4
—fen. A4 e

Sommando infieme le duc equazioni finali trovate or
ora, fi confeguifce
(cof. 4+ fen. Ay =1 ) + (cof. A-fen- Y/ -1 )
Prendendo la differenza delle medefime equazioni,

PO fen. Ay —1 ) —(col: A=fen. AY/ =1 )

cof. ad—=

2y/—1L
IL P, Riccati (4. IO, cap. 3, A* 25.-.36 ) applica
quefte equazioni a rifolvere, parte co’feni iperbolici e parte
<o’ circolari, quelle della forma, dove i cofeni degli archi
multiplici fono efpreffi da potenze del cofeno dell’arco fem-
plice ( Trig. 125 ).
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CAPITOLO TERZO.
D alcune Serie trigonometyiche .
6 L
Trovar la formola generale del [eno- dell arco multiplice
efpreffo da potenze del [eno dell areo femplice.
Per la Serie notiffima ( Trig. 149 ), ch’efprime il feno
con le potenze dell'arco, i ha
#', i nld’ WA s
Z 2.5 2:3.4:5 z.3>4.5.6>7+
Ma Paltra Seric (144), ch'efprime Parco con le potenze
del feno , di

A="len. 4+

fen. nd=nd —

fen.’4 fenf4 3.5 fen.
= +&+ g A+ecc.
2.3 fz..j,.; 2.4.6.7
fen. 9 3
= fen.? e i¢ 3
4 ent A f-— +(x.+§+1’.;‘)ﬁn Asecc
¥
A= i RS
2.3
A= fen.”d - ece.
Softituendo quefti valori nella ferie antecedente , riefce
3 7
A A +tz_fcn. A 37 fen. A 1y 35 7 fen’ 4
2. 2.4.6.7

H-ecc.
Ay e
z,%A:' “5:4% 2.3.4:5.6
7 7 fen. ¥ fen.”,
= Sl kO
2.3.4.5 22005 2.3.4.5.60
w A7 # fen.’A
— e T i (— G
:.;.4.5.6<7: J 2:3.4.5.6:
Ma li coefficienti delle potenze medefime di fen. 4 fi riduco-
#—n'  #nm—1)
]

no alle feguenti efpreffioni uniformi, ciod

2. 23405 Al 2.3.4.5
3.51 sfl | Py 225 7-259 7’ :35 20"

2.46.7 23450 23450 2.3.4.5:67 2.3.4.5.6.7

2
ur _Vgn_wn’+»"_u(?a —1)(#'-9),
= 3
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1) (o) ("2
"_“_.QLQ)_"——Q Dunque la formola generale cer-
2.3.4.5.6-7

cata fard

a(a—1) (1 —9)

o) fen, A= nfen. A—
{fen

della quale & man

z G ' . i
Fnita ¢ riftretta a termini quando 7 fia numero dif-

pari , infinita quando # lia pari. In quefto cafo perd ﬁ ri

ce la formna ad una efpreflione compofta di termini mol-

ciplicati per cof.d , o vero per V{1—fen2d), il che fi vin

viene e dimolira cost.
i I equazione (x); farh fen. md

£ 4 i)
il U Ma il binomio di Neurons pro-

FE A T Y — e d)
duce |/ (1—fentd) =1 =
Hen.fd —ece. Si divida per rwm‘n S

(@) fen, md =y/ (1-Ien.” dJ(mw 1—

n @

fen’d—

fa qun] ferie fi tronca evi

Go n & pori. Quefta e la precedente i trovano anchi
Anal 1" Infiniti di Ewlere (2 35, 238), ma conch
spofieriori delle tavole peculiari ( Trigow. 125 )»

Trogar la formels ge
€25 J’mﬂ’a da potenze de
Per la ferie notifima (454, ch’efprime il cofeno com
le potenze dell’drco,
Tom. VIL
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0 a!
SRty TR
3. 2.3.4.5.6 2.3-4i5.6.7.8
Softiruendo i valori di A7, A*, ecc. prefi (§. 1) dall’ equa-

fen.? .
zione A=fen. A4+ —= J-ecc. ¢ riducendo, fi ottiene
T 2

w i =4)(w=16)

2 2 2.3.4.5.5
ﬂ:n.‘xf’v.—i—r1 (ieglin l‘”—(us)fcn"A—::c.
2.3.4.5.6.7.8
Quefla forta formole generali poffono dunque trovar-
(i a priovi con lc fole forze della Trigonometria, fenza
ricorrere agl’immaginarj, ed a merodi complicati ¢ dipen-
deati dal calcolo integrale, come fece Ewlere ( Cale. imbegr.
181

. 2t
cor.nA:;-?’—A'-o-:——-.d’—- A-ecc.
2 ;

() colnd= f_’-!ren.’.»t+ _—q,fen.!zlﬁ

)-
E' manifefio, che la ferie () & infinita quando # fia

difpari, finita in termini i quando # fia pari. Ma nel
2

. s o LBt o
primo cafo i rende fnita in termini i molriplicati per
2

cof: A, o fia per |/(1—fend), dividendota per quefto bi-
nomio fviluppato , come s'& fatto ( §. I }, il che da

@) cof. nd =/ (1—fen,*d) (;—"'_‘ e AP0 ()
o 2.3.4

o (e (K JG.L’L) fen.f A 4-ecc. )

Trewvar la formola generale del Seno dell arco smultiplice,
efpreffo da potenze del cofeno dell’ aveo femplice .
Pongaii 9o® — A in cambio di 4 nell equazione (3), ¢
fari, per 4 difpari, cof-n( 96t — A )= fen.nd; quindi
(9 fen. 2 = + \/ (1—cof.*4) (~ ;
(w—1)(#—9) (al=z5)
2.3.4.5.6

coftd — cofifd tece.)
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1l fegno pofitivo: vale zluandu Bn=am1, 1l ’cgatlvn quan-
do #— 4m—1, m eflendo un pumero inticro qualunque ,
cominciando da zero . ] i
Softitnendo parimente go® — A in vece di A nell’ equa-
zione (B), i ha, per # pari,
cof’ 4

@ fennd==x% | (1—col?4) (ncaﬁd—”“’q: 4)

3 (#'—4) (2 — 16}

S cof.fA — ecc.
l 2:3:4:5 )

3
1l fegno pofitivo quando # == 47 = 2, il negativo quando
A= 47

5. IV.

Trovare la formola generale del Cofeno dell arco muitiphi-
ce, elpreffe da porenze del cofeno’ delf arco femplice .
Pongali go®— 4 in luogo di 4 nell”cquazione (#); ¢ fi
otterra, per 2 difpari,
(r) cof.ad = (ncof.A— i
cofi?4 —ecc. )
11 fegno pofitivo vale quando 77==4m+- 1 , il negativo quan-
do #—=4im —1.
Softituendo fimilmente go® — A in vece di 4 nell’ equa-
zione (%), fi ritrac, per # pari 5

(8) cof.md =1k (1~ colA+ 24(3137;] coftd—
2.3:4

# (=1 )(n"=9)

L cof.r A 4
2.3.4.5

#(n'~4) (#*~16)
2.3.4:5.6
coffA-}-ece.)
1l fegno politivo quando # =4, il negativo quando s=qii-2.
‘Anche le equazioni (v) (8) fono ftate date dal Sig, Mau-
duit ( Afronomie [phévique ; pag. 23 ), ma trovate empirica-
mente , fenza darne dimoftrazione.
Finalmente le otto formole () () ecc. fono I efpreflion
gencrale delle quattro tavole, da me collocate (125).




Trovar le-vadici delle otte equazioni (a) (8) cec. neh can
fo in_cuii fono finite. M

Nella prima. equazione («), finita quando 2 & difpari,

una delle radici & manifeftamente fen. 4, Che fe in vece,di

#d (i ponga ( c—-nd ) nel primo membro, e confeguente-
e+nd . ¢

mente — in luogo di A nel fecondo, fatto ¢ = 3607,

7

non fara punto alterato il valore, n& il'fegno di fen.nd’
s X ¢

ma fen. A: diventerd fen. (;—i-{l)) e quefta. fard_una feconda

radice . Similmente fe in. cambio di #d s'introduca (ze4m4),

LAt 3 2 .
ziufeirl per terza, radice. &n, (; 4-4). Cosi proféguendo.,

0 1 46 g
sroverannofi Iz altre , fén. (%+A), r:n.(; + A7), ece. fi:

a0 allultima, 1z qual fard fempre i'cn.("’ﬂ__ﬂ# ey

Siripet OcchR (/6] prceats: i r:n,(%.JrA)- (e )

— feni , @ cosi difcorrendo,. fi cafchercbbe da capo nelfe

radici otrepute prima, il cui numero. debbe ogni volta effer
. ginfta la dortrina delle equazioni.

no. volefle chiamaria prova si fatte radici, ¢

der fe da quelle emerga Pequazione, metta in quella x in

tiogo di fa. 4, poi multiplichi infleme tutee le radici, ciod

1i binomj, (& — fen. A, (x—.’cn.”- - A), ecci e fatte le

siduzioni convenevoli, troverd Iequazione per qualfivoglia
fpari .
i n fia. numero: pariy diventz finita I equazione
(8) :ma perche il fecondo membro & implicato della quanti=
i irrazionale Y/{1—fen.'d4), fa meftieri toglicr I'alimme-
tria- elevando al quadrato; con che il numero delle radici f
fa doppie, ciot 21, pigliando ognuna duc forme, la pofiti-
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va e la nezativa E di facti fen.nd convertendofi in fen*ud,
che vale %—M, ne viene che I’arco multiplice non
& gid #4/, ma st veramente 2224 - Pertanto, procedendo co-

¢
me di [opra, le radici faranno: =+ fen. 4, &+ fan(]—”-wt-A),
e fen. ( = —]- 47) . e cosl progredendo fino alle ultime:

& fea. ([ —— z“hc b4 ).

Dal medelimo metodo appare : che Je radici dell’ equa-
zione (), quanno 7 & pari, fono # di numero, e quelle
flefle dell’ equazione («) per z difpari: che le radici dell!
equazione (3), qu.mdo 7 & difpari, fono 2m di numero, e
nd.,l[L flefic dell”equazione (@) per # pari: che ognuna del-
Ie equazioni (=) (¢) ha 22 radici, che fon le mc.iclnnt nell?

una: e nell! altra, ciot = cof. A, 4+ C(J!'-(f—” + 4),

ico:’{—-%d]

e ) ciafouna 2 radic

<i, & le flelle o entrambe, ciot cof A, cof. ( ;J + A ),

(u—x)r
P

cof( S, T ean A-d).

§ VI

Efprimeve @ i e cofent dell’ arco mulriplice tén #
dotto delle vadict dell equazioni («) (), ecc.

Ogni coefliciente delle potenze di fen. 4 nella ferie («)
ha ('l|:[h proprietii, che il fuo valor fi riduce a 2™ qua-
Junqw voltasI'efponente della: potenza fia #. Per cfempios
e =5, fi trovera il coefficiente di fen.fd effer 2%, o fia
A(#—1)ifn—g) s{25—1)(25—9)
2.3:4:5

165 di farel = 16.
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T ) (#— e,
e e e Jioagas )L

2.304:5-6.7.
2=64. E parimente d ogn’altro. Dunque I"ultimo ter-
lla ferie (), pec qualiifia valor difpari di 7, & fem-
pre 2 fen"4. E pero dividendo Iequazione per il coctfi-
ciente 2™ della maffima poteftd di fen.4, e ordinandola
conforme al folito, I' omogeneo di comparazione fard in ogni
cn.nd

, col feano negativo quando # = 4m 4-1. Ma

per li canoni delle equazioni il medefimo termine , col fegno
mutato , uguaglia il prodotto di tutte le radici. Dungue pi-
gliandole nel §. V., far, per n difpari,
o ¢ 2¢ 4 (n-:)c*
fen. A= 2" fen. A fen.( n+ A)fcn,(k Y fen. (——-_ﬂ } A),
il fzgno negativo valendo qualvolta n==qm —1.
Quando poi 7 & pari, diventa finita la ferie (8); nel-
1a quale il cocfficiente , che fi riduce a 2°~* come fopra, &
quello della potett —1) di fen..4, dopo cui fi tronca
la feric. Dunque dividendo I'equazione per 277, elevando-
la al quadrato, ¢ notando che la maffima dignit fen.'"~'4
diventa fen.”4, a cagion del moltiplico per fen.2d ch'elce
fuori del radicale, laonde le radici fono 2, I emogeneo di
comparazione rielce “1"' 4 perotouliadetnel g, (V- te
radici di quefta ecquazione , fi ha featnd = 2*—* fen 4

iy 6 SR i) e 5
fen. (m-q-A)j‘en, ("-,-E-A) fent (— Z44). Del
la quale equazione eftraendo la radice, fi ortiene, con le fo-
le forze dell’analifi triconometrica elementarc, € per via,
fe non erro, piu facile di quella & Efere ( Analyf. infinit.
237), ;

fen: A 2= am fat 25 oA LGy,
fen.pA =" fen. Afen. (— 4 A) fen.( =+ 4) s feni (=2 A);
equazione che vale per gualfizogiia valore di 5 imperocché
qual ce I'ha fomminiftrata pel valor pari Iequazione (8),
tal ce la porge pel valor difpari I'equazione (3). E che fia
il vero , innalzando quefta al quadrato , forge colt#Ad
=(1—fead)( 1~ (@-1)fen d+ :::-): 1—a* fen A + ecc.
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Laonde fenrd=a" fen.*A —ecc. E perd I omogenco di com-
- fen'nA
parazione ==——, ¢ |
2

e radici ( ved. §. Y. ); tutto & lo

fteflo , come nella (@), Duanque ecc. I
Tractando I'equazione (¢) come §'& fateo della (£,
emerge , per # pari,
e e -
fon i 2 coR AR (5 o A ol (24 4) o, (T
il fegno negativo fpumndu al cafo, in cui ?x_..,m 2.
"Con lo fteffo metodo, che ho tenuro per la (), rica-
vo dalla (), per # difpari
2 S rac (n—1)c
tcof Acoli (= 4 ) coft (=4 A ) ——-1-4).
cof. Acol.( -+ )cu\”-% ) r )
Ma Iz (), maneggiata come la (g8), produce ancora
per # difpari
3 ]
coluA=4 2" cofd :oL(WJrA)cof (
il fegno negativo dovendo ufarfi quande 7
fo il valore zero di m.
Ogmm vede V' uorilitd de Me formole raccape: czate in que-
fto §. per la compofizione de' I

due feguenti fervirebbero a que
fe farne ufo .

L’omogenco di comparazione nella (3) &
Sard dunque, per # pavi,
¢ 20 (7
cofmd=1F2""fen.d (:n.(- 4 A) fun.(—+A)...., fcn,( —
dove il fegno politive vale -lumda B4 — 1,
Similmente, per il medelimo valore di 2 pr
cquazione (8) fi ricava
c 20
= — 2" cof.A col. (= g
#d=41—3""cof.d co ('R+A)cof.(nul)

dove il fegno negativo fpetta al cafo, in cui Az=am—z,
eiclufo il valore zero di m.
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§. VIL

Efpreffioni della feffa forma per la “tangente dell’ arco
multiplice (i deducono facilmente dalle precedenti: imperoc-
che dividendo la prima per la quarta del §. VL, ¢ lafe-
conda la quinta , emergono le feguenti, per a difpari,

(B—1)¢

eangaid = + tang.d tang. ( ) timg,(-; + A} tang. ( —t 4)-

tangad=tang.d tang. (5 ¢ A)rang. (; +4).... tang. (

(m=1)¢
-~ )
Ii cafo di # pari non ammette efpreffioni egualmente
comode , dovende impiegarii Ja fefta ¢ la fettima del §. L
per dividere Ja fecopda e la terza.

5. WIIL

Trovar ia formola genevale delle potenze del Sewo aell
arco femplice , efpreffe da foni dell’ arco snudtiphice .

L irrazionalith della (erie (@) non lafcia luogo a rifol-
ver quefto problema pel cafo dsl mulriplice pari. Per quel-
To del difpari fard che mi vaglia la formula (2), dupo che
Payrd pofta fotto altra forma ancor pit generale .

Nominando x I'cfponente di fen. A in qualivoglia ter-
mine @ della feriz {«}, il termine profimo antece -

[

Ma abbiamo veduto ( 5. VI ),

= 2)
che’ qualunque fia il valor difpari dil
della ferie, finita in tal cafo, & fempre 2"=*fenrd.
dungue x =7, il penultimo termine fira fempre —= ==
B(a—1

ens A

(n—1
{

)
—»: fard dunque I* antepenulti-
(n—3) g (a1 2)i#-3)
S
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= 2
”_(.._31(5.-.:—%, Profeguendo cost, con fare x=n—y4

ot

rell’ antepenultimo termine, x=n—6 nel proffimo preceden-

te ecc.y I equazione («) diviene, invertendo la ferie, .

#(n-3)
2

() fend =+ 2" fen 2 F .2 fe A4 W2 fe

7 (n—4q) (n— -
;ﬁx 2% fen." 4 4-ecc.
1i fegni fuperiori vyalendo quando #—=4m 1.
Sara dunque , aflumendo per ora li fegni fuperiori a mii-
nor confufione,
(7=3)

fennd 4 #2? fen 4 Dy o Soar=filent

1 (a—4) (n—
+ 2 it |1 (—S)x 2= fen Pt —ecc
Nella qual forpola generale, fe in vece di # i mette, una
volta #—z, un’altra #—4 , un’altra #— 6, ecc. faranno
ugualmente vere le feguenti, nelle quali il primo  termine
del fecondo membro deve alternativamente mutar di fegno
per fodisfare al doppio della (A)3
5 [~
2" fen*~td = —fen.(n-2) A + (5~ f fent=dd — (25}
¥ 27 fen~*4 -}~ ecc.
2% o0 =5d = fen(n—3) A - (#—4) 2"~ 0t~ A — ecc.
2 fen~*4 — — fen.(n—6) A -} ecc.
Or s'introduca quefto valore di 27 fen®~°4 nelle tre pre-
cedenti equazioni, e fi avrd
Vi . A
2*en"A=len.nd + 3" fen! 2t fent1A
# (i1=4) (n—5)

fen(n—6)4 ecc.
(1
2™~ fen" A= fen.(n-2)d (52 s fap ot 4, _ﬂ_s}[:n_(n.s)/l 13

27 fen = = fen.(n—4)d — (n—4) fen(n—6)A ecc.
Softituifcati adeffo quefto vilore di 2" fen 4 nelle due
antecedeati equazioni, onde fia

Tom. VII. C
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72 (it
z
B(n—3) (#—4) _#(n—4) (p—s)

+(——z——T—_)

# (#—2) (n-4)

2% fen t = fentd -t it d — B8 o A

fen.fu—g6)d e

il qual ultimo termine fi riduce a-+ fen.(n~6)d ;e
:.""l’:ui"./l:—!':n.[n—z)A%(?I-z)fen.(h-4)d—{)r:n.ﬂ—w—:f-'iﬂ)fcn,(»6}

(=2} (n-3)
2
Che fz finalmente quefto ultimo valore di 2°~' fen. A &'in-
ferifca nell’equazion precedente, fatte le riduzioni, e ripo-

fio il doppic fegno, i ottiene

() 2 enfdefenmd — nfen.(n—2)d + WT_]) fen. (r—)d

il qual ultimo termine fi riduce a — fen.(n-6) 4.

n(n—1) (1—
— -—{”—: )—g@ )i fen.(n—6)4 |- ecc.
il fegno pofitivo valendo, come s'¢ derto, quando # = 4

- X LB
-1, e la feric troncandofi a termini

5. IX.

Trovare la formola generale delle potenze del Seno dedf’
arco [emplice , efprellz da cofeni dell’ arco mulriplice .

L’irrazionalita della ferie () non lafcia adito a fcio-
glier quefto problema pel cafo del multiplice difpari . Per
quello del pari, la formula (), trateara come ho fatto or
ora della (), pud efprimerfi primamente cosl:

() cofnd=1 3 2% fentAd L #.2" en='d ;”{—iﬁx 25~1 fen"~* A & ecal

regnando i fegni inferiori quando &= 4m.

Quefta ferie noo ha altro divario dalla (A, f non per
I unith che v'& aggiunta. Si convertird dunque del pari nel-
la feric (u), con dve fole differenze, ciod che in vece dei
feni qui avremo i cofeni degli archi mulriplici, e che Puai-
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th, nelle veci di cui poffiam mettere col. (s—m)d, ed alla
qual tocca allora I'ultimo luogo, fara moltiplicata con la
fomma de’coefficienti di turti gli altri cofeni. Se #=2, que-
# % 7t
fta fomma fard 1 —#—=— . Se 4, fard ella =

; (#—1) (n—2)
I

#(n=1) _(a—1) (1—2) 5

——=———. Se n=26, {i avrd

+ 2 Lz i

—1) (#—2 n—1) (a—2) (n—
_f,”__.){_zz—(—“‘v (rﬁi) Donde fi vede che
2.3 j 123

in generale [ultimo fattore, cosi nel numeratore come nel
denominatore. dell’anzidetta fomma, & fempre 7, ed il nu-
mero de fattori di fopra e di fotro & pure Laz. Tutto (i pud
avverar facilmente, poneado , nell’equazioné (A), (1—cofnd)
in’ ifcambio di fen.#d , ¢ rifacendo le operazioni che I han~
no trasformata nella (). Sard dunque

5 n(n-1)

(8) & 27" fen"d = colind —n cof.(n—2)d + ——— cof. (B— 4)4

a{a-1) (a-2)

(2—1)..
st
E
li fegni fuperiori valendo quando #— 4m.
D 3 4

cof. (m—6)d ... col. (a—md 5

7. X.

Trovar la formola generale delfe potenze del Cofeno dell
arco femplice, elprefle da cofeni dell areo multiplice .
a formula (n) non differifce dalla (), fe non per aver
1 cofeni melle veei de’feni. Si avrd dunque, a fimilitudine
della (A), ma fenza il doppio fegno, poichd nella () la
maffima poteftd di cof A & fempre politiva,

() cofind = 2" cofrd~nma" cof*—"A + ?zf—?‘;i"
o 7:7(3)‘-.:)‘3(71:_5,_) X2 cof ¥4 - ecc.

Facendo fubire a quefta equazione le trasformazioni, che
hanno fervito a convertire la () nella (u), i troverd

X 2*=icofiA

Cjj
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(1) 2= cofd = cofnd + neolin—z)d | =Y

#n (r=1)(r=2)
2.

cof. (2 —4)d

+ cof. (s—6)d |- ecc.
equazione , che rifolve il problema per 7 difpari, ed & fini-
ta'in termini o

L cq:lazmrc finita, per 7 pari, fi ricava dalla (8). §i
offervi che quefta non differifce in altro dalla (), f¢ nomx
per aver le potenze de'cofeni in cambio di quelle de’feni,
e la maffina dignita di cof. 4 fempre p.;um.. Si ha dungque
in pnma, a E\mll:uchna della (“), la feguente cfpreffione
dell’equazione (8).

c 15 gesizafs gt ny 3)
) cof pd =14 2" cof"A —am.2"" col72d -

# (4} (ﬂ 5)

2" cof Pty — —= 3 2"~ col*~“A |- ecc.

Ma quefta cquaz‘mne ¢ la flefla d:l!s (7), fenz'altro diva-
rio che Punitd di pilt nel fecondo membro. Si convertird
dunque del pari nell’ equazione (p), colla giunta foltanto
dell’ unitd, co'fegni alterni, molciplicata per la fomma de'
coefficienti de”cofeni degli archi multiplici, a quella guifa
che s'& moftrato nel precedente 6. La fomma ha qui pure
la fteffa forma, fe non che I'ultimo fattore nel numeratore
n+z}, e nel denominatore 3(n—:). Laonde, per il cafo
di @ pari, bafta I’equazione \r), purchd fe Ie aggiunga il
) A AL qual Ll

timo 1o rutti i c
Le fette furmul: (A, . :} non elfendo ftate trova-
te & prisvi da altri ch'io hppm, & parlo bene, che tal
dimoftrazione non manchi alla Trigonometria , tanto pilt ch*
¢ sl agevole e piana. Le tre (p, .,,p) rapprefentano le due
tavole ( Trig. 127 ), dalle quali fono ftate finora dedotre
:mrnm."mmnrc, quand’era’ dicevole troppo pilt cercar prima

y &.da quelle ritrar le particolari .
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Sommare ogni [evie di Seni d'avchi in progreffione avit-
metica .
Sia la feric generalifima fen.d - fen. (4+B) +fen.(4:2B)
i fen. (A+pB), di cui fi dimanda la fomma. E poichd
¢ notiffino che ( Trig. Tap. II, form. 23 )
cof. (A—B) — cof. (A + £B) = 2 fen.;
cof. (A + +B) — cof. (A + -B) = =2 fa
cof. (A +-B) — cof. (A +2B) = zfen.;
f (i piglia la fomma di quefte tre equazioni, i ha
cofi(4-1B) - cof(A+4B)=z fen.; B(fen. 4 ifen (A1 B)+fen.(A+
Or fi noti, che qui effendo p=1z, ricfce {B=
poiche per qualunque valore di p, & manifelto che fempre
il fecondo termine del primo membro ammette !—'ai—l per
coefficiente di B, rifulta
A
cofi(A=5B)-cof (4+ L2 B)
2feniB

e (A+B)len.(A+2B)....+fen.(AspB)=

Pt1 .
l’cn.T-ﬂ fen.(A+1pB)

fen.t

Se la ferie ¢ infinita , cuE(A+£iB) fparifce , poi-
z
ché cofi( A+ 2B +pB)=col.( 4 +%B) col.pB — fen. (A+1B)
fen,pB; li quali due termini f diléguano, per non eclfere af-
fegnabili il cofeno ed il feno dell’ arco infinito pB: laonde
cof. (4 B)
T zfniB

fen. A fen. (A 4B)+&n. (A 2B tece, allinfinito =

Che e A=238, fard
fen.B - fen.2 B4~ fen.3B - ecc. all’ infinito =} cot.3B.
Si noti, il che fembra fuggito ad altri, che quando la
progreflione fofle decrefcente, le fteffe formule nulla meno
varrebbero facendovi B negativo. E cid bafti detto una volta.




Co s E

§. XIL

Sommare ogmi fevie di Cofeni d archi in progriffione arir-
tHeticd .

Sia da fommare la ferie generaliffima col A +- cof. (44.B)
- cof. (4-+2B).... - col. (A +pB). Effendo notiffimo che
( Trig. Tav. 1L, form. 22. )
feo. (A +1B) — fen.(A—+B) = 2 fen =B cof.d
fen. (A +£B) — fen. (A4 1B} 2 fen.3 B cof. (4 + B)
fen. (A4 £B) — fen. (A ++<B) = 2 fen.LB cof. (4+:2 B}
fe §i prende la fomma di qn:ﬂz tre equazioni, i ha
fen.{ A+ 2B)~fen.(A-1B)=a fen3 B cof A ycol.(A+B)scol.(A+2B)) -
Duncuc, fenza ripetere il detto nel pr..:cdent;. [

fen(A+ 225 Bj—fen.(A-1B)
cofds :of.m.:.f; +cofl(A+2B) . ¢ coli(AspB)m— e

2 fen.s.
fen.2(p+1)B :n:m+ .nl“)
fen 1B

‘FHB) fparifce , a tenor

Se p=1e, il terosine fen. (d+
del moftrato nell’ antecedente 6., ¢ rimane
cof. A 4 cof(A+B) + coli(d+2B) + ece. allinfinito = —

Che fe inoltre A=38, rifulta
col. B4 cofiaB4-cof.3B-}-coc. all’infinito —=—%.

E' ammirabile la femplicitd, con la quale pervengono
direttamente a quelta formula, ed all’ ultima del §. preceden-
tey per diverfe ﬂn:le, il Sig. Cav. Lorgaa (Tom. L di gue-
fia Sociesiy pag-358), ed il P. Fontana ( Tom. 1L, pag- 434)-

§. XIIL

Sommaye Ia ferie §=fen2A 4 fen(A4-B) + fen."(A42B)...
~Ffen(A+pB).

Sia primicramente # numero difparé: fark, per la (1),

1A ¢ 60 (A + B) + fenas (A4 2B} .. . + fen. (44 pB))
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— 7 (fen.(a=2)A+ en(n=2) (A3B) & fen.(3-2) (A43B) 4 fin (5-2) (4425))
e

L) (fen.(n=4) Afen. (2=4) (A+B) s fenfa=4) (A+2B).. 1 fen.(5-3) (4+
-
""_“}”_)(rﬂ. (1:6) A+ Ten.03-6) (A B fen (5-6) (A2 B)onns Lo (-6 (A3 pB))
- ecc.
Dungque in virtit del 6. XL, e ftando alle regole della (x)
circa il fegno doppio, ¢ la quantitd de’termini,

1) Eﬁ_n n(AJ-“pB) #fer 2 )(p+1)B fen.(a-2) (A't',r_.b)

2" fen. (s
yp 1)B fen.(z - 4)(A + 2pB):
Afp—1)(n— «) fen.5 (2= 6)ip + 1)B fen.(# - 6)(A4

3.2 fen.z(m —0)B

+ ecc.
g (p+1)Bfen.3(A+34B)
Se n=13, per elempio, fi ha S=— il ;—--—
fen.t{p+1) Bf:n (A+30B) ﬁ,ldbj
i
At]’nhrn mfu di # pari ferve la (£). Siccome quefta,
ricevendo la legge dalla (3) da cui deriva, {i tronca in ter-

Atz 7
mini .,_f.;, 0 vero in termini = e fi fafcia da parre I'ulti-
2 2

mo, il qual rimane un coefficiente ifolato qualor fi rimetta
I'unita nelle veci di cof (#=a)d : cosi trattando la (&) ; come
ho fatto er ora della (u}, ogni termine dard una ferie , di
cui fi prenderd la fomma nel g XIL ; le ferie faranno dun-
que 57 di numeresed il fopradderto cucﬂi;icmc iolato, fem-
pre divifo per z"" ard ripetuto (p41) volte . ciod Quanti
fono li termini della ferie . Cio inrefo, e ferbate le rego-
le della (£) circa il doppio fegno, fi troveri

fen -uPrnJBLorn.A*—pB) afeo. :]’y-lJchf’n 2)(A+2pB)

B

n.(3-2)B

JCP+!JBme~+)(A|- B): 2% fen.d L(n-4)B
$(1-6)(p+1)B cofi(5—6) (s B)




4

(n—-wr— 2.

Se n=4, per clempio, fiha § =
fm(,a 1) Beol. 2(4- B]J»(_Ffl);
[ e e . A T

fen.z (p41)B colig( A+ 1pB)
8 fen.2B

5. XIV.

Sar:maref: ferie § == col"A + cof(4+B) + cof’(A+2B)..
o+ colXd+pB)

La feric .|‘ i {volgerh col mezzo della (p), alla manie-
ra del precedente 6., e prefe nel XII le fomme delle feric
parziali, il cui smumero, per & difpari, fard ﬁ, fi avrd

fen.2aips Bcom(drpEJ nf:n (-2 J'pAI)BCDf'ﬂ 2)(A+2pB)
2" fen, <#B 2" fen,3{(n-2)B
A1) fen. s (H=4)(P1 )B:oi’.(;x-.@}(,d,r“pﬁ). 2*fen.2 (s—3) B
#(n—1) (n—2) fen.% (#—6) (p-+1) Beof.(n—6) (A+5pB)
- z + ecc.
3.2" fen.2(#—6)B
Per il cafo di & pari ferve quefta medefima formula,

g=

e n Hed
della quale perd fi dee prendere folamente — termini , ed
2

aggiungere a quelli il coefficiente ifolato , che fi trovd nel

§. X, moltiplicato per (p+1) ‘e divifo da 2*=*, ficcome s'&

vifto mel paflaco problema. Quefto ultimo termine fara dun-
Pyr (A1) K

CLos o -

r trovare le I'ummr de’ ﬁ XL, e XIL, Eultro & ri-
corfo alla teoria delle ferie ricorrenti . Per qu:llc non me-
no, che per le fuffeguenti , il P. Fontana 's'¢ ferwito degl’
immaginarj (foe. cit. pag. \.~g 4 453) 3 ¢ febbene: l¢ fue
preffioni finali fembrino. mofto diverfe dalle mie , pur i ri-
ducono a quefte agevolment; fono .del mnu equivalenti
Finalmente il Cav. Lorgna avea gia applicato a qucﬂl
problemi ( Jor. cif. pag. 361 ) un fuc ‘metodo vatto per la

fomma
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fomma generale delle fer
rale fotto forma differc .
mettervi ancora la mano, mi !
re il yedérli fuperati’ pe
della Trigonometria.

1l Sig. Cav. Lovgna avendo re fottomeffo a
fuo metodo la fommazione delle
cotangenti , delle fecanti ¢ delle cofecanti
greflione aritmerica, & pervenuto ad elpr:
Tntezrabili ne” cafi particolarl non perd generalmente <l p
ch tai problemi fembrano ancora inefpugnabili dalle armi
srizonometriche puramente. Non & cost dei feguenti.

terming gene-
entars a

in pr
oni fotto for

cot,
cot.2B — cot. 4B =
cot. 48 — cot. 8B =
Dunque fommando 1
progredienti, fara

*B + cot.2

Bj.

5 XVIL

delle tangenti d




Ciio s 2
~cot.A=%tang. 2 A+ jtang. s A+ ptang.S4.

A ooy
Se n= =, fard 7 un arco infinitamente piccolo , &

I 1 g B
ot /T:;" La fomma della ferie infinita
rang. — =

2% (3l

fard dunque Ai ~cot. 4. E fc fofle inoltre 4 = 90°, fa-

o
rebbe — T4 f—tang.f—i« ';tang.% A ecc.
go®
Quefto problema & ftato con equivalenti rifultati anche
fciolto per altro metodo dal Sig. Cav. Lorgna , nelle Me-
morie di Turino pegli anni 1786, 1787, pag. 215.

§. XVIL

Sommare Ia_fevie delle cofecanti & archi crefeensi in pro-
greffione geometrica.
Poiche ( Trig. 77 )

cot.2Ad — cot.d = f—_r:ji = cofec.d

cot.d— cotad = ﬁ = cofec.zd

cot.z A — cot.qd = = cofec.44

1
fengd
fard, per un numero # di equazioni,<osl procedenti, fomma-
te infieme ,

cot.t 4 —cot.2™" A=cofec. 4 + cofec. 2.4 +cofec. g d....+ cofec.2""' 4

¢ XVIIL

Sommare la ferie cofec.A 4 cofec, (g +4) + cofec, (1;[ +4)

+ecc, doge a & mumero difpari.




TRIGONOMETRICHE. 17

Nella ferie/ (), finita per # difpari, # effendo il coef-
ficiente di fen.4, o fia della prima potefta di fen.d, e 27
il coefficiente della maflima, come s'& git veduro (4. VL),

ne viene, fecondo la teoria delle equazioni, che

Ie ai prodotti di (#—1) radici, combinate in tutte le ma-
. ope €

niere poffibili : laonde 7 =2"~"(fen.4 fen. (;; —+ .4) e

2 c 2
A e (S (2.
+fcn,11f=n(” ,A) “Ln(ﬂ{/j)ren(_ﬂ,d)
+ecc. ) Dividendo quella equazione per la prima del 5. VI,
P . '
S ()
fen, (= +4)

E perd

7 cofec. nd = colec. A + cofec. { L ) + cuf::ﬁ(:c-(- A )+ ecc.
n n

fino ad # termini, ed il [cgno negative valendo qualvoltz
B = 4m — I.

§. XIX.

Somnare la feric fec. A+ fec;{;—' + A}+fec‘(§ +4) + ecc.

doge n & numiero difpars .
Nella ferie (), finita per # difpari, fi ba parimente

~= = ai prodotti di (w— 1) radici come fopra: laonde

= 2" (cof.d cof. (%+A)....+cor./1cof. (%4-&)

+ cof. (:;+A) cof. (%r +A) R ) Dividendo que-

fta equazione per la quarta del g VI., facilmente fi gingne
alla feguente -

¢
aRcnd=flec.d+ j‘cc.(;-pd)+ fec‘(z-nf-{- A) + ece. fino ad 7 termini.

D j




v del préeedente §. to
altra viv (247, 248 )-

2 che guida la mano

i) +om (r—n)x
by —mt, B=m(r—n),
B

A4+, r—ne=

- mt — — ¢ pofto 4C ia luogo di 4ur,

B

(A" —4C ) m
a b
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Tutto quefto & notiflimo ai Geometri, nt Pho ripetuto al-
la diftefa f2 non a comodo d'ogni lettore .

sioae (¢) contien fei valorl di m
uno all’

la Trigonometr
mile .

Cafo 1. 8¢ 413
(L) fen. D

2/ (A2 412C)

fi ha, dopo fatto il <
equazi (L), al qual
cafo, il nome di

.3F

v,

P V(di 2 C)
) YA+ 12 C)
E)X 2 V'lj' +12C)

di z fi dee pigliare il h:rrrm fuperiore
mogeneo  di - comparazione nella (ZJ politivo,
r T deteo omogeneo fia negativo.

caleolar le equazioni precedenti , cominciando. dal-
la (L), fi deono mutare i di A, C, fecondo che ciaf




30 € o s E
cona di quefte quantith fofle negativa nell’ equazione. (r)-
Che fe eflendo C negativo, fia inolere 4 C> y4*, allora il
fecondo termine della (y) diventa pofitivo , € fa d'uopo
mettere nella () tang. D in cambio di fen. D, nelle (), @)
—(A* +12C) in luogo di (4'+12C), ¢ nella (o)tang.:E
in vece di fenzE.

Efpofte le formale con Ii loro accidenti , daremo ora in
fuccinto il tipo di tutto il calcolo e delle regole da cleguir-
fi in qualunque cafo.

Equazion da rifolvers s x* 4 Ax7 Bx +C=o

Nelle foguenti eqs G muteranan d&i A, C fe in quelta follero nega-
et

£i fard A = o, f¢ qub man © i offecveranno fempre le
o de" fegai per l¢ line uigonomeniche .

A412C 3 Y+ 12C)

Che fo ¢ fa negativo , of fnoltre r2C > A%, i menerk fn quefe formule
— (A% + 52 €} In cambio di 4> -+ 01 €, tang. D in luogo di fen. Do tangoE in

difuli dal caleolo fon, D > v, allora § valock reali di 5 faranno e, &
trafeurate le dic elilme formule, f avrit

1
fen. 3F = =

en. P
= (V“-FX-:\,"fA'+==C)
z = fen.(6o° — F) X /(4" +12C)
— —fen(60® +F) )3 (4 +12C)
m=\(z—%4)
L ultims. squisione vale in

icafi; e do 1 vals =
altretand valord di m , ciafeomo de’ quali- introdorts: neile fegusnti o produse
auattro. yalori dells quanticd iguota -

x=—1imi)|/(—i4—3z+ -B)
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Esempro L

Sia da rifolvere 1'cquazione x*+ 3x! + 30X+ 32=0.
E' dunque A=3, B=30, C=32. E p;re

91232 s/ 6)=—2t %2110
T e e 1 i B g &
fin D= e KV (9e490) -19;3 v
log 303 = 35943926 D=1243°1751",04
fua metd 2971963
103_ 2 = ©. 3010300
compllog.3 = g.5228787
log: 3}/ 393 = r.1atiose 160 47 53»56
lnzI 131 10? S L.1211050
—compl.log.193 —compl. logm\ 2
—log. fe0.D = log. z 1.1267302

z = 13,388445
/(135388446 —2 ) ==/ (11,388446)
log. 11,388446 — 1. 0564644

fua meta 0. 5282322 —log, m=log. 3,374677

o
¥=—1,6873304 Y/ (—1—3,347111 + 67—;9—:—1 ,687339
4/ 0, 007757 = — 1, 687339 £ 0, 312661 . E perd
¥=—a; ¥ =—1,374678;

gli altri due valori fono immaginarj.
Esexrio IL

Sia da rifolvere I equazione x%— 32 4 30% +56=0.

E' dunque A=—3, B=30, C=156. E pcru
g9+1i2.56

rcmDﬁ:mx V(g6 538 >< Yy 681

Facendo i computi a norma del tipo, fi troverd
D=257°57"40",67 E=132°58" 40" ,05
17544964 m=y 19, 44064 =4,409154
=—12,408L
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Esemrio IL

Sia I'equazione ! — 3x* —30x—88=0, chedid=—3,
B=—30, C=—88. E' dunque C negativo , ed inoltre
12C > A E pu&

s 94
(A?+12C )= —cot. :E)f ;/|n.47::o,,55~b~
1,598556
1769278 + 3200722 . Onde
or444-

Esevrio IV.

’;ﬂXMH’g > 1. Dunque fen. 3 —% ;17- Quindi

4
Mm=3,4641016
d e dim,

\*—}"siv@—'%ff =—V3xV (34V3)
+\'3‘1”v 3 — 3 ovvero

Tu H 8580831 0, 6060185
e dim,
’

(4—o $TLS &
3 7247455
301

3y
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- 1,650680 4/ (3275255 — 1 a:ﬂg ovvera
ERLEREST

l‘rcndaJ" pure il terz i
parimente gli ftefli quattro val ori i &,

CAPITOLO QUINTO.
Teoremi di Trigonometvia e

.Teorema L

§2 die corde d wn cerchic [eambiczolmente fi [eghino , it
vettaingolo dai fegaments. dell una &, ugwale al vasttangolo dai
fegamiensi dellalsra ..

Alla dimoftrazione geometrica o' Euclidz

5 ) fia lecito aggingnere la feguente , ficcom
‘,c dal foccorfo della trigonometria.
Siano AC, BD (f le; due corde po in
2,5 © dalle loro eftremitd fi deferiva il quadrilatero ABC.
ngolo ABE fta AE : BE: ABE: :
N,dmﬁl N, gli arc
ngolo CDE fla DE
fen. cn. 3@ : fen. 3 . Sono dunque e ragioni AL

€ E
DE: CJ.' sl ‘medefitne alla medefima fen, ; @:fen. { N,
DE

, onde nafce AE KCI,)EE}\LJ , che Ecid

CE
che ;lw ea dimoftrarfi.
Lo ftelfo fi farebbe trovato col mezzo de’ triangoli

TeoremMa IL

diqgonali &
AL WBD=
of. (M 17: Nesk
150°— 2 (M + P).
—P).- ch;u AC ¢ B,
Q)




C ol s F

L Mien. 7P,\'|’urcud:|l1c1t1l3fﬂt‘m\.\!n Or come col
M 4Py, rimane ACXBD — 4fen.
fen. £ 6 + g fen. 5 M fen. LP, ovvero
quBD#BCy\AD-v- AB ¥ CD.

CAPITOLO SESTO.
Problemi di Trigonometiia vettilined.
Proprema L

Dasi i Jati del quadrilatere infcritto in wr cerchioy tro-

war I efpreffione i e agonaji. (fig. 1.)

Poiche ( Trige av. 16) A(.’“/fB‘+BC'

— 2AB % BC cof. ABC = +BG riABX BC cof. ADC =
AD* *CD' A(.

s + 248 5 1t v "

AB* +BC* X BC ) —— DD ¢ ne ricava AC"

X
(ADx €D+ AB% BC) = 4D X CD(AB* +BC') + AB BC
(4D} CD'); ovvero
AC i (AB 3 AD + BC X CD) (4B} CD3- AD X BC)
il B % BC + AD 3% CD

ProsreMa IL

Date tre linee AB, BC, CD (fig. 2.), srovare il vaggio
del civcolo in cui ¢ffe fa_: n{c di tre archi , la forma
de’ quali fia di 150°.

Sia ABCD il femicircolo, a cui s adattino nella condi-
zione impolfta le tre linee date; M, N, § gli archi forte-

fi, Bl c:mro ¢ dicali AB=a, BC= b CD:( DE==x;
fard fen. A‘\i__ ,fen.f N=—, fen. =

2% 1% 2
—=fen. 2 (180° —M — NJAmi’ r‘\d-.-N—.-:o[ tMcofl i N
-—-fcn.-'Ml'en.fN:.V(:—

que (:——)(1—5)
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X — 2@ ) — a0
che & I'equazione a cui giugne ancbc il Nentos per diverfe
altre vie (Arith. univ. Seét. 45 Cap. I

Prosrema IIL

Dari duc Iati ¢ P angolo intercetro d'in triangolo weiti-
Hneo, trovare il terzo laro. (fg. 3).

La formula unica, che rifolve quelto cafo, & (Trig.227),

C=—\/ (AB' - AC* — 24B X AC cof. 4). Acuocchb am-
nmmh il computo per logaritmi, I'bo divifa (228) in due
formule , ciafcuna delle quali contiene la differenza (AC w AB).
Quando qucﬂa fia piccola , pud giovare allefartezza il va-
lerii piutcofto della fomma: ¢ qmrm ¢ lo fcopo del prefente
problema .

Pongafi , nella formula , (2cof”2f 4 —1) in vece di
cofd , e fi avra BC=y/((4D+ 4C)" — 3 AB X AC cof.?
Quindi, col favor delle [msfonm.nom (z08), fi ottiene

. 2 cof, & A )
cofm = AB LA V. 4B x AC
BC = (AB4- AC) fen.m.

Proarema

s € Ia forima de-
adfacente .

ho cumpu(‘o {240) una formula, che

determina 1altro angolo adjacente al lato noto.. E endomi

poi venute fott’ acchio le faticofe foluzioni del prefente pro-

blema, date dal Wifbon ( Prefeft. Affron. Lem. VL), e dal

Pantino ( Infiir. Analytice , Rome 1738 pag. 198) , mi poli

a cerearne upa pit femplice , ¢ mi lufingo mi fia venuto
fateo o

In. un triangolo ABC (fig. 3) fiano le coke note BC,

B, e la fomma (AB+ AC) . Se u fa AB+AC=s5 , € per

ente AC=s5—dAB, fara ( Trig. Tav. I , form. 16)

—I?C'J-AB‘—”BC)(ABco:B)s—1_rx111?+..43‘;

4]




OF gl 57 &
(s — BC cof.B) = s"— BG! = (s—BC) (s+BC) -

m..ha.;,z'u‘ I
an ( (45 Ar)+§c)

Pronrema V.

Conofcends wa angolo, wn lato adjac
degli altei due Jari, trovar P altro laro adjace
Procedendo come, nel problema precedente, 6 troyeri
:(BC — (48 4C)) (BC A (4B w AC))
T BC cof. B — (4B « 4C)

Pnonrema VL

e parti ignofe d un G
mgrﬂa, # laro oppoflo, ed il ¥

Poiche AB:

i “Bs moltis

pm;-m i e AB* 3 lkentC it
Ma ( Trig. 'lz 1, fom. 16 )
w B) 2

cof. (4 - B)
{ Dunque introduceado quelto va-
lon. nell’ anal i

cof. (A =

:q'a.nior!:, che }“:): a cognizione degli angeli ignoti.
lzu, s'¢ gia »cfi.uu pilt vuhc che
( — 2 4AC X BC cof.C. E' dunque 4B*
AC)(B(,cn[C*_/K, + C* — (-AC & BC )

s umodm.c, m cammo :M .:of( una

un'altra (1—z f

ottiene
AC - BC = \/ (4B
e BE — \/(«I" —4 (AC x BC) f;..




TRIGONOMETRICHE,
ProsrLEMaA VIL

Conofvendo i tre angoli e la_ forima dei tre lavi, derermi-
ware qualfiveglia bate . ( fig. 3 ).
“Poiche BC : AC fen. B AB : fen. C ¢
BC 4~ AC - S - 0B - fen.C, per la XII
del ¥V di E!!U'r(fr, fam dunque
Be oo (AB + AC 4 BC) fen. 4
= End + fen. B + ka.C

Prosrema VIIL

Conafcends due angoli s ¢ il lato comprefo , trovar ia per-
endicolare cadente dal ferzo angolo. Newton Arith. univ.
Seck. 4, cap. I, probl. 1.

Siano i dati 4, B, 4B ( figg. 4, 5 )» il quu:to cD.
Poiche ( Trig..210) BD = CD cot.B; e 4D =

BD + AD=CD (cot.B ¥ cor. 4)=CD ¥
oIl form.2x) . Dunqu
fen. A'fen. B
en (4 T B)
iore valendo allorché la perpendicolare cada
o, come nella fig. 5.

Prosrema IX.

i i tre lati, rvovar -l perpendicolave. (figg. 4, sJ-
cando infieme le due formule ( 234, 213 ), 6
L C4 4B)[EC4—f!B ACJ
(BC+AC+ 4B ) (AC 4 AB— EC4 £ e A
y (BC+AC+ AB) (ACH :
v e . Ma fen, 24 cof.
ch

. Dunque

CD="4y/ (BC+AC+AB)(BC+ AC-AB)(BC+AB-ACKAC+ AB-BC)




Prosrema X.

do un angolo , 3 faro oppoffo , ¢ la pevpendicolare
Aa qucllo fi queflo, determinare gli altri due angoli . (figgy, 5).
Siano i dati ACB, AB, CD3 ¢ ACB fi dica C. Poichd
) g e T cn
T, 4B 2 en.' B L (A+C)°
CD fen.C CD fen. C
i otk il L oy ————fen. (A
AB e (AAE) S e (44
0.4 = % col.C — 4 col. (24 4<C); Trig. Taw. II, form.

16. Per confeguenza

& din-

que fen. 4 =

s x 2€D fen. €
cof (244-C) cof. C 4B

equazione che fa conofcere’ I'angolo 4 e quindi il terzo.
he fe in vece degli angoli i cercaffero i lati, credo

la via pilt breve farcbbe ancor queila di rintraccize prima

gl angoli col mezz0 di quefta formola .

Prosrema XI.

£li angoli , quando la bafe . i lati, ¢ Ia per-

coptinia proporzivne geometvica. Newton

AB: BC : AC : CD; fari ancora
i CD, il ehe coffituifce fimiglianza ne’tr
ACD ; e I'angolo ACB retto. Ora effendo
& pure per identitd di ragioni 1 :
ang. B.. Dunque tang. B = col. B; ¢ fen. B
= r — fen'B. Ma Icquazione fen.'B - fen, B = ;
fn.B = — 2 L & {5 = cof 4. Dungue gli angoli fo-
no determinati, e fono, trafcurando i fecondi, B—38%10’,
A= 5150, € = goo.

ProsreEma XII.

Effendo dati I area, il pevitetroy ed umo degli angolf,

trovare il late che gli ¢ oppofle. Newron probl. VIIL
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Sia A Pangolo noto {
p il perimetra, x.lMucemaw BC.
5 AB X ACken.
X ACH dC* = pr — apx -} F 2px
o G — 2 4B % AC col. A, Taw: III, fnrm 25/)4
Dunqué 2 4B )¢ AC (1 - cof.d ) = p* — apx,

dal trovato primg dpicca AB W AC —

fto valore, I'cquazion precedente diviene 487 5
3 q P
=p — px=—abtcot. 2 A4, (Tri
2!

Proprema XHIL

Soreendere ad un angolo .d un erigngolo data
vetta cgiale af lato fotropoflo al detto angolo, e che J
dn due parti eguaii dal medefimo lato. Quefto probl
tratto da Boulliaud ; Aftronomia philol. lib, 1, cap. X
Sia ABC ( fig. o } il triangolo fealeno
da di fortendere 1H angelo A una retea DE
quelto, che fia DF = FE
momino ¥ ciafcuno deghi a
E poiché BC : fen. A
identira di ragioni, ;
fen.(C — F

Ma fen.F ="—

que AB i fen.C i AB — % : fup C/

mcchx

-B s =
g B perd 4B 2 BC fen.C, ovvero 1 :
f:n.AZ;AIJ—‘ 22 fen.C y/ (L BG* o (»n’Bj—‘\-

fen. B cof. C; donde mlc: ,:B enid — xfen. 4 = z fen. C
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V(£BC — a° fen) — 25 fen. B cof.Cyio pure 2 fen. €
V(4 BC en.2B )= AB fen. A — x (fen. A= fen.B col.C)-
Ma fen. A = fen.(B+C ), ¢ ken. (B4 C) —2fen Beof.C=
fen. (C—B) , Trig. Tav. 1, form. 15 . Dunque afen.C X

(£BG*—x"fen* B) = ABfen. A—xfen. (C—B).- Bleyan
al quadrato , ed offervando che 4B fen. A= BC {en. Cyem:
ge — 4" fea’B fen* C 2% ABfen. Afen. (C— B) +
fen.*(C — B). Fatta la divilione per 2, fi raccoglie

2 4B fen. A fen. (C—B)

fe
Trovato col mezzo di quelta cquaziene il puato D, daquel-
lo come centro, ¢ con Diatervallo + BC , (i deferiverd un
cerchio , il quale taglierd BC in un punto F , e la recta
tirata per li punti D, F, fino al concorfo con la AC pro-
lungata, avra le condizioni richicfte . Si potrebbe ancora
trovare il punto E facililimamente, poich® I'cquazione me-
defima fomminitea il valore delli CE, mutandovi folo 4B
in AC, ¢(C—B) in (B~C), come ognund pud ravvifar di
leggieri nella dimoftrazion precedente.

CAPITOLO SETTIMO.
Teoremi di T;'Ajaiﬂaz;az-:n':'a sferica.

Teorema I

Se due arehi di cerchj inegnali ianfiflano. [ulla medefima
FEAT

bafe, ¢ flanc minori ciafciine della fe xd 5 Adg-
o & quello deferitto dal vaggio minore

Nella Trigonometria (385) ho lafciato fenza prova,
come verita intuitiva apparente dall’operazion del compaf-
fo, quefto teorema , da cui deriva per corollario; che I
co di cerchio: mafimo (minor di 1802) & il pilt breve che
poffa condurfi da un punto all’altro fopra la fuperficic del-
la sfera . Effendomi poi abbattuto in diverfe dimoftrazioni
geometriche , poco in vero fodisfacenti, ho tratto dall’ ana=
Iii Ja feguente ; chcigode di tutta I'evidenza ed il rigor
matematico .

Sia-
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Siano (fige 7) gl archi DBE, DAE, fortefi dalla me:
defima corda DE , ¢ minori ciafcuno di 180° ; il primo de’
quali fia deferiteo dal raggio FE, il fecondo dal raggio CE;
¢ fia CE > FE. Dico ellcre DBE > DAE.

E che fia il vero ; la differenza dall’arco alla corda &
conteauta nell’equazione , che
ciot detto A larco, R il rag

 : LR
ri‘."Tg—‘-d—f-i EHAR%A - ecc. che per brevicd rap-
e fen.? 7 fen.t
= +

prefento. cost; A—afentd=—F"F=
Dunque faito DBE=B, DAE = 4, la corda DE=2K,
s

CE=R, FE=7, fard B—:x:fi’f +% oece s €

)
/
¥

s v
A =2k = TRT + :’R_' ecc. Ma per ]pmcﬁ effendo
R > v, nc fegue ognuno de’ rermini del fecondo mem
nell’ ultima equazione effer minore d'ognuno de termini {i-
mili nelia penaltima . Dunque B — 2K > 4 — 2K , ¢
per confeguenza aggiungeedo 2K da una parce dell’altra,
rifulta B > 4, come dovea dimoftrarfi,

L equazione (152) non & applicabile agli archi maggio-
ri di 180°; ma & cofa chiara che in quelli fuccede tutto il
contrario . che nei minori ¢ imperocche le periferie cflendo
come 1 ragei, fe dalla maggiore fi toglic una porzione pilt
piceola di quella che fi derrac dalla minore , come &'& ve-

la circonfe rimanente nel cerchio pilt

grande fard maggior pit che mai della rimanente nel pic-
colo.

Teorema IL

L’ angolo a (fig. 8) , formato dalle corde degli arvchi
AB, AL, 2 ng a2 P, ciot alla meea dell angolo al
pols del cerchio minore che civeofevive il tviangolo sferico
ABC, dico deli angolo ab polo, oppafic ai tevze lare BC .

. Del cerchio, che pafla per Ii puoti 45 B, C, fia de-
feritta, a minor confufione, dal polo P la fola parte BMC.
Tom. VIIL F
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Or quefta & d'egual numero di gra Trig. 394, 386 )
dell’angolo P: ed ¢ inoltre doppia angolo alla cir-
Confcrcm'l, formato dalle corde 4B, aC (per la XX del I
di Euclide). Dunque ecc.

La facilith di quefta dimoftrazione non ifcemaigin, ma
piuttofto. accrefce I"importanza del prefente Teorema, fe (i
guarda aver egli coftato a Lexell una buona pagina di lavo-
ro analitico-trigonometrico (Aisi di Pictroburgo per 1782,
pag. 64).

Trorema IIL

Se due archi di cerchio mafimo , terminati ad un cer-
chio minore o maffime , fi ¢ 0, il restangolo dalle san-
genti dei mexxi fegamenti deldwno & uguale al vestangoio
dalle tangenti dei merxi fegmwn dell altvo .

Siano (fig. o) AB, DE li due archi; che i tagliano
in F, e fono terminati alla circonferenza 4DBE, il cui po-
lo & C; dal quale fi tirino gli-archi Cd, CE, CF, ¢ li
perpendicolari CH, CG

Ne* triangoli rettan 'O[I (@il CG*I, che hanno il lito
comune CG, M (Trig. .uthf(, of. CA:: cof, GF:
cof. GA. E fimilme ne! triangoli CHE, CE cof. (T :
cof.. CE: icol. HF: cof. HE . Ma per aller CA = CE,
prima_ragioue nelle due proporzioni & la ftefla . Dum,uc
cofi GF: col. G4 ;: cof. HF: cof. HE ; oyvero (Taw. I
Sform. 13) cot. 1 (GA 4 GF) tng: L (GA — GF)::
cot. & (HE -+ HF): tang. 2 (HE — HF). Come poi
ne’ mmgoh )fuf::h I'arco pcrpcmmo\?n. I—n‘ ifce per mez-
zo la bafe, percid G4 -+ GF BF ; e fi-
milmente HE - HF = HE '— DF. E per con-

enza cot. = BF: tang. i cot: 2 DF: rang. < EF;

de
tang. 2 AF tang. 2 BF = tang. L DF tang. £ EF.

TroremMa IV,

Le fomme degli angoli oppoffi & uit l]’«.ldn!(e' ro _rf rice,
inferitto dn wi oerchio minore, [ons uguall. ( fig. 1o ).
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Sia P il polo del cerchio circofcritto al quadrilatero
ABCD, e per confeguenza AP-= BP = CP DP . Ora
B4+ D=mn # 4=t 4 ¢. Ma per cfiere ifofeeli i
triangoli APB, APD, ecc. anche A |- C=m-4r+4n
o= &4 Dunque 4 + C = B +4-D

Teonema Vo

Se ad 1o cerchia minore fia infcrisio un quadrilatero sfe-
vico con le [ue diagonali , il restangolo dai [feni dedfe mezxe
diagonali uguaghta ia fomma de' ressangoli dai feni delle me-
v de lati oppoffi. (fig. 11)

Omeflo il cerchio nella figura , s'intenda eflere ABCD

ilatero. inforitto; AC, BD li due archi diagonali di
cerchio maflimo; ed ognun de’ fei archi [i fupponga fottclo
dalla fua corda, la quale nominerd con lettere mioufcole
corrifpondenti , dicendo ac quella dell’arco AC, ab quella
dell'arco AB, ece. Or s gia provato fopra (Cap. V', Teor.
1), che ae X bd = becyad + abcd. Dunque 2 fen.t AC
¥ a2fen.t BD = 2 L BC X 2fen. 2 AD - z2fen 2 4B
€D, i per 4,
fen, £ AC fen. — fen. ¥ BC fen. £ AD + fen. 5 AB fen. £ CD

CAPEFTOLO OTTAVO.
Probiemi &1 Trigonomerria sferica.
Prosp 155

 wno degli arcki diagonali con Ii lati del qua-
vo sferico inferitio
Ferme le condizioni della fig. 11, come nel preceden-
te Teorema , ripizlicremo cid che per le corde & dim
o e @l
ab.be - ad.cd
Donde nafce

RnidC=y

((fen-$ ABlen. 14D Ben. £CD+fen.2 ADfen.LBC)




Prosrema IL

Dati i tre lat d'un seiangolo sferico , srovar Pefprefic-
we analivica deld wio o dell’altre de' Jegamenti, coflituiri dal-
Parco perpendicolare in qualfivoglia "de' lati medsfimi . (figg.
L2544

* Sia AD Parco perpendicolare ful lato BC del triangolo
ABC . §i ba (Taw. VI,form.5), tang. BD=col. Btang.4B.

Ma (Taw. VI, form. o) cof.B= <ol AC —cof. BCcol. 4B

fen. BCfen. AB
Softituito quefto valore, rifulta
cof. AC — cof. BC cof. AB
tang. Bl = —————— ——
2 fen. BC col. 4B
Nella fteffa mzmcra fi troverebbe
of. AB — cof. BC cof. 4C
fen: BC coL AC
il che bafti accennato una volta, anche per li tre pro
feguenti.

tang. CD =

Proprema IIL

Daté due angoli ¢ il lato comprefo, efprimer i de
anenti di queflo fata .
Polto' nell’ equazione tang. BD = cof. B tang. 4B il va-
lor di tang. AB ( Taw. VII, form. 36 ), nafce
fen. BC

e i tang. B cot.C -~ col. BC”

Prosrema IV.

Dati If tre angoli, efprimeve wn fegamenta di - qualfiv
gfia & offi, coffituito dall’ arco p:rpmdfmiare Jul late appry?a

Poiche ( Taw. VI, farm. 15 ) cor. BAD = cof. ABx
tang. B . Ponendo il ¥elore (Taw. V11, form. 29 ) di cof. 4B,
fi ricava

cot. BAD =

cof. C -} cof, 4 col. B
fen. 4 col. B E
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Proprema V.

Dati due lari ¢ Vangolo comprefo, efprimer Vuno de fe-
gamenii di queffo.

Introdotto nell’ equazione cot. BAD = col. AB tang. B
il yalore { Taw. VI, form. 16 ) di tang.B, emerge

fen. 4
COLBAD = TR oo 4G, = ol

Prosrema VL

Dati duc lati , ¢ ' angolo intercetta, trovare il serzo lato-

Nel cafo che il lato cercato fia piccolo, ad averlo con
efattezza ho propofto ( Trig. 478 ) la formola fen, 2 AC =
V(0= (BC w AB) <= fen. BC fen.AB fen’tB), c I'bo
ridotea a forma capace del calcolo logaritmico. Ma quando
Ia differenza (BC w AB) de’lati dati fia tenue, pud giova-
re alla precifione il valeri piuttofto della fomma: al che fi
perviene nel modo feguente.

Poicht fen.’ 2B — 1 — cof*4 By ¢ fen.” +(BC « AB)
— fen 2 (BC +4B) — fen. BC fen. 4B, (Taw. IL, form.26);
ponendo quefti valori nell’ equazion precedente , ella fi con-
verte cost

fen. £ AC=1/( fen.* & (BC + 4B) — fen. BC fen. AB cof 1 B)
ovyero per maggior comodo nel computo
fen. BC fen. AB cof.’ ;
fen.* L( BC - AB)

Quefta formola poi fi pud calcolare col mezzo delle fole ta-
vole trigonometriche in logaritmi, dividendola in duc (Trig.
207 ), come fegue,

cof,
fen.z (BC + AB)
fen, £ AC = fen, m fen, 1{BC - 4B).

colim =

%/ fen. BC fen. 4B




ProprEMa VIL

Tropar Fefl + analitica detia fuperficic ' d'un tronce
di fufo, come AE| to da un arco EG di
cerchio minore, il coi polo € 4. i

Poichd la fupeificie & un fegmeero di sfera,
per efempio dall rivoluzione del piano AEF intorno alla
porzione AF dell’afle, EF effendo perpendicolare ad AF,
ba per efpreflione , come (i dimoftra in Geometria, AF 3 360%
ovreto (% — cof AE) j60° = 2 fntd AE X 360°; in-
ftituifea I'analogia: Fangolo AG alla porzione AEG della
fuperficie del fegmenta, come 36e° alla fupsicie jntiera del

fegmento medefino; ovvero 4 : 3 2 fen? L AR
1 s 1 fent A AE . Quindi fa e d'wn tron-

. come AFG , = 4 X 2 knrid angolo

pel Jeno Terfo della imghezza del troaco .

ProsrEMa VIIL

moftrato
la fomma dei fre angoll
solsiplicate. pel raggio d:lla sfera
sriangolo. Cid polfto’, col detto raggio
¢ taglia della fua circonferenza quinto
tré angoli del triangolo dat0- Dalle cltre della circol
ferenza tagliata conduci dve diametri. Dzl quattro fettori
che nafcono , 1'area di due oppofii ed eguali equivale alla
sferica che fi cerca . A quefta coftruzione, ch'e dell’ Ab.
( Mém. Paris 1783 ) € che per la fua maravigliofa
lcitk, e per i fervigh che pud rendere alla deferizione
planisferj, dezna fembra &' effere ripetuta ¢ divolga-
ta, non fo che aggiung regolertel,. La fuperficie ri-
chiella confifte nei due fettori minogi , mentre la fomma
dei tre angoli non ecceda 270°; ne’ due muggiori quand’el-
Ja fia tra li 270, ¢ li 360 . Che fe oltrepafli queft ultimo
limite 5 allora fa d'uopo deferiver due cerchi, in ciafeun
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de’ quali fi toglierh una circonfere ugu alla femifom-
ma degli anguh, e procedendo come s'& detto per la fom-
ma intiera, fi otterrd I'area sferica fcom partita in quattro
fertori eguali.

PROBLEMA

Daré i tve fati d'wn triangole sferico , 10T la fom-
wa degli angols .

Poichd ad aver I'area d’un triangolo ¢
rio conofcer la fomma degli “angoli, il prefente problema
riceve importanza , fe vo; fiali 'area , ¢d in cambio dg ali
angoli {i connl’mno ilati

Sia s la femifomma de’ lari a, &
fti agli angoli 4, B, C. E poich® co
cof. £(A+B) rof C— fen. -(/I,-I‘J
cof. B e ‘,A\cn. B) cof Y C—(fen.
:‘.-n. B) fen.2C; fe fi pong gono n.ﬁ ultinio men

_b) fenf
notiffimi (Taw. PIIL; formr.11), difen. v en I

; " fen.bfen.c
en. 5 fen (s —
dicol + A= V ;%;";ﬂ c::onquel ianaloghidife

¢

1[!1 {SIGH c
L5 fen. (5-F)
&

fen. s —fen.(s—c) —
fen, 2 e cofifs —

T AT
form. 22,




V fenis fen.(s—a) fen.(s=b) fen. (s—c) Ora fen.a =
2fen. +a cof.fa, ¢ la fiefla rrasformazione vicevono fen. b ,
fen.¢ ; quindi definitivamente

fen. s fen.(s-a) fen.fs—b) fen (s

ik iy R e A e =) Vetlie: <)

2 7

L' Ab. Gua (fec. cit.) s abbatre , in vece di quefta, in

una formula, che contiene il valore della rangente della fe-

mifomma degli angoli: la qual formula & affai’ men comoda

al calcolo , avendo per numeratore 1 4 cofla & coLb 4
cof.¢, e per denominatore il doppio del mio numeratore.

Proprema X

Daté i tre angoli, trovare il perimetro.
Derta § la mezza fomma degli angoli, la formula , che
Lo trovata or ora, {i riduce, col mezzo deltriangole fupples
mentario, alla feguente: con che fi mivlve il problema fen-
za difficolta
3 Y —col. S cofi(§=d) col(5-B) col.(S=C)
o Sk He = T A . 1B en. 5 C

Proprema XL

Dati i tre lati, tvovar la perpendicolave fu Fim qualfi-
woghia d efff. (tigg. 12, 13).
Stando alle cfpreffioni del Problema IX, fen.i B =
fen. (s—a) fen. (s—¢} e fen.s fen. (s—b)
Vo= mnie b BVl e s o

feo. a feo.¢
Laonde afen. ! B cof4 B = (-a)fen.(s-b)fen.(s-€)
fen.a fen.
= fe0.B, (Tav. I, form. 6) . Ma (Tav. VI, form 6),
en. 4D fen. 4
fen.dB T fen.e
fon AT e 2y fen.s fen, (s—a) fen.(s—8) fen.(s—c)
fen. @

fen.B =

. Dunque

Pro-
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Pronrema XIL

Ditti' 5 tre angolis trovar la medefima perpendicolare .

Col mezzo del triangolo fupplementario , la _fm‘moEa
ora compofta fi converte nella feguente, la qual fi trove-
rebbe direttamente col merodo feflo teauto per quella.
2y —cof. S cofi(§—4) cof.(§~B) cof{§—C)

fen. 4

Si noti, che la perpendicolare in un triangolo sferico
ha per fuo fupplemento el triangolo fupplementario la per-
pendicolare cadente dalla medefima parte , cioé fopra il lato
fupplementale dell’angolo , .da cui parte la perpendicolare
nel primo triangolo : il che fi dimoftra facilmente con l'e-
quazione fen. AD = fen. 4B fen. B.

= fen, AP =

Proerema XIIL

Dati i tre angoli , trovar la diffanza loro dal polo del
cerchio minore , che civcaferive il triangolo. (fig. 16)
Sia AP la diftanza cercata , ¢ PF perpendicolare fopra

ACG, il che di AF = FC, per ¢ffere’ AP = PC: fara
i e e e & el e
T S cof. PAF

A4+ B4C = 2PBA 4 2PBC + 2PAC = 2B+ 2PAC: laon-

cof. § col.(§—B)

tang. 1 AC = =V = GiG—A g =0)"

(Taw. VLI, form. 12). Dunque
tang. AP = \/

— cof. § L
COL(S—A) col.(3—B) coL(3—C)

Tonr, VH:
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Prosiema XIV.

T;az,.;r la diffanza niedefima 5 cffendo dari igre lari.
(fig: 16)

.Sm PE perpendicolare fopra 4B, e AD fopra BC. Sa-
1} fen. EPF = fen. EPA cof. APF -~ cof. EPA fen. APF —
fen. AE fen. AF
Fnap X cof. AF fen. PAF 4 cof. AE fen. PAE X AP

(Taz, V1, form, 6, r2). Ma perché (Tav. VI, form. 2),

tang. AE — tang, AP col. EAP ,. tang AE = tang. AP
1
Gof . PAF L Gl che i fen.AE _ col. AE cof. AP AF

fen. AP cof. AP € fen AP
e ‘% s percib foftituendo quelti. valori , i ha

fen. EPF = SEE[IE:—M‘X (fen.PAF col PAE + cof. PAF
col. AP

cof. AE cof. AF fen. BAC

fen. PAE) = P %, Ora AE. =2 4B,

AF = % AC, EPF = BPA 4+ % APC = i8¢ '3 BPC.
Dunque fen, £ BPC cof. AP = cof. £ AB cof, 3 AC fen. 4.

Similmente fi prova .eflere fen. L:IPC cof. AP = cof. + AB
cof 4 BC foo,B. Ma feni 1APC= 0 A5 o en B o0 ‘ﬁ;
Dunque fen. AF cot. AP fen. AB = cm’.;/IB cof. + BC un.A'D 2
ovvero fen.2 AC % 2 fen.; AB = tang. AP cofx BC fen.AD.
Quindi prefo il valore di fen. 4D nel probl. XI,. nafce
2fen. § AB fen. = AC fen.BC = tang. AP cof T BCx 2/ fen. s
fen. (s—a) fen. (s—b) fen.(s—c); donde

2 fen.2 AB fen, 't AC fen. £ BC

tnldh V fen.s fen. (s— ) fen. (s - b) fen.(s—¢)
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CAPITOLO NONO.
Applicazioni ail' Affronomia -
ProscEmMa L

Ridurre al,_folflizio ogni_ altezxa meridiana del Sole, of-
Servata ne giorni circonvicini « { Bge Ly)

Sia BD un quarto dell'eclictica, BE un quarto dell’e-
quatore, AC la declinazione offervara del Sole @ fi cerca la
differenza da AC a DE. 3

Il triangolo BAG , rettangolo in A, ccnvcndndoﬁ_m
BED , rettangolo in E , cooferva coftanti due.angoli, ciod
I"angolo retto, e I'angolo B. Si ha quindi (Trig. 617)s
tang. {4 AC : tang.2dBC : s rang,(AC + 4 dAC) : tang.(BC+2dBC) .
Ma BC + 2dBC = BC +4CD =BD —3CD=90°—£CD
= go® — LdBC. Dunque tang. ( BC4- 1dBC }=cot. 3 dBC,
E \perd fang: £ dAC = ta tang. { AC+ 2d4C) . Ma
4AC efiendo di pochi fecondi, od anche miniiti, fi pud far
fenza errore tang. S dAC ! effendo il raggio in
minuti fecondi. Per conleg: = 2 R" tang.* 2 JEC
tang. (AC -~ % dAC). Or i D la declinazione of-
fervata del Sole, 4D la fua differenza dalla declinazione
folftiziale , ¢ la diftanza dcl Sole dal folft longi-
tudine , i ha finalmente

dD = z R" tang’ £ dL tang. (D - % 4D}

Quefta formola, in cui fi fara 24D negativo nelle of
fﬂ\'a?:utu pofteriori al folftizio , pud fervire efatriflimamente
per dicci ¢ per dodici giorni avanti e dopo, e merita
quindi_effer antepofta alla proporzione tra i cangjamenti
nella, declinazione ¢ i quadrati de’ tempi, la quale non puo
valere che per poche ore.




C o s %

ProprEMa’ 1L

Data Faltezza del polo y ed offervate i 4E medefimo
ale due flelle , di cui fi comofcono Ie ..'nfﬁm’m?n e le
afcenfioni vette, e per confegucaza § momenti de’ loro paffag-
i al merididno , trovar ke ora folfe quando fu farta effer-
fig. ‘3
bm P 113 polo dell’ equatore, Z il zenit, .S', T le due
Le cofe note fono: PZ = dj}’!anzz dal polo gl zeast,
diflanza dal polo alla flella pikc alra , PS = diflanza
a‘m‘ pa!o alla flelia pic baffa, TPS = differenza tra le afeen-
Jioni veste detbe due fleile , prefa dalla parte dove & minorc
di 180%, Si cerca TPZ = angola orario. della flella pise ele-
Vaki .
Se dal pola P fi cala PE perpendicolare ful verticale,
i due triangoli rettangoli TEP, SEP, che hanno il lato co-
mupe PE, damno ( Trig. 453 ), cofi TPE : colL.SPE ::
tang. P§: t:mg.PT. Laonde ( Taw, I, form. 13, 50 ),
<ot L(§PE+ TPE) : 1 (SPE—TPE) :: fen. (PS4 PI}:
&n.{ PS — PT ). L per confeguenza
2 s fen.( PS4 PT)
- (TPE=3FPS) = tang. & Fro i A
cot. { - ) tang. 2 TPS ¢ o (P —PT
equizione che fa conofeere I'angolo TPE. Ma ne’triangoli
rettangoli PET, PEZ, i ha parimente cof. ZPE : cof. TPE
:'tang. PT : tang. PZ. Dunque
cof. ZPE — col. TPE tang. PT cot. PZ.

Aggiunto ZPE a TPE, fi umen I'angolo | TPZ che fi di-
mindava. Quefta foluzione & pil comoda di quella che ho
dato ( Teiz. 756 ).

In generale quella delle due flelle, ch'é pil wicina al
polo, deve aver I"angolo eraric minore. Ma la viz pitt fpe-
dita per faper fe due flelle poffano offervarfi in un medelimo
nmrale, ¢ g di farne la prova fopra un globo munito
di circolo verticale,
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Prosrema IIL

Tr-:v.zr P angolo orario apparente di un affro nell oriz-
zonte, ciod comprefo I efietro della refrazione.
I angolo orario vero nell’ orizzonte fi trova per mezzo
della [ounuia cof. ang. or. = — tang. lat. tang. deciin. (Trig.
758). Detto m I aumento dell angolo orario cxuﬁ rlul-
!a refrazione , abbiamo trovato ( 757), cof. (ang. o -

—_— « Mcl-
<ol Lat. col. decl. col. ang. o) e
fo nel denominatore il valor precedente di cofl ang: or., fi
acquifta con pili femplicita

= cof. ang. or. (1 —

L fen refr. oriz. )
T fen. dar. fen. decl.

cof. ( ang. o, +m ) = cof. ang.or. (1

Prosrema IV.

Trovar tna formska cfasta e comoda per la paralis ?
faritrdine . ( fig- 19 ).

In un trizngolo sferico ABC , che fi converte in ABD,
confervando coft B, A; £ D = d4C, 1‘3_) — B(,
=4BC, ABC=

rigorofa che feguc

4]
((cof. 4B fen. (B + 1 5. (B + LdB) cor. 4). Ma il
triangolo ABD da ( Trig. Taz. VH Sform. 13}, cot. A
_fen. 4B cot, (BC +4dBC) — cof. AB :och dB)
%en.(B+4B) sl
tuendo. quefto valore nell’ equazion precedente, e molripli-
. . fen.dBC fen.AB fen (B + dB)
candola per fen.(B -+ 3 - e
B ot e oBC e (B0 AN
= 2 fen. ;4B ( col. AB R.n [’B + dB) fen B+ dB) l—ncl 4B
Sor (B LAB) o (B b S4B — fon. AB car(B - * IB)
cor. (BC+dBC)) f cof. AB cof. + 4B — 1
of. (B-3dB) cot.(BC+4BC) ). Si moltiplichi I’ equazio-




fe
ne per fen.(BC+4BC), e i ponga c_:1

en. dBC fen. AB fen.
2 fen. L dB, (i otterri fea dAG Ien 2B [on (.
(;\-;‘. AB fen. (BC 4-dBC)—

MJ perch® nel triangolo ABD, fen, f?"' -+ 4BC) :
fen. (AC + dAC) (B 4 n‘B} pulh I| feconda .

della prima nell’analogia Vi 8 et e
Iu @B :: fen. BC 'fen. (BC+n’bC) fcn /B 1’<u zl fi racco-
fen. 4B fen. (B+dB)
fen, BC fen. 4C)°
valore introdotto nell’ equazion precedente, e fatta la rid
zione, fi confeguifce fendBC = (kn AAC 2 fen.(AC & dAC

(ofAB TenkBe gy TR eBCiAR0) colhe’ dp)

glic fen:dB = fen. dAC X

5l qual

Or fia A il zenic, B il polo dell’eclittica, € il lnogo
vero dell’aftro, D I"apparente; ¢ fi-noti ck

S0 BVl g a8 N B e L B
alt. apparcite 3
V. dongir., il qual fi pud far fenza ferupolo egua-
in tucti i caii: ¢ fimilmenre {i poflono mettere
gli archi' in luogo di fen.dBC, e di fen.perall. oriz. Con
quefle condizioni {i ottiene

laris. = par. oriz. | (| col alt. monag. cof. lat. appar. —
fen. alt. noti, fen.Jar, app. col.(dif. vera mon. + % par. longit.))

Quefta formula, la qual merita fenza dubbio la prefe-
renza fu quella che ho dato ( Trig. So4 ), m'e flata fug-
gerita dal Sig. de Lambre, ma la dimoftrazione di lui & di-
verfa .
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Pronrema V.
Treware uisa formola efatta ¢ cotoda pev fa pavalafe di
declinazions .

Sia B il polo del mondo , e tutto il rimanente come
fopra; allora la fleffa formula finale del precedente  proble-
ma (i efprimerd cosl:

declin. par. oriz. (fen.alt. del polo cof. decl. appar. —
cof. 4lt. del polo fen.decl. appar. col. (ang.or. + 5 Fet-af.

Anche quefta dev'efler antepofta a quella che ho da-
10 (805 ).

Si avverra, che a tencr conto dell’ ellitticitd della Ter~
ra fa d’uopo, si in quefta che mella antecedente, adoperare
la parallafle orizzontale fpettante al luogo per cui fi fa il
calcolo 5 € I'altezza di polo dimipuita dell’ angolo della
verticale (8o0z2).

ProsrLema VL

Determinare da e offervazioni la pofizione del
una cometa  fuppofie. wniforme e per linca vesta. Newton
Arith. univ. Seét. 4, cap. IT, probl. XXX.

Sia in A I'offervatore ; la cometa , al momento della
prima offervazione, in B ; della feconda in C ; della terza
in D . E' nota la ragione BC:CD, ovvero BC:BD, fup-
ponendofi il moto proporzionale agl’ intervalli di tempo
tra le refpettive offervazioni ; e fi conofcono inoltre per
offervazione gli angoli BAC, CAD . Quel che fi chiede &
I'angolo B.

Ora (Trig. Tav. 111, form. 22),BC=

4B
col. B + B cot. BAD ©
cof. B 4 fen. B cot. BAD : cof. B + fen. B cot.BAC. E divi
dendo la f:conda ragione per cofiB, BC:BD:: 1 -

AB
col.B + fen.B cot.BAC”

EBD — E' dunque BC:BD::




56 CoSE TRIGONOMETRICHE.

tang. B cot. BAD : 1 - tang B cot. BAC . Donde fi

BC
3 —

BD
cot.BAC - cot.BAD

cava

BD — BC

tang. B=BcconBAC— BDcot.BAD — BC
BD

MEMORIE
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