CONSIDER AZIONI

JOPRA UNA MANIERA DIVERSA DA QUELLA CHE
SEGUE L' EULERO, DI TRARRE DAL CIRCOLO LE
QUANTITA TRASCENDENTI CHE ALLO STESSO
APPARTENGONO ; E DIMOSTRAZIONE D'UN TEG-
REMA ANALITICO.

Del Sig. Francesco Pezzi
PRESENTUT A

Dal Sig. LEoNARDO SALIMBENI.

E operazioni dell’analifi finita non meno. che infinirefi-
L male dimandano continuamente il foccorfo delle quan-
titd trafcendenti 5 le quali a’tempi noftri confiftono nelle fo-
le quanticd logaritmiche e circolari;ma quanto frequente ed

utile , altrettanto dilicato ¢ pieno di pericolo n’& Fufo: che

{e per avventura quefta mia efpreflione fembrafle ardita di
troppo , mi farei allora a ricordar folamente la tanto famo-
fa quittione intorno ai logaritmi dei numeri negativi; quin-
di & che non fi dec trafcurar mai di fare ogni bench¢ pic-
colo paffo, il quale vie maggiormente ¢’inoltri a ben cono-
feere I'indole ed il valore delle anzidette quantiti, Quefta
rifleffione mi ha dato il coraggio di prefentare all’Tluftre
Societd Italiana il feguente tenue lavoro, ad oggetto di ri-
fchiarire un punto d'analifi che forfe fembreri dilettevole ed
intereffante .

1. Nell’opera immortale che ha per titolo Inrreductio in
Anglyfin infinitorin, i1 cui I Tomo io ho trafportato in lin-
gua Francefe (a), il dottiffimo Ewlero ha trattato diffufamen-
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che qui mi fono propofto, mi i
brevemente a memoria il metodo
womo onde ottenere le mentovate utili
i. Egli prende a queft’ oggetto i fattori del
nazione fin'z - cos’z i
cosz— | —2 0

i aleri due cosz+)/~1
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do mente che cas,vcosz—ﬁn)lin:
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pofto x=p=2z, prima (cosmky/ —1finz)

zE/—1 finaz , ¢ poi (<os %y —1 finz )

|/ —1finzz ¢ quindi gener: Imente (coszdy

1 finz
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2. Ma or qui nalce la curichith di fapere, perchd finxz
— 105z, ¢ linz—y/—i coszeflendo al pari di cosz
+4-{ —1finz ¢ cosz—)/—i finz i fateorl del primo mem-
bro dell’equazione finz 4 cos'z=1, PIlluftre Eulero abbia
fatto ufp ne’fuoi calcoli dei fecondi anzi che dei prim

Per trovare la ragione di rale preferenza, cerchiamo a

quali confeguenze I'avrebbono condotto i primi fattori finz
4/ —rcosz e finz—y —1cosx.
Si ha (finz+ |/ —1cosz) (finz—y —1cosz)=1; ¢
(finz 4 —icosx)(finy+y —1 cosp )=linzfing+y/ —1
(cosz finy4-linzcosy ) —coszcosy . Ma finzling —cosz
cosy—=—cos(X+F),€ cosz finp+finzcosp=_in(z+4+7);
dunque (finz+y —1 cosz) {Iiﬂ)ﬁ-v—lcoy):f cos(z4r)
f — nin () :

Si trovera nello fteffo modo (finz—Y/ —1 cos® ) (finy
— ) —1cosp)==mcOs Ty )=/ =1 din (ZHF)s quindi
riunendo 1 due’ cafi, (finz4 |/ —t cosz)(fing+\/—1 cosy)
=ﬁcos(z+y)i-l/'-- 1fin{Z+y); dungue ponendo z=3,
fi ‘ha (Hnzxd- |/ —1cosz)i==—cos azEky —1fin2z: in
fimile guifa i troverd (finz Y —tcosz)(finy *\/—rcos)
(finzxE |/ —1cosx)=—fin (g +2) F Y —1 cos (RF+) 3
dundue fupponendo —z, i ba (finz®y —rcosz)*
—=—fin3zFy —1cCos3R.

Se fi fa allo fleffo modo il prodotto di (finzEy/ —1 cosz)
(BopEy —1 cos ) (finx=E)/—rcosa){linusy/ —1co8) 1unn g
prendendo primicramente 4 poi 5, poi 6; ecc. fattori ¢ fup-
ponendo inoltre nelle moltiplicazioni di gia ridotte, = =2
— g——ti==....., fi_otterranno i valori feguenti dalle pos
tenze fuccellive difinzdy —1cosz,

(finzty —1cosz)=+fin &Y —1c05 =
(finz+y —1cosz) cosazEy —1finzz
(finz+y —rcosz) =—fingzFy —1c0s3%
(finz+yf —coszf==tcosgzFy/ —1lin 42
(finz £y —1cosz) =-4finszt) —r1cos5z
(finz+ ) —1cosx)f==--cosgz+y —1flinz
(finz+y —rcosz ) =—fin 7zFy —1e0s7%
(fnz+y — 1cosz )P =-FcosBzFy —1fin 8z
(finz+y —1cosz} +lingzxy/ —rcosox
(Anz ) —3cosz )P =—costoz+ |/ — 1 fintez
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inque in generale quando I efponente & un nu-

7y
1cosz) ™ =TFcos 2z F(F) |/ —tlinzmz.... (3)
Si pren il fegao! fuperiore quando 2 far: un pumero
ri,ed il fegno inferiore quandomfara un pumero pari.
F(F) intendo che I uno de fegni — e
- fuori de’ i (1) moltiplica 'uno'e I altro 1u'|m :F
ftefli cancellis onde—(‘r- y=1%; e~ (:F-)-—
I efponente & un numero m(yar;,zmq— 1, i
ha generalmente
(m}zi\,"—lco».} AL -runf*m--: ZF (L)Y —1cos(ams 1 )T (4)-
— ovyero -+ fecondo che 2 & un numero difpari ovvero pari.
3. Sviluppiamo quetti cafi ;e ponghiamo nelle formole (3)
H, primz m = 2%, © poi m: a--1, efle diverranno
cefliy e
(finzE Y/ —i1cosz ) = +cos 4z F ) — 1 din quz
(!'nz.i\/fxcm.““‘“*—-ccw’q 42 ,z,; V=t fin (4n+2)%
(finz*y —1cosz)! 1)z /=1 cos (4A+1)%
(finz )/ — xcosz ) i ;V—r fin (4543)%
dalle quali fi tragge in wvirthh del < h’mpm fegno + per ads
dizione ¢ per- fottrazione
_ (finzy/ —r cos x)*"( fin Z —y/—1c0sz)'"

5r5)

(rnz V*‘ oS zJ'L( finz -,‘—v--n_usz,)"‘

fin 4nz =

. (6)

cos(4m 1}'—“““ ik

fmmw:zn‘ vy —1c0m) (i icosz

cos(47a2)z= (i e cosz}‘""“

(I’n--{—}/—:cmzj‘“"-—(i:nz—-p/w1ros:’.}“‘+’

fin{qapa)z=

€OS(47+3)x:

ﬁﬂ.’-}m-i)z:-‘:ﬁ'\: 4
2
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(et i
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permetta di offervare da ultimo , che fe fofle
propofto. di trasformare le quattro fofmu]c 5'5},(7). (9efis),
le quali fono neceflaric a fciogliere in quefto fiftema di far-
tori il problema in tutta la fua eftenfione , come ancora le
quattro altre (6), (8), (£0) & (12) in una fola formola ge-
nerale (1) per le quattro prime, ¢ in quella fegnata (z) per
le quattro ultime, come ha fatto fubitamente I immortale
Eulers, forfe la foluzione @ priori di quefto. problema fi pre-
fentercbbe difficilmente; onde fe I cfempio analitico intorno
a cui verfa la prefente breve Memoria prova
fa generalith dell algebra, ne rileva perd dall’
ma femplicitd, nella quale unicamente confifte il pregio
quefta mirabil arte.

DIMOSTRAZIONE
D' un seorenia dualitico.

Nel ¢. 139 della fopraccitata opera di Ewlero, quell’ illu-
fire Geometra deduce dalle formole (1) e (2) la belliffima
trasformazione de’logaritmi imaginarj negli archi circolari
reali in-quefto modo. Egli (a) fuppone nelle accennate for-
mole (1) ¢ (2)# eguale ad un numero infinitamente piccole

T P Y
n== , f eflendo un gumero infinitamente grandc, inmodo che
i

=
» ¢ dopo aver of-

= S
COsMRE=Cos= =1, ¢ {in P:z.:ﬁn‘—,
:

i
i 1
fervato che I{1+x)=i(x+x)i-7i offia )'.::r+1_- rsy
i

¢ pofto da uma parte cosz+)/ —1finx, ¢ dalfaltra cosz
—y/ —1finz invece di y, le formole (1) e (z) gli divengo-

(&) In queflo luogo, fnvece della  fomo trarre in nmeffuna maniera
formole (1) e (1), Ewlero cita quells  non m'i i
. 130; ma b & evidentemer
un ertare o del copila o dello_fiar
patore, perch’ dal'§. 130 non i paf
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4 1
(coszr) —Hinz)+1 +5 lcosz—)/ ~1finz)
{ 3 )

n0Japrima, 1:

per i logaritmi che f

, clot

= tan.z, dun

in modo ch

ddizione e per
2} —1 fin
I oftrata

dato, a m
di
mplice .
2 (cosz ) —1finz P =cosaz

(cos
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(ms;zi‘{—lﬁn'::z)'zcos:zi;/—uﬁnsz
Ma cosszty/ —1finsz=(cosz+|/ —1finz); dunque
[ws:—z_-i_-],f—lﬁn;z}':(cosz-;tf—lﬁﬂz}' , ovvere
2
(con.i‘/—:ﬁur.)r=cos:-_ziv—tﬁn:;z
Mi riferbo ad altra occafione a moftrare per mezzo di

qualche ;ppji“;jgn; P utilitd di quefto clegantifiimo teo-
fema.
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