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SOPRA L' INTEGRAZIONE SVILUPPATA IN UNA
SERIE FINITA

(A--Bz) dz i
Mic——os-qﬂ-t-h‘!‘)' o effendo p s wRmMETS
qualunque intero .

della formola

Del Sig. FrRaANcESCO PEZZI

Tenente nel Corpo degl’ Ingegneri, e Profeflore di Mate-
matica nell’ Univerfith di Genova.

PRESENTAT A
Dal Sig. LEONARDO SALIMBENI

T accadde, ha gid gran tempo, d'integrare per mezza

di un oumero finito di termini il differenziale
(A Bx)dz 4

(@ — rabzcoso bz’
o qualunque, in guifa che non facea pit di meftieri , per
ottenerlo , di ricorrere agl’ integrali fucceflivi p—1,p— 2,
p— 35 ecc. come il richiede il metodo troppe lungo, per
poco che p fia un numero grande, del_l’immortal: Sig. Eu-
levo (a)s Ne feci per avventura menzione in una mia let-
tera feritta in ful principio di queft” anno al Sig. Cavaliere
Lorgna, il quale m’ invid cortefemente in rifpofta la dimo-

d i x7dx @ s
frazione della formola ﬁmp( m ¢ # effendo interi ©
Tomo IV Dddd

do p un numero intie-

(4) V. Le Inflituzioni di calcolo integrale - Tom. L, pag. 4, € 43+
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rotti , pofitivi o ne;

B R

ivi, e p inticro ) ridotta a queft*
1 di 1 it femplice Gl 1 3
altrz ora unga i fempin cgrer s — a

altra di gran lunga piit fempl T e 2tltmtra da

colo pubblicato fin dall'anno 1770. Dopo daver-

ifimo piacere , cercal prima di eflen-

i;e poi di trarne una parte della dimoftra-

zione a priori di quel mio lntegrale, che folamente per in-

duzione aveva argomentato da principio , & trovato forto

a differente ; dico una parte, poichd ho devuto fup-
1

7 3
ra, con altro artificio analitico : il che fo bene

mi fia ayveauto di f

s il gindichi I'Illuftre Societd Iralia-
¢l certamente ardito di prefentare que-
e il celebre: Sig. Ewlero non avefle refo il
i attenzione lafciandovi ancora molto da

na, alla quale non av
{to tenue lavoro,
Problema degno

fare .

2 una funzione qualunque di x ¢ di coftantis fi

5 facendo per maggior brevi

fi avri

Si differenzj ’N‘i_f")—’"_" i avra
(g ) X @i

(g+1)

x:r.’Q'g‘ L”’Q Ydx

@+02  (g+1)2°

23290 A 1 19("*’@"&3
2R (ger)gra)@)

()@ (Geig
fempre In quefta guifa a differenziare I* ulri-
mo termine dopo aver aumentato di una unith Iefponente
di x nel numeratore gid divifo | per dx, e foftituendo poi
fucceflivamente i valori trovati nel fecondo membro dell’equa-
L5 ' g,

zivne i avrd facilmente
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R Gl 1. X1+
@ e T GEge®
g 7t Q) 1. 28210 Q'@ldx
RN (@ 1)lg+3)2
e 228039 dl.z.g'.x’“@"@_"‘i_ﬁ
" (g1 g+ (g+)- (g4
P =
+’ {142 i
'|" 0 1.2 (p—2)xtHE=1@ P _:. =18
T (g D)elg DR g =R

P=tda
T Tl Dalgtp—1)@
La legge che regna in quefta feric ¢ manifeftas il numero:
de' termini affecti dal fegno di difftrenziazione Pe=p—1;
ed il numero di quei che fono moleiplicati da: dx: & anco-
ra=p— 13 dunque il numero totale e=z (P—1)-

o
AU B,

13

Ora eliminando U integrale di , fi trova

Y=g L_(_@fﬂ(q:g—_[))( xitr fr

ﬂ%’ )x' e (g+1)2

21+ 2.3x1HQ .

: (72 ;}Q’+(9fr)--- (!.'M)Q’_I- =
P o

LE
1

—

3 i3
ce dell integrale: precedente effe quella di

avrebbe
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e
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12, (= 2) Jiil
T ) B e
xldx Lozafp i 2)? w19 dx

2R @repn) E@
1@ 1

g+ &0 grigEs)

!\:m yo”"o qui trattenermi nelle varie rifleflioni che le
formole (1) ¢ (2) prefentano , onde ottenere delle mag-
giori riduzioni; mi bafterd di offervare per arrivar tofto al-
la propoftami integrazione, che uno dei femplici rifultati ,
ch’effe poffano fornirc, dipende chiaramente dal cafo di @'=c
¢ ¢ effendo una coftante arbitraria ; dunque
@=—cx-{-b; b eflendo una nuova coftante arbitraria.

1I. Ma fe fi pon mente che @' eflendo in quefta ipotefi
un monomio ; '@ lo fari ancora , qualunque fia I' efpo-
nente di x in @, fi vede che la riduzione ha luogo , quan-
do ancora @ = ex” - b5 ch' & il cafo il pit generale che
qui per fortuna poffa avvenire ; allora I' equazione primiti~
va diviene
xdx 1+ caxttidx

Nl P Yoy R e (e
'

. non fard pitv efpreffo da un trinomio , ma da

enlgins)asitdn 20wiattind .

(q+ 1)(b + cx')* fq-:-l)(hr:.‘;’; s
guenza tutti 11 differenziali fucceflivi verranno efprefli da
foli binomj ; dunque i termini in numero p— 2, afferti dal
fegno [ e moltiplicati per @ nella formola (1) divengono
ml]. . od eguali a zero . Suppongavifi dunque, dopo aver
moltiplicato 51 numeratore del primo membro per ', @'=
O=cn ;"= ;.. . @ = (en)f~, e fi foftituilcano da ]"n.L
TUELO Per g-=25 §+3seen- g2 —1, i valori g4n41,

un
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gbant 1 .. g4#(p—z2)-41, indi fupponendo il nu-
mero arbitrario q_m-—-n(p—lj per avere x"dx al nume-
ratore della propofta frazione, (i otterri finalmente ; dividen-
do il tutto per (em )i~

xdx _(m—nu;—l)+1j(m—ﬂ{p--z)+t)...(m—n+|) (
(bex”)t 1.1.3....(p4-1)(cn)‘”" )
acn—eip 1) e e HE
{m-}z(p—l)A :)(b+rx‘)+ (m—z-(p—[)~1;(m—z¢p—z)+:)(b+cv <
R ATt
(Yf—ﬂfp—r)ﬂ) o(H—(p—3 )+ 1 )(b+en)? AR P
s 2 e (P2 )Xt ot oAU
("=-m’—t)< r)(ﬂf—n.puz,u- 1(m-nsn)(bacayp= ET

S
Ch' ¢ la formola del Sig. Cavaliere Lorgna , a me iaviata
dall’ Tiluftre Autore.

La legge di progreflione & nota; il numero de’ termini
& =p; de’ qualip — 1 fono algebraici e liberi dal fegno dlin-
tegrazione .

1V. Suppongafi & J-cx* ==z ; fi avrd

x‘—“iF‘—"dxA_
e

AL

—b) A i:: ;. la qua-

He 8
le fard integrabile per una ferie finita , algebraica in parte,

T
fard un nume-

. 4
in parte trafcendente tutte le volte che

ro intero; allora fe L >p, I integrale fi fvilupperd per

L b 41 . .

il binomio di Newron; fe o <p, fi ritornera alla formo-
dz
b=’
chv & fempre integrabile in un numcro finito di termini, co-

me il vedremo ira poco.
V. Ma vi & pin; fe p contiene un numero rotto

la (3) che darh una riduzione di quefta forma

Dddd iy




R e g & Cl A

582

eI . kg
qualunque =5 i maniera ch’ egli fia di quefta forma p+

allora la riduzione in quiftione & ugualmente poffibile . Sia

dunque @=(bf-cx)rt fe i pon mente che il fecondo,

PR

termine del differenziale di — 5 Mon contiene. pil

(bo-ex")y
al denominatore il quadrato di &+ x%, ma benst la potenza

5 B A - : .
1}~ della feffa quancita, e che il numeratore invece di
7

5

Tere: moltiplicato. dall” unitd , lo & d fi vede facilmen-

te, che laddove p non & combinato, con s, i deve fofti

perp—i ., p—=2, p—3,-ccconella formola (3), £,

P—1, F—3, €005 € PEr P, P—ayiin 3, 1
s

s a5,
Pt p—abl, o : ond’cfla

diversi
j x"dx (

{b+ex®)it

P

(

(Ir—np 4 1)(btext) o (m=npr L )(m—n(p=r)s 1)brcx®) =+
5 5
e (1 : )=

(m=ap+1).. (r-i(p-2)+1)(brex") ;‘T‘

m—atpa)in

moptpg)

(m-np

. (mi=n(p-3 ) 1)(Bex7) 7
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po1 mlngs
-(ri- Mz+- ) (P24 Den) =

(m—):ﬁ-:)(m =A(P= 14111 ) Hx")r

R
— 7Y e sl s (4
{51—‘-"“”};)

Ove il numero de’ termini & =pt-r.
VI Sia ora propolto « integrarc la formola
(A4-Bz)ds 1i & evidente che per darle 1
PETE s levidente che per d a

forma prefcritta, bifogna fupporre m=u-}- aiu;-b* foftituen-

dovi dunque i valori di =, =*, ¢ dz; ¢ facendo per mag-
gior brevith C= A+:.-B:osm

(‘C:j;gﬂjd’k' B c dn
(Db — B p-1)Db +C | oy
CoIL, trattone perd il cafo di p=1.

VII Se p=1; fi ha ew;iememente

(C—A-Bu)du . o
W—Ccﬁ.—*———lo (D4-bw )+LVT)Am
tan. = Coft. -}~ ) log. (@ — zabx cosp~- 0’2" ) -

phadd 2 Arc. tan. Aoty ; ed aggiungendo , come

ab* fen.p afen. g
ha fatto il Sig. Ewlers nel luogo citato , all’ Arc.tan.

bz;e:-::s.ev I Arc. tan. %S::, che fi pud concepire eflere
contenuto nella coftante arbitraria, fi avrd

(A-+Be)dz B i i
fn‘—zabz.cusq:-t-b'z"": - log. (a* — 2abx cos. ¢ - 52 )|~
Ab"}—“B COs.Q bzfen.g 4c.

A
Tabken.p 1 Sang. @ — % cos.

5 ¢ D=wlen*p, fi avri
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VIIL T fo efpreffione 2
(D52 )
formola (3) fi ha, m=o, n=12, =D, ¢ c=F"; dun-
que chiamando S la ferie dei p—x termini algebraiciy fi ha

dit (3=2P)(5=2p)cr=t B:
c f(Dw = Bl e ?‘"f(D+It'u’}u"”'-‘
Sia u(p—lj__ P'; e poicht ' ¢ un numero pari, fuppongo
A B T U

g

in quella defly

MRS R et et e
(.;-,-/;«’,\n? Swtantpmte bt s

: du
; dunque fm:

5 B 3 L
r,m,w—' G‘—?:D?m_—-“(p-smw*" e

S 3 ovvero fm—

g s e B s ST
(p'—r1)Dur—* 2 (F—3)Dwr=  (p'—5)D'ut— 7)DA=
b

b
- Arc. tang V,—"ﬁ....(” 7

:FD? "3!1 Dp. >
La legge :hc vi regna & evidente ; ed il numero de’ termi-
_+,
IX. \IIA fe ¢ foffe un numero intero qualunque pari o
difpari, allora calcolando due ferie ﬁ]mat.’lmcmﬂ fi ‘troverebbe

L
f(D—H-’r&')nP

ni ¢
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S 5 S W i + du
+"‘+( > )ﬁﬁk’g- & 3
D)=
i 5 T o P
-H"”_:“V_ ) (6) ove il numero de’termini é=;-|-x

ovyero =-—- |- 2, fecondo che p' & pari, o difpari,

Si prendera nel fatrore = ‘:H del coefficiente dell’ anti-

penultimo termine 4 ovvero—, fecondo chep' fard pario difpa-
ri,efi riterrd + ovvero—nel penultimo;termine fecondo chep’
o

fard pari o dilpari , ¢ + ovvero — nel coefficiente ———

A-D)

fecondo che p' farh pari o difpariy onde Jupponendo p'=ad

un numero pari, Pintegrale § trasformerd in quello ch’ ab-

biam trovato per quefto ultimo cafo,in cui il fegno dell’ ul-
timo termine & fmile a quello del penultimo.

X. Ora foftituendo negl’ intcgrali (3) e (5) per 7, #,

: b~ac0s
by €% (=u),p"; i loro valori a,:,a'{cn.‘cp,l‘a‘,_b-ﬂ,

2{p—1); fi trovera dopo averli ridotti, moltiplicati per
CwAb-}- aBcos. v
=S

cos.p+ bzt = X = (b —acos.9)’ +a'fen.’ ¢, fi troveri dico
_ Ab--aBcos.@ (3 —2p)(5 — 2P)7 — 2} 1
gr- R

,¢ fuppofto per maggior brevitd 4"— 2abz -

1 + 1.2
G—ap) bz —acos)t—X | (3—2p)(s —2pUbr—a cosg) T X"
r.2.2°

+(3r—:p;...(7-—19)(h—acos.¢J=HX’
12i3a

—}_(;_1p)...(9—=p)(bz—-—(¢cos.w)‘F’X'
1.2....{p—2)"
+”””+(3——:p}...(-1) (b:.—ncos.q:,‘l"*‘)

Tom. IV. Eeee
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Eancora (3=2p)(

{ cf
| d
. = 1
] ( (2p=3)(bza cos.py?—Hateng): @ (2£—5)(bz—a cos. o) (g fens 9)"

1 1

= c0s.0)"*"(a fen.q)f + (2p-9)(bz-acos.g P~ (afen.e !

1 bz fen. ¢

T Arc. tan.
"'(bz-nmsw}(:zfcn.m)”hﬂ;(rrfcn.ﬁ'”' Foih a—bzcos.p,

i (A+Bzldz )
| Dinqus f‘{a’ﬁmbzcos.g + bz otk
| 4bt+aBcos. o (3—2p)(5-2p)(7—2p). Al E
R R T T e ( (3-2p)(bz—acos.g) X
e T b

..... (p—1 )2 1A

Beosar (3-2p)(5=2p)(7=2p)um1

L2300 (=1 jaf=t
1

1

TG

st
"‘(;—:p)(5—=p)zbh~_-zfcus.q>j'?"‘X‘_(3 2p)..(7—2p)(bm—acos.p) 7 X!
L2 3. (pin)art )

1)(bz —acosp ) Xe—

(3—z22)(5—12p)..
1

1
(2p—3)(bz—a cos.0)**~*(a fen.o) +(zp—5) (bz—acos. ¢)"**(afen. ¢ *
1 1

= e T e e e e e L

T (apgifbr—acos)t(afengy + " T {Bz—gcos, o)(a en. ¢y D T
e et bxfen. g (7)

A re.tan, =T b

La legge di progrefione & manifefta; ip—1 termini che
rinchiudono al loro denominatore le potenze fucceflive di X
fon tutti preceduti dal fegno — ; ¢ 1 fegni dei p termini

che hanno al loro denominatore le potenze fucceflive di
(#fing) fono alterni, ¢ cominciano dal fegno —; il fegno
dell’ ultimo termine dev’ effer quello del penultimo; ed il
numero totale de’ termini & evidentemente — 2P — 1.
Queflo integrale f{viluppato in cotal modo non pare in-
degno_dell’ artenzione de’ Geometri . Effo pud condurre ad
altre integrazioni neceflarie alla perfezione del metodo poco
avanzato ' noftri tempi delle quadrature.
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XY, Siaia cagion & efempio p=22; ¢ per maggior brevitd
B=o; Ad=1; li avia
T

j‘if_ t :
oY A ( {e—acos)X  (bz—acos. ) (elenq)

fen. X—a fen
Arc. tan. paieh ): Lotthad 4

I
(afen.p) a— bz cOS.p b X (bz — a cos.¢)(aten.g)*
bzfen. o

a—lrcose ) T2 abbiam gid offervate

I
2b{alen.p Are. tan.
Sow

T
fd fen.g): | 20 (alen. ¢) ‘?

2
come ha trovato il Sig. Enfero nel citato Vol. pag. 41.
XIL Sia nella fiella ipoteli p=3; & avrd

frc. tan.
a

j‘dz_ L oo gnppnidnmy o B
BT b 1naa ( 3X(pz—acosp) 3(bz=—acosg)X*

T I 1

s e

3alen.g) (b —acosg) | (bm—acos. ) (alen, ¢ ) +(a fen. g}’

bzfen.p
a ﬁbzcoma) 7
E riducendo allo ftefio denominatore le quattro prime fra-
X.a'fen. g fen o~X)+(bx—acos.p) (3 X’ —2a*fen.*0)

3X*(alen. o Yibz—acos. @)t
in cui mettendo per (bz—a cos. @) , (bz—acos.a)’, 1 loro va-
lori X—a® fen e, (X—afene)7 s ¢ dividendo per X-a*fen.'0

e
"'_'r,‘" 0, ma X(3X—a fenig)=

Arc. tan.

zioni, fi ha

4 3afenio—a
- dungue la frazione p!
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br—acos.p | Ay bz fen. ¢

i rc. tan. : riful~
I 4bX(alen. 2 45{4 fen. )’ a—bz cos.p

|' tato identico con quella del Sig. Ewlero p. 423 ecc

Fine delle Memorie Sociali.



