SULL EQUAZIONI

A D TEEIB R ENZE, EINITE

Del medefimo .

Equazioni g differenze finite prefentano fpeffo per la
loro integrazione maggiori difficolt di quelle, che fi
incontrano nella integrazione dell’ equazioni differenziali.
In quefte eflendo la differenza dx infinitamente piccola , ¢
potendoli fempre affumere coftante , quefte due condizioni fa-
cilitano le operazioni che la loro integrazione richiede . In
quelle fa differenza di & pud eflere o coftante o variabile 5
nel primo cafo le difficoltd della loro integrazione fi riduco-
0o a quelle dell’ equazioni differenziali; ma nel fecondo ca-~
{o la variabilita della differenza potendo effer qualunque, ed
eftendendofi alle differenze feconde ed ulteriori , fi rende ol-
fremodo malagevole I integrazione di quelt’ equazioni, pre-
fa generalmente e fpeflo quell’ equazione , che in un da-
to fiftema di differenza variabile pud integrarfi , la me-
defima i rende affatto intrateabile , fe fi muta la legge
della differenza . Ma ficcome tra le differenze variabili e Ie
coftanti vi & un certo rapporto , mediante il quale quelle
per quelte efprimer fi poflono ; pare che vi debba effere un
metodo generale , per cui qualunque fia la differenza variabi-
le, " integrazione dell’ equazioni affctte da quefta differenza
ridur i pofla all’ integrazione di equazioni a differenze co-
ftanti. Con quefto merodo ci potremo difpenfare dal fare ul-
reriori ricerche nelle moltiplici fpecie dell’ equazioni a dif-
ferenze variabili, e turto i ridurra all’ integrazione di equa-
zioni a differenze coftanti , le quali fonc piti trattabili. Ho
altrove accennato un tal metodo ,ma adeflo mi propongo di
efporne i principj con qualche eftenfione.
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abbia dunque un® equazione qualunque 2 differenze fi-
nite ¢ variabili M=o tra le variabili x ed Py s € la diffe-
renza di
que fun:

fia 93 & —wx,0ve col fegno ¢:x indico qualun-
ne di x. Si faccia H=poae quefta funzione i

fi determini in modo, che quando x varia di pia—zx, la
% nella funzione P, varj dell” unitd . Avremo dunque ¢ x

T ficcome ¢ix=¢ P, 5 aviemo I' equazione
P = (a)
L'integrale di quefta equazione ci dard il valore di P, =%

onde poi potremo dedarre il valore di z per x . Facendo
#=p, in .»4,)'” diventerad _er che chigmeremo. ¢ . e fap-

e M diventi M', avremo
tra le variabili z ¢ #s» ove la differen-
tegrale completo di

ponendo che dope quefta foftiruzio
I’ equazione M'=o i

za di z & coftante

oI

Sia £,
quefta equazione , ed avremo per I'integrale della propofta
2 =P, fe in P fi porrd in luogo di z il fuo valore dato
per x.

il

Di gqualunque ordine fia I equazione M

o, IMintegralé
=P conticne tutte le coftanti neceffar

e per ottenere -un.

valore completo di Y, * quindi non fard d' uopo che trova-
re un integrale particolare dell” equazione (a), ppiire aven-
done trovato I integrale completo i potra determinare la
coftante arbitraria in modo che il valore di ¥, rieka il pilt
femplice ¢ il pilt comodo per I'ufo che f ne vuol fare.
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TV

ior. fehi: .:un ento fupponghiamo che. I' equazione
eare , ciod della forma

B O M, =X

ove fieno A, B, C... 1, ed X funzioni di &, ed ¥, =y,

5 ecc, effendo ¢

fono i valori di A.B,ecc.

e fopra Lx

fari della forma
Ave, =Bur, -E'C!;;+ s N =X1.

Adeffo trovato ty =P fi avra Py —P foftituendo in P,xin

luogo di p_ . Si offervi che ,,.Ldmu, quelta foftituzione le

1 ntiL!n Aty Bri, Gt ... X1 ritornerannc ad effere A, B,
. Quindi non occorrerd fare alcuna foftituzione in
Ay B, ecc. purche i offervi nel decorfo dell’ integrazione
di non fare intorno a quefte qumnm alcuna operazi ne la
quale potefle mefcolarle con altre quantity che porta I'inte-
grazione. Poi nella quantitd P i troveranno intatte quefte
quantitd, e la foftituzione del valore di 2 dovrd farfi nelle
qmntlll che ha portate I' integrazione , Le op:rumm per
tro fulle quantita A, B, C; ecc. come farebbe la differen-
za 0 la In:mm dovranno farii fecondo il fiftema di differen-
ella propofta . Ecco dung qual
ctodo.. 8 integri la propofta , co-
2 1\\(‘rtumﬂ di_non cfe‘

i‘ha il \-nJor‘. i z rica
do ., tale che abbia |

ogo ¥ cqunzion:

Mmm
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*ordine

jone lineare di pri
4y, + B

Si abbia I equaz

fo in eflo Hx=
za di ¥ fofle uguale all’
noto

e quefto medefimo Iintegrale della pr
vi [i foltituird il fuo valore 5 O la'fe
fi faranno nella ipoteli di Ax —g
I'integ IM=P, quando dx=1, ¢ pur\ endo in P il

& valore di

nell’ ipoteli

biamo - pot;
dall’ inte

ontutrocid 'in molti cafi particol,
i, come ne and

emo: alcuni accen-

effe:

© ¢ 5 b quantith coft
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Cas—b a—b

¢ facilmente fi trovei2 p_ — = — facendo C=1.
T g 1
7 a=b log. (b4-a—1.%)
Sard dunque % =p, =— , €z = — i
T log. 4

I1.°:8ia '¢: x ==ax”, avremo
Pl+l =ay
B " " K
Per integrar quefta equazione facciamo p, =a =, ed avre-
MO Tobr M ; > s s
B . prendendo i I(?:ir—l:ml Gy S AT

=1

_ Comr

uindi == = ¢ prendendo
[ orroaed | 7 w5 e P
I m—r1.log. %
QOB e
log. a "
—_—— BT L e pit
d_l‘ug. m
log. (log, @+ m—1.log. x) _log.log.ax™~"

log. m log. m

di nuoyo i logaritmi z=

femplicemente x=—=

IMLe Sia ¢:s="{/a+

avremo I' equazione

of s o
e

e quindi g7 =@+ b7, 5 e facendo p7 =g .4,

— 1z, ed avremo

A=

Facciamo p_ =g, 4-—, ed avremo ¢_, -
z ST Z41

Mmm j
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1 ¢ 7
o L cied g_ iz L Sia 2 =c®, eflendo ¢ if

numero che ha per logaritmo iperbolico 1 unitd | ed avre-
-

2 =zk ed r_ ==C2%: quindi = ¢
mo ¥, . ¢ P x q 9z a”’z

g

=2 cos. 2% facendo C=1;¢ percio 2
0 x
log. Arc. delcos: =
x 2
Ardelcos. - ¢ 2=——
2 log.
x) — 3% , ayremo I’ equazione

Ve Sia ¢

¢ facendo p

ciod T =0z 0 4,

VI.® Ma cerchiamo in generale qual effer debba la
8 |

zione @:x, percht mediante la

#ez
-4 {q;( lrrf— )
z

n diventa 2--1, 4, B, ecc. di-
o

che quande
s B, ecc. avre

ventino A
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(rfn_Jr&'I )”H:E‘:H’ ,}“. ek (ﬁ + ) s
(r,' il _-)n 3_| C( 374_):5 5 Sl
Ma ('I+ )"-H-m( -|‘{j ) (7 —r*),clu:

e #41 Aa—1
) = ..,.47
z r,r Che

A(q '-'I ) -ib‘(q i )”_JIC(’I 4 )73 7 tece.
et K
£ );Ps 4-ecc.

efferido ‘A, ‘B ccc. i valori di A, B, ecc. g
venta 72-1, Paragonando adunque i duc valorid
avremo A —Ad=1,B —B=—"4,0'—C=
7
Sin-1:C)=—

— ‘B _ecc. ciod

__; -Cn-C"

A-Ti=n+coft.,B=

Bla-——g ) —
Bl 7‘41 Gt Cn - €, ecc, Le coftan-

i ¢, €', €, ece. i troveranno tutré uguali a gzero . fe

fi rifiette che il termine medio della porenza (
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=2 quando p=z, ¢

QU AZLONT
6 quandp ;::4, &= 20 quando
71~—‘l

A=06, ccc. Quindi avremo A=#, B

6)(n=7)

(i — 4)r—5) D:x_:'r»:-')('

5 €CC- e percio

7 an—3) n-3 , #f — 7=
2 =p -n i - ———p, =t
Z4 L = = 2. 3. =

one fard

A 3
=z cos. Ci*.

vV L

i tra molti altri, che potrebbe-
li puo intégrarfi I' equazione p P -

Ma potremo anche far di meno di quefta mtcg!.hzmnc per

ritrovare il val z che deve foltituirfi in luogo di x .

etar—p! fa fard z_q\,elfench 4. una fun-
i e £

Py .3 AVIEMO 41

Xy

— g, » ciot g, =z=1 prendendo que-

e quindi £ =dp

fta fomma nel filtema della differenza
Fatta dunque I’ integrazione dell’ equazione data, c
uﬂ;ercmw u| x f I' unita, convien dopo foftituire nell’i
e Z1 in luogo di 4(& pero riguardo alle :ghr‘_
certenze di fopra (III) accennate.

dimoftrato che I' inte-
variabili ridur i puo a
enze coltanti , N fa difficolta
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Iintrodizione della quantitd 21, Ja quale non pud i ge-
nerale affegnarfi; poicht I'integrazione delle funzioni di una
fola variabile Ii fuppone data, quando fi tratta dell’ integra-
zione dell equazioni. La fomma dell’unitd pud inyero affe-
gnarii, i molti cali, ciot in turtd quelli, ne’ quali li‘la in-
tegrace I equavione by =¢if, . Si potrd in qualche ca-
fo trovare anche diretramente quefta fomma, come per dar-
ne un efempio nel cafo che la difierenza di & fia 4%

el 5 x,
eficndo ¢ quantitd coftante . Ayremo in quefto cafo-+ coft.
a

L - 5 o
=3, +coft==%.x*, ¢ in generale —————4-coft.
(a+1) (@e1)y—t
=X=.x". Facciamo » infinitamente piccola, ed avremo

: 1
coft,. e pone! t =
+- colt., e ponendo la coftante log(ar1) 3

D Indirettamente , fupponendo data la fomma
log. (a+

dell’ unitit, i potrd fempre trovare la di

erenza variabile che
gli conviene. Ia fatti effendo Zt=Ffire,fard 1 = (%+0%)
—fix , dalla qual equazione (i potrd ricavare il valore di
foc. Sia per efempio i1 —ax", fara r—a(+Ax)" —ax",
e quindi

X 1

K Ax= ( L )m ) & AX= ( lj"“_ﬂ)—"; —
a a

Sia ancora

log.(14-a)

Tog. @

o3 2, fard 1=a"(at"—1); ¢ quindi dx=

VIIL

Ma lafciando da parte quefte ricerche particolari, per il-
lufirar maggiormente la noftra riduzione delle differenze va-
riabili alle differenze coftanti, prendiamo ad integrar diretta-
mente |' equazione lineare di qualunque ordine a coefficienti
caftanti e a differenze in qualunque modo variabili : tanto
pilt che quefta integrazione contiene alcuni artifij , i quall




Syrpy EQUAZIONT
Sia pertanto propo-

By + & ~1—J)’ - M
. M quantitd coftanti, X f
oy ,ecc. e la za di x mmbd-.
5 S'.Lp!
ile um\mumm I‘ a=F , ove u‘u ¢
, ¢ =P I'integrale finito di P prefo nel
variabile che regoa nella -:m-wfta e il

occafiol

{tan=

_,;) — T

! e paragonando quefta equazionc con la propofta troveremoe
e M=Lra?

- Ha'?

avremo |
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M--La4-Ha ... . 4 Ban 4 da=o. (P)
Quefta equazione ci dash il walore di @ , trovato il quale

ayremo

Ci=—C—Ba—dd
:

Ih=—L—Is—Ha ....—Ha""

1 valori di A1, Br, ecc. fi pofiono anche efprimere nel
modo feguente:
I G D,
e s e DD
(s
Bx=—+l—3+£ AEn
@l e

D
Ci=—t civusciuins
a

Ll:——M.

a
Trovati quefti valori I'integrale della propofta fard

a-=. 55 X=Ayp+ By +C1p’ . . . . +Liy™",
Ma I* equazione (P) ha m radici,, le quali pofiono tutte
ugualmente prenderfi per a 3 dunque chiamando quelte radi-
i a, a1, ax, ecc. ¢ fupponendo che Au i muti in 42 ,
Az, ccc. quando 4 G cangia in 4r, 42, ecc ¢ cost degli
altri coefficienti Br 5 Ci , ecc. avremo le m equazioni fe-
guenti

Tom. IV. Nan
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A Ba®. X=diy+ By +-Cuypl oL DL L)
A2y +Bay +Cay’ - Lapim—1)
A+ By + 03" . oL L
ecc.
\deunnre queft’ equazioni fi potranno eliminare le quanti-
th ¥, 0", . .. =", e fi otterrd il valore di #. Ma fen-
73 kfwlurc qucﬂa eliminazione , che farebbe per 1o pit in-
volta di molte difficolt} , fi offervi che effa ci darebbe il
valore d\ y cosi efpreffo :
a5 X arEFEaFX - o EEnY
A n =+ w '
effendo # , #', ecc. quantith coftanti . Per determinarle , fi
foftituifca il valore di ¥ nella prima delle precedenti equa-
zioni , e {i avrd

+ecc.

RS0 o el LB o (it 4 BJ C' ;-D:?:cc)

Wﬂ na’
B:X Cx( L +g+ _).;,m.

n
Ar B: C( D
g Bk g 2k DT RS )
;a1 aL (ﬂ, +”,‘“ +Ml,+Ml,1{cc
B:X [of} X+X‘ DX, WX )
wlar Ta :'+m’+ il
ecc.
Siccome quefta equazione dev’ effere identica , convien che
fia

Ar_ Br, Ci
— e i eC.=1
n {‘fxa na' m!+
i altri termini devono da loro fleffi fvanire . Sard
Dt
o e e foflituendovi i

Quelts valore di i non & che il diferenziale ‘della quantiti

Es- ;+; oI ,+;:;prc1'u per rapporto ad @, ¢ mol-
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= @ sty "
tiplicata per e I valori di # , #", ecc. {i troyeranno
a

riflcettendo che # fi muta in #', #', ecc. quando @ diventa
a1, az, ecc. Dunque fe facciamo
P—d -} Bz4Czx'-LDz .. . | Mz"

ayremo

daP ¢
#=—2%— facendovi z=
dz

sl E :
He=x o facendoyi z=

4P "
z — facendovi 2=
4z

Blw BT

ecc.
Ora la quantitd P 2 A(r —az)(1 —arz)( 1 —a2z). .«
(1—a(m—1)z); quindi fard

st (- D) 2) (-2 (- 20)
(2R ()
A (D)D) (1)

Pofti quehi \1Iar|, i’imc»rale finito della propnﬂa fard
1

n

@ H(C+3a> X) ar"(C'+Ia;2' i)

L W ok
-}-ece.
ove C, C', ecc. fono m coftanti arbitrarie.,
B

Sia Ax=1, fard T 2, e quindi

a=(C+Ea Xy a1~ zax'.A% | @ (C'+2az".
r= = -+ 7 - = —{-—ecc.

effendo 7, 7', ecc. come fopra . Quefto integrale fi ca
in ‘tc.lo di fopra mrn\am ponendnil B1 invece dii x5
come. doveva fuccedere per cid che abbiamo prgccdcn!un:n-
tg dimofirato (VI).

Nin i




468 SuviLy FEQUAZIONTS

X.

Riguardo all’ equazioni fincari a coefficienti valriabili , now
jamo integrarle al di I3 del primo grado. Solo & noto,
¢ della propofta fi conofce quando X=o ,

¢ urre I' integrale quande X ¢ una funzione
qualunque di x (4) . Non fard dunque affatto inutile I' ac-
cennare alcune equazioni , I integrazione delle quali dalle
cofe cfpofie dipende. Si abbia pertanto I’ cquazione dell’ or-
dine m a differenze finite e variabili E

r—a_.
x

potra ¢

Ponghiamo j:f—sp, effendo ¢ il numero che ha per lo-
garitmo. iperbolico I'unitd, e I'equazione diventerd

=zb —EP—~P—P—P'.—Pr=t

¢ —a e =0

¢ prendendo i logaritmi avremo
P+P+Pl....oP™Vi=logx
x

In quefta equazione i coefficienti fono coftanti ; quindi inte-
grandola per quel che abbiamo infegnato di fopra (VIIL)
ayremo il valore di P, ¢ quindi I’ integrale della propofta

X T
Nel cafo di m==1 avremo P =log. « , e quindi
x
—Zlog.x
y=c¢ % com' & noto. Se m=z, avremo I’ cqua-

zione
Py Pizlog.e ¢ percid Pe—(-1)" (C+E(-1)= log ),

-
B(—1)"E(C + Bl-1)* log.
e

ey=C ¥, c pel cafo didx=1

fa) Si veda una Memoria del iwf le differenze finite pubblicata nel pri=
Cavs Lorgna ful Calcolo Integralc del~  mo Towo di quells Sosiets
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P P .
= wa D CRzElos ) integrale potre-
‘mo efprimerlo in una maniera molto pilt comeda : cerchia-
mo a quell oggetto un valore particolare di y. E' noto che
B(=1)% log.xx‘ (

F(—rptloge .. 4 (-1)log a.

=(-1)*"log

£ |ﬂ_g..1;_'_‘

Quindi fara
(1) "=(=1)%log. @

~loga _wFlogs
X0z SO
ove il fegno F avra luogo fecondo che x & pari © difpari ;
¢ prendendo la fomma di quelta quantiti avremo
B z-1)log.s lotant silogar —logal si=loge. . . — €CC:
(-1 Jlog B, By By -5

1
s loga
SRR

3

Cige A 108-“..\"_5 +ecc.

lop. ~loga
::“‘x,4 (4 -5 — €CC
+ Log,-zxAS +ece

ciot=—logia —log.o -~log.a _-~—ecc.
X2 X4 %6

@ . €cc.
x-6
ove Pultimo fattore fard « fo 2 & pari, ed o, , fe b dif

pari . Dunque fe indichiamo col fegno U-“x':. il' prodot-

toz & . & . 'ece. continuato finché mon fi abbiano
-2 4 X-6
fattori coll’indice zero o negativo, aviemo
—lug. g 1 F
N —* . Quefto non & che un integrale
Tl
£

particolare della propofta : per aver I'integrale completo fi

faccia p= - e la propofta d

facch = sl propofta 4
x-1

quefla avendo per integrale z =C - C' (—1)", fard
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. 1 : TR
= =L (C+HC(—1)) I integrale complero della
e
i

ropofta
i XIL

Generalmente nella ipotefi di Ax =1 fc facciamo A%«
. x

= TS continuando quefte

a -2 -

x x—-m  xX—am 3

prodotto fino al fattore « ,ove x—um & tale che po-
X1

nendo #--1 in luogo di #, diventi x—(#+41)m 2610 ©
1

& a
xm

—o . Per rintracciare I" integrale com-

negativo, fard y = un integrale particolare dell’ equa-

zione y—=

x
% . ¥
pleto ponghiamo J = —o-— > ed avremo I’ equaziene
YV %m

z—zM™ =o. Quefta ha per integrale x=Cf* + Cfi*+

4 C==1) f(m — 1) chiag ando f, fi, f2, ecc. le radict del?

cquazione 1 —f%= iindi I"integrale completo .della pro-

pofta farit

L (G OO GO = 1))

e

Ma le quantitd fa fx 5 ecc. fono a due a due della fofma

o5 tl"tb/ — 1. fen.g s dung quella parte d' integrale che

apparticne a quefle adici fark C(cos. e+ —1.fen.@)* ,

g’ (ms.m—\/—l-fﬂ“r‘: Ora ( cos.q + |/ —1.fen. g)f

—cos.oxt fen. ¢x : onde mutando le coftanti fard la

parte d’integrale dovuta a quefte radici cosi efpreffa; C.cos.gx

i

r

ove

- C.'fen. g% . E’ noto pel Teorema di Coszs che o
m
# & la femiperiferia del cerchio che ha per raggio I unita ,

i efprime qualunque numero pari non maggiore di ., quin-
di fard
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WD B 4 v SRR A AT
e €+ C'(=1) .Ccus._m 4 C™ fen. = + C'v cos. i 2
y=a— ” e
s 5 47X -y (m-2)m% e (m-2)rx
v “x_mf+c !'cn.?;...+c( 3:05.—7;—4_—(3 ’f:n.TS

Tom @ opari, e

S C + Ccos. E;-‘ 4 C"fen. -

N S N e
o : +C’:os.m+C en. — ;
U‘w‘x_me ....... + €= cos, =t

W it g 0T
n m

fe m & difpari. *
> BT
Sia propofto o’ integrare I'equazione
A i by y L Sl R i,
xx)<31x xx)’.Cax.xx.er +M«x o ) x) X
ove A, B, ecc. fono quantitd coftanti, o ed X funzioni
date di x, e la differenza di & comunque variabile . Pon-

22 e
ghiamo y == ed avremo

A 7 " )
A =i SUMES e Wigonot b, sley N
XE L x x & R
@ @ o
5 x S e ¥ 5 Elogy
Facciamo == ,ciok ¢ ——=o0,¢ fara(I)s=¢
«

=
Pofto quefto valore di ¢, I equazione propofta diventerd

= log:
Az +B=' 402" o o n o 4 Mz = Xe el
¢ integrando queft’equazione come abbiamo infegnato (VIII),
ne dedurremo Pintegrale completo della propofta cosi efprefio

o s Elog.ad,. =1, slog.are,
y= f_r!(‘g.ﬂx(z (C‘*'S; .X)"‘ e 2,: .rl'i’cc-)
eflendo Je quantitd @, 41 5 ccc. # 5 #', ecc. come fopra . Se
— 2 log.a’
" 1
Axe=1, fard e =

T
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oraty dal Sig, de [fa
prefentate all’ Acca-

ralmente fia data I e

o Gy

")

FuCa o
x PN

effendo ¢ tale che abbia luogo

acciamo per integrarla y =

i

I’ equazione , della qual’ equazione (i potrd ave-

y¢ ua int pa lare (X ). Mediante quefta foftituzio-
nc la prc“oﬁ* diventeri
Xr
S MR =,
@
X
i dell’ equazione

Az Bz 4

Quindi chiamando a, ar, ecc. le ra
A+ By | Mz =o=P

aviemo Pintegrale della pru,-mlz cost efpreflo :

\

“) m'*"(Cw}:.u-’:'.Kl) 2

Sai'(Ci B
5 e i __——i L ecc.
3 n " TR

4P
ove B=Z o facendo dopo la differenziazione =4, ¢ fi mu-

, fara

ta in #' faccndo z=41, ccc. Nel cafo di ox
s=047a_ (XID), ¢ quindi

S c'(Cﬁ:a“'.Xv“'.xx_m) ar(Cezan
Ly

n n

"

o
effendo #, #', ecc. come fopra

05SERVALIONI



