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SOPRA LE SERIE INFINITE CONVERGENTE

Formate dai Prodorti de® Numeri difpari fuccefivi drvifi
pe' Prodosei de Numeri pari corrifpondenti

Del P. Grecor1o Fontana delle Scucle Pie, Pub~
blico Profeflfore delle Matematiche fuperiori nella” Regia
Univerfitd di Pavia.

On vi ha forfe nella moderna Analifi parte alcuna , in

cui da un fecolo e mezzo in qua fiafi fatto da’ Geome-
tri un 8 gran viaggio, e tante nuove inafpettate veritd fie-
no ftate feoperte , quanto in quella , che vien deftinata ad
eiporre la Teoria delle Serie Infinite. Siccome fino da’ primi
pafli, che andd facendo la nuova Analifi , fu facile ad ogaus
no di accorgerfi dell’ utilith fomma ed importanza , che dalln
doterina delle feric dovea per neceflity derivare in tutte l&
Scienze Matem ndi avvenne,che i pit gran Geome
ari tivolfero le loro meditazioni a quelt’ intereflantifimo og=
getto, e facendo a gara & inoltrarfi pit addentro nella ma=
teria portarono tanto avanti le loro ricerche , che a confi-
derare I' intervallo percorfo dal principio del cammino fings
al termine, a cui fono in oggi pervenuti, ¢ avuto riguardo
al lento prncrdiu delle alere ¢ cognizioni in quel periodo di
tempo, fi crederebbe fenza pena, che non uno o due fecoli,
ma ben venti e trenta foflero trafcorfi . A foftenere I' inde-
feflo ftudic de’ Geometri in quefta fpecial parte di analifi &
preferenza delle altre contribul , non ha dubbio , pitt che
ogn’ altro motivo I' idea che tofto fi concepl de’ vantaggl
grunclfflm ¢ delle preziofe ricchezze , che quelto nuovo cam-
P fin ne’ primi tentativi parve largamente promettere a’ {uok
coltivatori . In fatti potendofi upporn-namtmc introdurre Ie
ferie in un’' infinitd di ricerche, le pit cate ¢ profonde,




Sora 1e 1E INFINITE
fentandofi elleno wlpj\.uww
0 fof + tanto di poter m\wn.m
di (.mﬁ.lu.d-um, tutto (i farcbbe fatto nelle Matematiche ,
¢ qualung o intrattabil Problema farebbe fri
piutamente . Ma con tutti i progrefii gia fa
tanto lontani da quell’ ultima meta , r.'h\. r
epara, non fembra fperabile dover mai eflere
teramente formontata . Nelle feric flefe aumeriche,, \M.. con
piit fucceflo delle altre fonofi cclrua'c, in mezzo all’
¢ doviziofa raccolta di nuove fecondiffime verit) ﬁu;\nu
ferle de' numeri fignrati, de* poligoni, delle potenze d
te ed inverfe de’numeri naturali, ecc. & tuttavia tale
ta la farraggine delle cofe, che ancor reftano nell’ ofeuriri ,,
che bafterebbe quefio folo argomento, quando tutti gli aleri
ro , per convincerli della povertd e delle anguftie
0 umano.
pertanto infinite feric num
porre r c] iplicando per ogni termin g
numeri difpari fucceflivi, ¢ dividendo il rifultato pel prodor-
to dc'uumczi pari corrifpondenti, o viceverfa dividendo que-
fto per quello, ed intorno a tali ferie poco o nulla § & fco-
o al prefente, ¢ poco altro oltre il famo-
ema d1 wallis per efpr spporto della circon-
ferenza circolare al diametro; inutile I' efporre qui
alcuni curiofi ¢ nuovi Teoremi rifguardanti la fomma de!
p\m.r:e derie + dico nuovi Teoremi , perché dai due primi
in fuori , che per effere di nul.. dimoftrazione debbono ef-
der gid conofciuti, non mi & palefe, che gli altri fi trovino
prima d' ora_pubblicati. Quelti Teoremi a me fi fono prefen-
cati mercé di afcuni particolari a!tiﬁ!J di Calcolo Integrale,
artifizj talvolta affai fini e wmp icati per dover creder pro-
babile I' efiftenza & una via pili corta e fpedita , che la dz
me tenuta, per dimoftrare alcuni di effi.
Le fomme, che m um.ano alle ferie da me trattate, fono
di tre forti, altre ciod affolutamente infinite , altre trafen-
denti, altre algul)m]c e ¢ femplicifiime,

al
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TEOREMA L

- 4 X _[}
La ferie :+17++z .6+
inf. & vguale all’ unitd.
TEOREMA IL

Ay B rds B35 i
La ferie Z+z4 e |-:‘.~,.5.S+ ecc. in inf. ha un’

valgre infinito.

TEOREMA IL

o 13" 3
La ferie — iy
2’+1. o Zud 24,6,
in inf. ha parimepte un valore infinito.

SeorL 1o

Nel Teorema XVIL fi dimoftrerd, che quefta ferie confer=
va il fuo valore infinito quand’anche i due ultimi faccori di
tutti i numeratori e denominatori fieno elevati al quadratoj
¢ lo feffo potrd dimoftrarfi, quando i tre ultimi, I quattro
ultimi, ecc. ¢ generalmente qualunque numero finito di fat<
tori ultimi nel numeratore , ¢ denominatore di ciafcun ter=
mine della ferie fi trovi alzato al quadrato . Che fe tutti &
fartori de’ termini della feric vengono elevati al quadrato,
1a fomma ritiene tuttavia un valore infinito , ma d' un’ in-
dole perd affatto fingolare , qual & I infinito logaritmico.
Lcco pertanto il feguente

TEOREMA IV.

g X it
La ferie — -}
St
ha un valore infinito, ma logaritmico.

TEOREMA
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TEOREMA V.

Il quadrante inverfo della periferia del cerchio deferitto

= & vguale alla ferie infinita
x

col raggio 1, ciod

i

DN

an inf.

La famofa ferie Wallifiana , la quale fuole dim
diante un lungo giro di calcoli Lum},]
mediata confeguenza di g T
mando fuccelivamente i t
10 in mano

27468
me Biis
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5"

123057759 ( 107 — 17)
2%.4%6%8%10%

" che & appunto la ferie
DETRRT
W|llusmm form:m & un folo rermine contenente il prodot=
.to de’ quadrati di tutti i numeri difpari divifo pel prodotto
de” quadrai di tuetl @ numeri pari.

TEOREMA VL

Tl quadrante inverfo - della circonferenza del cerchio. des
T

feritto col io 1 & parimente uguale alla ferie infinita

i cui & chiara la legge.




e CONVERGENTI ecc. 179

INFINI

TEOREMA VIL

Lo quadrante inverfo
ric infinita, della quale & pur
1.3 .35, 1%3%y.

elt' altra fe-

In generale , fe # efprime qualfivoglia numero difpari , il

quadrante: inverfo = & uguale ad # moltiplicato per fa fe

infinita, la quale ha le feguenti proprieti: 1% ogni fuo ter-
i azionaric ba per numeratore il prodotto dei numeri
i fucceffivi, i quali arrivano' fino al

nente nel primo termi s g

ne conticne il pr
rr o nel pri
nente 5 e ne' germ
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fattore di pit fopra il termine precedente: 4.° quefti nume-
+i pari fono elevati al quadrato ad eccezione degli ultimi in

. I . .r
numero di —— in ciafcun termine.
2

TEOREMA XL

L H N o
Il quadrante inverfo - & nuovamente uguale alla ferie ins
T

TEOREMA XIL

o | asaai S
Il quadrante inverfo — ¢ uguale alla ferie infinita
T

TEOREMA XIIL

Il quadrante inverfo 2 yiene cipreffo dalla ferie infinits
£
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TEOREMA XIV:

in generale

& rappréfenta qualunque numero difpar

otto di # molti-

rante inverfo = vienc efpreflo dal prod

to per una ferie infinita di termini frazionarj, tutti ne
gativi a riferva del 'plmm 2 1a qual ferie procede con quefta
1.° nI nun clafeun termine & il prmlu.sn
i el primo termine g

te;

e a un fattore di pib fop
dente: 2.° qudh fatrori difpari fono clevati

.3 o
v delli Y ultimi in

tenza a rift

aminatore di ¢
i pari fucceflivi , 1"

un fattore di pit che

no alla feconda p

1i in ciafcun termine.

TEOREMA XV.
1l logaritmo iperbolico del numero 2

1 13 35
_=+1..;’_*_:.4>a‘

infinita di nora lfegg:

lla ferie infinita, di cui &

al
4(=: 1.3.57 | L3.5.7"
3
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vy ‘-1I+ecu)
TEOREMA XVIL

ll valore: della. ferie d1 manifefta legge
“-}- ecc. in inf. & infinito.
TEOREMA XVII

La ferie di non !ngl.

LI
eece
1.4.6.8%100 1

i inf. dove i duc ultimi fattori di Ugnl denominatore: fonos

elevati al quadrato, ha per fomma ; (r—log.z ).

TEOREMA XX

La: ferie

L:3:5.7.9:11.13
4.6.8.10%12% 14>
attori di ciafcun denominatore fono, eles

- ecc. in inf., nella
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vati alla feconda potenza, ha per fomma = (log. 2 —
alla I p 0+(‘ 2

TEOREMA XXIL

1. 7.0 L 17 L o
STTIL coc., nella quale i tre ultim fustors

ciafcun denominatore , e I' ultimo di ciafcun numeratore fi
A | 17 7
trovano alzati al quadrato, ha per valore —~ B log.
128 =

TEOREMA XXIL

La ferie 1 —— — —— —

ha la fua fomma =

TEOREMA XXIL
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TEOREMA XXV

2.4.6 4 4.6.8 e 6.8.10
1.3.5.7  01:3:5:7:9  3.5.7-9.1L
10:12.14

§.7.0.11.13  7:9.1L.13.15 T garagasag

La fomma della ferie

ect. 5 di cui

¢ palefe la legge, & =3

TEOREMA XXVL

2.4.6.8 4.6.8.10 6.8.10.12
1.3.5.7-0  1.3.5.7.9:10  3:5:7:9.11.13
10.12.14.16 12.14.16.18

_7.Q.II.|3J5J7*9 1.13»:5.17,19_

La ferie

di manifefta legge ha per fomma 1Lc.'

TEOREMA XXVIL

2.4.6.8.10 4.6.8.10.12 6.8.10.12.14
1.3.5.7-900  L3:5:7:9-1013  3:5:7:9- 111305
8.10.12.14.16 10.12.14:16.18

5.7.9:1L:13.15.17 7.9.11.13.15.17-19

La ferie

—ecc. di evidente
1

andamento ha per fomma ==

TEOREMA XXVIL

o o vy e O R
£73-5:7:9:11.13 +3-5.7-9.11,13.15
6.8.10.12.14.16 8.10.12.14.16.18

357901331507 T s7ganagasagag
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—ecc. di |

13.15.17.19.

TEOREMA

Eflendo # qualunque. aumere intero , I

2%
Ha ferie che ha tutti i termini negati

nale alla fomma
va del primo , ed & dotata delle feguenti proprie
ti: 1.t Il numeratore del primo termine & il prodotto de
numeri pari fucceflivi continuati fino al pari (an—27) in-
clufivamente: 2.2 il numeratore di ogoi termine fi
¢ il numeratore precedente fminuito del fuo primo
to del fattore fucceffivo all’ ultimo: 3.°
cost del primo come del fecondo
i difpari fucceflivi continuati finc a (22— 1)
ivamente nel primo termine, ¢ fino a (241 ) incl

fivamente nel fecondo termine: 4.° il deno:

tore an-
¢, & crefce il fattore

altro termine fuffeguente & lo fleffo ch
tecedente, a cul manca il primo fatto
confecutivo all’ nltimo,

TEOREMA XXX

1
3
inf. ba la fua fomma

4 -ccc. in

S 113

e
35 57 79 911
:

S0 L 310,

Quefto Teorema non differifce dal Teorema XXIIL , ma
non doveva qui ometterfi, perchd forma il primo ancllo del-
tena feguente.

TEOREMA XXXIL

La fomma della ferie

Toma IIL

135

fino Ee
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1
-cce, non & altro che —,
4

+

;.u.x; Tilagas
TEOREMA XXXIL
A . 6
La ferie — B = - }
1-3-5-7) [ 3033791 “5:7-9-LL 79”‘3

10,12 X
~-ecc. ha per fomma o

" ganazis

TEOREMA XXXIL

: 'y .8 6.8.10 8
La fomma della ferie 7 + _;_.7..&

5:7-9-E X 13
8.10.12
o 2l e O Bt AR S R L R andamen-_
- 7.p.iL.lj.|5+9>11.13.15.l7+ 2 i

10.12.14
) . 5 L
to & evidente, & =3

TEOREM A XXXIV.

4.6.8.10 6.8.10.12
VT is70.0113 | 5.7:9.1L13.15

La ferie ;

B.10i12.14
¥ Z9arna3.05.17
TEOREM A: XXXV,

1

! !

~-ecc. ha per fomma —.
P 10

La fomma della ferie —= = e 2
1.3.9.7.9.01.03 | 3.5.7.9.0 L1315
68004 8.10.12.
5.7.0.L1.13.15.17 1 7.9.L0113-15,
10.12.14.16.18
GILIZISI7.10

(5

e ~ece, & =
12
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TEOREMA XXXVL

£.10.12.14.16.18

7-9.11.13.15.1

1
er valore —.
p 7

ttor




